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Stanisław Heilpern
Uniwersytet Ekonomiczny we Wrocławiu

NIESTANDARDOWE MODELE RYZYKA  
– BADANIE WPŁYWU STOPNIA ZALEŻNOŚCI  
NA PRAWDOPODOBIEŃSTWO RUINY1

Streszczenie: Artykuł poświęcony jest niestandardowym modelom ryzyka, rozpatrywanym  
z punktu widzenia teorii ruiny. W modelach tych odstąpiono od klasycznych założeń dotyczą-
cych niezależności. Dopuszczono zależność wielkości wypłat oraz momentów ich wystąpie-
nia. W pracy rozpatrywane są zarówno ciągłe, jak i dyskretne procesy ryzyka. Zbadano wpływ 
stopnia zależności na prawdopodobieństwo ruiny. W niektórych modelach zaobserwowano 
występowanie dużych nieregularności, braku monotoniczności badanych relacji.

Słowa kluczowe: proces ryzyka, ruina, zależność, funkcje łączące.

1. Wstęp

Tematem artykułu są niestandardowe modele ryzyka, rozpatrywane z punktu widze-
nia teorii ruiny. W odróżnieniu od standardowych, klasycznych modeli ryzyka, 
przedstawionych np. w pracach [Kaas i in. 2001; Ostasiewicz 2000; Shiu 1989], 
dopuszcza się w nim zależność niektórych procesów czy zmiennych losowych. Za-
łożenie niezależności jest bardzo wygodne od strony matematycznej, ale często jest 
mało realistyczne. W praktyce aktuarialnej spotykamy się np. z oddziaływaniem 
wspólnych, zewnętrznych czynników na poszczególne grupy polis, co powoduje ich 
wzajemną zależność. Mogą to być czynniki makroekonomiczne: kryzysy, inflacja, 
wzrost cen surowców, klimatyczne: powodzie, pożary, trzęsienia ziemi, wybuchy 
wulkanów oraz polityczne: kryzysy rządowe, zamieszki czy wojny.

W pracy omawiane są modele zarówno ciągłe, jak i dyskretne, jedno- i dwuwy-
miarowe. Występująca zależność dotyczy wielkości wypłat, jak również procesów 
liczących wypłaty. W analizie tych modeli zwrócono głównie uwagę na wpływ stop-
nia zależności na prawdopodobieństwo ruiny, dlatego też przedstawione w pracy 
modele zostały maksymalnie uproszczone. Zaobserwowano w niektórych modelach 
występowanie dużych nieregularności, braku monotoniczności tych relacji.

1 Praca naukowa finansowana ze środków na naukę w latach 2010-2012 jako projekt badawczy  
nr 3361/B/H03/2010/38.
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80 Stanisław Heilpern

Praca ma charakter przeglądowy. Zawiera wyniki badań własnych zarówno  
autora [Heilpern 2009; 2010a; 2010b], jak i innych autorów [Cai, Li 2005; Cossete  
i in. 2004; 2003; Yuen i in. 2002; 2006]. Zamieszczone w pracy twierdzenia podane 
są bez dowodów. Czytelnik może je znaleźć we wskazanych odnośnikami pracach.

2. Modele dwuwymiarowe

2.1. Zależność procesów liczących wypłaty

W pracach [Yuen i in. 2002; 2006] autorzy rozpatrywali następujący dwuwymiaro-
wy model ryzyka:

,

  gdzie ui ≥ 0, i = 1, 2 są kapitałem początkowym, ci ≥ 0 intensywnościami napływu 
składki,

����� � � ��� 
�����

���

  oraz Ni(t) = Mi(t) + M0(t). W modelu tym zakłada się, że Xij są niezależnymi wielko-
ściami wypłat. Dla ustalonej klasy i = 1, 2 wielkości wypłat mają ten sam rozkład  
o dystrybuancie Fi(x) i wartości oczekiwanej mi. Natomiast Mi(t), i = 0, 1, 2, są pro-
cesami Poissona z intensywnościami λi. Są one niezależne oraz są niezależne  
od wielkości wypłat Xij. Procesy Ni(t), i = 1, 2 są więc również procesami Poissona z 
intensywnościami λi + λ0, ale mogą one być zależne. Zależność powoduje wspólny 
proces M0(t), który może być interpretowany jako wpływ wspólnego, zewnętrznego 
czynnika, który wpływa na liczbę wypłat w obydwu klasach. Natomiast procesy 
M1(t), M2(t) mogą reprezentować oddziaływanie wewnętrznych, indywidualnych dla 
każdej klasy czynników.

Niech Ti = inf{t: Ui(t) < 0} oraz ψi(u) = P(Ti < ∞| Ui(0) = u), i = 1, 2 będą odpo-
wiednio czasami wystąpienia i prawdopodobieństwami ruiny w poszczególnych kla-
sach i = 1, 2. Będziemy rozpatrywać dwa modele ruiny. W pierwszym rozpatrzymy 
moment pojawienia się pierwszej ruiny:

ψor(u1, u2) = P(Tor < ∞| U1(0) = u1, U2(0) = u2),

gdzie Tor = inf{t: U1(t) < 0 lub U2(t) < 0} = min{T1, T2}. W drugim modelu interesować 
nas będzie ruina w procesie ryzyka będącego sumą procesów U(t) = U1(t) + U2(t):

ψs(u) = P(Ts < ∞| U(0) = u),

gdzie Ts = inf{t: U (t) < 0}.
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Niestandardowe modele ryzyka... 81

Zbadamy teraz wpływ stopnia zależności procesów Ni(t) na prawdopodobień-
stwo ruiny w obydwu modelach. W tym celu wprowadzimy drugi dwuwymiarowy 
model:

′

′

′

′

  przyjmując, że intensywności λi, λi′  procesów Poissona Mi(t) i Mi′  (t) spełniają waru-
nek: 

λi + λ0 = λi′   + λ0′    ,

a wielkości wypłat  i  mają ten sam rozkład dla ustalonej klasy i. Procesy li-
czące wypłaty Ni(t) oraz Ni′  (t) mają wtedy również ten sam rozkład. 

Wartości intensywności λ0 i λ0′     oddają stopień zależności procesów odpowiednio 
Ni(t) oraz Ni′  (t). Dla λ0 = 0 otrzymujemy niezależność procesów N1(t) i N2(t). Relacja 
λ0 ≥ λ0′    sygnalizuje nam, że stopień zależności między procesami liczącymi wypłaty 
w poszczególnych klasach jest większy dla dwuwymiarowego procesu ryzyka (U1(t), 
U2(t))

T niż dla procesu ((U1′(t), U2′(t))
T).

Twierdzenie 1 [Yuen i in. 2006]. Jeżeli λ0 ≥ λ0′   , to ψ ψ′  , dla 
każdej wartości kapitału początkowego u1 i u2.

Widzimy, że w tym modelu większy stopień zależności implikuje mniejsze 
prawdopodobieństwo ruiny dla dowolnej wartości kapitału początkowego.

Rozpatrzmy teraz sumę procesów ryzyka 

U(t) = U1(t) + U2(t) = u + ct – S(t),

gdzie u = u1 + u2, c = c1 + c2 oraz S(t) = S1(t) + S2(t). W tym przypadku relacja między 
stopniem zależności procesów a prawdopodobieństwem ruiny jest przeciwna niż w 
modelu poprzednim. Wzrost stopnia zależności powoduje również wzrost prawdo-
podobieństwa ruiny. Mówi o tym twierdzenie 2.

Twierdzenie 2 [Heilpern 2009]. Jeżeli λ0 ≤ λ0′   , to ψ ψ′  , dla każdej 
wartości kapitału początkowego u.

Jednak i w tym modelu zależność ta jest regularna, taka sama dla każdej wartości 
kapitału początkowego.

2.2. Zależność wypłat

Rozpatrzmy teraz dwuwymiarowy model ryzyka, w którym obydwie klasy mają ten 
sam proces liczący wypłaty N(t) z intensywnością λ:

 ,
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82 Stanisław Heilpern

gdzie ����� � ∑ ��� �����
���   , i = 1,2. Założymy przy tym, że dla ustalonej klasy i wiel-

kości wypłat Xi1, Xi2, … mają ten sam rozkład określony dystrybuantą Fi(x) i są nie-
zależne, a każdy wektor losowy Xj = (X1j, X2j)

T ma ten sam rozkład łączny dla każde-
go j z dystrybuantą F(x1, x2). Natomiast wielkości wypłat X1j, X2j mogą być zależne.

Powyższy model może mieć zastosowanie w sytuacji, gdy mamy dwa rodzaje 
szkód (np. szkody dotyczące pojazdu i osób), które pojawiają się jednocześnie (np. 
podczas wypadku). Model ten został wprowadzony i zbadany przez Cai i Li [2005] 
w przypadku wielowymiarowym. Jednak dla naszych potrzeb wystarczy nam prost-
szy model dwuwymiarowy.

Zbadajmy następujący model ryzyka będący sumą obydwu procesów składo-
wych:

 ,

gdzie u = u1 + u2, c = c1 + c2 oraz Zj = X1j + X2j. Jest to klasyczny model ryzyka 
z niezależnymi zagregowanymi wypłatami Zj o tym samym rozkładzie.

W celu zbadania wpływu stopnia zależności na wielkość prawdopodobieństwa 
ruiny wprowadzimy drugi zagregowany proces ryzyka U’(t). Założymy, że ui = ui′   ,  
c = ci′    oraz że wektory losowe Xj, Xj′ mają te same rozkłady brzegowe, ale różne roz-
kłady łączne. Do badania rozpatrywanego wpływu wykorzystamy porządek super-
modularny wektorów losowych [Shaked, Shanthikumar 1997]. Wektor losowy X 
jest mniejszy niż wektor x’ w porządku supermodularnym, co będziemy oznaczać 
symbolem X ≤sm X’ lub FX ≤sm FX’, jeśli E(f(X)) ≤ E(f(X’)) dla każdej funkcji super-
modularnej f: R2 → R, tzn. spełniającej warunek: f(x) + f(x’) ≤ f(x ∨ x’) + f(x ∧ x’) 
dla każdych x, x’ ∈ R2. Cai i Li w pracy [2005] udowodnili twierdzenie 3.

Twierdzenie 3. Jeżeli Xj ≤sm Xj′, to ψ(u) ≤ ψ’(u) dla każdej wartości kapitału 
początkowego u.

Widzimy, że porządek między prawdopodobieństwami ruiny jest zgodny z po-
rządkiem supermodularnym między wektorami losowymi Xj i X’j.

Rozpatrzmy teraz szczególne przypadki, w których wykorzystamy twierdzenie 3. 
Niech wektory losowe XL oraz XU mają te same rozkłady brzegowe co wektor X  
i łączne rozkłady o dystrybuantach odpowiednio równych FL(x1, x2) = ma�{F1(x1) + 
F2(x2) – 1, 0} oraz FU(x1, x2) = min{F1(x1), F2(x2)}. Są to tzw. dolne i górne ograni-
czenia Frecheta wektora losowego X. Brzegowe zmienne losowe X1j i X2j są w tym 
przypadku odpowiednio ujemnie i dodatnio ściśle zależne. Wtedy otrzymujemy re-
lacje XL ≤sm X ≤sm XU [Bäuerle, Müller 1998] i z twierdzenia 3 mamy te same zależ-
ności między prawdopodobieństwami ruiny: ψL(u) ≤ ψX(u) ≤ ψU(u).

Struktura zależności wektora losowego X może być opisana funkcją łączącą (co-
pula) CX. Funkcja łącząca jest dystrybuantą łączną zmiennych losowych o rozkła-
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Niestandardowe modele ryzyka... 83

dzie jednostajnym na [0, 1] Ui = Fi(Xij) dla i = 1, 2 ([Nelsen 1999; Heilpern 2007]), 
co pociąga za sobą, że X ≤sm X’ wtedy i tylko wtedy, gdy CX ≤sm CX’, ponieważ su-
permodularny porządek jest zamknięty ze względu na monotoniczne funkcje [Mul-
ler, Scarsini 2000]. 

W praktyce często stosowne są rodziny archimedesowych funkcji łączących Cα, 
np. Claytona, Gumbela czy Franka [Nelsen 1999; Heilpern 2007], indeksowane pa-
rametrem α oddającym stopień zależności. Archimedesowa funkcja łącząca C jest 
indukowana przez generator g zależnością:

Cα(u1, u2) = g-1(g(u1) + g(u2)).

Jeśli �� � �Y�� � �∞�  , to CX ≤sm CY, gdzie �∞� ��� �0,∞� � � �0,∞������0� � 0,��∞�  
� ∞, �������������� � �, � � �,�, � � [Wei, Hu 2002]. Przeważnie dla standardo-
wych rodzin archimedesowych funkcji łączących zachodzi własność, że relacja  
α ≤ β pociąga za sobą Cα ≤sm Cβ. Tak więc z twierdzenia 3 otrzymujemy zależność 
ψα(u) ≤ ψβ(u).

Struktura zależności może też być opisana za pomocą gaussowskiej funkcji łą-
czącej [Heilpern 2007], czyli funkcji łączącej indukowanej przez wielowymiarowy 
rozkład normalny. Wtedy stosując twierdzenie 11 z [Müller 2001], otrzymujemy, że 
jeżeli σ ≤ σ’, to X ≤sm X’, gdzie σ = Corr(X1j, X2j). Na podstawie twierdzenia 3 mamy, 
że i w tym przypadku wyższy stopień zależności, reprezentowany przez współczyn-
nik korelacji Pearsona α, implikuje większe prawdopodobieństwo ruiny.

3. Ciągły proces ryzyka z zależnymi wypłatami

W powyższych modelach można było zaobserwować pewną regularność, mianowi-
cie monotoniczną zależność między stopniem zależności określonych procesów a 
prawdopodobieństwem ruiny. Prawdopodobieństwo ruiny maleje (w pierwszym 
modelu) bądź wzrasta (w drugim i trzecim) w miarę wzrostu stopnia zależności dla 
każdej wartości kapitału początkowego. Natomiast w poniższym modelu wystąpi 
odmienna, nieregularna sytuacja. 

Rozpatrzmy standardowy, ciągły model ryzyka:

 ,

gdzie N(t) jest procesem Poissona z intensywnością λ, a Xi są wielkościami wypłat  
o jednakowym rozkładzie z dystrybuantą F(x) i wartością oczekiwaną m = E(Xi). 
Wypłaty Xi są niezależne od procesu N(t), ale same mogą być już zależne. Symbolem 
ψI(u) będziemy oznaczać prawdopodobieństwo ruiny w przypadku klasycznym, gdy 
wypłaty są niezależne. Wtedy otrzymujemy ψI(0) = λm/c oraz ψI(∞) = 0 [Müller 
2001].
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W drugim skrajnym przypadku, gdy wypłaty Xi są ściśle zależne, gdy dla każde-
go i mamy tę samą zmienną losową X, tzn. zachodzi Xi = X, prawdopodobieństwo 
ruiny ψśz(u) jest równe [Heilpern 2010a]:

ψś ψ
∞

ψ

λ

 ,

gdzie ψx(u) jest prawdopodobieństwem ruiny, gdy wypłaty są deterministyczne  
i równe x, tzn. zachodzi P(Xi = x) = 1. Postać powyższego wzoru wynika z faktu,  
że dla x > c/λ otrzymujemy ψx(u) = 1. 

Twierdzenie 4 przedstawia zależności między prawdopodobieństwem ruiny ψI, 
gdy wypłaty są niezależne, a prawdopodobieństwem ruiny ψśz dla ściśle zależnych 
szkód, gdy kapitał początkowy przyjmuje skrajne wartości: u = 0 oraz u = ∞.

Twierdzenie 4 [Heilpern 2010a].
ψI(0) ≥ ψśz(0),
ψI(∞) ≤ ψśz(∞).

Jeśli zachodzi  , to w powyższych zależnościach zachodzą ścisłe nie-
równości.

Widzimy, że w tym przypadku regularność nie zachodzi. Wzajemna relacja mię-
dzy prawdopodobieństwem ruiny dla wypłat niezależnych i wypłat ściśle zależnych 
zależy istotnie od wartości kapitału początkowego u. Dla zerowego kapitału począt-
kowego prawdopodobieństwo ruiny dla wypłat niezależnych nie może być mniejsze 
od prawdopodobieństwa ruiny dla wypłat ściśle zależnych. Natomiast dla dużych 
wartości kapitału początkowego otrzymujemy przeciwną zależność.

Załóżmy teraz, że struktura zależności między wypłatami jest opisana archime-
desową funkcją łączącą C z generatorem g. Wtedy funkcja g-1 jest dla wielowymia-
rowych funkcji (n > 2) łączących całkowicie monotoniczna i jest transformatą La-
place’a pewnej nieujemnej zmiennej losowej Θ z dystrybuantą FΘ [Nelsen 1999]. 
Wtedy dla ustalonej wartości θ zmiennej losowej Θ zmienne losowe Xi są warunko-
wo niezależne [Oakes 1989; Frees, Valdez 1998], a brzegowe funkcje przetrwania są 
określone wzorem [Oakes 1989]:

�����|�� � ���������������.

 
Korzystając z powyższych faktów, otrzymujemy dla ustalonej wartości θ indu-

kowanej przez archimedesową funkcję łączącą zmiennej losowej Θ klasyczny pro-
ces ryzyka z niezależnymi wypłatami:

Uθ(t) = u + ct – Sθ(t),

gdzie Sθ(t) = ∑ ����
����
���   , a Xi|θ są warunkowymi zmiennymi losowymi z dystrybuantą 

Fi(x|θ) i wartością oczekiwaną m(θ). Niech ψ(u|θ) będzie warunkowym prawdopo-
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dobieństwem ruiny dla procesu ryzyka Uθ(t), a θ0 będzie największą wartością θ, dla 
której zachodzi nierówność m(θ) ≥ c/λ. Dla ustalonej wartości θ zmiennej losowej Θ 
warunkowe wypłaty Xi|θ są niezależne, więc chcąc wyznaczyć warunkowe prawdo-
podobieństwo ruiny ψ(u|θ), możemy stosować znane, klasyczne metody, np. podane 
w [Kaas i in. 2001; Ostasiewicz 2000]. Natomiast bezwarunkowe prawdopodobień-
stwo ruiny jest równe [Heilpern 2010a]:

ψ��� � � ψ��|����Θ��� �
∞

�

 � ψ��|����Θ��� �
∞

��

�Θ����. 

Funkcja m(θ) jest nierosnąca, więc dla każdego θ ≤ θ0 ruina jest zdarzeniem 
pewnym, tzn. ψ(u|θ) = 1.

W przypadku gdy struktura zależności zadana jest przez archimedesową funkcję 
łączącą, otrzymujemy podobne nieregularne zależności jak dla wypłat ściśle zależ-
nych.

Twierdzenie 5 [Heilpern 2010a].
ψI(0) ≥ ψ(0),
ψI(∞) ≤ ψ(∞).
Jeśli zachodzi FΘ(θ0) > 0, to w powyższych zależnościach zachodzą ścisłe nie-

równości.
Funkcja łącząca Claytona, określona wzorem [Nelsen 1999; Heilpern 2007]

 

,

gdzie α > 0, jest często stosowanym w praktyce przykładem archimedesowej funkcji 
łączącej. Jej generator g(u) = u-α – 1 indukuje zmienną losową Θ o rozkładzie gamma 
Ga(1/α, 1). Parametr α oddaje stopień zależności między zmiennymi losowymi Xi. 
Współczynnik korelacji Kendala jest wtedy równy

 .

Gdy parametr α dąży do zera, otrzymujemy niezależność, a dla nieskończoności 
ścisłą zależność.

W pracy [Heilpern 2010a] rozpatrywany był przykład, gdy wielkości wypłat Xi 

mają rozkład Pareta o dystrybuancie ���� � � � �
3

� � 3
�
�
, strukturze zależności 

wypłat opisanej funkcją łącząca Claytona oraz c = 24, λ = 4. W tabeli 1 przedsta-
wione są wartości prawdopodobieństwa ruiny ψα(u) dla wartości parametru α = 0, 
2/3, 2 i ∞. Odpowiadają im wartości współczynnika korelacji Kendala równe 0; 
0,25; 0,5 oraz 1. Na podstawie danych z tab. 1 można zauważyć różne uporząd- 
kowania wartości prawdopodobieństwa ruiny dla różnych wartości kapitału począt-
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kowego. Na przykład dla kapitału początkowego równego 20 oraz 200 zachodzą 
następujące relacje:

ψ∞(20) ≤ ψ0(20) ≤ ψ2(20) ≤ ψ2/3(20), 

ψ0(200) ≤ ψ∞(200) ≤ ψ2/3(200) ≤ ψ2(200).

Dla nieskończenie dużego kapitału początkowego otrzymujemy zależność mono-
toniczną. W miarę wzrostu stopnia zależności rośnie prawdopodobieństwo ruiny. Jed-
nak nie zawsze tak musi być. Na przykład gdy wypłaty mają rozkład dwupunktowy: 
P(Xi = 5) = 0,6 oraz P(Xi = 7) = 0,4 [Heilpern], największe prawdopodobieństwo ru-
iny mamy dla parametru α = 7, a nie dla wypłat ściśle zależnych (zob. tab. 2).

4. Model dyskretny

Na zakończenie naszych rozważań rozpatrzymy dyskretny model postaci:

 ,

gdzie t = 1, 2, ... , u = 0, 1, ... jest dyskretnym kapitałem początkowym, wielkości 
wypłat  , Xi = 1, 2, ... są dyskretnymi zmiennymi losowymi, a indykatory

�� � �1 z prawdopodobień��we�  �
0 z prawdopodobień��we�  1 � � 

 
są binarnymi zmiennymi losowymi określającymi moment wystąpienia wypłaty. 
Przyjmujemy, że U(0) = u, m = E(Xi) > 1, a indykatory Ii są niezależne od wielkości 
wypłat Xi. Natomiast same indykatory, w odróżnieniu od klasycznego, dyskretnego 
modelu ryzyka [Shiu 1989], mogą być zależne.

Tabela 1. Wartości prawdopodobieństwa ruiny dla różnych wartości α i u

α
u

0 4 20 60 100 200 400 600 ∞
0 0,5000 0,3071 0,1376 0,0546 0,0310 0,0160 0,0070 0,0050 0,0000

2/3 0,3803 0,2581 0,2033 0,1627 0,1435 0,1204 0,1011 0,0955 0,0931
2 0,3452 0,2285 0,1980 0,1739 0,1583 0,1329 0,1122 0,1063 0,1040
∞ 0,3333 0,1778 0,1301 0,1181 0,1160 0,1120 0,1112 0,1111 0,1111

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Heilpern 2010a].

Tabela 2. Prawdopodobieństwo ruiny, gdy u = ∞ dla różnych a

α 0 1 2 4 7 10 20 100 ∞
ψ(∞) 0 0.3700 0.3927 0.4038 0.4058 0.4053 0.4034 0.4008 0,4

Źródło: [Heilpern].
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W przypadku klasycznym, gdy indykatory wskazujące wystąpienie wypłaty są 
niezależne, dla qm ≥ 1 ruina zachodzi z prawdopodobieństwem 1. Ponadto

ψ ψ ∞ , 

a dla pozostałych wartości kapitału początkowego u prawdopodobieństwo ruiny można 
wyznaczyć, stosując odpowiednie wzory rekurencyjne [Shiu 1989; Heilpern 2010b].

W modelu dyskretnym, gdy indykatory Ii są ściśle zależne, wypłata wystąpi w 
każdym momencie t bądź nie wystąpi w żadnym. Pierwsze zdarzenie zajdzie z praw-
dopodobieństwem q. Wtedy prawdopodobieństwo ruiny jest stałe, nie zależy od 
wartości kapitału początkowego u i jest równe ψśz(0) = q. Dla nieskończenie dużego 
kapitału początkowego prawdopodobieństwo ruiny jest zawsze większe dla indyka-
torów ściśle zależnych niż dla niezależnych, czyli

ψI(∞) < ψśż(∞).

W przypadku zerowego kapitału początkowego, gdy zachodzi warunek m + q > 2, 
zachodzi przeciwna relacja:

ψI(0) > ψśż(0).

Gdy m + q < 2, relacje te, zachodzące dla skrajnych wartości kapitału początko-
wego, są zgodne. Zachodzi bowiem wtedy nierówność

ψI(0) < ψśż(0).

Dla m + q = 2 otrzymujemy równość tych prawdopodobieństw ruiny [Heilpern 
2010b].

Chcąc zbadać zależność prawdopodobieństwa ruiny od stopnia zależności indy-
katorów Ii, przyjmujemy, że struktura ich zależności opisana jest archimedesową 
funkcją łączącą C z generatorem g. Wtedy bezwarunkowe prawdopodobieństwo ru-
iny określone jest wzorem:

ψ��� � � ψ��|����Θ��� � �Θ����
∞

��

 

 

,

gdzie Θ jest indukowaną przez funkcję łącząca C zmienną losową, a  .  

W pracy [Heilpern 2010b] rozpatrzony został przykład, gdzie wypłaty pojawiają się 
z prawdopodobieństwem q = 0,3 i mają rozkład geometryczny z wartością oczeki-
waną m = 2, a struktura zależności indykatorów opisana jest funkcją łączącą Clayto-
na. W tabeli 3 podane są prawdopodobieństwa ruiny dla wartości parametru α:  
0; 0,1; 1; 2; 4 oraz ∞, czyli dla wartości współczynnika korelacji Kendala wynoszą-
cego odpowiednio: 0; 0,048; 1/3; 0,5; 2/3 oraz 1. Jak łatwo zauważyć, w tym przy-
padku występuje duża nieregularność, całkowity brak monotoniczności. Dla róż-
nych wartości kapitału początkowego występują różne uporządkowania ze względu 
na wartość parametru α, czyli wielkość stopnia zależności, prawdopodobieństw ru-
iny. Zachodzą np. następujące relacje:

PN-207-Zagadnienia aktuarialne_Ostasiewicz_Księga1.indb   87 2012-03-02   12:02:16



88 Stanisław Heilpern

ψ∞(0) ≤ ψ4(0) ≤ ψ2(0) ≤ ψ1(0) ≤ ψ0(0) ≤ ψ0,1(0), 

ψ0(2) ≤ ψ0,1(2) ≤ ψ∞(2) ≤ ψ4(2) ≤ ψ2(2) ≤ ψ1(2),

ψ0(∞) ≤ ψ0,1(∞) ≤ ψ1(∞) ≤ ψ2(∞) ≤ ψ∞(∞) ≤ ψ4(∞). 

Tabela 3. Prawdopodobieństwo ruiny dla różnych wartości α i u

α
u 0 0.1 1 2 4 ∞
0 0,42857 0,45766 0,42055 0,38448 0,35064 0,3
1 0,30612 0,36106 0,38117 0,36161 0,33939 0,3
2 0,21866 0,29190 0,35435 0,34607 0,33170 0,3
3 0,15618 0,24166 0,33557 0,33521 0,32629 0,3
4 0,11156 0,20462 0,32206 0,32739 0,32236 0,3
5 0,07969 0,17689 0,31208 0,32161 0,31944 0,3
6 0,05692 0,15583 0,30452 0,31722 0,31721 0,3
7 0,04066 0,13959 0,29866 0,31380 0,31546 0,3
8 0,02904 0,12689 0,29401 0,31109 0,31407 0,3
9 0,02074 0,11682 0,29026 0,30889 0,31293 0,3
10 0,01482 0,10872 0,28718 0,30708 0,31199 0,3
15 0,00275 0,08515 0,27755 0,30137 0,30900 0,3
20 0,00051 0,07443 0,27255 0,29837 0,30741 0,3
25 0,00010 0,06853 0,26951 0,29652 0,30643 0,3
30 0,00002 0,06486 0,26746 0,29528 0,30576 0,3
∞ 0,00000 0,04961 0,25700 0,28882 0,30227 0,3

Źródło: [Heilpern 2010b].

Prawie całkowitą regularność możemy natomiast zauważyć w przypadku, gdy 
struktura zależności między indykatorami Ii zadana jest stacjonarnym łańcuchem 
Markowa z binarną przestrzenią stanów {0, 1} oraz macierzą przejść 

 

gdzie pij = P(Ik+1 = j| Ik = i) dla i, j ∈{0, 1}, 0 < p < 1, q = 1 – p, 0 ≤ π ≤ 1 oraz począt-
kowymi prawdopodobieństwami [Cossete, Landriault 2004; 2003]

P(I0 = 0) = p,     P(I0 = 1) = q.

Parametr π oddaje stopień zależności indykatorów Ii, jest bowiem współczynni-
kiem korelacji Pearsona między sąsiednimi indykatorami, tzn.

π = ρ(Ik, Ik+1).

Gdy π = 0, otrzymujemy niezależność, a dla π = 1 silną zależność z zdegenero-
waną, jednostkową macierzą przejść.
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Prawdopodobieństwo ruiny ψπ(u) w zależności od wartości współczynnika π 
wyznaczamy, korzystając z warunkowych prawdopodobieństw ruiny zależnych od 
prawdopodobieństwa początkowego ψπ(u|i), gdzie i = 0, 1, określonych wzorem

ψπ (u|i) = P(U(t) < 0 dla pewnego t | U(0) = u, I0 = i).

Bezwarunkowe prawdopodobieństwo ruiny jest wtedy równe:

ψπ (u) = pψπ (u|0) + qψπ(u|1).

Natomiast warunkowe prawdopodobieństwa ruiny można wyznaczyć, stosując 
dla 0 ≤ π < 1 wzory rekurencyjne [Shiu 1989; Cossete i in. 2004]:

 �π�0|0� �
�
�
�� � �� , (1)

 �π�0|1� �
��1 � ��1�� � ����π�0|0�

��� � ���1�
  (2)

i dla u = 1, 2, ...

 �π��|0� � �π�0|0� �
�
�
��1 � ������1 � �π�� � �|1��
�

���

 , (3)

  . (4)

O wpływie stopnia zależności, w tym przypadku jest to wartość współczynnika 
korelacji π, na prawdopodobieństwo ruiny mówi nam twierdzenie 6.

Twierdzenie 6 [Cossete i in. 2004]. Jeżeli π1 < π2 < 1, to ψπ1
(u) < ψπ2

(u). 
Na podstawie powyższego twierdzenia możemy stwierdzić, że w przypadku gdy 

indykatory Ii tworzą stacjonarny łańcuch Markowa, to w miarę wzrostu stopnia za-
leżności rośnie prawdopodobieństwo ruiny. Jednakże zależność ta zachodzi dla 
współczynników korelacji mniejszych od jedynki. Dla π = 1 otrzymujemy ścisłą 
zależność i – jak wiadomo z rozważań przeprowadzonych na początku tego punktu 
– prawdopodobieństwo ruiny jest stałe, nie zależy wtedy od wielkości kapitału po-
czątkowego u i jest równe

ψ1(u) = q.

Natomiast jeśli współczynnik korelacji π dąży do 1, to graniczne prawdopodo-
bieństwo ruiny ψg(u) również jest stałe i wynosi [Heilpern 2010b]

ψg(u) = limπ→1ψπ(u) = qm. 

�π��|1� � �π�0|1� ��
���� � 1� � ����1 � �����

��� � ���1�
�1 � �π�� � �|1��

�

���
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Jak łatwo zauważyć, jest ono zawsze większe od prawdopodobieństwa ruiny dla 
przypadku ścisłej zależności, czyli otrzymujemy

ψ1(u) < ψg(u).

Gdy π = 1, to nie zachodzi ciągłość i jedynie w tym przypadku monotoniczność 
zostaje zaburzona. 

Rys. 1. Prawdopodobieństwo ruiny dla różnych wartości parametru π

Źródło: [Heilpern 2010b].

W pracy [Heilpern 2010b] rozpatrzony został przypadek, gdy wypłaty Xi mają 
rozkład geometryczny o wartości oczekiwanej m = 2,5, a prawdopodobieństwo wy-
stąpienia wypłaty jest równe q = 0,3. Na rysunku 1 przedstawione zostały wartości 
prawdopodobieństwa ruiny, gdy współczynnik korelacji π jest odpowiednio równy 
0; 0,2; 0,5; 0,8; 1 oraz przypadek graniczny. Widzimy regularną, monotoniczną za-
leżność prawdopodobieństwa ruiny od wartości współczynnika korelacji, gdy π < 1, 
oraz brak regularności dla π = 1.
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NONSTANDARD RISK MODELS  
– STUDY OF INFLUENCE OF THE DEGREE OF DEPENDENCE 
ON THE PROBABILITY OF RUIN

Summary: The paper is devoted to nonstandard risk models. The assumption of dependence 
of some random processes or variables is made and the probability of ruin is investigated. The 
continuous and discrete processes are studied. In these processes the value of claims or the 
random variables, which determine the moments at which the claim occurs, may be depend-
ent. The impact of the degree of dependence of claims on the probability of ruin is investi-
gated. Some nonregularity and nonmonotonicity of such a relation are observed.

Key words: risk model, ruin, dependence.
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