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Streszczenie: Artykul poswigcony jest zagadnieniom oceny ryzyka zwigzanego ze
zdarzeniami ekstremalnymi skutkujacymi wystapieniem skrajnie wysokich wyplat
odszkodowan lub $wiadczen w zakladach ubezpieczen, ktore prowadza dziatalnos¢ w
zakresie ubezpieczenia odpowiedzialnosci cywilnej posiadaczy pojazdow mechanicz-
nych. Identyfikacje wartosci wyptat ekstremalnych, ktorych analize przeprowadzono z
wykorzystaniem uogo6lnionego rozktadu wartosci ekstremalnych oraz uogdlnionego
rozktadu Pareto, dokonano za pomocg metody blokéw oraz metody przekroczen powy-
zej progu. W badaniu wykorzystano dane szkodowe przesytane przez zaktady ubezpie-
czen do bazy Osrodka Informacji Ubezpieczeniowego Funduszu Gwarancyjnego. Wy-
niki analizy moga by¢ zastosowane w modelach taryfikacji w zaktadach ubezpieczen i
reasekuracji oraz w dzialaniach organu nadzoru nad sektorem finansowym w odniesie-
niu do tworzenia standardow dotyczacych wilasciwej oceny ryzyka przez podmioty
rynku ubezpieczeniowego.

Slowa kluczowe: teoria wartosci ekstremalnych, metoda Block-Maxima, metoda Excesses
over Threshold, uogélniony rozktad wartosci ekstremalnych, uogoélniony rozktad Pareto.

1. Wstep

Celem pracy jest ocena ryzyka zwigzanego ze zdarzeniami ekstremal-
nymi bedacymi bezposrednig przyczyna wystgpienia skrajnie wyso-
kich wyplat odszkodowan lub $wiadczen w zaktadach ubezpieczen
prowadzacych dzialalno$¢ w zakresie ubezpieczenia odpowiedzialno-
sci cywilnej posiadaczy pojazdéw mechanicznych (skrot: OC p.p.m.).
Analiza z wykorzystaniem teorii wartosci ekstremalnych (Extreme
Value Theory, skrot: EVT) przeprowadzona zostanie na danych prze-
sylanych przez zaklady ubezpieczen do bazy Osrodka Informacji
Ubezpieczeniowego Funduszu Gwarancyjnego (skrot: OI UFG).
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W badaniu wskazane zostalo, jakich wartosci ekstremalnych w za-
kresie wyptat odszkodowan i $wiadczen moga spodziewac si¢ zaktady
ubezpieczen w ustalonym okresie wraz ze wskazaniem wykorzysty-
wanych parametrow dopasowanych rozktadow. Analize empiryczng
przeprowadzono dla okreséw dwunasto-, dwudziestocztero- i trzy-
dziestosze$ciomiesi¢cznych. Pozyskana wiedza umozliwia poprawe
doktadno$ci oceny ryzyka wystgpienia oraz wolumenu szkod maja-
cych znaczny wptyw na obcigzenie wyniku finansowego. Z jednej
strony, mozliwe jest wykorzystanie wynikow badania w dziatalno$ci
zaktadow ubezpieczen, np. do poprawy jakosci kalkulacji wysokosci
sktadki, a z drugiej strony, wyniki te moga stuzy¢ organom sprawuja-
cym nadzor nad rynkiem finansowym do tworzenia wytycznych doty-
czacych wlasciwej oceny ryzyka towarzyszacego dziatalnosci zakla-
doéw ubezpieczen funkcjonujacych na rynku ubezpieczen komunika-
cyjnych.

W tym drugim kontek$cie nalezy postrzega¢ koniecznos$¢ posiada-
nia przez te podmioty odpowiednich zasobow kapitatowych bgdacych
gwarancja wyplacalnos$ci. Zasoby te majg na celu zréwnowazenie
ryzyka ponoszonego przez ubezpieczycieli i stanowig zabezpieczenie
klientow tych instytucji. Fundamentem bedacym podstawg takiego
rozwigzania jest zasada realnosci ochrony ubezpieczeniowej zagwa-
rantowana, mi¢dzy innymi, przez uregulowania dotyczace gospodarki
finansowej zaktadu ubezpieczen. Nietypowe uwarunkowania dziatal-
nosci ubezpieczycieli, w stosunku do pozostatych instytucji gospodar-
czych, sprawiaja, ze szczegdlnie wazne jest wypracowanie odpowied-
nich regulacji dotyczacych ich funkcjonowania. Wymodg posiadania
odpowiednich zasobow kapitatowych przez zaktady ubezpieczen ure-
gulowany zostal ustawodawstwem na poziomie Unii Europejskie;j.
1 stycznia 2016 roku weszty w zycie nowe oraz jednolite dla wszyst-
kich krajow Unii standardy dotyczace wyznaczania wymogow kapita-
lowych oraz zarzadzania ryzykiem w zaktadach ubezpieczen
w zwigzku ze zmiang regulacyjng nazywang Solvency II [Dyrektywa
Parlamentu Europejskiego 1 Rady 2009/138/WE; Dyrektywa Parla-
mentu Europejskiego 1 Rady 2013/58/UE]. Formuty standardowe wy-
znaczania wysokosci kapitatowego wymogu wyptacalnosci w tej dy-
rektywie zawierajg rowniez cze$¢ zwigzang z ryzykiem katastroficz-
nym, uwzgledniajacym wystapienie szkod ekstremalnych oraz ich
akumulacje. Niemniej przede wszystkim wymogi te powinny zapew-
ni¢, ze przychody zaktadu, ktorych podstawowym sktadnikiem jest
sktadka, bedg gwarantowaty wyptacalnos¢.
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W przesztosci teoria wartosci ekstremalnych zwigzana byta z roz-
kwitem takich nauk, jak astronomia, inzynieria czy hydrologia. Stoso-
wano ja w analizie procesow fizycznych, np. predkosci wiatru, wielko-
sci opadu atmosferycznego, wysokosci fali powodziowej. Tego typu
analizy sg prowadzone rowniez obecnie 1 majg na celu tworzenie odpo-
wiednich mechanizméw zabezpieczajacych przed skutkami wystepo-
wania wartosci ekstremalnych tych zjawisk. Poczatki teorii datuje si¢ na
lata trzydzieste XX wieku. Podstawe stanowig tutaj prace von Bortkie-
wicza, von Misesa, Dodda, Fishera, Tippetta czy Frécheta. Z kolei klu-
czowe wyniki, ktore przez lata stanowity podstawe dla aplikacji EVT
w ramach nauk inzynierskich, stanowila pozycja Statistics of Extremes
[Gumbel 2004] napisana w 1958 roku przez Emila Juliusa Gumbela,
niemieckiego matematyka. Obecnie istnieje wiele monografii dotycza-
cych teorii warto$ci ekstremalnych [Fatdzinski 2014, s. 19-20].

W opracowaniu potozono szczegdlny nacisk na aspekt praktyczny
wykorzystania informacji w konteks$cie wskazywanej teorii. W pracy
przedstawiono:

e zastosowanie koncepcji tzw. metody blokéw (block maxima) oraz
metody przekroczen powyzej progu (excess over threshold lub pe-
aks over threshold),

e estymacje rozktadow: uogdlnionego rozktadu wartosci ekstremal-
nych (generalized extreme value distribution), uogolnionego roz-
ktadu Pareto (generalized Pareto distribution).

Uwzglednienie powyzszych zagadnien ma na celu probe jak naj-
lepszego opisu tzw. wyptat ekstremalnych.

2. Analiza danych z wykorzystaniem teorii
wartosci ekstremalnych

2.1. Opis danych

W celu przeprowadzenia analizy obrdbce poddano dane zawarte
w bazie danych Osrodka Informacji UFG, dotyczace zdarzen, wypta-
conych odszkodowan oraz $wiadczen w zakresie ubezpieczenia OC
p.p.m. Analizowano zdarzenia, ktére zaistnialy w latach 2013-2015
oraz zostaly zgloszone do momentu przeprowadzanej analizy. Trzy-
letni okres analizy powinien zapewni¢ dobrag reprezentatywnos¢
danych. Celowe pominigcie zdarzen z 2016 r. wynika z tego, ze dane
za ten okres moga nie uwzglednia¢ wielu szkod =zaistnialych
1 niezgltoszonych przez poszkodowanych do zaktadow ubezpieczen
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(claims incured but not reported) lub takich, ktore ,,nie rozwingty si¢”
dostatecznie. Dla celow analizy wybrano wyltacznie zdarzenia,
w zwigzku z ktorymi wyplacone zostato odszkodowanie lub $wiad-
czenie niebedace rentg, a zatem majgce forme jednorazowej wyptaty
lub kolejnych doptat za szkode w mieniu lub na osobie. Analizowane
zdarzenia nie pochodzily z uméw flotowych, a wszystkie wartosci
odszkodowania lub $wiadczenia, ktore dotyczyly jednego zdarzenia,
zostaly zsumowane (tgczna warto$¢ wyptat dla pojedynczego zdarze-
nia).

Podstawowe statystyki opisowe dla badanego zbioru wskazano
w tab. 1. W badanym przypadku analizie poddano ponad 1,7 miliona
obserwacji. Srednia wartos¢ odszkodowania wyniosta 3 827,35 zi,
z kolei warto§¢ maksymalna to ponad 2,67 mln zt. Dodatnia wysoka
warto$¢ skosnosci i kurtozy oznacza odpowiednio, ze rozklad wyptat
ma prawy ogon grubszy od lewego oraz prawy ogon grubszy niz
w przypadku rozkladu normalnego. W zwiazku z powyzszym w ko-
lejnym podrozdziale nastapi proba dopasowania kilku rozktadow gru-
boogonowych oraz asymetrycznych.

Tabela 1. Statystyki opisowe badanego zbioru

Liczba obserwacji 1764 102
Minimum 40 zt
Maksimum 2 672 069 zt
Srednia 382735z
Dolny kwartyl 1105 zt
Mediana 2 090 zt
Gorny kwartyl 4315zt
95. percentyl 12 355,83 z
99. percentyl 25 941,80 z
Sko$nosc 65,58
Kurtoza 17 918,26

Zrodto: opracowanie wlasne.

Rysunek 1 przedstawia histogram oraz dystrybuante empiryczna
rozktadu warto$ci wyptat. Na histogramie przede wszystkim uwidacz-
nia si¢ wysoka koncentracja wyptat wlewym ogonie. Warto$ci
w prawym ogonie sg tak rzadkie, ze ze wzgledu na skalowanie wykre-
su niezauwazalne i w zwigzku z tym o$ odcietych zostata ograniczona
do 50 tys. zl. Dystrybuanta empiryczna przedstawia skumulowane
czestosci obserwacji powyzej zadanego progu — dla kwoty wyptaty
wykorzystana zostata skala logarytmiczna.
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2.2. Wstepny dobor rozkladu

Dopasowanie rozktadu analitycznego do badanej zmiennej umozliwi
wyznaczenie jej podstawowych charakterystyk. W odniesieniu do
analizowanego zagadnienia pozwala to na wskazanie np. $redniej war-
tosci wyptat ekstremalnych powyzej zadanego progu czy wyznaczenie
prawdopodobienstwa wystapienia wyptaty wigkszej niz konkretnie
obrany poziom. Z kolei wykorzystanie dystrybuanty empirycznej, ze
wzgledu na analizg czgsto ograniczonej proby, umozliwia wytacznie
pewne przyblizenie zjawiska. Rozwigzanie analityczne pozwoli na
efektywng kwantyfikacje ryzyka zwigzanego z ustaleniem wysokos$ci
wyptat ekstremalnych.

Ze wzgledu na wnioski z podrozdziatu 2.1 dotyczace lewostronnej
skos$nosci oraz wystepowania tzw. grubych ogonow rozktadu nastgpita
préba dopasowania kilku rozktadéw gruboogonowych. Dopasowania
dokonano dla rozktadow: Weibulla, gamma i lognormalnego z wyko-
rzystaniem metody najwigkszej wiarogodnosci. Estymatory wyzna-
czone ta metodg maja pewne pozadane wlasnosci i stad ich uniwersal-
ne zastosowanie. Wskazywane dobre wtasnosci, przy pewnych tech-
nicznych zatozeniach, ktore sg na ogot spetnione, to przede wszystkim
zgodno$¢ oraz nieobcigzono$¢ estymatora [Rachunek prawdopodo-
bienstwa...]. Dodatkowo procedury dotyczace maksymalizacji funkcji
wiarogodno$ci mogg réwniez by¢ zastosowane do bardziej ztozonych
modeli, bioragcych pod uwage réwniez trend czy inne efekty [Em-
brechts, Kliippelberg, Mikosch 1996, s. 321]. Ostateczng jakos¢ dopa-
sowania sprawdzono za pomocg testu Kotlmogorowa—Smirnowa, a do
weryfikacji wykorzystano dane empiryczne oraz rozklady wygenero-
wane dla parametrow uzyskanych metodg najwigkszej wiarogodnosci.

Rysunek 2 zostat wykonany pomocniczo w celu sprawdzenia, kto-
re rozklady mozna wykorzysta¢ w celu jak najlepszego dopasowania
do danych. Jest to tzw. wykres Cullena—Freya, ktory przedstawia ob-
szary dopasowania poszczegolnych rozkladow w uzaleznieniu od
kwadratu sko$nosci oraz kurtozy [Delignette-Muller, Dutang].

Wykres nalezy traktowa¢ nie jako ostateczne wskazanie mozliwych
rozktadéw, a wylacznie jako jedng z metod rekomendacji rozktadu opi-
sujacego zmienng. Wartosci kurtozy oraz kwadratu skosnosci dla bada-
nych danych zostaly oznaczone wigkszym punktem. Dodatkowo
sprawdzono 100 bootstrapowych prob losowanych z danych poddanych
analizie, dla ktorych odpowiadajace im wartosci kurtozy oraz sko$nosci
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Rys. 2. Wykres Cullena—Freya

Zrédto: opracowanie wilasne.

zostaly oznaczone mniejszymi punktami'. Z powyzszego wykresu
mozna odczyta¢, ze badany rozktad empiryczny mogltby zosta¢ przy-
blizony rozktadem lognormalnym, gamma lub Weibulla. Podobne
wnioski mozna wyciggna¢ w odniesieniu do prob bootstrapowych.

Rysunek 3 pokazuje dopasowanie rozktadéw dla parametrow wy-
znaczonych metodg najwigkszej wiarogodnosci. Linia y = x wskazuje
na rownos¢ kwantyli empirycznych oraz teoretycznych. Wykres
kwantyl-kwantyl wskazuje, ze kwantyle teoretyczne dopasowanych
rozktadow znacznie r6znig si¢ od kwantyli empirycznych. Charaktery-
styczne wypukte odchylenia od kwantyli teoretycznych wskazuja, ze
mamy do czynienia z rozktadami gruboogonowymi. Kwantyle teore-
tyczne dla dopasowanych rozktadéw przyjmuja wartosci maksymalne
dla wyptat powyzej 300 tys. zi, z kolei obserwacje wskazuja, ze mak-
symalna wartos¢ wyplaty wynosi ponad 2,5 min zt.

Na rysunku 4 przedstawiono dystrybuant¢ empiryczng rozkladu
wraz z dopasowanymi dystrybuantami teoretycznymi. Szczegdlnie
interesujg nas w tym przypadku warto§ci w prawym ogonie rozktadu.
Z tego wzgledu wykres uwzglednia dopasowanie od 85. do 100.
percentyla. Na podstawie wykresu mozna stwierdzi¢, ze dopasowane

! Proba bootstrapowa to proba, ktora jest uzyskana w wyniku losowania ze zwraca-
niem z pierwotnej proby danych. Zob. [Efron, Tisbshirani 1993, s. 12].
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rozktady nie opisuja dobrze ogona rozktadu wyptat. Najlepiej dopa-
sowany do danych jest rozklad lognormalny. Niemniej réwniez
w przypadku tego rozktadu wyptaty w ogonie sa niedoszacowane.
Weryfikacji tak dopasowanych rozkladow dokonano réwniez za
pomoca testu Kotmogorowa—Smirnowa. W tescie tym pordéwnywane
sg dystrybuanty: empiryczna z rozktadem dopasowanym. Najmniejsza
wartos$¢ statystyka D testu przyjmuje w przypadku poréwnania roz-
ktadu empirycznego z rozktadem lognormalnym (D = 0,0313), co
wskazuje na najlepsze dopasowanie rozktadéw. Dla wszystkich bada-
nych rozkltadéw hipoteza zerowa testu, méwigca o tym, ze obserwacje
pochodzg z takiego samego rozktadu, zostala odrzucona juz na poziomie
istotnosci rownym 0,01. Wyniki zostaly przedstawione w tab. 2.

Tabela 2. Test Kolmogorowa—Smirnowa dla rozktadu empirycznego
oraz rozktadow dopasowanych

Rozklad teoretyczny Wartos¢ D testu p — warto$¢
Weibulla 0,0945 <0,001
Gamma 0,3365 <0,001
Lognormalny 0,0313 <0,001

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Rozktady Weibulla, gamma oraz lognormalny, ktorych parametry
oszacowano metoda najwigkszej wiarogodnosci, nie przedstawiaja do-
brego dopasowania do danych empirycznych. Wstepnego potwierdze-
nia tego faktu dokonano za pomoca wykresow kwantyl-kwantyl oraz
dystrybuanty rozktadu dla danych empirycznych i teoretycznych. Osta-
tecznego potwierdzenia dokonano za pomocg testu Kotmogorowa—
Smirnowa. Nalezy stwierdzi¢, ze niezbedne jest dopasowanie rozkla-
dow, ktore beda lepiej opisywaty prawy ogon warto$ci wyptat. Zostanie
to przedstawione w dalszych podrozdziatach i umozliwi wskazanie
charakterystyk wysokosci wyptat ekstremalnych, na ktore beda narazo-
ne zaktady ubezpieczen oferujace ubezpieczenie OC p.p.m.

2.3. Teoria wartosci ekstremalnych i jej zastosowanie
do badania wartoSci wyplat

Podobnie jak centralne twierdzenie graniczne jest podstawa dla kla-
sycznej teorii statystyki, tak filarem teorii wartosci ekstremalnych jest
twierdzenie Fishera i Tippeta [Fisher, Tippet 1928, s. 180-190], ktore
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wskazuje, jaki rozktad asymptotyczny majg ekstrema zmiennych lo-
sowych.

Twierdzenie 1 (twierdzenie Fishera i Tippeta)
Niech X, bedzie ciggiem zmiennych losowych iid. i M, =
max(Xy,..., X,). Jesli istniejg stale normujace (norming constans)
¢, > 01d, € R ipewna niezdegenerowana dystrybuanta rozktadu G
taka, ze:
—aq d
Mn=dn & @ jakn — oo,

Cn
wtedy G nalezy do jednej z ponizszych trzech dystrybuant rozktadow:
0 x<0

Fréchet @,(x) = {exp{—x‘“} c>0% >0,
— a
Weibull ¥, (x) = {exp{ (1 )%}, i i 8 a>0,

Gumbel A(x) = exp{—e™},x € R.

Rozklady &,,¥,, A nazywane sg standardowymi rozktadami war-
tosci ekstremalnych, a zmienne losowe tych rozktadow nazywane sa
standardowymi ekstremalnymi zmiennymi losowymi. Nalezy zauwa-
zy¢, ze twierdzenie to nie zapewnia istnienia niezdegenerowanej dys-
trybuanty rozktadu ani nie wskazuje, ktory typ rozktadu zastosowac,
jesli dystrybuanta istnieje. W praktyce zatem, ze wzgledu na to, ze
dopasowanie trzech roznych rozktadéw wiaze si¢ z duzg niedogodno-
$cia, zastepuje si¢ je jednym rozktadem ze wskazang ponizej parame-
tryzacja.

Uogolniony rozktad wartosci ekstremalnych (Generalized Extreme
Value Distribution, GEV) , oznaczany jako G (u, g, &), ma dystrybuan-
te zadang wzorem:

1
. _ _ x—pu\| ¢
G(x’ .uﬂ O-F E) - exp{ [1 +€(T):|+ }1
gdzie a, = max(0, a). W sytuacji, gdy ¢ = 0, wtedy dystrybuanta nie
jest okreslona. Wowczas wykorzystujemy limit, przy & = 0 i dystry-
buanta jest zadana wzorem:
) _ x—p
G(x;u,0) = exp {—exp (T)}
Parametry p (—oo < u < 0),0 (0 > 0),é(—o0 < & < ©) s3 od-
powiednio parametrami potozenia, skali oraz ksztaltu. Wartos$¢ para-
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w twierdzeniu: 1: £ = 0 odpowiada rozkltadowi Gumbela, & > 0 roz- | n; 15
ktadowi Frécheta, & < 0 rozkladowi Weibulla.

Ze wzgledu na to, ze M, 5 G*(u*,0%,&) jak n - oo, w praktyce
estymacji parametrow dokonuje si¢ dla wartosci nieznormalizowa-
nych, czyli bezposrednio dla zbioru wartosci ekstremalnych. Przy
zalozeniu, ze

Pr{(M, — b,)/a, < z} = G(z), dla duzych n,
wowczas
Pr{M, < z} = G{(z— b,)) /a,,}.
= G*(2).

2.3.1. Metoda blokow

Nalezy wskaza¢, ze dopasowania rozktadu GEV dokonuje si¢ dla mak-
simow wybranych tzw. metoda blokow. Metoda ta jest najstarsza metoda
estymacji wykorzystywanag w teorii wartosci ekstremalnych. Kolejne
kroki metody przedstawiaja si¢ nastgpujaco [Faldzinski 2014, s. 63]:

1. Dang probe Xi, ..., X, dzieli si¢ na j blokéw o dtugosci k (gru-
powanie najczesciej odbywa si¢ w ramach obserwacji z jednego mie-
sigca lub roku).

2. Dla kazdego bloku liczone jest maksimum. Uzyskujemy zatem
tacznie j najwigkszych wartosci ze wszystkich blokow (oznaczmy M;).

3. Do szeregu maksimow M; dopasowywany jest rozklad GEV.

Dopasowania rozktadu GEV dokonamy, podobnie jak we wczes$-
niejszych przypadkach, za pomoca metody najwigkszej wiarogodno-
sci. Logarytm funkcji wiarogodnosci jest ponizszej postaci:

l(x;pu,0,8) = —jlog(o) — (1 +%) 1_ log [1 +¢& (%)] -

+
-1

L[ee(sn)

Korzystajac z metody blokoéw, wyznaczono maksymalne warto$ci
wyptat dla kolejnych miesigcy. Statystyki opisowe zbioru zostaly
wskazane w tab. 3. Wartosci przyjmowane przez obserwacje znajduja
si¢ w zakresie od okoto 167 tys. zt do ponad 2,67 min zt, ze $rednia
okoto 551 tys. zi. Dodatnia warto$¢ skosnosci i kurtozy pozwala na
wysnucie takich samych wnioskow jak w przypadku analizy zbioru
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Tabela 3. Statystyki opisowe dla zbioru wyznaczonego metoda blokéw
Liczba obserwacji 36
Minimum 167 232,30 zt
Maksimum 2 672 069 zt
Srednia 551 881,08 zt
Dolny kwartyl 283 277,94 zt
Mediana 392 092,50 zt
Gorny kwartyl 556 974,94 z
95. percentyl 1525 064 z
99. percentyl 2 341250 z
Skos$no$¢ 2,52
Kurtoza 6,68

Zrodto: opracowanie wlasne.

wszystkich obserwacji. Niemniej wartosci tych statystyk nie sa tak
wysokie jak w przypadku analizy wszystkich obserwac;ji.

Na rysunku 5 przedstawiono wykres ze wszystkimi obserwacjami
wyznaczonymi metoda blokéw. W tym momencie warto wskazac, ze
jedna z wad metody blokow jest pomijanie wartosci ekstremalnych,
ktore znajdujg si¢ w tym samym bloku, ale maja mniejsza wartosc.
Dla przyktadu w sytuacji, gdyby we wrzesniu 2015 r., oprocz skrajnie
wysokiej wartosci odszkodowania rownej okoto 2,67 min zt wyptacono

Maksymalna wyptata
1500000 2000000 2500000
1 1 I

1000000
1

500000
1

o / \ o\ /\ o/\ / by 2
o /° / o P / 0= o\
/0/ ° o ° : / o\/ 0\/

o

°
°© o o

T
2014

Data zdarzenia

Rys. 5. Obserwacje wyznaczone metoda blokow

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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odszkodowanie w wysokos$ci rownej 1 mln zt, przypadek taki nie byl-
by brany pod uwage. Moze si¢ zatem okazaé, ze w sytuacji wyzna-
czania maksymalnych warto$ci metodg blokéw cze$¢ waznych obser-
wacji zostanie pominigeta.

Rysunek 6 przestawia histogram oraz dystrybuante empiryczng dla
obserwacji wyznaczonych metoda blokow. Poszczegolne wartosci
obserwacji nie sg roztozone réwnomiernie — najwigcej wyplat wybra-
nych ta metoda znajduje si¢ kwocie do 500 tys. zt.

Z wykorzystaniem metody najwigkszej wiarogodnos$ci wyznaczo-
ne zostaty wartosci poszczegolnych parametrow rozktadu GEV wraz z
odpowiadajacymi im bledami standardowymi:

fi = 314 266,4 (30 980,59) 6 = 156 547,7 (30 895,59) £ = 0,58 (0,2).

Nalezy zauwazy¢, ze proba dopasowania jednego z rozkladow
GEV nastagpita juz w podrozdziale 2.2. Zgodnie z informacjg na temat
rozktadu GEV jest on rozktadem Weibulla, gdy parametr ksztattu &
przyjmuje warto$¢ mniejsza od 0, co nie ma miejsca w tym przypadku
1 stad stabe dopasowanie do danych empirycznych. Z drugiej, strony
préba dopasowania nastgpita do wszystkich danych, a rozktad GEV
jest tzw. rozkladem dla maksimow.

Na rysunku 7 przedstawiono dopasowanie dystrybuanty rozkladu
empirycznego oraz rozkladu z modelu dla parametréw wskazanych

=1

04 06 08

Rozklad z modelu

02

00

T T T T T T
00 02 04 06 08 10

Rozkiad empiryczny

Rys. 7. Dopasowanie dystrybuanty empirycznej oraz dystrybuanty z modelu rozktadu GEV

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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powyzej. Wartosci dystrybuanty z modelu uktadaja si¢ wzdhuz linii
y = x, mozna zatem przyjac, ze rozktad GEV, ktérego parametry zo-
stalty wyznaczone z wykorzystaniem metody najwiekszej wiarogodno-
$ci, przedstawia dobre dopasowanie do danych empirycznych.

Dodatkowo sprawdzono dopasowanie, wykorzystujac test Kotmo-
gorowa—Smirnowa, ktory przeprowadzono, porownujac rozktad empi-
ryczny danych z rozkltadem teoretycznym dla wygenerowanych 1000
obserwacji w 1000 replikacji. Srednia p — warto$é testu wyniosta 0,91,
z odchyleniem standardowym wynoszacym 0,08. Daje to dobre pod-
stawy do nieodrzucania hipotezy zerowej méwiacej o rownosci bada-
nych rozktadow.

Na rysunku 8 znajduje si¢ wykres przedstawiajacy kwantyle z roz-
ktadu teoretycznego oraz rozkladu empirycznego. Na rysunku uwi-
dacznia si¢ dobre dopasowanie modelu do danych empirycznych dla
wartos$ci wyplat ponizej 1 mln zl i stabe dopasowanie dla wyptat po-

wyzej tego progu.

Kwantyle teoretyczne
1500000 2000000
1 1

1000000
1

500000

500000 1000000 1500000 2000000 2500000
Kwantyle empiryczne

Rys. 8. Wykres kwantyl-kwantyl dla dopasowanego rozktadu GEV

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Dopasowany rozktad GEV stanowi Zrdédlo informacji, na podsta-
wie ktorego mozna wskaza¢ wazng z punktu widzenia zastosowania
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charakterystyke, nazywang poziomem zwrotu (return level) [Fatdzinski
2014, s. 64]. Okreslony poziom zwrotu, oznaczany R; z okresem zwrotu
t, jest kwantylem rozktadu maksimow M;, ktory spetnia wiasnos¢:

Pr(M; > R,) = - gdzie-=p € (0,1).

R; jest to poziom zwrotu, ktory oczekujemy, ze zostanie przekroczony
srednio tylko raz co t okresow. Blok, w ktorym nastapi przekroczenie
poziomu zwrotu, nazywany jest okresem stresu (stress period)®.

W analizowanym przypadku do weryfikacji wykorzystano mie-
sieczne okresy, dla ktérych wyznaczono maksima. Nalezy zatem zato-
zy¢, ze jesli t = 12, to w takiej sytuacji wyznaczony zostanie poziom
zwrotu, ktory zostanie przekroczony raz w okresie 12 miesigcy. Prze-
dzial ufnosci dla tak wyznaczonej warto§ci mozna oszacowac, stosu-
jac metodg delta [Coles 2001, s. 32-33]. R; jest kwantylem rozkladu
GEYV, ktory mozna wyrazi¢ wzorem analitycznym:

Rt_{;ﬂg <—log<1—%)>_§—1 £ %0,
| ﬁ+6[<—109(1—%))],5=0.

Wartosci poziomu zwrotu dla kilku okreséw analizy wraz z osza-
cowaniami btedu statystycznego wskazano w tab. 4. Interpretacja tych
wynikow jest nastepujgca: biorgc pod uwage dane wszystkich zakta-
dow ubezpieczen prowadzacych dziatalnos¢ w zakresie ubezpieczenia
OC p.p.m. w Polsce, mozna stwierdzi¢, ze raz do roku zdarzy si¢ wy-
padek ubezpieczeniowy, ktorego konsekwencje finansowe przekrocza
okoto 1,15 mln zt. Analogicznie w ciggu 36 miesiecy co najmniej raz
wystapi wypadek, dla ktorego wartos¢ wyptaty przekroczy 2,16 min zi.
Wraz ze wzrostem dtugosci okresu, dla ktorego wyznaczana jest ta
warto$¢, wzrasta wartos¢ btedu statystycznego. W odniesieniu do sy-
tuacji praktycznej mozemy wskaza¢, ze wraz ze wzrostem odlegtosci
horyzontu czasowego analizy wzrasta niepewno$¢ zwigzana z wyplata
ekstremalnie wysokiego odszkodowania lub $wiadczenia. Nalezy

% Nalezy wskazaé, ze pojecie to zwiazane jest rowniez z zagadnieniami tzw. stress te-
stow wykorzystywanych przez regulatorow rynku finansowego do pomiaru ryzyka towa-
rzyszacego instytucjom ekonomicznym w sytuacji wystapienia skrajnie negatywnych
warunkow rynkowych. Zob. rowniez [Sokot 2012, s. 434-439].
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rowniez zauwazyc€, ze otrzymane poziomy wyplat ekstremalnych mo-
g3 by¢ niedoszacowane, na co wskazywalby wykres kwantyl-kwantyl
na rys. 8.

Tabela 4. Poziomy zwrotu oraz blgdy statystyczne dla poszczegdlnych okreséw zwrotu
wyznaczone za pomocg metody blokoéw

Okres analizy 12 miesigcy 24 miesiace 36 miesigcy
Warto$¢ zwrotu 1152128 1718 028 2167 794
Blad statystyczny 312 084 645 930 960 651

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Jak zostato wcze$niej wskazane, metoda blokéw wykorzystuje war-
tosci maksymalne w obrebie jednego okresu. W takiej sytuacji czgsé
obserwacji ekstremalnych moze zosta¢ pominig¢ta. W kolejnym podroz-
dziale zostanie przedstawiona metoda alternatywna, w przypadku ktorej
to zagadnienie zostato wyeliminowane.

2.3.2. Metoda przekroczen powyzej progu

Metoda zaktada, ze dany jest szereg badanych obserwacji Xi,..., X,
1.i.d. z nieznanej dystrybuanty F. Interesuja nas przekroczenia powy-
zej zadanej wysokiej warto$ci progowej u.

Twierdzenie 1 (twierdzenie Pickandsa—Balkemy—de Hanna)

Dla szerokiej klasy rozkladow danych rzeczywista dystrybuantg F
warunkowy rozktad przekroczen F, (y), dla duzej wartosci u, jest do-
brze aproksymowany za pomocg F,(y) = G 5 (y), u = o, gdzie:

& -1/
Gf’a(y) _ 1-— (1 +Ey>y ,f * 0,
1—exp(—;),€ =0,

oraz y € [0, (xg —u)], jezeli £ = 0,1y € [O,—g], jezeli & <0 (xp

jest skonczonym lub nieskoniczonym kresem gornym dystrybuanty F).
Ge »() jest uogolnionym rozktadem Pareto.

Schemat metody przekroczen powyzej progu przedstawia si¢ na-
stepujaco [Fatdzinski 2014, s. 81-82]:

1. Dla danego szeregu zmiennych Xj,..., X,, nalezy wybra¢ wartos$¢
progowa u. Niech N, bedzie liczba obserwacji przekraczajacych u
Xy, ""XiNu)' Obserwacje nalezy zapisac jako Y; = Xy, —u=0.
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2. Kolejnym etapem jest dopasowanie rozktadu G¢ ,(y) do prze-
kroczenY; , ..., Yy, , aby otrzymac oszacowanie parametrow ¢ i o.

W celu estymacji parametrow rozktadu, podobnie jak we wczes-
niejszych przypadkach, wykorzystana zostanie metoda najwigkszej
wiarogodnosci. Logarytm funkcji wiarogodnosci jest postaci:

l(y;0,8) = —Nylog(o) — (1 + %) Y log (1 + %)Jr

Podobnie jak w przypadku metody blokéw réwniez tutaj dopaso-
wania dokonuje si¢ do ogona rozkladu. Nalezy zatem w odpowiedni
sposob wybra¢ warto$¢ progu u. Wszystkie wartosci obserwacji, ktore
beda ponizej tego progu, zostang zignorowane, a pozostate postuza do
estymacji parametréw. W omawianym przypadku do wskazania progu
u wykorzystana zostanie metoda, ktoéra w literaturze anglojgzycznej
okreslana jest jako Mean Excess Plot® (wykres $rednich powyzej pro-
gu). Zgodnie z t3 metoda:

Ouytéu

EX—ulX>u) = o

gdzie: o, oznacza parametr skali, dla obserwacji powyzej progu u
(u>ugp).

Jak wynika z powyzszego réwnania, warto$¢ oczekiwana dla ob-
serwacji pomniejszonych o prog u i tych, ktore jednoczesnie przekra-
czaja prog u, jest liniowa wzgledem tego progu.

Rysunek 9 przedstawia wykres $rednich powyzej progu. Wykres
jednoznacznie nie wskazuje, jakg warto$¢ progu u mozna bytoby wy-
bra¢, by dopasowa¢ odpowiedni uogdlniony rozktad Pareto. Dodat-
kowo nalezy pamigta¢, ze wybor zbyt niskiego progu bedzie powo-
dowal, iz dopasowanie rozktadu odbedzie si¢ do danych, ktore
w obserwacji nie bedg przedstawiaty wartosci ekstremalnych. Z dru-
giej strony, zbyt wysoki prog bedzie powodowat, ze liczba obserwacji
wykorzystywanych do dopasowania rozktadu bedzie zbyt mata, co
moze powodowac wysoka wariancj¢ parametrow.

Na rysunku 10 przedstawiono laczng liczbe przypadkow, ktora
przekracza dany prog u, z oznaczeniem liczby obserwacji wystepuja-
cych w zbiorze wyznaczonym metodg blokéw — odgoérnie zatozono, ze
dalsza analiza bedzie odbywata si¢ dla progu, ktory bedzie mial co
najmniej tyle samo obserwacji co w przypadku metody blokoéw dla
okresOw miesiecznych. Biorac pod uwage warunek wstepny okreslony

3 Spotykane s3 rowniez inne metody wyznaczenia progu u: wykres estymatora para-
metru ksztaltu oraz wykres Gertensgarbe. Zob.: [Cebrian, Denuit, Lambert 2003, s. 9].
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Zrodto: opracowanie wlasne.
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na podstawie wykresu $rednich powyzej progu oraz warunek powyz-
szy, ustalono, ze dopasowanie rozktadu moze nastapi¢ dla progu u do
maksymalnej wartosci okoto 310 tys. zt. Uwzgledniajac dodatkowo
wyniki testu dopasowania Kolmogorowa—Smirnowa (podobnie jak
w przypadku rozktadu GEV poréwnano rozklad empiryczny danych
z rozkladem teoretycznym 1 $rednia p — warto$¢ testu wyniosta 0,77,
z odchyleniem standardowym wynoszacym 0,14) oraz weryfikacje
wykresow dopasowania kwantyl-kwantyl, przyjeto oszacowania pa-
rametrow uogolnionego rozkladu Pareto dla progu o wartosci
190 tys. zt. Za wyborem tej wartosci progu przemawia réwniez zgod-
no$¢ parametru ¢ wtym przypadku z wartoscig tego parametru
w dopasowanym rozktadzie GEV [Coles 2001, s. 75-76].

Statystyki opisowe zbioru wyznaczonego metoda przekroczen
powyzej progu dla 190 tys. zt zostalty wskazane w tab. 5. Wartosci
przyjmowane przez obserwacje znajduja si¢ w zakresie od okolo
190 tys. zt do ponad 2,67 mln zt ze $rednig okoto 359 tys. zt. Dodatnia
warto$¢ skosnosci 1 kurtozy moze by¢ interpretowana podobnie jak w
przypadku analizy zbioru obserwacji wyznaczonych metoda blokow.

Tabela 5. Statystyki opisowe dla zbioru wyznaczonego metodg przekroczen powyzej progu
114

Liczba obserwacji

Minimum 190 011 zt
Maksimum 2 672 069 zt
Srednia 359 267 zt
Dolny kwartyl 211181 zt
Mediana 256 867,02z1
Gorny kwartyl 377325z

749 857,20 zk
1691 892,50 7t
4,52
24,9

95. percentyl
99. percentyl
Sko$nosé
Kurtoza

Zrodto: opracowanie wlasne.

Na rysunku 11 przedstawiono poszczegélne wartosci obserwacji
wyznaczone metodg przekroczen powyzej progu.

Rysunek 12 przedstawia histogram oraz dystrybuante empiryczng
obserwacji dla zbioru wyznaczonego metoda przekroczen powyzej
progu. Wraz ze wzrostem wartos$ci wyptaty liczba przypadkow syste-
matycznie maleje.

Wykorzystujac metode najwigkszej wiarogodnosci, wyznaczono
warto$ci poszczegdlnych parametrow uogodlnionego rozktadu Pareto
wraz z odpowiadajacymi im btgdami standardowymi:

6 = 79173,16 (3003,52) £ = 0,58 (0,12).
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Rys. 11. Obserwacje wyznaczone metoda przekroczen powyzej progu

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 12. Histogram oraz dystrybuanta empiryczna obserwacji wyznaczonych metoda

przekroczen powyzej progu

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Rysunki 13 i 14 wskazujg, ze dopasowanie uogolnionego rozktadu
Pareto do danych empirycznych jest dobre. Najwigksze rozbieznosci
wystepuja w przypadku wykresu kwantyl-kwantyl dla kilku wyptat
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Rys. 13. Dopasowanie dystrybuanty empirycznej oraz dystrybuanty
z uogo6lnionego rozktadu Pareto

Zroédto: opracowanie wlasne.
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Rys. 14. Wykres kwantyl-kwantyl dla dopasowanego uogoélnionego rozktadu Pareto

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Podobnie jak w przypadku rozktadu GEV mozliwe jest wyznacze-
nie za pomocg wzoru analitycznego kwantyli wskazujacych na tzw.
poziomy zwrotu, opisujace, z jaka czestotliwoscig dana warto$¢ wy-
platy zostanie przekroczona. Przedziat ufnosci dla tak wyznaczonej
warto$ci mozna oszacowac, stosujac metodg delta dla rozktadu Pareto
[Coles 2001, s. 82-83]. R, wyraza si¢ nastgpujacym wzorem:

g N
u+7[rnﬂ —1], # 0,
R, = £ ( y u) S
u+ 6log(rnyﬂu),€ =0,
gdzie n,, —liczba obserwacji w zbiorze dla OkI’eSlAl jednego roku (przy-
jeto srednig liczbg obserwacji w okresie roku), A, — proporcja liczby
przekroczen do catego zbioru obserwacji, r — roczny okres zwrotu.

Tabela 6. Poziomy zwrotu oraz bledy statystyczne dla poszczegdlnych okreséw zwrotu
wyznaczone za pomoca metody przekroczen powyzej progu

Okres analizy 12 miesigcy 24 miesigce 36 miesigcy
Warto§¢ zwrotu 1172199 1722724 2162942
Blad statystyczny 301 759 577 925 828 120

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Informacja o poziomie zwrotu dla dopasowanego uogoélnionego
rozktadu Pareto zostata zawarta w tab. 6. Wartosci zwrotow w po-
szczegblnych miesigcach sg poréwnywalne do tych wskazanych za
pomoca rozkladu GEV. Z kolei bledy statystyczne dla tak wyznaczo-
nych obserwacji przyjmuja mniejsze wartosci. Interpretujgc wartos$¢
zwrotu dla 36 miesigcy, nalezy przyjac, ze biorgc pod uwage dane
wszystkich  zaktadéw ubezpieczen prowadzacych dzialalnos¢
w zakresie ubezpieczenia OC p.p.m. w Polsce, srednio raz na trzy lata
zdarzy si¢ wypadek ubezpieczeniowy, ktorego konsekwencje finan-
sowe przekrocza okoto 2,16 mln zt. Réwniez w tym przypadku nalezy
wnioskowac, ze wartos¢ ta jest niedoszacowana oraz pod uwage brac
mozliwe odchylenia wskazane w ramach bledu statystycznego.

3. Podsumowanie

Wysokie wyptaty o charakterze ekstremalnym mogg mie¢ znaczny
wpltyw na sytuacje finansowg zaktadu ubezpieczen. W przypadku
ubezpieczenia OC p.p.m. zaklad ubezpieczen ma posredni wptyw na
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wysokos$¢ odszkodowan oraz ich czesto$¢. Ubezpieczyciel stara sig¢
wptyna¢ na jako$¢ ubezpieczanego portfela poprzez odpowiednia se-
lekcje ryzyka. Bezposrednio wigze si¢ to ze stosowaniem skladek
ubezpieczeniowych adekwatnych do ryzyka wprowadzanego do port-
fela w zwigzku z ubezpieczeniem danego podmiotu lub przedmiotu.
Pomimo mozliwosci posredniego wptywu na jako$¢ ubezpieczanego
portfela, zdarzenia o charakterze ekstremalnym moga wystapi¢ w kaz-
dym z zaktadéw ubezpieczen, ktory ubezpiecza posiadaczy pojazdoéw
od odpowiedzialnosci cywilnej zwigzanej z posiadaniem pojazdu.
W takim przypadku zaktad ubezpieczen powinien mie¢ odpowiedni
kapital niezbedny w celu pokrycia powstatych zobowigzan.

W pracy przedstawiono sposob oceny ryzyka katastroficznego to-
warzyszacego zaktadowi ubezpieczen prowadzacemu dziatalno$¢ w
obszarze ubezpieczen OC p.p.m.. Do zbioru obserwacji dopasowano
uogoblniony rozktad wartosci ekstremalnych oraz uogdlniony rozktad
Pareto. Estymacja parametrow rozktadu wymagata zastosowania
odpowiednich metod wyboru obserwacji o charakterze ekstremalnym.
W omawianym przypadku zastosowano dwie metody — metode blo-
kow oraz metode przekroczen powyzej progu. Przeprowadzone bada-
nie wskazuje, ze do modelowania wyptat ekstremalnych mozna
z powodzeniem stosowac zaproponowane rozklady. Rozktady te do-
brze dopasowuja si¢ do danych bedacych przedmiotem badania.

Zaletg oszacowan przedstawionych w pracy jest wykorzystanie peine;j
informacji o wyptatach za zdarzenia OC p.p.m. dla wszystkich zaktadow
ubezpieczen dzialajacych w Polsce w segmencie ubezpieczen komunika-
cyjnych. Kalkulacja rozktadu wyptat ekstremalnych moze by¢ wykorzy-
stana przez poszczegdlne zaklady ubezpieczen do lepszego szacowania
wysokosci sktadki przez wyznaczenie tzw. narzutu na czynnik ekstre-
malny. Z drugiej strony, wskazane opracowanie moze postuzy¢ zakla-
dom ubezpieczen do zapewnienia jeszcze lepszej adekwatnosci w zakre-
sie posiadanego kapitatu wyptacalnosci. Zwigzane jest to rowniez z wia-
$ciwym nadzorem nad zapewnieniem modeli statystycznych oddajacych
W sposOb najbardziej zblizony nature badanego zjawiska i z punktu wi-
dzenia regulatora zapewniajacego bezpieczenstwo klientéw rynku ubez-
pieczeniowego, a przez to finansowego.
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THE QUANTIFICATION OF RISK OF PAYMENTS
IN THE FIELD OF CATASTROPHIC INSURANCE EVENTS
USING EXTREME VALUE THEORY

Summary: In the paper the authors apply Extreme Value Theory in the field of extremely
high values of claims paid out by insurance companies conducting motor third party
liability insurance. Extremely high indemnities and compensations were identified using
Block Maxima and Excesses Over Threshold methods. The value of payments is modelled
using Generalized Extreme Value and Generalized Pareto distributions. The empirical part
of the work presents the study on claims data held by Information Centre of Insurance Guaran-
tee Fund. The results of analysis can be applied in pricing models used by insurance and
reinsurance undertakings as well can be used in the activities of the financial supervisory
authority in relation to setting standards for the proper assessment of risk faced by entities
of insurance market.

Keywords: Extreme Value Theory, Block Maxima method, Excesses over Threshold
method, generalized extreme value distribution, generalized Pareto distribution.
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