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Zur Bildfehlertheorie von doppeltsymmetrischen 
Systemen mit asphärischen Flächen

J oachim  K lebe

Wissen Schaft sbereich Theoretische Physik, Section Mathematik-Physik Pädadogische 
Hochschule “ Karl Liebknecht”, DDR-1500 Potsdam.

Für Systeme aus beliebig vielen brachenden Flächen, die sich als asphärische doppelt
symmetrische Flächen 2. Ordung darstellen lasen, wird eine Bildfehlertheorie 3. 
Ordung entwickelt. Es wird eine Darstellung der einzelen Bildfehlerkoeffizienten in 
Abhängigkeit von den Flächenparametern und den paraxialen Größen sowie Zusam
menhänge zwischen den einzelnen Flächenteilkoeffizienten gegeben.

1. Einteilung

In den bisherigen Untersuchungen zur Bildfehlertheorie doppeltsymmetrischer 
optischer Systeme [1-5] wurden nur solche optischen Systeme betrachtet, die 
aus ebenen, Kugel-’ oder Kreiszylinderflächen mit zueinander parallelen oder 
senkrechten Achsen bestehen. Im folgenden sollen alle brechenden Flächen 2. 
Ordnung berücksichtigt werden, die sich durch die Gleichung

QX2 +  Qy y 2 +  Qz z 2 — 2 x  =  0  (1 )

beschreiben lassen. Außerdem sind in die folgenden Betrachtungen auch alle 
Flächen höherer* Ordnung eingeschlossen, die sich in 1. Näherung durch Gl. 
(1) beschreiben lassen. Bei der verwendeten Methode zur Berechnung von 
Bildfehlerkoeffizienten 3. Ordnung gehen bei Flächen höherer als 2. Ordnung 
auf Grund der Näherungen nur die Glieder bis zur 2. Potenz in die Rechnun
gen ein.

Bei den Flächen nach Gl. (1) fällt der Flächenscheitel mit dem Ursprung 
eines kartesischen Koordinatensystems zusammen, dessen «-Achse die optische 
Achse des zentriert vorausgesetzten optischen Systems ist, die bei" den vorlie
genden Doppelsymmetrien mit der Schnittgeraden der beiden senkrecht aufein
anderstehenden Symmetriebenen übereinstimmt. Die y- und die 0-Achse 
liegen dann jeweils in einer der beiden Symmetriebenen. Wie man leicht zeigen 
kann, sind qv und oz die Hauptscheitelkrümmungen in den beiden Symmetrie
benen; q ist ein Normierungsfaktor. In Tabelle wird eine Übersicht über die 
verschiedenen Flächen 2. Ordnung gegeben, die man durch spezielle Wahl 
der Parameter q, qv und oz erhält.
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Übersicht über die Flachen 2. Ordnung qx2 + evy2 + QZ<P- 2a; = 0

S ¥= Qv =£ Qz ¥= e Q ¥= Qy t̂  Qz — Q Q =  Qz ¥* Qy =  0 Q — Qy ^  Qz Q — Qz ^  Qy Qy =  Qz +  Q Q =  Qy =Qz

q =  1 ja >  0

Ellipsoid 
QV =  a/b2
Qz =  a/«2

Elliptischer Zylinder 
Qv =  a/b2 qz =  a je2

Kreiszylinder 
Qz = 0  Qy =  0

Rotations
ellipsoid
Qv =  a/b2

I Kugel

Zweischaliges 
Hyperboloid 
Qy =  -(a/b2) 
Qz =  — («/e2)

Hyperbolischer Zylinder 
Qu =  ~(a/b2) Q =  - ( a/o2)

Rotationsellipsoid 
Qz =  =  a/o2 Qy =  a/b2

Zweischaliges 
Rotations
hyperboloid 
Qv =  -(a/b2)

Einschaliges
Hyperboloid
Pj, =  a/b2,
Qu =  -(a/b2), 
Qz =  —(b/c2), 
qs =  a Io2

Einschaliges Rotationshyperboloid 
e«=  - (a /c 2) Qy =  -(a/b2)

e =  o
(a ^  0)

Elliptisches 
Paraboloid 
Qv =  a/b2 
Qz =  a/c2

Rotations-
paraboloid
Qv =  a/b2

Ebene

Hyperbolisches
Paraboloid
Qu =  a/b2 
Qz — - ( « / «  )

Bemerkungen «-Achse
|| Zylinderachse

y -Achse 
|| Zylinderachse

«-Achse y-Achse 
|| Rotationsachse || Rotationsachse

optische 
Achse = Ro
tationsachse
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Botationssymmetrie bezüglich der optischen Achse liegt immer dann vor, 
wenn qv =  qs gilt. Grundlage der folgenden Berechnungen bildet der von 
Bartkowska, Bartkowski [6] verwendete Formalismus. Dieser besitzt vor 
allem zwei Vorteile: In die Berechnungen geht die analytische Darstellung 
der brechenden Flächen mit ihren Parametern ein, und es wird nur ein Bezugs* 
strahl benötigt, mit dessen Hilfe die Bildkoordinaten berechnet werden können.

2. Berechnung der Flächenteill^oeffizienten 
für eine brachende Fläche

Zur Berechnung der Bildkoordinaten gehen wir von einem objektseitigen 
Bezugsstrahl aus, der nach der Punkt-Bichtungsgleichung wie folgt dargestellt 
werden kann

Y = y + - ( X - x ) ,  (2a)a

Z = z +  — (X — x), (2b)a

a, ß, y sind die Bichtungscosinus des Strahles bezüglich der Koordinatenachsen. 
X, Y, Z die Koordinaten eines vorgegebenen Punktes auf dem Strahl; x,y ,z  
sind die laufenden Koordinaten. Die Darstellung des bildseitigen Bezugsstrahles 
ergibt sich analog.

Die vorausgesetzten Doppeltsymmetrien bewirken, dah ein punktförmiges 
Objekt in ein astigmatisches Bild abgebildet wird. Für die folgenden Bechnun- 
gen wird deshalb für eine beliebige brechende Fläche in dem doppeltsymmetri
schen System von einem astigmatischen Objekt und einer astigmatischen 
Eintrittspupille ausgegangen (Abb.).

In den beiden Objektebenen, deren Scheitelabstände längs der optischen 
Achse sv bzw. sz seien, werden die Objekte durch die Objektvektoren Ly (0 , 
Lyy, Lyz) bzw. Lz (0 , Lzy, Lzz) beschrieben. Entsprechend werden in den Pu-
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pillenebenen (Scheitelabstände py bzw. pz) Pupillenvektoren My (0, Myy, Myz) 
bzw. Mz (0, Mzy, Mzz) eingeführt. Analog werden entsprechende Größen im 
Bildraum definiert. Da alle 4 Vektoren demselben Bezugsstrahl zugeordnet 
sind, läßt sich mit Hilfe der Strahlgleichungen (2a) und (2b) jeweils einer dieser 
Vektoren durch zwei andere und die zugehörigen Scheitelabstände darstellen. 
Man erhält dann z. B. folgende Zusammenhänge

Lyz - M zz

=  L, P y ~ P z

S z - P z
— P y - * ,

S z -Pz ’

(3a)

(3b)

L =  L Pv —M —zy VV „ „ M vv
Jv

s.

M,zy

V Py

P z - P v

S y - P v

'v Py 
Pz-s V
sV ~ Py

(3c)

(3d)

Im paraxialen Bereich gelten dann in den beiden Hauptschnitten folgende 
Abbildungsgleichungen

n .
(4a)

Pii

n i  a
=  GiiAnH 

Pii
(4b)

mit Arij =  n'j — nj; j = 1 ,2 ,  ..., 7c (Anzahl der Flächen); l =  y, z.
Die Bildvektoren bzw. ihre Komponenten kann man nach den Gin. (2a) 

bzw. (2b) folgendermaßen berechnen

T> _  . ß' , ,Lyy y +  Q, iSV ®),

L'vz =  K z + ^ r ( s ' y - 8 z),

L 'zV =  +  (*»“ *»)>

K z  =  z +  ~~T (s'z - c c ) .  a

(5a)

(5b)

(5c)

(öd)

Für x^y, z setzt man die Koordinaten des Schnittpunktes des einfallenden 
Strahles mit der brechenden Fläche ein. Die Richtungscosinus des gebrochenen 
Strahles a', ß', y' lassen sich mit Hilfe des Brechungsgesetzes aus den Rich- 
tungscosinus des einfallenden Strahles ermitteln. s'y bzw. s'z ergeben sich nach
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Gl. (4a). Die etwas unterschiedlichen Ausgangsformeln zur Berechnung der 
“reinen” Komponenten (Gl. (5a), (5d)) und der “gemischten” Komponenten 
(Gl. (5b), (5c)) finden ihre Begründung beim Übergang zum /.--flächigen opti
schen System. Außerdem beschreibt bei den gemischten Komponenten der
2. Summand den astigmatischen Term, der bei der anamorphotischen Abbil
dung (sy =  s'j verschwindet.

Für die Abbildung an einer brechenden Fläche erhält man gemäß [6], wobei 
die Verhältnisse in den beiden Hauptschnitten gesondert betrachtet werden 
müssen, mit Hilfe einer Reihenentwicklung und Beschränkung auf Glieder
3. Ordnug sowie Ersetzung der gemischten durch die reinen Komponenten 
(3a)-(3d) für eine reine Komponente des Bildvektors entsprechend Gl. (5a)

L ’
na„
n a„ + 2n'a’y(pu- s y)3 \ er]

My M2 LZ_yy_ r* •aLw JJyy w n
.3 ^ l y y  2 ^ I I  yy

-jtr2 j
_2 ^yy^yy

al Mv
iivv

, Myv-LyV /-i(l) , O
H ~  vniyv +  z_ ,,2Ov  (Oy

MyA
av a>l lyy

^yy n 1 _i_____ .______1__________ > —vy—za n
w3 W v i / /+  ___ 22n'o'u(py- s y)(pz- s z)* \ aya\

M M2J.r±yydJ±zZ

LyyMzz (1) 0 MyyMzzLzz (2l MyyLzz (1)
---------V  LIIzv — z  ----- ------------  v n ' H----------- —  OVt,2 LlZy v llzy · 2<ry az coz aymz Illzy

+ 2

'y^z

LyyMzzLz. T r2n(2) ŷy-̂ zz n
VIllzy 2 Vzy (6)

Durch entsprechende Vertauschung von y und z ergibt sich die andere reine 
Komponente L'zz. ay, az bzw. my, mz sind die entsprechenden Öffnungs- bzw. 
Feldwinkel in den beiden Hauptschnitten. Die beiden Koeffizienten C$vy und 
C$yy bzw. C$Iyy und C$Jyy lassen sich jeweils zu einem zusammenfassen und 
somit einem Bildfehler zuordnen. Die Aufspaltung erfolgte nur aus methodi
schen Gründen. Man erhält auch in diesem allgemeinen Fall 10 Bildfehlerkoeffi
zienten.

Bei der Berechnung von ß'ja' erhält man entsprechend

ß_ _  ivavlav J-‘vy0)y lWV 
a! Py-Sy 2 n

_1___ [Kl
'(Py-Sy)3 \ °l

3
vv Lx yv

Jlf2 J- Tir2 T Jlf T2
^ y y ^ y y  >|(n ' o JUyyJjyy A (2) , JXLW JJW  \ (l)—2 ^liyy —z ■ -T~—  ^liyy -r -  “ 2 -

Gy (Oy Oy (Oy Oy (Oy

+ 2
Oy (Dy Illyy'

7-3
yy a \ 4-2 A W y) + 2n'(py- s y)(pz- s z
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+

X
M M2yyJ.T-L zz ^

~2 " I zy  '

L y y M z  2 (1)
2 '̂ *•112:1/ "

MVVM„,Lzz-^zz A (2) 
■ ^■ II zy

Myy^zz A (i) . 0 LvvMszLzz
avoĄ oiyaz(oz Izy ~

L vvL lz A 1 2 -̂ -Yzy j (7)

Die Vertauschung von y und z liefert den Quotienten y'/a'. A$yy und bzw. 
Aihyy und A^hyy lassen sich wieder zu einem Bildfehlerkoeffizienten zusam
menfassen.

Mit Hilfe von Gl. (6) und (7) erhält man nun nach (5c) die gemischte Bild
komponente Lzv und entsprechend auch L’yz.

3 . Die Flächenteilkoeffizienten

Die Flächenteilkoeffizienten Civw bzw. die Koeffizienten A ivw berechnen sich 
aus den Kenngrößen der entsprechenden brechenden Fläche und der para- 
xialen Strahldurchrechnung in den beiden Hauptschnitten. Sie lassen sich 
entsprechenden Bildfehlern zuordnen.

Die Koeffizienten für die sphärische Aberration, die in den Entwicklungs
gliedern auftreten, die nur von den Strahlöffnungen av bzw. az abhängen, lassen 
sich wie folgt darstellen

(̂ ivw — y^ivAnSiYV(Q —Qv)hlhwaw

-\-1Vftr SiyyJhyllipOyj( qv Qw) ~i“ Vh2$ I Y | · ^ u > )  ·

Hierbei bedeuten: Ji„ — Einfallshöhe des Öffnungsstrahles, 
iv — Einfallswinkel des Öffnungsstrahles,
Slv — Flächenteilkoeffizient der sphärischen Aberration 

für Kugelflächen nach Bartkowska,

SIV =  nHlKA^A,  
n

Siw =  — Sv ̂  —in

u V ^  h y  Svl

v,w e {y , z}.

In Gl. (8a) beschreibt der 1. Summand den Anteil am Flächenteilkoeffi- 
zienten, der bei allen brechenden Flächen auftritt. Der 2. Summand berück
sichtigt den Anteil, der durch die Asphärik hervorgerufen wird. Der 3. Summand 
verschwindet, wenn Kotationssymmetrie bezüglich der optischen Achse vor
liegt. Der 4. Summand beschreibt den Anteil, der vom astigmatischen Objekt
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her rührt. Für eine beliebige Fläche (j) im System läßt er sich entsprechend 
nmformen zu

S i y vjJlvj (Jvj (Twj i wj[S vj Swj) —  S i y VjJbVj i wj (yW2.^vli^vl ^wl)

3-1
» 1 Vvj h'vj t'yjj ^w i ̂ 'ci ^ i  ( Qwi Qvi) * ( ß b )

i=1

Die übrigen Flächenteilkoeffizienten lassen sich dann mit Hilfe von Clvw wie
folgt ausdrücken

^ U v w  't'w ̂ i v w  ”b h’v ̂ y i v  i (ha)

^ 1 1 V v ^ Iv w  Y f t v ^ l v l  (h b )

C j [Vno V v ^ lv v i Y L f t v i V v ^  T'v) ^ l y  ^ v ^  1 Vv]  i (9®)

^ IIIVW r w V v ^ \v w  Y ^ w ^ v ^ l v  ~b ^ w ^'v Vv Q tVv I (9d)

^  VVW Tw rjv Cj^vw Y't'w \-S*v (V v  ( l"v) $ [v t/ v $2y v] +  <XW Jl'v 7]v$  jy„ · (9C)

Hierbei bedeuten: a„ = n ’ ( e - e v )  ev

Pv =
J v

n i v h v

rv
J v— =  Vv-t*v,
K

Jv =  n(yvav — hvo)v) — Jvl =  nx{yvlavl — hvlwvl) ist eine Flächenvariante:

yv — Einfallshöhe des Feldstrahles, 
j v — Einfallswinkel des Feldstrahles.

Für die Koeffizienten in Gl. (7) ergeben sich dann folgende Zusammenhänge:
f l

ä __ y jIvw q
■**-lvw i  " v w ^ lV v )  

^10
(10a)

/7(1 )
A 0) '-'Ilmo „ _ c* 

-“ -Irvw r ^ vw ^ w ^ IV v
™IV

(10b)

C<(2)

■^■IIvw — h c v w V v ^ IV v )
K

(10c)

p (  1)
4(0  _  V III»u> J o  

•^Illviü t vvw flv ^ IV v >  
Mm

(lOd)
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/7(2)
A (2) _  ' a-̂ -TTT nin ^VW ’iv *^TVv >

K

t _ C'Vvw  ̂ ^ ^2
-^Vvuj

mit cCT) =

K
nn’i,,„hl

c vwr w V v 8  IV  VI

(10e)

(lOf)

4. Zur numerischen Berechnung der Flächenteilkoeffizienten

Will man die Flächenteilkoeffizienten mit Hilfe einer paraxialen Strahldurch
rechnung ermitteln, so muß man die bisher verwendeten Gleichungen ent
sprechend umformen.

An Stelle von Gleichung (6) erhält man

1 {Mlß ivv ~  M2vuLvy (C$yy +  2&8m) + M yyLyr  - J 3 l t  4- 
m  n 'sy vv 2(py-sy)a 

x (Cll lyy + 2@illyy) —Ayyövyi/} +

avv

2 ( P y - S y ) ( p z - s z)2
-L yyM lM ly -2 M yyMzX M l y + M yvL l A y 
+ 2LVy M zz L zzG{i}lzy — L yyL 2zzGVzv}, 

an Stelle von Gleichung (7) ergibt sich

{ M yyM 2J lzy

(6a)

ß M yysyISy L yypyjpy
+ {Myy-A-lyy MyyLy

P y - s y 2(py — sy)3

x (AxVi/y 2A $ yy) +  MvyLly (Ä$ly + 2 Äfhyy) —LlyÄyyy)

+ : 7T7-------T7-----—  {MvyMlzÄlzy ~L yyM:zM y  -  2MyyMzzLzzÄ$zl
2{Py-Sy)(Pz-h)2 

+ M yyLlzÄ(illzy +  2LyyMzzLzzÄ$lzy — 11U Jjzz ̂  V22/} ·'

Die Flächenteilkoeffizienten lassen sich dann wie folgt berechnen

. „ An

(7a)

Aj vw 4  sw n
/2 f n'

An
_1_ ... _

( n
n' Qw\n'

n

(11a)

A-i}vu 4 pw n , , \ 2 An
/2 / , +  Qv(Q Qv) svP w  , 6w

°V Jrw

An f n 1
7" 6v> j @V$v)2 Qv^v | >n n (11b)
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1 (?) =  h .  _-a-Iivw r t
sv pv sw n An
~~l 1 T  7 “I-  Qv\Q Qv)^vPv^w 7 i?1<Sv pv sw n n

iffl

An ( w
+  , Qw\ - 7 Sw 1w

) P v w
Ivw f2 '

P v  ®« n

W ( % ]
7-  e«, « » ( 1  -  9vsv) ( !  -  QvPv) -  e®s»2>®j·»

/Iw
w

iffiIvtü

/ i »  ( № ... 2l
H p  9w i 7 st»(l QvPv) QvPv() w l w J

s v P v  P w  ■ n  , f ^— T  r / » ~t~ P®((? 6v)svpvpw , Qwsv pv pw n n

T  Qw | 7 P w X -  Qv^v) (1 QvPv) (?e®ejP®i > [n Jn

P v  Pw  n An
X-Yma — '2 ' / ”)" Qv(Q Qv)P vPw / Qw

Pv~ P w  »

/Iw i wH--r ßtol-7w | n

n

P w ( l  QvPv)

bzw.

^Ivw  ' ”b 6o®0 / (^ Qws w) >.n

An
Îl!®u> — ®uc^y®ui ”1“ i?®®» r (̂ - QwPw) )n

iivw
An

--  ®«r^y»UJ “b Qv^vPv / (̂ - Qw^w)ln

@ lllvw  ®t®'̂ 'I IIwi» "t* QvPv , *(1 6w sw ) )

^nitnu =  S«!Ĵ m ®«!+ QvSvPv  T (1 QwPw) 1n

^ Vvw
, j , /Iw

®t»-̂ -V®«> ~t~ QvPv 7" (b QwPw) 'w

(Hc>

( l l d )

(lle)

( l l f )

(12a)

(12b)

(12c)

(12d)

(12e)

(12f)

5. Die Bildfehlerkoeffizienten eines optischen Systems

Für ein fc-flächiges optisches System ans den betrachteten brechenden Flächen 
2. Ordnung läßt sich dann die entsprechende Bildkomponente ausgehend von
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■Gleichung (6) durch sukzessives Einsetzen sowie Vernachlässigung von Gliedern' 
höherer als 3. Ordnung ermitteln.

Hierbei werden folgende Zusammenhänge berücksichtigt

l-'yyl : 7II (13a)

№ y y l — ^yyl-U (13b)

K vi -  ni<°«  M  ,i 1 -W -y y ll (13c)ni<Oyi

P y l -
_  niwvi°vi IV „ \ byl — , <  J \ P y  1 b y l )  · (13d)

n k < °yl a yl

Hach entsprechenden Umformungen erhält man

T' _  niavi J ,
^yyk t / ^ y y l  inkoyk 2(pVl SylYnWvuX

i M 3I v2/1/1
yk v uy l 2J = 1

o lyyj

x  y  « t u  + y  <<&*,+20S?«) ·
°y\  °->y\j = l

+

Myyl Lyyi 
2

°yy  I Wyl

k7-3vv\
CO,}yl

5 ,̂ C'Vyyj I 
2=1 ’

__________ 1 __________ j MvylMszl y i
' (Pyl ~  Syl) (Pzl ~  Sz\Yn k °yk  l  ay l azl 1ZVi

Clllzyj

L yylM zzl

co.yl °al
XlzyJ

2 =  1

-äfmit M 27. 1 1*7.7,, M  L 2-tuW lx 'zzl

+ 2

O yi o z i (o z l
'  V I I zv l  v  

2 =  1 0-2/1 W z l

■ ^ y y l^ - z z l -^ z z l
k

V  /7 (2)
7 · T2 

^ y y l  -L'zzl

(O yi o z i w z i
/ i

V y l  W Zl

2 =  1 

*

^  V 1 ft \
2 / ,  v Vzyj)·

fr i i (i* ;

Die “gemischte” Bildkomponente berechnet sich dann entsprechend (5b)

^zyk -Lyyk 4  T  (szk Syk)·  (1 5 )
ak
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К  вопросу о теории аберрации в асферических системах двойной симметрии

Развита теория аберрации третьего порядка для систем, состоящих из бесконечного количества 
ломающих поверхностей, которые могут быть представлены в виде асферических поверхностей 
второго порядка двойной симметрии. Представлены коэффициенты аберрации в зависимости от 
параметров поверхности и параксиальных величин, а также взаимосвязи между коэффициентами 
поверхности.
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