PRACE NAUKOWE UNIWERSYTETU EKONOMICZNEGO WE WROCLAWIU nr 106

Ubezpieczenia emerytalne, spoteczne i metody aktuarialne 2010

Rafal Korzonek

Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu

WYBRANE ESTYMATORY FUNKCJI PRZEZYCIA

Streszczenie: Ubezpieczenia na zZycie sa oparte na metodach matematycznych i statystycz-
nych, a sktadki ubezpieczeniowe od dawna oblicza si¢ na podstawie wzoréw rachunku praw-
dopodobienstwa i tablic trwania Zycia. Pojeciem wymieralnosci $cisle zajmuje si¢ technika
analizy przezycia, ktora pierwotnie rozwingta si¢ w naukach biologicznych i medycznych.
Obecnie technika ta, w ktorej glowna role odgrywa estymacja funkcji przezycia badanego
obiektu, stala si¢ bardzo uniwersalna i coraz czgsciej jest wykorzystywana w ekonomii
i naukach technicznych. W artykule przedstawiono kilka wariantow estymacji tej funkcji, roz-
wazajac rozne zatozenia. Jednak w ubezpieczeniach zdrowotnych dane statystyczne to w wigk-
szo$ci obserwacje ucigte, a najlepszym estymatorem uwzgledniajacym takie dane jest coraz
bardziej popularny estymator Kaplana-Meiera. W artykule poswigcono mu wigcej uwagi,
przedstawiono kilka jego postaci i sformutowano podstawowe jego whasnosci.

Slowa kluczowe: funkcja przezycia, estymator Kaplana-Meiera, metoda najwigkszej wiaro-
godnosci.

1. Wstep

Technika analizy przezycia, ktora pierwotnie rozwingta si¢ w naukach biologicznych
i medycznych, stata si¢ juz bardzo uniwersalna i coraz czgsciej jest wykorzystywana
w ekonomii i naukach technicznych. Jednym z przykladow zastosowania tej techniki
jest szacowanie dtugosci zycia 0sob ubezpieczonych. Aby moc tego dokonaé, nalezy
wyznaczy¢ funkcje przezycia badanej grupy osob. W artykule dokonano przegladu
wybranych estymatorow tej funkcji, ze szczegdlnym uwzglednieniem estymatora
Kaplana-Meiera, ktory ma zastosowanie przy ucigtych danych.

2. Estymacja funkcji przezycia

Ubezpieczenia na zycie sa oparte na metodach matematycznych i statystycznych,
a sktadki od dawna oblicza si¢ na podstawie wzordéw rachunku prawdopodobienstwa
i tablic trwania zycia, z ktorymi $cisle laczy sig¢ pojecie funkcji przezycia. Aby przy-
blizy¢ definicje funkcji przezycia, wprowadzmy potrzebne oznaczenia: niech
T,i=1,2,...,n, beda czasami przezycia, czyli nieujemnymi i niezaleznymi zmien-
nymi losowymi o jednakowym rozkltadzie okreSlonym przez dystrybuantg
F(t)=P(I; <t). Funkcjg
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S(t)=1-F(t)=P(T, > 1)

nazywamy funkcja przezycia. A zatem ta funkcja informuje o prawdopodobienstwie
zdarzenia, ze obserwowany obiekt dozyje (przetrwa) do pewnego czasu ¢t > 0.

Przy zatozeniu istnienia gegstosci f (t) =F '(t) funkcj¢ przezycia mozemy przedsta-
wi¢ w postaci: S(7) = If(x)dx.
t

Warto zwroci¢ uwage na to, ze jesli znamy rozktad zmiennych losowych T,
wowczas znana jest takze analityczna posta¢ funkcji S(¢) i model przezycia nazywa-
my modelem parametrycznym, jesli natomiast nie znamy rozktadu zmiennych 7,
wowczas mamy do czynienia z modelem nieparametrycznym. Nalezy réwniez pa-
migtac, ze majac dang funkcj¢ przezycia, mozemy oblicza¢ inne charakterystyki dla
zmiennych T, jak np.: §redni dalszy czas zycia, wariancjg czy kwantyle.

Okazuje si¢ jednak, ze nie zawsze znamy analityczng posta¢ funkcji przezycia.
Pojawia si¢ zatem problem jej estymacji. W artykule przedstawiono kilka podstawo-
wych wariantow estymacji funkcji przezycia. Wszystkie opisane ponizej estymatory
(por. [Johnson, Johnson 1999]) sa budowane przy odpowiednich zatozeniach. Wyko-
rzystywanie ich w praktyce nie jest zbyt powszechne, gdyz wymagane jest spetnienie
wszystkich zatozen dotyczacych rozktadéw czasu $mierci 1 wycofania, jedynie tzw.
estymator aktuarialny czgsto pojawia si¢ w naukach aktuarialnych i jest wykorzy-
stywany przy tworzeniu tablic trwania Zycia.

Przypusémy, ze 0§ czasu jest podzielona na roztaczne przedziaty postaci

I, =t ,t;), j=L2,.. oraz t,=0. W kazdym przedziale zdefiniujmy na-

stepujace stany liczbowe:

d;— liczba 0so6b zmartych w przedziale 7;,

w; — liczba osob, ktore wycofuja si¢ z badan w przedziale 7,

¢; — liczba 0sob, ktore deklaruja wycofanie si¢ w przedziale /,

d'; — liczba 0s6b martwych sposréd tych, ktorzy deklarowali wycofanie sig,

R; — liczba 0s6b obecnych na poczatku przedziatu [, czyli tzw. grupa ryzyka.

Kilka prostych przeksztalcen pozwala przedstawi¢ funkcje przezycia nastgpu-
jaco:

P(G21)=5(t)=[[P(h 2,120, )=[]p, =[1(1-4,).
J=1 j=1 j=1

gdzie p; 1 g; reprezentuja odpowiednio prawdopodobienstwo przezycia i Smierci pod-
czas przedziatlu [, przy zalozeniu, ze bylo si¢ zywym na poczatku przedzialu
(w chwili ¢, ). Zauwazmy, ze kazdy estymator prawdopodobiefistwa smierci g;
wyznacza estymator funkcji przezycia S. Zajmijmy si¢ zatem estymacja funkcji prze-
zycia.
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Estymator 1.1

Rozwazmy estymator oparty na dystrybuancie empirycznej. Zatézmy, ze znamy
dokladne czasy $mierci ¢ <t, <...<t,. WoOwczas naturalnym estymatorem funkcji
przezycia S wydaje sig¢ by¢ estymator oparty na dystrybuancie empirycznej:

1 dlar<zt,
S(t)= % dlas,<t<t,,,
0 dlar>r.

z wlasnosci dystrybuanty empirycznej zas wynika, ze:

N . S(e)1-S(¢ F
ES(¢)=S(¢) oraz Var$(r)= (1-5(1) S0 (t)
n n
Estymator ten, chociaz zdaje si¢ by¢ najprostszy dla funkcji przezycia, nie
sprawdza si¢ w sytuacji, gdy pojawiaja si¢ obserwacje ucigte.

Estymator 1.2
Rozwazmy tzw. estymator oparty na probie zredukowanej. Zatézmy, ze znamy
nastgpujace stany liczbowe: d;, w;, R;. Prawdopodobienstwo $mierci g; estymujemy
przez proporcjg 0sob martwych w przedziale /;, natomiast nie bierzemy pod uwage
cenzur. A zatem niech
- d;

qj_Rj_W_/.

Naturalnym estymatorem funkcji przezycia S jest wigc

sO-T11- % |

Jit <t RA/ - W_/

Nalezy zauwazy¢, ze rowniez ten estymator nie wykorzystuje informacji niesio-
nych przez obserwacje ucigte.

Estymator 1.3
Rozwazamy popularny tzw. estymator aktuarialny. Zaté6zmy, ze znamy nastepu-
Jace stany liczbowe: d;, w;, R;, nie znamy natomiast doktadnych momentow wyco-

fania si¢ 0séb z badania. W badaniach aktuarialnych przyjmuje sig, ze wszyscy wy-
cofuja si¢ w potowie przedziatu I, Wowczas estymator prawdopodobienstwa $mierci
g; pozwala otrzymac estymator funkcji przezycia S postaci:
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Estymator 1.4

Rozwazamy prosta modyfikacj¢ poprzedniego przypadku. Zatdézmy, jak po-
przednio, ze znamy stany liczbowe: d;,w;, R;. Teraz zakladamy, ze czas $mierci
ma rozklad jednostajny na przedziale /.. Wowczas estymator prawdopodobienstwa
Smierci ¢; wyznaczony metoda najwigkszej wiarogodnosci pozwala otrzymac esty-
mator funkcji przezycia S postaci:

2
_2Rj+dj—wj—J(2Rj+dj—wj) ~8R,d,
2R '

Jit;<t J

Estymator 1.5

Zaldézmy teraz, ze znamy stany liczbowe: d W Chy d}, R;. Ponadto zaktadamy,
ze czas Smierci ma rozklad wykladniczy na przedziale J;, a czasy wycofania maja
rozktad jednostajny na przedziale [, Wowczas estymator prawdopodobienstwa
Smierci ¢; wyznaczony metoda najwigkszej wiarogodnosci pozwala otrzymac esty-
mator funkcji przezycia S postaci:

2

)+ \/df +4(2R, —¢,)(2R , +w,)
e 2(2R, —c;)

3. Estymator Kaplana-Meiera

Przedstawione powyzej estymatory sa wykorzystywane w $ci§le okreslonych sytu-
acjach, gdy spetnione sa wszystkie wymagane zalozenia. Okazuje sig, ze w analizie
danych dotyczacych przezycia czgstym problemem jest utrata informacji o doktad-
nym czasie przezycia. Takie dane sa nazywane danymi uci¢tymi (nieckompletnymi).
Powyzsze estymatory albo nie biora tych danych pod uwage, albo nie przypisuja im
wytarczajacej wagi.

W technice analizy przezycia pojawiajacym si¢ najczeSciej estymatorem funkcji
przezycia jest estymator Kaplana-Meiera. O jego popularno$ci $wiadczy choc¢by fakt,
ze znalazl si¢ on w podstawowych pakietach obliczeniowych, np. w programie Stati-
stica w module analizy przezycia. W tym programie ma on nastg¢pujaca postac
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' n—j (j)
S(t)z' (n—j+1j .

J=1

W tym wzorze n oznacza liczbg obserwowanych przypadkow, d(j) oznacza status
obserwacji, ktory wynosi 1, jesli j-ty przypadek nie jest ucigty (kompletny), lub 0,
jesli jest uciety, natomiast iloczyn przebiega po wszystkich przypadkach mniejszych
od t. Powyzszy estymator nazywa si¢ takze estymatorem limitu iloczynowego. Po raz
pierwszy zostat wprowadzony przez E. Kaplana i P. Meiera [1958].

Na podstawie analizy powyzszego wzoru nietrudno zauwazyc¢, ze wykres esty-
matora Kaplana-Meiera jest funkcja schodkowa, doktadniej méwiac sklada sie
z poziomych odcinkéw schodzacych do zera. Zwigkszanie proby powoduje powsta-

wanie wigkszej liczby coraz krotszych odcinkéw. W granicy proces {S(t), t> 0}

dazy do prawdziwej funkcji przezycia.

Mozna si¢ zastanowic¢, dlaczego ten estymator jest taki wazny. Oto6z oprocz tego,
ze nie odrzuca on obserwacji ucigtych poprzez przypisanie im etykiety braku danych,
ale bierze je pod uwage przy obliczaniu funkcji przezycia, przewaga metody Kapla-
na-Meiera nad innymi metodami polega takze na tym, Ze na uzyskiwane oceny nie
wplywa grupowanie danych w przedziatach czasowych.

3.1. Postaé estymatora

Niech, jak poprzednio, 7, beda czasami przezycia, a C; beda chwilami obcinajacymi
(czyli nieujemne i niezalezne zmienne losowe o jednakowym rozktadzie). Rozwaz-
my elementy losowe (tzw. model losowego obcinania):

(Z,,6,), i=1,2,...,n,
gdzie: Z, =T, AC, oraz o, =loc) (T;).
Niech S(¢)=P(T, >t), F(t)=1-S(t), 7;(t)=P(Z,>1).
Zdefiniujmy teraz statystyki pozycyjne Z,, <Z, <...<Z,  dla zmiennych

losowych Z,, Z,, ..., Z, iniech I, = [Z it Z j:n) beda przedziatami czasowymi.
Dla kazdego ¢ definiujemy grupg ryzyka R(?) jako liczbg podmiotow zywych

w chwili z. Niech R(t) = ZI{ 2,1 oraz niech M(¢) bedzie liczba martwych zaobser-
=t

wowanych w chwili ¢, czyli M (t) = 25]. l{z.:x}'
J= '

Naturalny estymator prawdopodobiefistwa $mierci g; powinien wykorzystywac¢
liczbg martwych w przedziale /; i grupg ryzyka na poczatku tego przedziahu.



Wybrane estymatory funkcji przezycia 79

Definicja 3.1. Estymator Kaplana-Meiera
Dla kazdego ¢ estymatorem S,, funkcji przezycia S jest

. M(Z,)
St (=TT |1-—=% |
iz R(Z)

Mozna przyjaé, ze w praktyce nie mamy do czynienia z rownymi wartosciami
obserwacji. Jesli wiec w jednej chwili nie nastapi wigcej niz jedno zdarzenie, to
M (Zl.) przyjmuje warto$¢ o,. Ponadto, w tym przypadku, R(Zl.) =n—i+1. Zatem
estymator Kaplana-Meiera mozemy zapisa¢ w postaci:

S (=TI (pﬁj

iz, <t
Wariancja estymatora wyraza si¢ wowczas wzorem:

Var Sy, (’)ZSKMZ(t)zZ«(n_i)(Sm'

Okazuje si¢ takze, iz estymator Kaplana-Meiera mozna wyznaczy¢ za pomoca
metody najwickszej wiarygodno$ci empiryczne;.

4. Wlasnosci estymatora Kaplana-Meiera

W tym punkcie zajmiemy si¢ wlasno$ciami estymatora Kaplana-Meiera. Metody
matematyczne, ktorych tutaj uzyto, mimo niezbyt prostej postaci estymatora, pozwo-
lity szybciej i prosciej sformutowac i udowodni¢ podstawowe jego wiasnosci. Dzigki
tym metodom scharakteryzowano obciazenie estymatora Kaplana-Meiera, pokazano,
Ze jego obciazenie szybko znika, wprowadzono estymator na wariancj¢ oraz wyka-
zano jednostajng zgodno$¢ w prawdopodobienstwie estymatora Kaplana-Meiera.

Zachowujac oznaczenia z poprzednich punktoéw artykutlu, rozwazmy nastgpujace
procesy stochastyczne:
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Rozwazamy nastepujaca naturalna filtracje { F > 0} dana przez:

F=c{N,(s),N(s):0<s<t,j=1,...,n}, t20.

4.1. Posta¢é estymatora

Przejdziemy do estymacji funkcji przezycia. Metodg estymacji dostarcza nam relacja
pomigdzy A i S. Z definicji mamy:

AW)= [(1= F(s ) dF(s), satem dA(s)= l_di—g)_)

Po dokonaniu prostych przeksztatcen otrzymujemy réwnanie rekurencyjne, ktore
po rozwiazaniu daje estymator Kaplana-Meiera postaci

-1 -7y

4.2. Obcigzenie estymatora

Przytoczymy prosty lemat mowigcy o obciqzeniu estymatora Kaplana-Meiera.
Lemat 4.1

Jesli S(t)> 0, oraz T = inf {s:¥ (s) =0}, to mamy:
(1) E(ﬁ(r)—S(t))zEB(t):E[l{m} g(T)(S(T)_S([))}zo,

S(7)
2) jesli ponadto T, (S) = 7Z'(S) dla kazdego Js to

E($(1)-5(1))<(1-8(1))(1-=(1))".

Z powyzszego lematu wynika, ze estymator Kaplana-Meiera jest obcigzony tylko

wtedy, gdy jest dodatnie prawdopodobienstwo zdarzenia, ze S(T)>0 i
S(t)<S(T).

4.3. Asymptotyczna normalnos$¢ estymatora

A

Zauwazmy, ze estymator Kaplana-Meiera S jest asymptotycznie normalny
N (0, o’ (t)), a wyrazenie na o (t) mozna przedstawi¢ w prostej postaci:

dS(S)

7 (0)=-5 OGS o) G- ] S

7Z'(S

(=)
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4.4. Zgodnos$¢ estymatora Kaplana-Meiera

W [Fleming, Harrington 2005] mozemy znalez¢ twierdzenie mowiace o zgodnos$ci
estymatora Kaplana-Meiera.

Twierdzenie 4.1

Niech T bedzie czasem zycia, to znaczy zmienna losowa o dystrybuan-

dF(v)

l—F(v)'

cie F(s)=P{T <s} iskumulowanej funkcji hazardu postaci A (s)= '[

PA
Jesli t e (0,00] jest takie, ze Y(t)%oo gdy n— oo, to
)

sup dN (v A(s)

0<s<t |}y Y(V)

—2 50 gdy n—> o oraz sup ﬁ(s)—F(s)‘—Pm gdy

0<s<t

n— oo, gdzie 1 - F jest estymatorem Kaplana-Meiera.

Twierdzenie to pokazuje, ze estymator Kaplana-Meiera S (t) jest jednostajnie

zgodnym estymatorem funkcji przezycia S(r).

5. Przyklad zastosowania estymatora Kaplana-Meiera

Rozwazmy grupg 20 osob ubezpieczonych na zycie, ktore w trakcie okresu ubezpie-
czenia przebyly zawal serca. W wyniku symulacji uzyskano obserwacje zawarte
w ponizszej tabeli. Czas obserwacji liczony jest w miesiacach od daty zakonczenia
leczenia klinicznego, status rowny 1 oznacza zgon, a status réwny 0 oznacza, ze
osoba zyta w dniu zakonczenia obserwacji.

Tabela 1. Czas obserwacji

Lp. | Czas | Status | Lp. | Czas | Status | Lp. Czas Status | Lp. Czas Status
1 2,367 1 6 | 6,677 0 11 8,378 0 16 | 15,639 0
2 | 2,399 1 7,197 1 12 | 9,495 1 17 | 15,704 1
3 | 2,784 0 8 | 8,016 0 13 | 10,567 0 18 | 19,701 0
4 | 3,189 1 8,131 1 14 | 11,677 1 19 | 21,955 |
5 13,929 1 10 | 8,317 0 15 | 11,765 0 20 | 24,309 0

Zrodto: opracowanie wlasne.

Jak juz wczesniej wspomniano, estymator przedstawia funkcje schodkowa, wy-
starczy wigc okresli¢ jego warto$¢ w punktach nieciagtosci. Estymator ten daje nam
nastgpujaca funkcje przezycia (czg$¢ opisu funkcji pomijamy).

th=0, S(t)) =P(Y>1)=1

Hh=2367 S(#) =P(Y>1)=0,95
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t=2,399 S(t) = P(Y > 1,) = 0,90
tig= 19,701 S(tlg):P(Y>llg):0,386
t1o=21,955 S(t19) = P(Y > t19) = 0,193
t= 24,309 S(tzo) = P(Y> tz()) = 0,193
=3 Estymator Kaplana-Meiera
©
o
=
o
&
o L
o
o |
o T T T T T T T T T T T

T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

czas badania

Rys. 1. Wykres estymatora Kaplana-Meiera

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Na podstawie wyestymowanej w ten sposob funkcji przezycia ubezpieczyciel
moze dokonywaé oceny w zakresie ryzyka ubezpieczeniowego, a takze szacowaé
dalszy czas zycia osoby ubezpieczone;.
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CHOSEN ESTIMATORS OF SURVIVAL FUNCTION

Summary: Life insurance has already been based on mathematical and statistical methods
for a few centuries, and insurance premiums have been calculated on the grounds of the
probability calculus and life tables. The survival analysis technique, originally developed in
biological and medical sciences, deals with the death rate. This technique has already be-
come very widespread and is more and more often used in economics and technical theories.
In each of these cases there appears a need to estimate the survival function of the studied
object. There are a few variants of the estimation of this function in the article. Each of the
described estimators is built on different assumptions. However, the statistical data in health
insurance are largely truncated observations and the best estimator considering such data is
the most popular Kaplan-Meier’s estimator. The article devotes most attention to this esti-
mator and presents a few of its modifications as well as its basic properties.
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