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Przedmowa

Fizyka obliczeniowa, zwana takze malo precyzyjnie fizyka komputerows, jest interdy-
scyplinarna dziedzing fizyki powstala w drugiej potowie XX wieku na pograniczu:

— fizyki teoretycznej [1-14],

— matematyki konkretnej i matematyki obliczeniowej [15-35,37,39,40,42-101,103-106,
108-119, 121,125,126, 132]

— informatyki stosowanej, co obejmuje m.in. jezyki programowania (C, C#, C++,
Delphi, JAVA, Perl, PHP, Python, Ruby, Turbo Pascal, Visual Basic, Visual C#,
Visual C++), biblioteki programéw numerycznych, $rodowiska programistyczne i
obliczeniowe, oprogramowanie otwarte [36, 38,41, 72,79, 83,102, 107, 120, 122-124,
127-131].

Poczawszy od drugiej potowy XX wieku opracowane zostaly w oparciu o teorie i mo-
dele fizyki klasycznej i kwantowej efektywne i stabilne algorytmy, biblioteki programéw
numerycznych, metody obliczeniowe i metody symulacji komputerowych procesow fizycz-
nych [15,16,21,22,25-27,29,30,32,33,36-41,43,46-50,52-56,59,60,63-65,67,68,70-72,74,
77-81,83,87,88,93-95,97-102,107-112,114-121, 125, 126].

Intensywny rozwoj fizyki obliczeniowej czego dobitnym wyrazem jest bardzo obszerny
ale mimo to niepelny spis zalaczonej literatury w uktadzie i porzadku historycznym byt i
jest mozliwy dzigki postepowi technologii przemystu komputerowego, ktére odbywa sie w
tempie wykladniczym zgodnie z prawami Moore’a.

Fizyka obliczeniowa zajmuje sie implementacja algorytméw numerycznych do rozwia-
zywania zagadnien, ktorych jako$ciowy oraz iloSciowy opis zadaja i okreslaja teorie i mode-
le wypracowane w poszczegélnych dziatach fizyki. Sg to m.in. fizyka jadrowa i fizyka plazmy
(m.in. modelowanie funkcjonowania urzadzenia do prowadzenia kontrolowanej fuzji lekkich
jader, ktorego skonstruowanie jest obecnie celem gléwnym projektu ITER (International
Thermonuclear Experimental Reactor), fizyka czastek elementarnych (m.in. projektowanie
akceleratoréw czastek elementarnych), fizyka materii skondensowanej (m.in. wyznaczanie
struktury pasmowej cial stalych oraz ich wladciwosci fizycznych, materii miekkiej), astro-
fizyka, fizyka kwantowa (m.in. modele sieciowe kwantowej chromodynamiki).

Problemy, z ktérymi ma do czynienia fizyka, prawie zawsze nie sa rozwiazywalne ana-
litycznie, tj. écisle. Przyktadowo réwnanie ruchu cial, zadawane II zasada dynamiki New-
tona, jest réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym drugiego rzedu, ktére jest Scisle rozwia-
zywalne przy zalozeniu stalej wartosci masy ciala i niezaleznej od czasu sity dziatajacej na
nie. Rzeczywisty ruch ciata jest zjawiskiem o wiele bardziej skomplikowanym i w ogélnym
przypadku nierozwiazywalnym analitycznie ze wzgledu na niepewnosci co do wartosci sity
dzialajacej na cialo w ruchu (przyktadowo: ruch samochodu, ruch samochodu wyécigowe-
go Formuly 1, ruch rakiety kosmicznej podczas startu itp.). Z podobna sytuacja mamy
do czynienia w fizyce kwantowej, gdzie analityczne rozwiazanie stacjonarnego réwnania
Schrodingera jest znane w kilku zaledwie przypadkach.
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Warto wymieni¢ w tym miejscu wybrane rodzaje zagadnien matematycznych, kto-
re sg rozwiazywane metodami fizyki obliczeniowej. Sa nimi m.in.: réwnania rézniczkowe
zwyczajne i czastkowe, obliczanie wartosci catek, zagadnienie wlasne polega na wyznacza-
niu wartoéci i wektorow wtasnych macierzy lub operatoréw hermitowskich, wyznaczanie
potencjalow termodynamicznych uktadéw oddzialywujacych atoméw lub molekul, mode-
lowanie rozktadu pola elektromagnetycznego w przestrzeni i materiatach. Ten e-skrypt
dotyczy dwoch ostatnich probleméw z wymienionych powyzej.

Oddawany do rak Czytelniczek i Czytelnikéw e-skrypt jest skromnym wkiadem do
fizyki obliczeniowej potwierdzajacym jej istotna role i rosnace znaczenie dla rozwoju nauk
podstawowych oraz wspdtczesnych technologii. Zatozone cele glowne, ktore przyéwiecaly
Autorom e-skryptu, byly nastepujace:

1. Pozyskanie przez studentéw kierunku fizyka i pokrewnych podstawowej wiedzy z
zakresu fizyki i matematyki dotyczacej wybranych procedur numerycznych i algo-
rytméw komputerowych powszechnie stosowanych obecnie w badaniach wtasciwosci
fizycznych materii skondensowanej. W szczegélnosci dotyczy to uktadéw oddziaty-
wujacych wielu cial wyznaczane sg charakterystyki termodyna-miczne metodami
dynamiki molekularnej i Monte Carlo oraz wlasciwosci oddzialywania $wiatta z ma-
teria modelowany jest metoda réznic skonczonych w domenie czasowej (FDTD) lub
elementéw skonczonych (MES) rozklad pola elektromagnetycznego i propagacja fal
elektromagnetycznych w strukturach foto-nicznych ($wiattowody, falowody, kryszta-
ly i $wiattowody fotoniczne).

2. Nabycie umiejetnosci: (a) samodzielnego, sprawnego i efektywnego w sensie infor-
matyczno-komputerowym oraz zgodnego z prawami i zasadami fizyki postugiwania
sie opisanymi do$¢ szczegdtowo w tym skrypcie procedurami i algorytmami do jako-
Sciowych oraz ilosciowych badan wlasciwosci struktur materii skondensowanej; (b)
samodzielnego poglebiania wiedzy i umiejetnosci.

3. Przyswojenie kompetencji osobistych i spolecznych polegajacych na: (a) swiadomo-
$ci ograniczen i przyblizonego charakteru opisanych numerycznych metod oblicze-
niowych, (b) potrzebie dalszego zdobywania wiedzy i umiejetnosci postugiwania sie
bardziej zaawansowanymi metodami obliczeniowymi.

E-skrypt sktada sie z czterech czesci. Pierwsza z nich pt. Podstawy symulacji kompu-
terowych metoda dynamiki molekularnej, opracowal dr inz. Rafal Orlik. Przedstawione
zostaly fizyczne i matematyczne podstawy tej waznej komputerowej techniki symulacyj-
nej pozwalajacej wyznaczaé¢ charakterystyki dynamiczne i termodynamiczne klasycznych
wielociatlowych/wieloatomowych uktadéw [13,114]. Metoda dynamiki molekularnej (DM)
pozwala analizowaé, obserwowac i Sledzi¢ ilosciowo oraz jako$ciowo odbywajacy sie w cza-
sie rzeczywistym termiczny ruch zbioru N atoméw/molekul, ktérych oddzialywania sa
zadane a priori i podlegaja klasycznym réwnaniom ruchu Newtona oraz klasycznej fi-
zyki statystycznej. Autor zwiezle prezentuje wybrane algorytmy numeryczne catkowania
rownan ruchu i dyskutuje ich niepewnoéci. Przedstawia i omawia typy oddziatywan mie-
dzyatomowych oraz sposoby uwzgledniania ich w symulacjach komputerowych przy nato-
zeniu periodycznych warunkéw brzegowych. Nastepnie Czytelnik dowiaduje si¢ o techni-
kach obliczeniowych wyznaczania charakterystyk termodynamicznych takich, jak energie:
kinetyczna, potencjalna, catkowita oraz temperatura i cisnienie. Opisana technologia sy-
mulacyjna jest zastosowana do dwuwymiarowego ukladu atoméw umieszczonych w polu
potencjalnym typu Lennarda-Jones’a. Te cze$¢ skryptu koncza kody programoéw do sy-
mulowania wybranych uktadéw metoda DM. Sprzyja to praktycznemu opanowaniu przez
studentow techniki DM.
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Dr inz. Grzegorz Pawlik opracowal druga czesé skryptu, ktore nadat tytut Metoda
Monte Carlo (MC). Jest ona krétkim wprowadzeniem do techniki obliczeniowe]j szeroko
stosowanej m.in. w fizyce fazy skondensowanej, w fizyce materii miekkiej i fizyce jadro-
wej [1,6,47,52,108,114,121]. Autor przedstawil podstawy fizyczne i matematyczne metody,
ktoérej tworcami w latach 40. XX wieku byli John von Neumann, Stanistaw Ulam i Nicholas
Metropolis. Pracowali oni w Los Alamos National Laboratory przy projekcie Manhattan,
zakonczonym pelnym sukcesem, ktérym bylo skonstruowanie bomby atomowej (pierwszy
wybuch 16 VII 1945). do komputerowego modelowania wielu réznych proceséw fizycznych.
Lektura tego rozdzialu pozwala studentom zdoby¢ i utrwali¢ wiedze dotyczaca klasycznej
fizyki statystycznej, proceséw stochastycznych (tancuchy Markowa) i algorytmu Metro-
polisa, najczedciej stosowanej realizacji metody MC. Autor zastosowal technike MC do
wyznaczenia termodynamicznych wladciwosci dwuwymiarowego modelu Isinga, ktéry jest
dzi$ klasycznym paradygmatem fizyki przejéé fazowych.

Mgr inz. Karol Tarnowski jest autorem trzeciej czesci pt. Rozwiazywanie réwnan Ma-
xwella metodg FDTD. Nazwa metody jest akronimem od Finite-Difference Time-Domain.
Jest to jedna z podstawowych technologii komputerowych stosowanych w obliczeniowej
elektrodynamice klasycznej [1,7,21,28,44,45,54,57,76,80,106]. Umozliwia numeryczne roz-
wigzywanie w rzeczywistym czasie i w przestrzeni réwnan Maxwella, ktorymi sa prawa Fa-
radaya oraz oraz Ampere’a-Maxwella. Istota podejscia polega na dyskretyzacji czasu i prze-
strzeni oraz zastosowaniu metod réznic skonczonych. Autor w przystepny sposéb przed-
stawil najwazniejsze aspekty numeryczne metody opartej na klasycznej pracy Kane Yee z
1966 r. Zamiescil takze kilka przyktadowych zastosowan metody FDTD w postaci progra-
moéw napisanych w srodowisku obliczeniowym MatLab® [72, 77,79, 83,94, 107,126, 129].
Zaprezentowana technologia jest obecnie intensywnie stosowana do modelowania oddzia-
lywania fal elektromagnetycznych z materia, co ma fundamentalne znaczenie w badaniach
wilasciwoéci propagacji i przestrzennych rozkladéw pola elektromagnetycznego m.in. w
krysztatach fotonicznych, swiattowodach (klasycznych i fotonicznych) [134-144] oraz me-
tamateriatach [145-156].

Autorem ostatniej, czwartej czedci skryptu, noszacej tytut Metoda elementéw skon-
czonych - zastosowanie w elektromagnetyzmie, jest dr inz. Jacek Olszewski. Metoda ta w
literaturze zrodlowej nazywana jest skrotowo w jezyku angielskim FEM od Finite Element
Methods [1,7,26,28,33,45,57,73,80,90,91], a w jezyku polskim uzywa si¢ akronimu MES
od Metoda Elementéw Skonczonych. Ma ona bardzo szerokie zastosowania nie tylko w
elektromagnetyzmie, ale réwniez m.in. w meteorologii, w dynamice budowli (budynkéw,
mostéw), w przemysle lotniczym oraz do analizowania wytrzymatosdci ukltadéw mechanicz-
nych. Najogélniej méwiac FEM stuzy to wyznaczania rozwiazan numerycznych réwnan
catkowych i réwnan rézniczkowych czastkowych [54, 126]. Autor przedstawil podstawy
matematyczne MES i jej zastosowanie do modelowania wiadciwosci propagacji fal elektro-
magnetycznych w $wiattowodach, falowodach oraz krysztatach i $wiattowodach fotonicz-
nych. Metoda ta znalazta i wcigz znajduje szerokie zastosowania w elektro-magnetyzmie,
fotonice, nanonofotonice i optoelektronice [134-144]. Jest to dosé¢ trudna pod wzgledem
matematycznym i fizycznym metoda, ktérej glebsze zrozumienie wymaga od studentéw
wytrwaloéci i poswiecenia dos¢ duzo czasu niezbednego do zdobycia matematycznej wie-
dzy oraz nabycia praktycznych umiejetnosci efektywnego postugiwania sie MES. Dodajmy,
ze metody FDTD i FEM sa stosowane z powodzeniem do modelowania wtadciwosci me-
tamaterialéw elektromagnetycznych [145-156] - nowych osrodkéw wykazujacych zjawisko
ujemnego zalamania fal elektromagnetycznych, co stwarza realne mozliwosci ukrywania
obiektéw w polach elektromagnetycznych. Wytworzenie okry¢/czapek/peleryn niewidek
byloby realizacja idei/marzen, o ktérych mozna bylo do tej pory jedynie fantazjowaé w
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bajkach, filmach i literaturze science fiction. Konkludujac pragne wyrazi¢ moje glebokie
przekonanie, ze skrypt ten realizuje przedstawione na wstepie gltéwne cele i jest warto-
sciowym materiatem edukacyjnym, ktéry przyczyniaé sie bedzie do podnoszenia poziomu
wyksztalcenia i kompetencji (wiedzy i umiejetnosci) absolwentéw Wydzialu Podstawo-
wych Probleméw Techniki Politechniki Wroctawskiej.

Wroctaw, 9 czerwca 2011 Wilodzimierz Salejda

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej
w ramach FKuropejskiego Funduszu Spotecznego

8



—

UNIA EUROPEJSKA **x
EUROPEJSKI

KAPITAL LUDZKI %J
Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY o

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

* %ot
* 4t

Bibliografia

[1]

L.D. Landau, E.M. Lifshjitz, Course of Theoretical Physics, vol. 1st Mechanics, vol.
2nd The Classical Theory of Fields, vol. 8rd Quantum Mechanics - Nonrelativistic
Theory, wvol. 4th Quantum FElectrodynamics, vol. 5th Statistical Physics, Part 1.,
vol. 6th Fluid Mechanics, vol. Tth Theory of FElasticity, vol. 8th Electrodynamics of
Continuous Media, vol. 9th Statistical Physics, Part 2., vol. 10th Physical Physics.

W. Greiner, B. Miiller, J. Rafelski, Quantum FElectrodynamics of Strong Fields,
Springer-Verlag, Berlin 1985.

W. Greiner, B. Miiller, Quantum Mechanics. Symmetries, Springer-Verlag, Berlin
1994.

W. Greiner, J. A. Maruhn, Nuclear Models, Springer-Verlag, Berlin 1996.
W. Greiner, J. Reinhardt, Field Quantization, Springer-Verlag, Berlin 1996.

W. Greiner, Thermodynamics and Statistical Mechanics, Springer-Verlag, Berlin
1997; w serii Classical Theoretical Physics.

W. Greiner, Classical Electrodynamics, Springer-Verlag, Berlin 1998; w serii Classical
Theoretical Physics. J.D. Jackson, Classical Electrodynamics, A John Wiley & Sons,
New York 1990. D. Griffiths, Introduction to Electrodynamics, Prentice-Hall, Inc.,
New Jersey 1999; istnieje ttumaczenie na j. polski, Podstawy elektrodynamiki, PWN,
Warszawa 2005.

W. Greiner, B. Miiller, Quantum Mechanics. Special Chapters, Springer-Verlag, Ber-
lin 1998.

W. Greiner, B. Miiller, Gauge Theory of Weak Interactions, Springer-Verlag, Berlin
2000.

W. Greiner, B. Miiller, Relativistic Quantum Mechanics. Wave Equations, 3rd Edi-
tion, Springer-Verlag, Berlin 2000.

W. Greiner, B. Miiller, Quantum Mechanics. An Introduction, 4th Edition, Springer-
Verlag, Berlin 2001.

W. Greiner, J. Reinhardt, Quantum Electrodynamics, 3rd Edition, Springer-Verlag,
Berlin 2003.

W. Greiner, Classical Mechanics. Systems of Particles and Hamiltonian Dynamics,
Springer-Verlag, Berlin 2003; 2nd Edition 2010; w serii Classical Theoretical Physics.

W. Greiner, S. Schramm, E. Stein, Quantum Chromodynamics, 3rd FEdition,
Springer-Verlag, Berlin 2007.

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej
w ramach FKuropejskiego Funduszu Spotecznego

9



—

UNIA EUROPEJSKA **x
EUROPEJSKI

KAPITAL LUDZKI %J
Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY o

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

* %ot
* 4t

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[28]

[29]

[30]

31]

J. H. Wilkinson, Algebraic Figenvalue Problem, Oxford University Press, Oxford
1965.

J. H. Wilkinson, C. Reinsch, Handbook for Automatic Computation, vol. 2, Linear
Algebra, Springer-Verlag, Berlin 1971.

S. D. Conte, C. de Boor, Elementary Numerical Analysis. An Algorithmic Approach,
The McGraw-Hill Companies, 1980.

D. Potter, Metody obliczeniowe fizyki, PWN, Warszawa 1982.

S. E. Koonin, Computational Physics, The Benjamin/Cummings Publishing Com-
pany, Inc., Amsterdam 1986.

D. Heermann, Podstawy symulacji komputerowych w fizyce, WN-T, Warszawa 1997;
tytut oryginatu w j. ang. Computer Simulation Methods in Theoretical Physics, 2nd
Edition, Springer-Verlag, Berlin 1990.

P. G. Ciarlet Ed., Handbook of Numerical Analysis, Elsevier Science, vol. I, Finite
Difference Methods (Part 1), Amsterdam 1990.

J. C. Nash, Compact Numerical Methods for Computers: Linear Algebra and Func-
tion Minimisation, Adam Hilger, New York 1990.

R. L. Graham, D. E. Knuth, O. Patashnik, Concrete Mathematics, 6th Edition,
Addison-Wesley, NY 1990.

S. E. Koonin, D. C. Meredith, Computational Physics. Fortran Version, Addison-
Wesley Publishing Company, Inc., Amsterdam 1990.

Y. Saad, Numerical Methods for Large Figenvalue Problems, Manchester University
Press Series in Algorithms and Architectures for Advanced Scientific Computing,
Manchester 1991.

P. G. Giarlet Ed., Handbook of Numerical Analysis, Elsevier Science, vol. II, Finite
Element Methods, Amsterdam 1991.

D. Kincaid, W. Cheney, Numerical Analysis. Mathematics of Scientific Computing,
Brooks/Cole Publishing Company, Belmont, California 1991; 3rd Edition, Wad-
sworth Group, a devision of Thompson Learning, Inc., 2002; istnieje tlumaczenie
na j. polski, Analiza numeryczna, w przekladzie i pod redakcja S. Paszkowskiego,
WN-T, Warszawa 2006.

K. S. Kunz, R. J. Luebbers, The Finite Difference Time Domain Method for Elec-
tromagnetics, CRC Press, London 1993.

J. Stoer, R. Bulirsch, Introduction to Numerical Analysis, 2nd Edition, Springer-
Verlag, New York 1993.

P. G. Ciarlet, J. L. Lions Eds., Handbook of Numerical Analysis, Elsevier Science,
vol. III, Techniques of Scientific Computing (Part 1), Amsterdam 1994.

P. L. DeVries, A First Course in Computational Physics, A John Wiley & Sons,
New York 1994.

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej
w ramach FKuropejskiego Funduszu Spotecznego

10



* %ot
%%

res UNIA EUROPEJSKA L
KAPITAL LUDZKI %5\' EUROPEJSKI ;
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY ok

32]

[33]

G. H. Golub, Ch. F. Van Loan, Matriz Computation, 3rd Edition, The Johns Hopkins
Press, London 1996.

P. G. Ciarlet, J. L. Lions Eds., Handbook of Numerical Analysis, Elsevier Science,
vol. IV, Finite Element Methods (Part 2), Numerical Methods for Solids (Part 2)
Amsterdam 1996.

N. J. Giordano, Computational Physics, Prentice-Hall, New Jersey 1997; N. J. Gior-
dano, H. Nakanishi, Computational Physics, Prentice-Hall, 2nd Edition, New Jersey
2005.

M. T. Heath, Scientific Computing. An Introductory Survey, The McGraw-Hill Com-
panies, 1997.

L. S. Blackford, J. Choi, A. Cleary, E. D’Azevedo, J. Demmel, I. Dhlllon, J. Don-
garra, S. Hammarling, G. Henry, A. Petitet, K. Stanley, D. Walker, R. C. Whaley,
ScaLAPACK Users’ Guide, SIAM, Philadelphia 1997.

J. W. Demmel, Applied Numerical Linear Algebra, SIAM, Philadelphia, 1997.

W. Press, S. H. Teukolsky, W. T. Vetterling, B. P. Flannery, Numerical Recipes in
Fortran. The art of Scientific Computing. Volume 1 of Fortran Numerical Recipes,
2nd Edition, Cambridge University Press, Cambridge 1997.

P. G. Ciarlet Ed., Handbook of Numerical Analysis, Elsevier Science, vol. V, Tech-
niques of Scientific Computing (Part 2), Amsterdam 1997.

P. G. Ciarlet Ed., Handbook of Numerical Analysis, Elsevier Science, vol. VI, Nume-
rical Methods for Solids (Part 3), Numerical Methods for Solids (Part 1), Amsterdam
1998.

E. Anderson, Z. Bai, C. Bischof, S. Blackford, J. Demmel, J. Dongarra, J. Du Croz,
A. Greenbaum, S. Hammarling, A. McKenney, D. Sorensen, Lapack Users’ Guide,
3rd Edition, STAM, Philadelphia 1999.

J. M. Thijssen, Computational Physics, Cambridge University Press, Cambridge
1999.

M. M. Woolfson, G. J. Pert, An Introduction to Computer Simulation, Oxford Uni-
versity Press, New York, 1999.

D. M. Sullivan, Electromagnetic Simulation Using the FDTD Methods, IEEE Press
Series on RF and Microwave Technology, New York 2000.

M. V. K. Chari, S. J. Salon, Numerical Methods in Electromagnetism, Academic
Press, London 2000.

P. G. Ciarlet Ed., Handbook of Numerical Analysis, Elsevier Science, vol. VII, So-
lution of Equation in Rn (Part 3), Techniques of Scientific Computing (Part 3),
Amsterdam 2000.

D. P. Landau, K. Binder, A Guide to Monte Carlo Simulation in Statistical Physics,
Cambridge University Press, Cambridge 2000.

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej
w ramach FKuropejskiego Funduszu Spotecznego

11



—

UNIA EUROPEJSKA **x
EUROPEJSKI

KAPITAL LUDZKI %J
Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY o

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

* Xt
* ot

[48]

[50]

Journal of Computational and Applied Mathematics, vol. 123, 2000, vol. ITI: Linear
algebra, Eigenvalue computation in the 20th century, zawarto$é: Y. Saad, H.A. van
der Vorst, Iterative solution of linear systems in the 20th century, pages 1-33; G.H. Golub,
H.A. van der Vorst, Figenvalue computation in the 20th century, pages 35-65; D.S. Watkins,
QR-like algorithms for eigenavalue problems, pages 67-83; Ch. F. Van Loan, The ubiquitous
Kronecker product, pages 85-100; R.B. Morgan, Preconditioning eigenvalues and some com-
parison of solvers, pages 101-115; B.N. Parlett, For tridiagonals T replace T with LDLT,
pages 117-130; I.C.F. Ipsen, An overview of relative sin © theorems for invariant subspa-
ce of complex matrices, pages 131-153; A. sameh, Z. Tong, The trace minimization method
for the symmetric generalized eigenvalue problem, pages 115-175; A. Hadjidimos, Successi-
ve overrelaxzation (SOR) and related methods, pages 177-199; A. Frommer, D.B. Szyld, On
asynchronous iterations, pages 201-216; D. Calvetti, L. Reichel, Iterative methods for large
continuation problems, pages 217-240; C. Brezinski, M. Redivo-Zaglia, H. Sadok, The ma-
triz and polynomial approaches to Lanczos-type algorithms, pages 241-260; M. Eiermann,
O. Ernst, O. Schneider, Analysis of acceleration strategies for restarted minimal residual
methods, pages 261-292; R.Bridson, W-P. Tang, Refining an approzimate inverse, pages 293-
306; J.Koning, G. Rodrigue, D. White, Scalable preconditioned conjugate gradient inversion
of vector finite element mass matrices, pages 307-321; T.F. Chan, W.L. Wan, Robust mul-
tigrid methods for nonsmooth coefficient elliptic linear systems, pages 323-352; G.Poole, L.
Neal, The Rook’s pivoting strategy, pages 353-369; V. Mehrmann, H. Xu, Numerical methods
in control, pages 371-394; R.W. Freund, Krylov-subspace methods for reduced-order modeling
in circuit simulation, pages 395-421; D. Calvetti, S. Morigi, L. Reichel, F. Sgallari, Tikho-
nov regularization and the L-curve for large discrete ill-posed problems, pages 423-446; D.P.
O’Leary, Symbiosis between linear algebra and optimization, pages 447-465; R.J. Plemmons,
V.P. Pauca, Some computational problems arising in adaptive optics imaging systems, pages
467-487; J.J. Dongarra, V. Eijkhout, Numerical linear algebra algorithms and software, pa-
ges 489-514; 1.S. Duff, The impact of high-performance computing in the solution of linear
systems: trends and problems, pages 515-530.

Journal of Computational and Applied Mathematics, vol. 125, 2000, Numerical Ana-
lysis 2000, Vol. IV: Optimization and Nonlinear Equations; znakomity zbiér arty-
kutéw wybitnych specjalistéw poswieconych metodom numerycznym rozwiazywania
probleméw zdefiniowanych tytutem tomu.

Journal of Computational and Applied Mathematics, vol. 125, 2000, Numerical Ana-
lysis 2000, Vol. VI: Ordinary Differential Equations and Integral Equations; znako-
mity zbiér artykutéw wybitnych specjalistéow poswieconych metodom numerycznym
rozwigzywania probleméw zdefiniowanych w tytule.

C. D. Meyer, Matriz Analysis and Applied Linear Algebra, SIAM, Philadelphia 2000.

M. E. J. Newman, G. T. Barkema, Monte Carlo Methods in Statistical Physics,
Oxford University Press, Oxford 2001.

Journal of Computational and Applied Mathematics, vol. 127, No 1-2, 2001, Qu-
adrature and Orthogonal Polynomials.

Journal of Computational and Applied Mathematics, vol. 128, 2001, Numerical Ana-
lysis 2000, Vol. VII: Partial Difference Equations, wybor artykuléw wybitnych spe-
cjalistow po$wieconych metodom numerycznym rozwiazywania probleméw zdefinio-
wanych w tytule.

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej
w ramach FKuropejskiego Funduszu Spotecznego

12



—

UNIA EUROPEJSKA **x
EUROPEJSKI

KAPITAL LUDZKI %J
Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY o

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

* %ot
* 4t

[55]

[56]

[57]

G. W. Steward, Martiz Algorithms, Volume II: Figensystems, SIAM, Philadelphia
2001.

J. D. Hoffman, Numerical Methods for Engineers and Scientists, 2nd Edition, Marcel
Dekker Inc., New York 2001.

M. N. O Sadiku, Numerical Techniques in Electromagnetics, CRC Press, London
2001; K. Kawano, T. Kitoh, Introduction to Optical Waveguide Analysis. Solving
Mazwell’s Equations and Schridinger Equation, A John Wiley & Sons, New York
2001.

L. Komzsik, The Lanczos Methods. Evolution and Application, SIAM, Philadelphia
2001.

J. K. Cullum, R. A. Willoughby, Lanczos Algorithms for Large Symmetric Figenva-
lue Computations, vol. I: Theory, Classics in Applied Mathematics series, STAM,
Philadelphia 2002.

M. Matyka, Symulacje komputerowe w fizyce, Helion, Gliwice 2002.

W. Salejda, M.H. Tyc, M. Just, Algebraiczne metody rozwigzywania réwnania
Schrodingera, PWN, Warszawa 2002.

S.  Mauch, Introduction to  Methods of Applied Mathematics or
Advanced Mathematical Methods for Scientists and Engineers,
http://ebookbrowse.com/sean-mauch-introduction-to-methods-of-applied-
mathematics-pdf-d57631942, 2002.

D. S. Watkins, Fundamentals of Matrixz Computations, A John Wiley & Sons, Wiley-
Interscience, Hoboken 2002.

P. G. Ciarlet Ed., Handbook of Numerical Analysis, Elsevier Science, vol. VIII, So-
lution of Equations in n (Part 4), Techniques of Scientific Computing (Part4), Nu-
merical Methods for Fluids (Part 2), Amsterdam 2002.

N. J. Higham, Accuracy and Stability of Numerical Algorithms, 2nd Edition, STAM,
Philadelphia 2002.

R. Fitzpatrick, Computational  Physics: An introductory course,
http://farside.ph.utexas.edu/teaching/329/lectures/lectures.html;
wersja TEX-owa 2002.

E. Siili, D. F. Mayers, An Introduction to Numerical Analysis, Cambridge University
Press, Cambridge 2003.

P. G. Ciarlet Ed., Handbook of Numerical Analysis, Elsevier Science, vol. IX, Nu-
merical Methods for Fluids (Part 8), Amsterdam 2003.

M. Hjorth-Jensen, Computational Physics, University of Oslo, Oslo 2003.

P. G. Ciarlet Ed., Handbook of Numerical Analysis, Elsevier Science, vol. X, Com-
putational Chemistry, Amsterdam 2003.

P. G. Ciarlet Ed., Handbook of Numerical Analysis, Elsevier Science, vol. XI, Foun-
dations of Computational Mathematics, Amsterdam 2003.

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej
w ramach FKuropejskiego Funduszu Spotecznego

13



—

UNIA EUROPEJSKA **x
EUROPEJSKI

KAPITAL LUDZKI %J
Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY o

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

* %ot
* 4t

[72]

(73]

[74]

[75]

[76]

[77]

(78]

(3]

[89]

S. E. Lyshevski, Engineering and Scientific Computations Using MATLAB®), A
John Wiley & Sons, Wiley-Interscience, Hoboken 2003.

P. Monk, Finite Element Methods for Maxwell’s Equations, Clarendon Press, Oxford
2003.

P. G. Ciarlet Ed., Handbook of Numerical Analysis, Elsevier Science, vol. XII, Com-
putational Models for the Human Body, Amsterdam 2004.

R. M. Martin, Electronic Structure. Basic Theory and Practical Methods, Cambridge
University Press, Cambridge 2004.

A. Taflove, Computational Electrodynamics. The Finite-Difference Time-Domain
Method, Artech House, Inc., 3rd Edition, London 2005; pierwsze wydanie ksigzki
pochodzi z 1995 r.

W. Y. Yang, W. Cao, T-S. Chung, J. Morris, Applied Numerical Methods Using
Matlab®), A John Wiley & Sons, Wiley-Interscience, Hoboken 2005.

M-C. T. Calderer, E.M. Terentjev, Eds., Modeling of Soft Matter, Springer Scien-
ce+Business Media, Inc, New York 2005.

J. Kiusalaas, Numerical Methods in Engineering with MATLA B®), Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge 2005.

P. G. Ciarlet Ed., Handbook of Numerical Analysis, Elsevier Science, vol. XIII, Nu-
merical Methods in Electrodynamics, Amsterdam 2005.

D. Kressner, Numerical Methods for General and Structured Eigenvalue Problems,
Springer-Verlag, Berlin 2005.

P. Harrison, Quantum Wells, Wires and Dots. Theoretical and Computational Phy-
sics of Semiconductor Nanostrucktures, 2nd Edition, A John Wiley & Sons, Wiley-
Interscience, Hoboken 2005.

C. T. Lachowicz, Matlab®), Scilab®, Maxima®. Opis i przykiady zastosowari., Wy-
dawnictwo Politechniki Opolskiej, Opole 2005.

R.H. Enns, Computer Algebra Recipes for Mathematical Physics, Birkh&user, Boston
2005.

A. Klein, A. Godunov, Introductory Computational Physics, Cambridge University
Press, Cambridge 2006.

T. Pang, An Introduction to Computational Physics, 2nd Edition, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge 2006; istnieje ttumaczenie na j. polski pierwszego wydania
Metody obliczeniowe w fizyce, PWN, Warszawa 2001.

E. Mulas, Przyktady symulacji komputerowej w fizyce, Oficyna Wydawnicza Poli-
techniki Warszawskiej, Warszawa 2006.

M. Trott, The Mathematica Guide Book for Numerics, Springer Science+Business
Media, Inc, New York 2006.

K. F. Riley, M. P. Hobson, S. J. Bence, Mathematical Methods for Physics and
Engineering, Cambridge University Press, Cambridge 2006.

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej
w ramach FKuropejskiego Funduszu Spotecznego

14



—

UNIA EUROPEJSKA **x
EUROPEJSKI

KAPITAL LUDZKI %J
Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY o

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

* %ot
* 4t

[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

[99]

[100]

[101]

[102]

103]

[104]
[105]

[106]

107]
[108]

M. S. Gockenbach, Understanding and Implementing the Finite Element Method,
SIAM, Philadelphia 2006.

D. T. Nguyen, Finite Element Methods: Parallel-Sparse Statics and Eigen-Solutions,
Springer Science+Business Media, Inc, New York 2006.

S. C. Chapra, R. P. Canale, Numerical Methods for Engineers, Mc Graw Hill, Boston
2006.

W-H. Steeb, Problems and Solutions in Introductory and Advanced Matrixz Calculus,
World Scientific Publishing Co., Singapore 2006.

I. Danaila, P. Joly, S. M. Kaber, M. Postel, An Introduction to Scientific Computing:
Twelve Computational Projects Solved with Matlab®), Springer Science+Business
Media, Berlin 2007.

M. K. Jain, S. R. K. Iyengar, R. K. Jain, Numerical Methods, New Age International
(P) Limited, Publishers, New Delhi 2007.

D. W. Jordan, P. Smith, Nonlinear Ordinary Differential Equations, Oxford Univer-
sity Press, New York, 2007.

D. S. Watkins, The Matrix Eigenvalue Problem. GR and Krylov Subspace Methods,
SIAM, Philadelphia 2007.

R. H. Landau, M. J. Paez, C. C. Bordeianu, Computational Physics. Problem Solving
with Computers, 2nd Edition, Wiley-VCH Verlag GmbH & Co KGaA, Weinheim
2007.

T. S. Shores, Applied Linear Algebra and Matriz Analysis, Springer Scien-
ce+Business Media, Inc, New York 2007.

R. H. Landau, M. J. Paez, C. C. Bordeianu, A Survey of Computational Physics,
Princeton University Press, Princeton 2008.

G. Dahlquist, A. Bjork, Methods in Scientific Computing, vol. 1, STAM, Philadelphia
2008; pierwsze wydanie pochodzi z 1974 r.

P. T. Tam, A Physicist’s Guide to Mathematica®), 2nd Edition, Academic Press
Elsevier, London 2008.

H. Fehske, R. Schneider, A. Wei e Eds., Computational Many-Particle Physics, seria
Lect. Notes Phys. 739, Springer, Berlin 2008.

G. O’Regan, A Brief History of Computing, Springer Verlag, London Limited 2008.

J. Sanchez, M. P. Canton, Software Solutions for Engineers and Scientists, CRC
Press, Boca Raton 2008.

Y. Hao, R. Mittra, FDTD Modeling of Metamaterials, Artech House, Inc, Norwood
2009.

T. A. Driscoll, Learning MATLAB®), SIAM, Philadelphia 2009.

D. P. Landau, K. Binder, A Guide to Monte Carlo Simulation in Statistical Physics,
3rd Edition, Cambridge University Press, Cambridge 2009.

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej
w ramach FKuropejskiego Funduszu Spotecznego

15



* %ot
%%

res UNIA EUROPEJSKA L
KAPITAL LUDZKI %5\' EUROPEJSKI ;
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY ok

[109]
110]

[111]

[112]

[113]

114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]

[121]

[122]

[123]

[124]

[125]

D. P. O’Leary,Scientific Computing with case studies, STAM, Philadelphia 2009.

P. G. Ciarlet Ed., Handbook of Numerical Analysis, Elsevier Science, vol. XIV, Mo-
deling (Part 1), Nonlinear Methods (Part 2), Turbulence (Part 3), Data Assimilation
(Part 4), Analysis (Part 5), Amsterdam 2009.

P. G. Giarlet Ed., Handbook of Numerical Analysis, Elsevier Science, vol. XV, Part
1: Mathematical Models, Part 2: Computational Methods, Part 3: Applications,
Amsterdam 2009.

G. H. Gonnet, R. Scholl, Scientific Computation, Cambridge University Press, Cam-
bridge 2009.

D. Marx, J. Hutteer, Ab Initio Molecular Dynamics: Basic Theory and Advanced
Methods, Cambridge University Press, Cambridge 2009.

P. O. J. Scherer, Computational Physics. Simulation of Classical and Quantum Sys-
tems, Springer-Verlag, Berlin 2010.

W. Dos Passos, Numerical Methods, Algorithms and Tools in C#, CRC Press, Lon-
don 2010.

F. Olafsen Ed., Ezperimental and Computational Techniques in Soft Condensed Mat-
ter Physics, Cambridge University Press, Cambridge 2010.

V. Eijkhout, E. Chow, R. van de  Geijn, Introduction  to
High-Performance Scientific Computing, 1st Edition, 2011;
http://www.multicoreinfo.com/2011/01/free-book-introduction-to-high-
performance-scientific-computing/

R. L. Burden, J.D. Faiers, Numerical Analysis, 9th  Edition,
http://www.as.ysu.edu/"faires/Numerical-Analysis/; Brooks Cole, Cen-
gage Learning, Boston 2011; wczesniejsze wydania 8th w 2005 i 3rd w 2003.

N. Boccara, Modeling Complex Systems, 2nd Edition, Springer Science+Business
Media, Inc, New York 2010.

K. Naone, K. Teranishi, J. Cavazos, R. Suda, Software Automatic Tuning. From
Concepts to Stae-of-the Art Results, Springer Science+Business Media, Inc, New
York 2010.

S. Mark. S. Mordechai Eds., Application of Monte Carlo Method in Science and
Engineering, InTech, Rijeka 2011.

J. Kurzak, D. A. Bader, J. Dongarra, Scientific Computing with Multicore and Ac-
celerators, CRC Press, London 2011.

S. Koranne, Handbook of Open Source Tools, Springer Science+Business Media, Inc,
New York 2011.

P. Stpiczynski, M. Brzuszek. Podstawy programowania obliczeri réwnoleglych,
UMCS, Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki, Instytut Informatyki, Lublin
2011.

P. G. Ciarlet Ed., Handbook of Numerical Analysis, Elsevier Science, vol. XVI, Nu-
merical Methods for Non-Newtonian Fluids, Amsterdam 2011.

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej
w ramach FKuropejskiego Funduszu Spotecznego

16



—

UNIA EUROPEJSKA **x
EUROPEJSKI

KAPITAL LUDZKI %J
Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY o

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

* %ot
* 4t

[126]

[127]
[128]
129
[130]
[131]

[132]

[133]

[134]

[135]

[136]

[137]

138

[139]

[140]

[141]

[142]

[143]

[144]

[145]

G. W. Griffiths, W. E. Schiesser, Traveling Wave Analysis of Partial Differantial
FEquations. Numerical and Analytical Methods with MATLAB® and MapleTM, to
be published, Academic Press, Elsevier, Amsterdam 2012.

Wolfram Mathematica®8, http://www.wolfram.com/mathematica/.
MapleTM, http://www.maplesoft.com/products/maple/

Matlab®), http://www.mathworks.com/products/matlab/?s_cid=global nav
Maxima, a Computer Algebra System, http://maxima.sourceforge.net/
MathCadTM, http://www.ptc.com/products/mathcad/

Journal of Computational Physics, http://wuw.elsevier.com/wps/find/
journaldescription.cws_home/622866/description#description.

Computer  Physics Communication, http://wuw.elsevier.com/wps/find/
journaldescription.cws_home/706710/description#description.

B. E. A. Saleh, M. C. Teich, Fundamentals of Photonics, A John Wiley & Sons, New
York 1991.

P. N. Prasad, Nanophotonics, A John Wiley & Sons, New York 2004.

F. Zolla, G. Renversez, A. Nicolet, B. Kuhlmey, S. Guenneau, D. Felbacq, Foundation
of Photonic Crystal Fibers, World Scientific Publishing Co., Singapore 2005.

K. Sakoda, Optical Properties of Photonic Crystals, Springer-Verlag, Berlin 2005.

H. Rigneault, J-M Lourtioz, C. Delalande, A. Levenson, Eds., Nonophotonics, ISTE
Ltd, London 2006.

K. Zhang, D. Li, Electromagnetic Theory for Microwaves and Optoelectronics,
Springer-Verlag, Berlin 2008.

D. Fleisch, A Student’s Guide to Mazwell Equations, Cambridge University Press,
Cambridge 2008.

S. V. Gaponenko, Introduction to Nanophotonics, Cambridge University Press, Cam-
bridge 2010.

Z. M. Wang, A. N. Eds., Nanoscale Photonics and Optoelectronics, Springer Scien-
ce+Business Media, Inc, New York 2010.

J-M. Jin, Theory and Computation of Electromagnetic Fields, A John Wiley & Sons,
New York 2010.

John D. Joannopoulos, Steven G. Johnson, Joshua N. Winn, and Robert D. Meade,
Photonic Crystals: Molding the Flow of Light, 2nd Edition, ksiazka dostepna na
stronie http://ab-initio.mit.edu/book/; Princeton University Press, Princeton
2008.

G. V. Eleftheriades, K. G. Balmain, Eds.,; Negative-refraction metamaterials. Fun-
damentals Principle and Applications, IEEE Press 2005.

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej
w ramach FKuropejskiego Funduszu Spotecznego

17



—

UNIA EUROPEJSKA **x
EUROPEJSKI

KAPITAL LUDZKI %J
Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY o

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

* %ot
* 4t

[146]

[147]

[148]

[149]

[150]

[151]

[152]

[153]

[154]

[155]

[156]

N. Engheta, R. W. Ziolkowski, Eds., Metamaterials. Physics and Engineering Explo-
rations, IEEE Press 2006.

Ch. Caloz, T. Itoh, FElectromagnetic Metamaterials: Transmission Line Theory and
Microwave Applications, Wiley and Sons, New York 2006.

A. K. Sarychev, V. M. Shalaev, FElectrodynamics of Metamaterials, World Scientific
Publishing Co., Singapore 2007.

C. M. Krowne, Y. Zhang, Eds., Physics of Negative Refraction and Negative Index
Materials, Springer-Verlag, Berlin 2007

F. Capolino Ed., Metamaterials Handbook. Theory and Phenomena of Metamate-
rials, CRC Press, 2008.

R. Marques, F. Martin, M. Sorolla, Metamaterials with Negative Parameters. The-
ory, Design, and Microwave Applications, A John Wiley & Sons, Wiley-Interscience,
Hoboken 2008.

P. Markos, C. M. Soukoulis, Wave Propagation. From Electrons to Photonic Crystals
and Left-Handed Materials, Princeton University Press, Princeton 2008.

S. A. Ramakrishna, T. M. Grzegorczyk, Physics and Applications of Negative Re-
fractive Index Materials, SPIE Press and CRC Press 2009.

T. J. Cui, D. R. Smith, R. Liu, Eds., Metamaterials. Theory, Design and Applica-
tions, Springer-Verlag, Berlin 2009.

L. Solymar, E. Shamonina, Wawves in Metamaterials, Oxford University Press,
Oxford 2009.

W. Cui, V. Shalaev, Optical Metamaterials, Springer-Verlag, Berlin 2010.

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej
w ramach FKuropejskiego Funduszu Spotecznego

18



—

UNIA EUROPEJSKA **x
EUROPEJSKI

KAPITAL LUDZKI %J
Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY o

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

* %ot
* 4t

Rozdziat 1.

Podstawy symulacji komputerowych me-
toda dynamiki molekularnej

Wstep

Celem niniejszego skryptu jest zapoznanie Czytelnika z podstawowymi zagadnieniami
zwigzanymi z dynamika molekularna (ang. ,molecular dynamics”, MD). Jest to, oprocz
metody Monte Carlo (MC), jedna z podstawowych technik badawczych w fizyce kompu-
terowej. Tekst ten nie pretenduje do bycia gléwnym materialem dydaktycznym z zakresu
dynamiki molekularnej, za takie mozna uznaé¢ ksiazki [1], [2], ale stanowi raczej wyjsciowy
material, po poznaniu ktérego Czytelnikowi bedzie tatwiej rozpoczaé przygode z fizyka
komputerowa.

Skrypt ten zostal podzielony na cztery gléowne czesci, w ktérych to przedstawione
zostang podstawowe algorytmy, wielkoéci zredukowane, dwuwymiarowy uktad Lennarda-
Jonesa oraz symulacje w uktadzie NV E.

Od Czytelnika wymaga sie znajomosci podstawowych technik programowania w jed-
nym z jezykéw, n.p. C/C++, Fortran 77/95, Pascal. W tekscie zostaly umieszczone przy-
ktadowe algorytmy zapisane w pseudokodzie. Celem takiego postepowania jest uniezalez-
nienie implementacji danego algorytmu od uzywanego przez Czytelnika jezyka programo-
wania. Rezygnacja z prezentacji algorytmow w konkretnym jezyku, n.p. Fortran 77, ma,
w odczuciu Autora, utatwi¢ odbidr tekstu tym, ktérzy z tym jezykiem sie nie spotkali
w swojej dotychczasowej karierze programistyczne;j.

1.1. Podstawowe algorytmy

1.1.1. Calkowanie réwnan ruchu Newtona

Podstawowym zadaniem do rozwiazania przy korzystaniu z symulacji komputerowych
metoda dynamiki molekularnej jest rozwigzanie réwnan ruchu Newtona. W ogdlnym przy-
padku sa one nastepujacej postaci:

27:;, .
m P70 F) (1.1)

gdzie indeks i = 1,2,..., N numeruje czastki; m;, 75(t), F’Z(t) to odpowiednio — masa i-tej
czastki, jej wektor wodzacy oraz catkowita sila dzialajaca na nia.
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Réwnowazny sposéb zapisu réwnania (1.1) to uklad dwéch réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych pierwszego stopnia:

dri(t)

- = uilt), (1.2)
dvi(t) _ =
e = Fi(e). (1.3)

Algorytm Eulera

Najprostszym algorytmem stosowanym w dynamice molekularnej jest algorytm Eulera.
Korzystajac z definicji pochodnej jako ilorazu réznicowego mozemy napisaé¢ réwnania (1.2)-
(1.3) w postaci:

CL’i(t + h) — :L'Z(t)

vi(t) = lim s 7 (1.4)
. Ui(t + h) - vi(t)
Fi(t) = m; ] , 1.
(1) = s fimy =, 9

gdzie dla prostoty zapisu rozpatrujemy przypadek jednowymiarowy: x;(t) = 7i(t), vi(t) =
U;(t). Dodatkowo, zakladajac, ze h ma pewna skonczona mala warto$¢ powyzsze wzory
mozna przedstawié¢ jako:

Ui(t) ~ l'i(tJrh})LJ:i(t)’ (16)
vi(t—i-h) —Ui(t)'

h

E(t) ~ m;

Stad, rozwiazujac oba réwnania ze wzgledu na z;(t 4+ h) oraz v;(t + h) otrzymujemy:

zi(t + h) =~ x;(t) + vi(t)h, (1.8)

Algorytm Verleta (postaé polozeniowa)

Druga metoda rozwiazywania réwnan ruchu Newtona jest skorzystanie z algorytmu
Verleta w postaci potozeniowej. Jego wyprowadzenie przedstawiamy ponizej.

Podobnie jak w Rozdziale 1.1.1. rozpatrywaé¢ bedziemy przypadek jednowymiarowy.
Rozwiniemy w szereg Taylora funkcje x;(t) dla dwéch chwil czasu: ¢ + h oraz t — h:

zi(t + h) = i(t) +% dw;f) . % dzjf) H % dS;;gT) y W
= 24(t) + vi (t)h + ijh? + % dS;;gT) B W4 (1.10)
(e - =)+ 1 0| (g g E0LD g L) G
= z;(t) — vi(t)h + I;S) h? — % dg;;’ff) . Wt (1.11)
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Celem wyznaczenie x;(t + h) dodajmy do stronami siebie réwnania (1.10) oraz (1.11):

l‘i(t+h)+l‘i(t—h) :2$i(t)+F;irE7‘f)h2+"'+O(h4) (1.12)

Rozwigzujac réwnanie (1.12) wzgledem z;(t + h) otrzymujemy:

Ei()

i

zi(t + h) ~ zi(t — h) + 22;(t) + h2. (1.13)

Podobnie postepujemy wyznaczajac v;(t), tym razem jednak odejmiemy od siebie row-
nania (1.10) oraz (1.11):

l’i(t—l—h)—l'i(t—h) :2vi(t)h—|—---+(’)(h3) (1.14)
Rozwiazujac réwnanie (1.14) wzgledem v;(t) otrzymujemy:

vilt) ~ xi(Hh);hxi(t_h). (1.15)

Zwroémy uwage, ze algorytm Verleta w postaci polozeniowej nie pozawala nam na
jednoczesne wyznaczenie potozenia oraz predkosci w chwili czasu t + h.

Algorytm Verleta (postaé predkosciowa)

Kolejna, bardziej dokladna, metoda rozwiazywania réwnan ruchu Newtona jest sko-
rzystanie z algorytmy Verleta w postaci predkosciowej.
Podobnie jak w Rozdziale 1.1.1. rozwiniemy x;(t) w szereg Taylora:

. 1 d:v,- (T) 1 d21‘i (7’) 9 1 d3a;i (7’) 3
.%'z(t + h) = I’z(t) + F dr . 5 7d7'2 _ g dT3 _ h =+ ...
Fi(t
wxi(t)—i—vi(t)h—{—ril')h; (1.16)
W przypadku predkosci v;(t) otrzymujemy:
1 dvi(7) 1 d?v;(7) 9
i(t+h) =vi(t) + — — h*+...
v ( + ) v ( )+ 1! dr —t 21 d7-2 - +
Fi (t) 1 d2’UZ' (7’) 9
vi(t) + S h 5 a2 D h (1.17)
d2vi(t) _

W réwnaniu (1.17) pozostaje nadal nieznane wyrazenie postaci = ¥;(t). Z drugiej

iz —
jednak strony:
. . 1d. . .
’Uz‘(t + h) = ’Ui(t) + ﬁ@vz(t)h + o= Ui(t) + ’Ui(t)h + ... (1.18)
Podstawiajac ¥;(t) = M do réwnania (1.17) otrzymujemy ostatecznie:
EFi(t+h)+ Fi(t
vi(t+ h) ~ vi(t) + (t+h) +Flt), (1.19)

2mi

Roéwnania (1.16) oraz (1.19) sa podstawa algorytmu Verleta w postaci predkosciowe;.
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1.1.2. Oddzialywania krétkozasiegowe

W przypadku, gdy w badanym ukladzie wsytepuja jedynie oddzialywania krétkozasie-
gowe wskazane jest uwzglednienie tego faktu w programie. W tym celu stosuje sie dwie
techniki: (a) listy Verleta; (b) liste cel.

Listy Verleta

Kazdej z N czastek w ukladzie przyporzadkowuje siec dwuwymiarowa tablice A(i, k),
ktéra zawiera informacje o liczbie czastek znajdujacych sie w odlegtosci mniejszej od 7, od
czastki ¢ oraz ich numerach. W symulacjach komputerowych kazdej czastce mozna nadaé
unikalny numer. Parametr r, > r. okresla maksymalna odleglo$¢, w ktérej poszukiwani
sa sasiedzi czastki i; za$ r. — warto$¢ promienia odciecia, powyzej ktérej potencjal U(r)
przyjmuje warto$¢ zero. Brak warunku r, > r. powoduje, ze symulacje sa niestabilne.
Dodatkowo tablica A(i,j) powinna byé¢ okresowo aktualizowana, tak aby stale zawierala
prawidlowe wartosci. Dziatanie list Verleta zostalo przedstawione na Rys. 1.1.

L] ° L] ° L] [} L] ° L] °
e O e © e O e © e O
e ® 0 4 o o 4 o o 0.0, .9 0 o
* .O
[ J ) [ J ) [ J ) o ‘e,
[ ] [ ] [ ] 0“ RLLLLE TS ‘e
° ° ° o - Lo
- * .
*
o ® 0 4 0 0 4, o & o o
R4 .
- 0 °. .
o ° ° ° o ¢ K .
" » M -
e O o O o O : . H .
. ) H [
o ® 0 4 0 0o 4 o0 O
.
- . L] L
L L]
° ° ° ° ° e JSe
* a
[ J ® [ ] L] [ [ J "' '0. o :.
CS % * 0
o ® 0 4 o 0o 4 o o o0
* *
* *
o ‘$
® ° L ° L o o, 0 o
Rl an®
e O e O o O e O [}

Rysunek 1.1. Lista Verleta: czastka czerwona oddzialtuje tylko z czastkami z6ttymi.

Lista cel

Inna konstrukcja stosowana w celu przyspieszenia obliczen sg listy cel. Ich zasada
dzialania jest nastepujaca (Rys. 1.2.):

1. pudetko symulacyjne dzielone jest na mniejsze fragmenty (cele) o liniowych rozmia-
rach r];

2. czastki z celi (n, ), gdzie n oraz [ oznaczaja odpowiednio kolumne i wiersz, oddziatuja
z czastkami znajdujacymi sie w tej samej celi oraz w celach sasiednich, czyli (n £
1,l+1).

1.1.3. Periodyczne warunki brzegowe

W ramach eksperymentu komputerowego mozliwe (na chwile obecna) jest badanie
ukladu N =~ 10% = 10% atoméw. Liczba ta jest znacznie mniejsza niz, charakterystyczna
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Algorytm 1 Wyznaczania list Verleta

1: procedure VERLET-L1ST(R, 7,)
2: n « length[R]

3: for i — 1 ton do

4: Lo+ 0

5 end for

6: fori— 1ton—1do
T for j «—i+1tondo
8: 7| — |Ri — Rl
9: if |7 ;] < 7, then
10: k«—L;o+1
11: Li,O — k
12: Li,k — 7
13: k — Lj,O + 1
14: Ljo < k
15: Lj,k — 1
16: end if
17: end for
18: end for
19: return L

20: end procedure

> Liczba czastek

> zerowanie listy najblizszych sasiadéw

> wyznaczanie odlegloéci pomiedzy ¢ a j

> aktualizacja listy dla ¢

> aktualizacja listy dla j

Rysunek 1.2. Lista cel: czastka czerwona oddzialuje tylko z czastkami zoltymi ze swojej celi oraz

cel sasiednich.
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Algorytm 2 Wyznaczania list cel

1: procedure CELL—LIST(]%7 Ly, Ly, 7o)

2:

*®

10:
11:
12:

13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:

21:

n — length|[R]

Ny LLz/TOJ
Ny — [Ly/7]

To,x < L:L’/Nw
Toy < Ly/Ny

for i — 1 ton do
end for

for i — 0 to NN, —1 do
Lip—0
end for

for i — 1 ton do
Ng I_Ri,.'L'/er,IJ
ny — [Riy/Toy)
Je—nyLy +ny
k — Lj,O + 1
Lj,k: —1
Ci—3J

end for

return L, C]

22: end procedure

> Liczba czastek

> Wyznaczanie maksymalnej liczby cel

> Wielkos¢ pojedynczej celi wzdéz osi x iy

> zerowanie listy cel #1

> zerowanie listy cel #2

> Wyznaczanie wspotrzednych celi

> Uaktualnienie listy cel
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dla ukladéw rzeczywistych, liczba Avogadro (N4 ~ 6.02 x 1023). W przypadku symulacji
uktadéw skonczonych wazna role odgrywa brzeg ukladu.

Dla pewnych ukladoéw istnienie brzegu jest niepozadane. Mozna to rozwigzaé stosujac
tzw. periodyczne warunki brzegowe, ktérych schematyczna reprezentacja przedstawiona
jest na rys. 1.3.

Rysunek 1.3. Periodyczne warunki brzegowe: (a) uklad symulowany; (b) uktad powielony.

W ramach symulacji mozna to sobie wyobrazi¢ jako powielenie uktadu wyjsciowego
wzdtuz kazdej z osi z, y.

W czasie symulacji moze nastapi¢ taka sytuacja, ze czastka przekroczy granice po-
miedzy dwiema kopiami uktadu wyjsciowego, np. po stronie lewej. W tym momencie po
stronie prawej pojawi si¢ jej kopia pochodzaca z uktadu znajdujacego sie po prawej stronie.

1.1.4. Zasada minimalnego obrazu

W tym rozdziale skupimy si¢ jak w sposéb efektywny wyznaczyé oddzialywanie po-
miedzy czastkami.

Zalbézmy, ze oddzialtywanie zalezy tylko od potozen par czastek: i-tej oraz j-tej. For-
malnie energia potencjalna U; zwiazana z oddzialywaniem czastki i-tej zalezy od potozen
wszystkich pozostalych N — 1 czastek, czyli:

U= Y Uy, (1.20)
J#i

Uwzgledniajac powielenie uktadu wzdluz kazdej z osi (periodyczne warunki brzegowe),
wyznaczenie np. energii potencjalnej uktadu bytoby niemozliwe z uwagi na sumowanie po
nieskonczenie wielu parach pomiedzy czastka i-ta oraz czastka j-ta i jej kopiach w uktadach
powielonych.

Rozwiagzaniem problemu, ktory zostal zasygnalizowany w poprzednim paragrafie, jest
wykorzystanie zasady minimalnego obrazu (ang. minimal image convention). Wedlug niej
czastka i-ta oddziatuje tylko z czastkami znajdujacymi sie w pewnej odleglosci r < r,
gdzie r. oznacza warto$¢ promienia odciecia, powyzej ktorej potencjal U(r) przyjmuje
wartosc 0:

U(r) dlar <re,
Ue(r) = (r) dlar<r (1.21)
0 dlar > r..

Schematycznie jest to przedstawione na rys. 1.4.
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Rysunek 1.4. Zasada minimalnego obrazu.

Dla tak zdefiniowanego potencjatu, czastka i-ta (czerwona) oddzialuje tylko i wylacz-
nie z tymi czastkami, badz ich kopiami z ukladéw sasiednich (z61te), ktére znajduja sie
w odlegltosci r < r. od czastki czerwone;j.

1.2. Wielkosci zredukowane

W przypadku programéw do dynamiki molekularnej albo Monte Carlo nalezy zwrdci¢
w szczegdlnosci uwage na to, aby wyniki uzyskane tym sposobem byly obarczone jak
najmniejszym bledem. Jednym z ich Zrédetl moga byé bledy zwigzane z zaokraglaniem
liczb rzeczywistych przez procesor. O ile dziatania na dwoch liczb catkowitych nie niesie ze
soba zagrozenia (za wyjatkiem mozliwosci wystapienia bledu przepelnienia), to operacje
na liczbach rzeczywistych sa bardziej podatne na bledy. Jest to zwigzane z faktem, iz
w komputerze wszystkie zmienne maja z géry okreslona wielko$¢ pamieci, np. 1, 2, 4, 8
czy 16 bajtow. Zwiazany jest z tym Scisle zbiér mozliwych i rozréznialnych wartosci liczb
rzeczywistych, ktére mozna przechowywaé¢ w komputerze; a takze precyzja (liczba cyfr
znaczacych) z jaka sa one przechowywane. Wiecej informacji na temat reprezentacji liczb
rzeczywistych i ich arytmetyki jest dostepna w [3].

Algorytm uzywajacy liczb rzeczywistych bedzie dzialal w sposéb optymalny, gdy liczby,
na ktérych bedzie operowal, beda tego samego rzedu. Jest zatem stosowne, aby tak wybraé
jednostki, aby wszelkie liczby byly (w typowych przypadkach) rzedu 1.

1.2.1. Polozenie, pole powierzchni oraz gestosé

Jezeli w badanym uktadzie wystepuje pewna charakterystyczna skala wielkosci, np.
1 A, to wygodnie jest przedstawia¢ polozenie w tych jednostkach zamiast w obowiazuja-
cych w uktadzie SI metrach. Zwiazek pomiedzy dlugoscia bezwymiarowa oraz rzeczywista
jest nastepujacy:

=L\ (1.22)

gdzie A oznacza wybrana skale wielkosci.
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Parametr \ definiuje takze zwigzek pomiedzy polem powierzchni S’, objetoscia V' oraz
gestoscig p':

= S/)\?, (1.23)

VI=V/N, (1.24)
N

P =X\p= v (1.25)

gdzie wielko$¢ p’ nazywana jest ,number density”.

1.2.2. Energia potencjalna

Energia potencjalna uktadu N oddziatujacych czastek jest opisana wzorem:

U{7i}) Zul T +ZZU2 i, T —|—ZZ Z ug (75, 75, T) + . (1.26)

1 1<g 1 1<j i<j<k

gdzie u; opisuje oddzialywanie z polem zewnetrznym (np. polem elektrycznym E(F)), Us

— oddzialywanie dwuczastkowe, ug — oddzialywanie tréjczastkowe, itd. Zazwyczaj w row-

naniu (1.26) opuszcza sie wzajemne oddzialywania wiecej niz dwéch czastek (uz = ug =
-=0):

U({7i}) ZWH+ZZWmm (1.27)

i 1<J

W przypadku braku pola zewnetrznego wzér (1.27) ulega dalszemu uproszczeniu:

{TZ = ZZU2 Tlarj (1.28)

i 1<J

Jezeli w badanym ukladzie mozna zdefiniowaé¢ pewna charakterystyczng wartos¢ ener-
gii €, np. 1 €V, to wygodnie jest uzywaé wielkosci bezwymiarowych. Wtedy energia poten-
cjalna U w jednostkach e przyjmie wartosé:

U =Ule. (1.29)

1.2.3. Czas

Do tej pory zdefiniowali$émy takie wielkosci bezwymiarowe jak polozenie (L'), energie
potencjalna (U’) i energie kinetyczna (K'). W tym Rozdziale pokazemy jak wyprowadzié
ogblne wyrazenie na czas bezwymiarowy.

Dla przypomnienia, w ukladzie SI dlugo$¢ A mierzona jest w metrach (m), masa p
— kilogramach (kg) energia ¢ — dzulach (J = Nm = kgm?s2). Te trzy wielkoéci zalezg
wylacznie od jednostek podstawowych: metra, kilograma oraz sekundy. Czy istnieje zatem
taka kombinacja A, € oraz pu, ktéra w wyniki da nam wielko$¢ 7 o wymiarze czasu?

Rozpatrzmy zatem nastepujaca wielkosé:

A - 167 [ = [7], (1.30)
gdzie zapis [x] oznacza jednostke wielkosci x. Zatem réwnanie (1.30) przyjmuje postac:

kgtHF . myH2e g2 — gl (1.31)
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Roéwnanie (1.31) mozna przedstawié jako uklad trzech réwnan z trzema niewiadomymi:

a+p3=0, (1.32)

v+ 2a =0, (1.33)

—2q = 1. (1.34)

Rozwigzaniem réwnan (1.32)-(1.34) sa: a = —%, 6= %, ~ = 1. Podstawiajac te wartosci

do wzoru (1.30) otrzymujemy definicje jednostki czasu jako funkcji polozenia, masy oraz

energii:
22
7= (1.35)
€

Tak zdefiniowany czas 7 pozwoli nam wprowadzi¢ czas bezwymiarowy t':

t'=t/T. (1.36)

1.2.4. Energia kinetyczna
Energia kinetyczna K ukladu N czastek zwiazana jest z masg czastek oraz ich pred-
kosciami w nastepujacy sposob:
.
K=Y imi|vi]2. (1.37)
i
Wyprowadzmy teraz posta¢ réwnania (1.37) w jednostkach bezwymiarowych. Z defi-
nicji predkosé jest okreslona jako:

L di AP NP A, [e.
=== DT D 1.38
VT d(rt')y T dt' 7l \/;v’ (1.38)

gdzie ¥} jest predko$cia bezwymiarows.
Podstawiajac wyrazenie \/%17; do wzoru (1.37) otrzymujemy

2
(i
W

gdzie m/ jest masa w jednostkach p. Réwnanie (1.39) mozna zapisa¢ w skréconej formie
jako:

1 1
K= gmaliil =2 5mi
A

%

1 € 1m; 1
= Z sz;\ﬁm = EZ*JWJZ = EZ §m;]17;|2,
i

i T2 p
(1.39)

K' = Kl/e. (1.40)
Powyzsze rownanie jest niczym innym jak definicja energii kinetycznej w jednostkach bez-
wymiarowych.
1.2.5. Temperatura

Temperatura uktadu jest powiazana, na podstawie zasady ekwipartycji energii, z ener-
gia kinetyczna uktadu. Zwiazek ten ma postac:

ngk:BT ~ K, (1.41)
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gdzie d jest wymiarem przestrzeni, kg = 1.38 - 10723 J/K — statg Boltzmanna, K — catko-
witg energig kinetyczng, Ny — liczbg stopni swobody ukladu. Wobec tego:

2 2 1 1
T = K= Zmy || =
ANk dNjkp 2 5mlr dN kg

%

] (1.42)
7

Korzystajac z zaleznosci (1.39) powyzszy wzér mozemy zapisaé jako:

1 € 1 €
T — K=—|—K|=—17 1.4
dNks kg (de ) kp (1.43)

Podobnie jak w przypadku energii potenacjalnej i kinetycznej wprowadza sie pojecie
temperatury zredukowanej:
kgT

T =B (1.44)
€

1.2.6. Cidnienie

Celem zdefiniowania ci$nienia p’ w jednostkach bezwymiarowych przeprowadzimy ana-
logiczne rozumowanie jak w Rozdziale 1.2.3. Rozpatrzmy zatem nastepujaca wielkoscé:

A% - 67 - [ = [po). (1.45)
Zatem réwnanie (1.45) przyjmuje postaé:
kg,@‘FW . m®t26 . 5_216 = kgl .m~ .52 (146)

Roéwnanie (1.46) mozna przedstawié jako uklad trzech réwnan z trzema niewiadomymi:

f+y=1, (1.47)
a+23=-1, (1.48)
—28 = —2. (1.49)

Rozwiazaniem réwnan (1.47)-(1.49) sa: a = —3, § = 1, v = 0. Podstawiajac te wartosci do
wzoru (1.45) otrzymujemy definicje jednostki ci$nienia jako funkcji polozenia, masy oraz
energii:

po = €/A\3. (1.50)
Tak zdefiniowany ci$nienie pg pozwoli nam wprowadzié ci$nienie zredukowane p':

23
p = P (1.51)

Wyznaczanie ci$nienia na podstawie wiriatu

W Rozdziale 1.2.6. przedstawilidmy jak wprowadzi¢ pojecie ci$nienia w jednostkach
bezwymiarowych. Nic jednak nie bylo powiedziane jak wyznaczyé jego wartos¢. Zostanie
to uczynione w tym Rozdziale.
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Jedng z metod wyznaczenia ci$nienia jest skorzystanie z twierdzenia o wiriale. W me-
chanice pojecie wirialu wyprowadza sie na przyktad na podstawie réwnania (1.1):

, 27
B 27
F)mi(t) = middtgt)f(t) (1.53)

= m; [jt (7 ol >> - (dzit)ﬂ (1.54)

- jt ( (t)dfli )> _ 92K, (1.55)

Jezeli wysumujemy teraz réwnanie (1.55) po wszystkich N czastkach oraz u$rednimy je
po czasie to otrzymamy:

<Zﬁi<t>ﬁ<t>>=fjmi S S (roT) @) -2 )

- = T d
_ g:m E /t;) dett)dt} —2(K) (1.57)

Calka po prawej stronie znaku réwnosci wynosi zero, jezeli spelniony jest warunek |G(t)| <
0o:

lim/dG()dt—l oo

T—00 T dt T—00 T t=0 T T
t=0

= 0. (1.58)

Ostatecznie wigc:
<Z ﬁi(t)ﬁ-(t)> = —2(K). (1.59)

Wielkosé <Zl F;(t)f;(t)> nazywana jest wirialem. Fj(t) jest calkowita sila dzialajaca na
i-ta czastke i moze by¢ zapisana jako suma sit wewnetrznych Fi(w)(t) oraz zewnetrznych

F;7(t). Tym samym wirial przyjmie postac:

<Z F)(t > <ZF > —2(K). (1.60)

1

W réwnaniu (1.60) nieznana wartoscia jest zewnetrzna skladowa wiriatu:
<Z O > <ZF > 2(K). (1.61)

Jednak site zewnetrzna F;(Z) (t) dzialajaca na i-ta czastke mozna powiazaé z ciSnieniem p:
F?(t) = —pdS, (1.62)
gdzie dS jest elementem powierzchni. Zatem réwnanie (1.61) przyjmie postac:

<Zpdsr, > <ZF >+2<K) (1.63)

7
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Korzystajac z twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego i catkujac (1.63) po objetosci otrzymu-
jemy:

pV = NykpT + é <Z F (t)ﬂ-(t)> , (1.64)

gdzie d oznacza wymiar przestrzeni. Rownanie (1.64) zwane jest wirialnym réwnaniem
stanu. Dla uktadu nieoddzialujacych czastek przechodzi ono w réwnanie gazu doskonatego
pV = NEkpT. Pamigtajac, ze F}(t) jest catkowita silg dzialajaca na i-ta czastke wyrazenie
52 Fi(8)7(t) mozna zapisaé jako:

dEd =30 Fyfi+ 0> Fy (1.65)
[

i j<i i j>i
=YD Fyii =y Ffi, (1.66)
i j<i i j>i

gdzie dla uproszczenia zapisu F‘z(t) = F, oraz 7;(t) = 7. Wyrazenie > > (...) we wzorze
i j>i
(1.66) mozna przedstawi¢ w réwnowaznej postaci:

SoD Furi =y Fyf, (1.67)
i j>i ii<j
co po podstawieniu do wzoru (1.66) daje:
DOEm =Y Fy(Fi =) =D Fyfyy. (1.68)
i ij<i ioj<i
Ostatecznie zatem réwnanie (1.61) przyjmie postaé:

pV = NykpT + é <Z S EY (t)ﬁj(t)> : (1.69)

i 1<g

1.3. Dwuwymiarowy uklad Lennarda-Jonesa

1.3.1. Potencjal Lennarda-Jonesa

Potencjal Lennarda-Jonesa, stosowany gtéwnie do modelowania gazéw szlachetnych
takich jak n.p. argon, ma postac:

Urs(r) =4ers l(i)lg = (:)6] : (1.70)

gdzie r = || = |F; — | oznacza wektor wodzacy pomiedzy i-ta czastka a j-ta, €7 — mak-
symalna gleboko$¢ potencjatu, o — ,srednice” atomoéw. Zaleznosé potencjatu Lennarda-
Jonesa od odlegtosci pomiedzy atomami jest przedstawiona na Rys. 1.5.

Ze wzgledu na posta¢ oddziatlywania naturalny jest wybér takich jednostek, w ktérych
odlegltosé jest liczona w jednostkach o a energia — € ;. Wobec tego, parametry \ oraz €
z Rozdziatu 1.2. przyjma nastepujace wartosci - A =0, e = ey L.

'Dla uktadu dwuwymiarowego wielkosé p’ jest zdefiniowana jako p’ = o2p.
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Rysunek 1.5. Potencjal Lennarda-Jonesa jako funkcja odleglo$ci pomiedzy atomami.

1.3.2. Bezwymiarowe réwnanie ruchu Newtona

Na czastke poruszajaca sie w potencjale U(7), dziala sita F (7) zdefiniowana jako:

F(f) = =VzU(P), (1.71)
gdzie V jest operatorem rézniczkowym postaci:
g. 0~ 0. 0
Vi= —i+—j+ —k=—, 1.72
z + 8yj + 0z or ( )

gdzie 1, 7, k oznaczaja, odpowiednio, wersory wzdtuz osi x, y oraz z.
Roéwnania (1.1) oraz (1.71) pozwalaja zatem napisaé¢ réwnanie ruchu Newtona:
7 dU(r) or  dU(r)

It
"= dr or dr 0 T 2 \r

_ 45:2” l(:)“ - % (Zﬂ = (1.74)

Na podstawie réwnania (1.74) wyrazenia na sile F(7) oraz przyspieszenie @ w postaci

bezwymiarowej przyjmuja postac:

Lo A8ry [N 1 /18

F== [() _2<w> " (7)
F' 48 I\" 1/1)\8

= = 2L l() _2(7«/> 7, (1.76)

= >
Staly czynnik 8Ly wystepujacy w réwnaniu (1.76) stuzy do definicji jednostki czasu

= 2
mo?
| mo?
. 1.77
48€r,7 ( )

m mo
(patrz réwnania (1.12), (1.16)):
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Poréwnujac wzér (1.77) ze wzorem (1.35) mozna stwierdzié, ze dla potencjatu Lennarda-
Jonesa stala e (jednostka energii) z réwnanie (1.35) przyjmie warto$¢é:

€= 486L]. (178)

Definicja jednostki czasu 7 powoduje, ze zalezno$é pomiedzy energia kinetyczng K (w jed-
nostkach rzeczywistych) oraz K’ (w jednostkach bezwymiarowych) ma postaé (patrz row-
nanie (1.39)):

K=cep; Y 24mj|vj|* = ep K. (1.79)

1

Zaleznos¢ sity F (7) od odleglosci pomiedzy atomami jest przedstawiona na Rys. 1.6.

3.00
2.00
1.00
8 ‘
= 0.00 \
-1.00 \
2.00 \/

1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 3.50
r/c

Rysunek 1.6. Sila dzialajaca na czastke w potencjale Lennarda-Jonesa jako funkcja odleglodci
pomiedzy atomami.

1.4. Symulacje w uktadzie NV FE

W Rozdziale tym przedstawimy techniczne zagadnienia zwiazane z symulacjami meto-
da dynamiki molekularnej. W szczegdlnosci przedstawione zostang podstawowe informa-
cje na temat wyboru konfiguracji poczatkowej, metod skalowania predkosci (dla potrzeb
réwnowagowania ukladu na poczatku symulacji) oraz modelowy program dynamiki mole-
kularne;j.

1.4.1. Warunki poczatkowe

Wybér warunkéw poczatkowych jest niezwykle wazny z punktu widzenia prowadzenia
badan zaréwno metodami dynamiki molekularnej jak i Monte Carlo.
Warunki poczatkowe dla kazdej symulacji byly nastepujace:

— atomy znajdowaly sie w weztach sieci trojkatne;j,
— sktadowe predkosci U; byty losowane z rozktadu normalnego:

7 < N(0,0). (1.80)
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— catkowity ped uktadu wynosit 0:

— predkoéci 7; byly tak skalowane, aby temperatura 7" uktadu odpowiadala zadanej

temperaturze poczatkowej T}

1.4.2. Skalowanie predkosci

Wybrane predkosci poczatkowe nie pochodza, na ogél, z rozkladu Maxwella-Boltz-
manna. Aby zatem pozwoli¢ uktadowi dojé¢ do stanu rownowagii termodynamicznej na
poczatku symulacji stosuje sie jedna z technik skalowania predkosci. Aby przeprowadzaé
symulacje przy stalej temperaturze T mozna wykorzystaé¢ metody takie jak: (a) skalowa-
nie predkosci; (b) termostat Hoovera; (c) termostat Andersena. Techniki te omdéwienie sa
w [1,2]. W niniejszej pracy wykorzystano najprostsza technike, polegajaca na skalowaniu
predkosci, gdyz przeprowadzane symulacje odbywaly sie z daleka od punktu potréjnego.

Na rys. 1.7. przedstawiono zalezno$¢ energii kinetycznej od czasu dla uktadu N = 4096
czastek w T = 0.70 oraz p’ = 0.78. Widoczne dla czaséw ¢ > 64h linia prosta odpowiada
symulacjom bez skalowania predkosci.

-1.560

-1.570 A

-1.580 |

-1.590

z
W 1,600

-1.610

-1.620

-1.630

00 02 04 06 08 10 12 14 16
t [10°h]

Rysunek 1.7. Zalezno$é energii catkowitej F od czasu dla ukladu N = 4096 atoméw w 77 = 0.70
oraz p’ = 0.78.

1.4.3. Modelowy program dynamiki molekularnej

W Rozdziale tym zaprezentujemy programy do symulacji metoda dynamiki moleku-
larnej korzystajace do rozwigzywania uktadu rownan ruchu Newtona algorytmy: Newtona
oraz Verleta w postaci polozeniowej i predkosciowej.

Specjalnie zrezygnowano z uzycia konkretnego jezyka programowania (np. C++) na
rzecz pseudokodu, aby ulatwié¢ Czytelnikowi skupienie sie na problemie (tu: programie do
symulacji) niz na jego konkretnej implementacji.

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej
w ramach FKuropejskiego Funduszu Spotecznego

34



—

UNIA EUROPEJSKA **x
EUROPEJSKI

KAPITAL LUDZKI %J
Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY o

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

* %ot
* 4t

Algorytm Eulera

Przedstawiony ponizej program korzysta do rozwiazywania uktadu réwnan ruchu New-
tona ze wzoréw (1.8) i (1.9).

Algorytm 3 Modelowy program dynamiki molekularnej: algorytm Eulera

1: procedure MOLECULAR-DYNAMICS-EULER

2: (N,K,h,r.,r,) < READ-ENVIRONMENT( ,MD.ini"”)
3: (R,V,m) « INITIAL-CONFIGURATION(N, ,MD.dat”)
4: L — UPDATE-VERLET-LIST(R, re, 7,)
5: for k — 1to K do > Gléwna petla programu: wyznaczanie kolejnych konfiguracji
6: t, — kh
7: F — FORCES(R)
8: R—R+Vh > Wyznaczenie nowych potozen (1.8)
9: Ve—V+ %F h > Wyznaczenie nowych predkosci (1.9)
10: if isScaleVelocities = True then > Skalowanie predkosci na poczatku symulacji
11: V « SCALE-VELOCITIES(V)
12: end if
13: (T',p', B, By, EL) THERMODYNAMICS(E, 17)
14: L — UPDATE-VERLET-LIST(E Tey To)
15: SAVE-CONFIGURATION(R, V)

16: end for

17: end procedure

Algorytm Verleta w postaci polozeniowej

Przedstawiony ponizej program korzysta do rozwigzywania uktadu réwnan ruchu New-
tona ze wzoréw (1.13) i (1.14).

Algorytm Verleta w postaci predkosSciowej

Przedstawiony ponizej program korzysta do rozwigzywania uktadu réwnan ruchu New-
tona ze wzoréw (1.16) i (1.19).

1.5. Zakonczenie

Przedstawione w poprzednich Rozdziatach informacje na temat symulacji metoda dy-
namiki molekularnej stanowia jedynie podstawe do dalszego zglebiania przez Czytelnika
tej tamatyki. Wspomniane we Wstepie pozycje literaturowe [1] oraz [2] sa doskonalym
kompendium wiedzy w tym zakresie.

Godnymi polecenia sa takze [4] i [5] przedstawiajace typowe problemy oraz ich rozwia-
zania pojawiajace sie w przypadku obliczen numerycznych. Pozycje [6] [7] sa za$ Zzrodlem
informacji o statystyce i jej praktycznym zastosowaniu.
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Algorytm 4 Modelowy program dynamiki molekularnej: algorytm Verleta w postaci po-

lozeniowej

1

&

10:
11:
12:

13:
14:

15:

16:
17:

18:

: procedure MOLECULAR-DYNAMICS-VERLET-R
(N,K,h,r.,r,) < READ-ENVIRONMENT( ,MD.ini”)
(é,l,ﬁo,m) — INITIAL-CONFIGURATION(N, ,MD.dat”)
L — UPDATE—VERLET—LIST(EO, Te, To)

for k — 1to K do > Gléwna petla programu: wyznaczanie kolejnych konfiguracji
tk —kh
F — FORCES(Ry)
Ry — R_1+2Ry+ % h? > Wyznaczenie nowych polozen (1.13)
Vo — ﬁ (ﬁ+1 — ﬁ,l) > Wyznaczenie nowych predkosci (1.14)
if isScaleVelocities = True then > Skalowanie predkosci na poczatku symulacji

V «— SCALE-VELOCITIES(V)

end if

(1T",p', E), By, EY) THERMODYNAMICS(EO, V)
L — UPDATE-VERLET-LIST(ﬁO, Tey To)

— —

SAVE-CONFIGURATION(Rg, V)

(E—17 EO) — (EOa E+1)

end for

end procedure
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Algorytm 5 Modelowy program dynamiki molekularnej: algorytm Verleta w postaci pred-

kosciowej
1: procedure MOLECULAR-DYNAMICS-VERLET-V
2: (N,K,h,r.,1,) < READ-ENVIRONMENT( ,MD.ini”)
3 (ﬁ, V,m) «— INITIAL-CONFIGURATION(N, ,MD.dat”)
4: L — UPDATE—VERLET-LIST(E, Tey To)
5 F «— FORCES(R)
6: for k — 1to K do > Glowna petla programu: wyznaczanie kolejnych konfiguracji
7. t, — kh
8: if isScaleVelocities = True then > Skalowanie predkosci na poczatku symulacji
9: V «— SCALE-VELOCITIES(V)
10: end if
11: R—R+Vh+ %g h? > Wyznaczenie nowych polozen (1.16)
12: Ve—V+ %% h > Wyznaczenie nowych predkosci (1.19)
13: F — FORCES(R)
14: Ve—V+ %% h > Wyznaczenie nowych predkosci (1.19)
15: (T',p/, El,, B}, E.) « THERMODYNAMICS(R, V)
16: L — UPDATE-VERLET-LIST(R Tey To)
17: SAVE-CONFIGURATION(R, V)

18: end for

19: end procedure
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Zadania do wykonania

1. Wykonaé¢ symulacje uktadu N = 1024, 1600, 2500 czastek dla temperatury zreduko-
wanej 7" = 0.80. Nanie$¢ na jeden wykres zalezno$¢ energii potencjalnej na czastke
(U'/N) od czasu. Jako oddzialywanie przyjaé potencjal Lennarda-Jonesa.

2. Dla ustalonej temperatury zredukowanej 77 = 0.70 znalez¢ obszary odpowiadajece
(a) krysztalowi, (b) obszarowi dwufazowemu, (c) cieczy.

3. Na podstawie zaleznosci energii catkowitej E’ znalezé polozenie réwnowagowe ato-
moéw dla przypadku najgestszego upakowania w dwoch wymiarach (sie¢ tréjkatna).

4. Dla wybranej temperatury i gestosci zbadaé stabilno$¢ numerycza wybranego algo-
rytmu calkowania réwnan ruchu Newtona od (a) wartoéci parametru h, (b) wyboru
wartosci parametréow r, i 7.
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Rozdziat 2.

Metoda Monte Carlo (MC)

Opis termodynamicznych i strukturalnych wtasnosci uktadéw z hamiltonianami mode-
lowymi uzyskuje sie stosujac metody mechaniki statystycznej. Podejécie czysto analityczne
napotyka na duze trudnosci zaréwno natury technicznej jak i koncepcyjnej, dotyczacej za-
kresu stosowalnosci uzywanych przyblizen.

Metody symulacji komputerowych, w szczegélnosci metoda Monte Carlo [1-5] oraz
metoda dynamiki molekularnej [1], oferuja inne, komplementarne podejécie do badania
termodynamiki i struktury uktadéw wielu czastek. W niniejszym opracowaniu zajmujemy
sie szczegdlng realizacja ogdlnej strategii Monte Carlo, polegajacej na estymowaniu para-
metréw pewnej hipotetycznej populacji na podstawie proby tej populacji uzyskanej przy
uzyciu losowej sekwencji liczb [4].

2.1. Statystyczny opis ukladu

W niniejszym opracowaniu rozpatrzymy jedynie uklad w zespole kanonicznym [6].
Oznaczmy rézne mozliwe mikroskopowe konfiguracje (mikrostany) ukladu indeksem a.
Zbiér mikrostanéw moze by¢é, zaleznie od uktadu, albo ciagly, albo dyskretny. Niech E,
oznacza energie mikrostanu oznaczonego indeksem a. Prawdopodobienstwo p,, ze uktad
znajduje sie w mikrostanie a jest réwne

Do =5 e FBT, (2.1)
gdzie kp oznacza stala Boltzmanna, T' temperature bezwzgledna, a
Eq
Z=> e T (2.2)
a

nosi nazwe sumy statystycznej. Wzor (2.1) przedstawia rozklad Gibbsa prawdopodo-
bienistwa. Mozemy dzieki niemu obliczy¢ érednia wartos¢ po zespole kanonicznym X do-
wolnej wielkosci X zwiazanej z uktadem pod warunkiem, ze:

— znamy mikrostany a uktadu;
— znamy energie F, kazdego mikrostanu;
— znamy wartos¢ X, ktora przybiera X w kazdym z mikrostanéw a;

— potrafimy wykona¢ sumowanie

> _1 —BEa
X = §ana == %:Xae : (2.3)
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2.2. Metoda Monte Carlo - koncepcje

Obliczenie sumy (2.3) jest z reguly niemozliwe. Metoda Monte Carlo polega na gene-
rowaniu konfiguracji (stanéw a) i obliczaniu dla nich wartosci interesujacych nas wielkosci
X. Nastepnie obliczamy $rednia X po wygenerowanych N konfiguracjach:

1 N
X=-YYx 2.4
N; i (2.4)

Nie jest to dokladnie procedura oméwiona w czesci 2.1. Zamiast wszystkich mozliwych
mikrostanéw a mamy zbiér mikrostanéw czedciej lub rzadziej wystepujacych. Do genero-
wania mikrostanéw uzywa sie procesu Markowa. Proces Markowa jest reguta zawierajaca
element losowy, ktory pozwala otrzymac¢ nowa konfiguracje uktadu z aktualnie istniejacej.
Jest wazne, ze ta reguta uwzglednia tylko obecny stan uktadu i nie wymaga wiedzy o sta-
nach poprzednich. Jest ona wyrazona przez zadanie zbioru prawdopodobienstw: z kazda
mozliwa parg stanéw a i @’ zwiazane jest prawdopodobiefistwo P(a — a’) przejscia ze
stanu a do stanu o’ w nastepnym kroku. Te prawdopodobienistwa podlegaja ograniczeniu,
wyrazajacemu fakt, ze uklad zawsze przechodzi do jakiego$ stanu:

> Pla—d)=1. (2.5)

Metoda MC generuje tancuch Markowa - sekwencje standéw generowanych przez proces
Markowa. Prwdopodobienstwa znajdowania sie uktadu w mikrostanach p, opisuje rowna-
nie master:

dpa(t)

S == > Pla— d)pa(t) + X Pld — a)pu (). (2.6)

a

Aby czestotliwosci pojawiania sie kazdego mikrostanu a zmierzaty asymptotycznie do roz-
ktadu stacjonarnego (zwiazanego z rozwiazaniem stacjonarnym réwnania Master), zwia-
zanego z gibbsowskim rozkladem prawdopodobienstwa, musza by¢ spelnione nastepujace
warunki zwiazane z prawdopodobienstwami przejscia P(a — a).

1. Dla danego punktu poczatkowego musi istnie¢ mozliwosé osiagniecia przez uktad
dowolnej innej konfiguracji. Zgdanie to jest czesto zwane zasadg dostepnosci.

2. Prawdopodobienstwa przejScia muszg spelnia¢ warunek

ZpaP(a —a) = ZP(&' — a)par, (2.7)

a/

lub tzw. warunek réwnowagi szczegétowej (mocniejszy od poprzedniego — niekoniecz-
ny, ale wystarczajacy):

poP(a — d') = pyPla — a). (2.8)

2.2.1. Algorytm Metropolisa

Jednym z algorytmow realizujacych metode Monte Carlo dla zespotu kanonicznego jest
algorytm Metropolisa [7]:

1. okredlenie konfiguracji poczatkowej a

2. wygenerowanie nowej konfiguracji a’
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3. obliczenie roéznicy energii £, — E,

4. jesli B, — E, < 0 to nowa konfiguracja zostaje dotaczona do tancucha Markowa,;
powr6t do kroku 2

5. obliczenie w = exp|—(Ey — E,)/kpT]
6. wygenerowanie liczby losowej R z przedziatu [0, 1]

7. jezeli R < exp(—(Ey — E,)/kpT) to nowa konfiguracja (a’) jest dolaczana do tan-
cucha Markowa; powrét do kroku 2

8. w przeciwnym wypadku stara konfiguracja (a) jest dolaczana do tancucha Markowa;
powr6t do kroku 2

Widaé stad, ze zawsze akceptujemy nowsa konfiguracje, jesli jej energia jest mniejsza lub
rowna energii poprzedniej konfiguracji. Nowa konfiguracje, ktéra zwieksza energie uktadu,
akceptujemy tylko z pewnym prawdopodobienstwem. W ten sposéb minimalizowana jest
nie energia, lecz inny potencjal termodynamiczny, np. energia swobodna.

2.3. Dwuwymiarowy model Isinga

2.3.1. Opis modelu

Model zostal zaproponowany przez W. Lenza w 1920 roku jako prosty model ferro-
magnetyka. Atrakcyjno$é modelu jest zwigzana z prostota jego opisu i obserwowanym
w modelowym uktadzie przejsciem fazowym. Analityczne rozwigzania znane sg dla wybra-
nych przypadkéw: modelu jednowymiarowego (E. Ising, 1925), modelu dwuwymiarowego
bez pola (L. Onsager, 1944) i modelu dwuwymiarowego z polem (A. B. Zamolodchikov,
1989).

Kazdemu wezlowi dwuwymiarowej sieci (spinowi) przyporzadkowana jest liczba s, kt6-
ra moze by¢ réwna +1 lub —1 (rys. 2.1.). Hamiltonian ukladu ma postaé

1
H = 2J§S,‘Sj + hzsi, (29)
ij i

gdzie indeksy numeruja wezly sieci (pierwsze sumowanie przebiega po wszystkich parach
sasiadujacych ze soba weztéw), h jest natezeniem zewnetrznego, jednorodnego pola. Be-
dziemy zajmowaé sie¢ symulacja uktadu bez pola. Dla J > 0 w niskich temperaturach
preferowane beda (ze wzgledu na nizsza energie) te same wartoéci s w sasiednich we-
ztach — mamy wtedy do czynienia z ukladem ferromagnetycznym. Dla J < 0 mamy
uklad antyferromagnetyczny, z preferowanymi réznymi wartoSciami s w sgsiednich we-
ztach. Uktad w niskich temperaturach wykazuje tendencje do uporzadkowania (w zalezno-
sci od wyboru J — ferromagnetycznego lub antyferromagnetycznego). Wraz ze wzrostem
temperatury ukltad bedzie tracil uporzadkowanie. Po przekroczeniu pewnej temperatury
T. (T.kp/J = 2/In(14++/2)) uktad znajdzie si¢ w fazie paramagnetycznej, w ktérej te same
i przeciwne wartoéci s w sasiednich weztach wystepuja z réwnym prawdopodobienstwem.

Przedstawmy krotko wielkosci fizyczne charakteryzujace nasz uktad.
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Rysunek 2.1. Schemat ukladu modelowego. Na kwadratowej sieci umieszczono strzatki skierowane
w gore (dla s = 41) lub w dét (dla s = —1).
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—p wmp =

— Namagnesowanie M = —%(kBLT), gdzie F oznacza energie swobodna Helmholtza,
obliczane (na jeden wezel) jako suma wszystkich wartosci s uktadu podzielona przez
liczbe weztéw sieci:

1
== s (2.10)
N =
gdzie indeks ¢ numeruje wszystkie wezly sieci (spiny), N = L x L - liczba spinéw

w ukladzie.

— Podatno$¢é magnetyczna (na jeden wezel) obliczana z wariancji magnetyzacji:

1
NkgT

X = ((M?) = (M)?), (2.11)

gdzie M = Zf\il s; (czyli M = Nm), lub
N
X = @7T(<m2> — (m)?). (2.12)

— Pojemno$é cieplna C = aT L obliczana (na jeden wezel) z fluktuacji energii uktadu:

1

— NkBT2(<E2> — (E)?). (2.13)

— Wykladniki krytyczne dla dtugosci korelacji £, magnetyzacji, podatnosci magne-
tycznej i pojemnosci cieplnej zdfiniowane sa w nastepujacy sposob:

& oc [t (2.14)
(m) o< [t]?, (2.15)
X 17, (2.16)
C x [t|7¢, (2.17)
gdzie t = 1 — #. Dla dwuwymiarowego modelu Isinga wykltadniki maja nastepujace

wartosci: y—l 6—1/8 vy="7/4, a=0.
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— Kumulant Bindera czwartego stopnia zwigzany z parametrem porzadku zdefinio-
wany jest nastepujacym réwnaniem
(M*)1
Up=1- —<=. 2.18
L= s0my 219
Wielkos¢ ta pozwala na wyznaczenie temperatury krytycznej bez znajomosci warto-
Sci wyktadnikéw krytycznych.

2.3.2. Symulacja

Rozpatrywany uktad sklada sie z dwuwymiarowej, kwadratowej sieci o rozmiarach
L x L. Zatem informacje o przypisanej kazdemu weztowi liczbie s mozemy przechowywacé
w dwuwymiarowej tablicy S(L,L). Energia oddzialywania miedzy sasiednimi weztami opi-
sana jest przez hamiltonian (2.9). Stosujemy periodyczne warunki brzegowe, tzn. wezly
z ostatniej kolumny uktadu sasiaduja z odpowiednimi weztami z pierwszej kolumny. Analo-
gicznie wezly z ostatniego wiersza sasiaduja z odpowiednimi weztami z wiersza pierwszego.
W tej sytuacji w celu odwotania sie do najblizszych sasiadéw danego wezla wygodnie jest
zastosowaé tzw. tablice najblizszych sasiadow.

DO I=1,L
NI(I)=I+1
PI(I)=I-1
ENDDO NI(L)=1 PI(1)=L

Teraz, zeby odwotaé sie do liczby s sasiada, np. z prawej strony wezta o wspdéirzednych
(I,J), wystarczy postuzy¢ sie nasza tablica i napisa¢ S(NI(I),J).

Do generowania konfiguracji uktadu w zespole kanonicznym stosowaé bedziemy al-
gorytm Metropolisa. Po wybraniu konfiguracji poczatkowej (np. losowej — przypisujemy
kazdemu wezlowi liczbe s réwna, z prawdopodobienstwem 1/2, +1 lub -1) postepujemy
wg. nastepujacego schematu:

1. wygeneruj probna konfiguracje (za S(I,J) dla wybranego wezta podstaw —S(I,.J))
(rys. 2.2.);

2. oblicz zmiane energii AF;

3. oblicz w = min{1, e~ 2E/(ksT)}

4. wylosuj R z rozkladu jednostajnego na przedziale [0,1];

5. jezeli R < w, to zaakceptuj jako nowa konfiguracje konfiguracje préobna, w przeciw-
nym razie wez jako nowa konfiguracje konfiguracje stara.

Te procedure nalezy przeprowadzi¢ dla kazdego wezla sieci. Schemat programu przed-
stawiono na Rys. 2.3. Za kazdym razem dostajemy nowa, kolejna konfiguracje, ktéra
rézni sie, badZz nie, od starej (wyjsciowej). Przeprowadzenie tej procedury dla komple-
tu N = L x L wezléw nazwiemy krokiem MC (MCS). Propozycja nowej konfiguracji
polega na zmianie stanu danego wezla na przeciwny, dlatego zmiana energii AE (AFE =
—2x S, J)«[ST+1,J)+S(I—-1,J)+S(I,J+1)+ S({,J — 1)]) towarzyszaca ta-
kiej operacji moze przyjmowaé tylko 5 wartosci: —8J, —4J, 0, 4J, 8J — w zaleznosci od
standéw najblizszych sasiadow. Zamiast obliczaé¢ za kazdym razem czynnik Boltzmanna
e AE/(kBT) warto umiedcié w tablicy jego wartosci dla kazdej mozliwej kombinacji sta-
noéw naszego wezta i czterech najblizszych sasiadéw. W obliczeniach stosujemy wielkosci
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Rysunek 2.2. Schemat generowania prébnej konfiguracji, rézniacej sie od konfiguracji wyjsciowej
(poprzedniej) orientacja jednego, wybranego spinu (zaznaczonego na zielono). Kolorem z6ttym
zaznaczono najblizszych sasiadéw wybranego spinu. Zastosowano periodyczne warunki brzegowe.
Po lewej — konfiguracja wyj$ciowa, po prawej — probna.

= gtéwna petla
for k=11to MCS do realizujgca kroki MC (MCS)
fOI" I=1 to L dO petla po wszystkich
forj=1 to L do spinach uktadu

algorytm Metropolisa stosowany
do kazdego spinu s(i,j)

end for
end for

analiza konfiguracji

I gromadzenie danych

do obliczania wartosci srednich
wielkosci fizycznych

end for

Obliczanie wartosci srednich

Rysunek 2.3. Schemat programu komputerowego do symulacji uktadu spinéw.

zredukowane T* = Tkp/J i E* = E/J. Parametrami programu bedzie rozmiar liniowy
uktadu L i temperatura T*. Wartos¢ temperatury krytycznej dwuwymiarowego modelu
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Isinga jest znana i wynosi T = kpT./J = 2.269...

2.3.3. Obliczanie wartosci Srednich

W celu obliczenia wartoéci sredniej interesujacej nas wielkosci fizycznej musimy dys-
ponowaé¢ odpowiednia liczba konfiguracji ukladu znajdujacego sie w stanie réwnowagi
termodynamicznej (przyktadowe konfiguracje pokazano na rys. 2.4.). Konfiguracje na po-
czatku symulacji nie reprezentuja na ogél uktadu w réwnowadze, bo nie reprezentuje go
konfiguracja poczatkowa. Pewna liczba krokéw MC jest potrzebna do uzyskania stanu
réwnowagi (tzw. termalizacji ukladu). Konfiguracje uzyskane w toku termalizacji uktadu
nie nadaja sie do obliczania wartosci érednich. Ponadto kolejne konfiguracje sa generowane
na podstawie poprzednich, prze co sg do nich podobne. Do obliczania wartosci srednich
potrzebne sg konfiguracje nieskorelowane, co w praktyce osiaga sie przez branie pod uwage
nie wszystkich konfiguracji, ale np. co 100 krokéw MC.

Do zilustrowania przejécia fazowego w naszym uktadzie zbadamy w pierwszej kolej-
nosci zalezno$é parametru porzadku, tj. namagnesowania m, od temperatury (zbadanie
zaleznosci temperaturowej pojemnosci cieplnej i podatnoéci magnetycznej pozostawiono
czytelnikowi jako éwiczenie). Zeby obliczyé érednia (po zespole) warto$é namagnesowania
< m > musimy obliczy¢ wartosci m dla pewnej liczby konfiguracji, a nastepnie obliczy¢
Srednig arytmetyczna. Na rys. 2.5. przedstawiono zmiany namagnesowania m w toku sy-
mulacji dla temperatury ponizej T.. Widaé tu, ze mamy do czynienia z namagnesowaniem
spontanicznym dwukrotnie zdegenerowanym (uktad z tym samym prawdopodobienstwem
jest uporzadkowany ze stanami s = +1 (wtedy m = 1) i s = —1 (m=-1)). Aby, uéredniajac
m po takich konfiguracjach uktadu uporzadkowanego, otrzymana warto$¢ (m) odzwiercie-
dlata uporzadkowanie, musimy braé¢ do Sredniej wartosci bezwzgledne m:

) = 23 b, (2.19)
k
gdzie k numeruje konfiguracje uktadu, ktére uwzgledniamy przy obliczaniu $redniej. Na
rys. 2.6. pokazano zalezno$¢ od temperatury (w jednostkach zredukowanych) sredniego
namagnesowania dla réznych rozmiaréw uktadu.

Symulacja uktadow skonczonych, gdzie mamy do czynienia z ograniczeniem zasiegu
korelacji do rozmiaru liniowego uktadu, prowadzi do wynikéw, ktére nie odzwierciedlaja
doktadnie wtasnosci uktadéw makroskopowych. Jesli dtugoéé korelacji charakterystyczna
dla uktadu modelowego jest wigksza od rozmiaru zastosowanego w symulacjach, to wyniki
otrzymane z symulacji beda zaleze¢ od rozmiaru. Widaé¢ to na wykresie 2.6. (i wykresach
sporzadzonych przez czytelnika w ramach éwiczenia), gdzie w poblizu punktu krytycz-
nego otrzymane krzywe mocno zalezg od rozmiaru. Efekt rozmiaru ma takze wplyw na
podatno$¢ magnetyczna i pojemnosé cieplna. W granicy termodynamicznej podatnosé ma-
gnetyczna gwaltownie rosnie w temperaturze bliskiej T,.. Takie narastanie jest, ze wzgledu
na skonczong dtugosé korelacji, ograniczone w uktadach o skonczonych rozmiarach. Gene-
rowane za pomocg symulacji zaleznosci moga jednak dazy¢ do pojedynczej krzywej, gdyz
wartosci wielkosci fizycznych w poblizu punktu krytycznego ulegaja skalowaniu. Skalowa-
nie magnetyzacji z rozmiarem uktadu przebiega w nastepujacy sposéb:

m LAY = f[(T —T./T,) L'"]. (2.20)

Przyktad efektu rozmiaru ze skalowaniem wlasnie dla magnetyzacji przedstawiono na
rys. 2.7. Uzywajac znanych wartosci odpowiednich wyktadnikéw krytycznych dla dwuwy-
miarowego modeli Isinga (3 = 1/8, v = 1), przeskalowano warto$ci magnetyzacji i otrzy-
mano — w poblizu punktu krytycznego — jedna krzywa.
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Rysunek 2.4. Przyktadowe konfiguracje pochodzace z symulacji MC uktadu 500 x 500 weztéow —
dla niskiej temperatury (u géry), dla temperatury bliskiej wartosci krytycznej (w érodku), dla
wysokiej temperatury (na dole). Czarnym kolorem oznaczono wezly sieci dla ktérych s = +1,
biatym s = —1. Typowe rozmiary czarnych obszaréw sa miara diugosci korelacji £ w uktadzie.

Do wyznaczania temperatury krytycznej wykorzystuje sie wtasnosci kumulantéw czwar-
tego stopnia (2.18). Wartosci kumulantéw Uy, dla réznych rozmiaréw L ukladu sa réwne
w punkcie przemiany fazowej.

Uy,

— =1 (2.21)
UL2 T=T.

Na rys. 2.8. pokazano przeciecie krzywych zaleznosci Ur (T') obliczonych dla uktadéw o réz-
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Rysunek 2.5. Namagnesowanie dla kolejnych krokéw symulacji, dla uktadu N = 10 x 10 wezlow
i temperatury T* = 1.7 (a) 1 T* = 3.0 (b).
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Rysunek 2.6. Zalezno$¢ éredniego namagnesowania od temperatury dla réznych rozmiaréow uktadu.
Symulowano 5.5 - 10° krokéw MC.

nych rozmiarach. Widaé¢ tam, ze temperatura przeciecia T' ~ T.
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Rysunek 2.7. Przeskalowana zgodnie ze schematem z réwnania (2.20) zalezno$¢ $redniego nama-
gnesowania od temperatury dla réznych rozmiaréw ukladu. Widaé tu, ze punkty otrzymane dla
réznych rozmiaréw uktadu, w poblizu punktu krytycznego, ukladaja sie¢ na tej samej krzywej.

Symulowano 5.5 - 10° krokéw MC.
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Rysunek 2.8. Zalezno$¢ kumulantéw Bindera od temperatury dla réznych rozmiaréow uktadu. Sy-

mulowano 5.5 - 10° krokéw MC.

T
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2.3.4. Zadania do wykonania w ramach laboratorium

1. Obserwacja uktadu i jego parametrow w toku symulacji MC

— Zaobserwowaé przejscia uktadu miedzy stanami metastabilnymi ze $rednia ma-
gnetyzacja +1 1 -1.

— Zaobserwowad konfiguracje typowe dla temperatur: niskiej, wysokiej i w poblizu
T..

— Zaobserwowaé zachowanie wybranych parametréw uktadu podczas termalizacji.
2. Obliczanie metodg MC srednich wartosci wybranych wielkoéci fizycznych

— Zbadaé zalezno$é magnetyzacji, podatnosci magnetycznej, energii i pojemnosci
cieplnej od temperatury, dla réznych rozmiaréw uktadu.

— Zbadaé zalezno$¢ wariancji pojemnosci cieplnej od temperatury (np. metoda
bootstrap).

3. Sprawdzenie teorii skalowania

— Zastosowaé teorie skalowania do wynikéw symulacji (przyjaé¢ wartosci wyktad-
nikéw krytycznych g = 0.125, v = 1).

4. Wyznaczanie temperatury krytycznej

— Wyznaczy¢ temperature krytyczna stosujac metode kumulantéw Bindera.
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Rozdziat 3.

Rozwigzywanie ré6wnan Maxwella metodg
FDTD

3.1. Wstep

Metoda FDTD jest algorytmem numerycznym uzywanym do rozwiazywania réwnan
Maxwella uwzgledniajacym zaleznosé¢ pola elektromagnetycznego obserwowanego w do-
wolnym osrodku od wspoétrzednych przestrzennych i czasu. Po raz pierwszy dyskretyzacje
réwnan Maxwella i metode ich rozwiazywania wprost, zaprezentowal Yee [1] w 1966 roku.
Zaproponowany wowczas algorytm, jest rdzeniem wszystkich obecnie uzywanych metod
numerycznych tej klasy.

W 1975 roku pomyst Yee zostal przypomniany i uzupelniony przez Taflove’a [2] o kry-
teria stabilnosci dla przypadkow jedno-, dwu- i tréjwymiarowego. Obecnie uzywang po-
wszechnie nazwe Finite Difference Time Domain algorytm otrzymal w 1980 roku [3]. Od
tego czasu, dzieki systematycznemu rozwijaniu, poszerzyly sie znacznie jego mozliwosci.
Liczne prace przyczynily sie do doktadnego zbadania wtasciwoéci numerycznych i stale-
go zmniejszania niedoktadnosci oraz coraz wierniejszego modelowania oddziatywania fal
elektromagnetycznych z r6znymi materiatami.

Podstawowymi zaletami metody FDTD sa: jej proste wynikanie z réwnan Maxwella
oraz wysoka dokladnos$¢ i dobrze zrozumiane zrédia btedéw. Ponadto FDTD, jako al-
gorytm dziatajacy w przestrzeni czasowej, w naturalny sposéb traktuje wszelkie procesy
zwigzane z wlaczaniem sygnatu oraz nieliniowe odpowiedzi badanych uktadéw. Précz tego,
jedynymi czesciami algorytmu okreslajacymi analizowang strukture sa siatka i parametry
materialowe okre$lone na niej, zatem przejscie do innej geometrii problemu nie wymaga,
zadnej — potencjalnie ztozonej — ingerencji w réwnania opisujace uktad.

Celem opracowania jest zapoznanie czytelnika z podstawami metody skonczonych przy-
rostow czasowych FDTD (Finite Differences Time Domain) [4,5] i umozliwienie wykonania
pierwszych witasnych obliczen. Kolejne paragrafy maja na celu przedstawi¢ podstawowy
algorytm Yee, numeryczne Zrodla promieniowania, proste warunki brzegowe oraz sposéb
modelowania absorpcji. Integralng czedcia opracowania sg kody programoéw napisane dla
srodowiska obliczeniowego MATLAB. W opracowaniu wykorzystane sg fragmenty pracy
magisterskiej autora [6], ktéra powstala pod opieka dra hab. inz. Wlodzimierza Salejdy,
prof. PWr. Niniejsze opracowanie moze by¢ wykorzystane w realizacji ¢wiczenia dydak-
tycznego.
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3.2. Rownania Maxwella

W celu wyprowadzenia algorytmu Yee nalezy rozpatrzy¢ réwnania Maxwella, ktére
opisuja zjawiska klasycznej elektrodynamiki [7-10]:

9B _ gL E-R.
ot

oD I
VE = Pe,

Vg = Pm,

gdzie:

- E - natezenie pola elektrycznego [V/m],

— D - indukcja elektryczna [C/m?],

- H — natezenie pola magnetycznego [A/m],

— B - indukcja magnetyczna [Wh/m?],

- J gestoéé pradu elektrycznego [A/m?],

~ K - gestoé¢ pradu magnetycznego [V/m?],

~ pe — gestosé tadunku elektrycznego [C/m?],

~ pm — gestosé tadunku magnetycznego [Wb/m?].

Podana powyzej posta¢ réwnan obiega od najczedciej prezentowanej w podrecznikach.
Uzasadnieniem rozbieznosci jest cheé¢ uzyskania pelnej symetrii miedzy witasciwosciami
elektrycznymi oraz magnetycznymi.

Réwnanie V - D = pe wyraza prawo Gaussa dla pola elektrycznego w postaci roz-
niczkowej. W tym wyrazeniu pe jest gestodcia tadunku elektrycznego. Prawo Gaussa dla
pola magnetycznego — V - B=0- wyraza nieistnienie ladunku magnetycznego. Zadne
dotychczasowe doswiadczenie nie wskazuje, aby tadunek magnetyczny istnial, jednakze
wprowadzenie tadunku magnetycznego rozumianego jako magnetycznego analogu tadun-
ku elektrycznego pozwala zapisa¢ prawo Gaussa dla pola magnetycznego w postaci, ktéra
w pelni odpowiada prawu Gaussa dla pola elektrycznego. Podobnie w prawie Ampera
(%—[t) =VxH-J ), wystepuje wielkosé J — gesto$¢ pradu elektrycznego. Jest ona zwiaza-
na z fadunkami elektrycznymi w ruchu. W tradycyjnym zapisie prawa Faradaya brakuje
analogicznego cztonu (%—? = —V X E) Jednakze wprowadzajac ladunek magnetyczny
musimy wprowadzi¢ takze gesto$é¢ pradu magnetycznego rozumianego jako przeptyw hi-
potetycznych tadunkéw magnetycznych.

W przypadku metody FDTD ten formalny zabieg, oprocz uzyskania tadnej postaci
rownan, ulatwia uwzglednienie zaleznosci wzglednych przenikalnosci elektrycznej i magne-
tycznej od czestotliwosci.

Uzupelnieniem réwnan Maxwella sg zwiazki miedzy wektorami indukcji, a odpowied-
nimi sktadowymi pola nazywane réwnaniami materialowymi®

g0,
0 (3.2)

e O

- MTuoﬁv

gdzie:
— g0 = 8.854 - 107 2[F/m] — przenikalnogé¢ elektryczna prézni,

'Réwnania te sa prawdziwe dla osrodkéw jednorodnych i niedyspersyjnych.
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— &, — wzgledna przenikalnosé elektryczna osrodka,

— o = 47 - 1077[H/m] — przenikalnoé¢ magnetyczna prézni,

— pr — wzgledna przenikalno$é magnetyczna oérodka.

W réwnaniach tych mozemy zastosowaé przyblizenie pochodnej funkcji ilorazem rézni-
cowym [11]. Przyblizenia tego dokonuje si¢ na siatce Yee, ktéra jest kluczowym elementem
algorytmu numerycznego.

3.2.1. Roéwnania Maxwella — trzy wymiary

Roéwnania Maxwella w przestrzeni pozbawionej tadunkéw przyjmuja dla trzech wymia-
row postaé

(’gf _ _UxF-F
. (3.3)
a—D = Vxﬁ—f,
ot
vV-D = 0,
. (3.4)
V-B = 0.

Wielkoéci J i K moga by¢ traktowane jako niezalezne zrédia energii pola elektro-
magnetycznego, odpowiednio dla sktadowych E i H. Jednocze$nie mozemy uwzgledniaé
absorpcje energii pél i jej zamiane na ciepto poprzez réwnania:

- —

= J,+o.F,

SO (3.5)
= K,+o,H,

Nl Kq

gdzie:

— 0¢ — przewodno$é elektryczna [S/m],

— oy, — rébwnowaznik strat magnetycznych [Q2/m],

— - gestoé¢ pradu elektrycznego zrédila,

- K, - gestosé pradu magnetycznego zrédla.
Po uwzglednieniu réwnan (3.5) oraz zaleznos$ci materialowych (3.2) pierwsze dwa réwnania
(3.3) rozpisane na poszczegélne skladowe przestrzenne przyjmuja (w przypadku materia-

16w liniowych, izotropowych, niedyspersyjnych i absorbujacych) postaé:

aa% _ i _3593 - %Ejf ~ (K. +ouH)]
6;;96 _ é :3(% _ 86[? — (. +UeE:L‘): :
% _ % :aiz B aaiz ( +ery): 7 (3.7)

Uktad szedciu sprzezonych czastkowych réwnan rézniczkowych stanowi podstawe algo-
rytmu FDTD. Nie zaklada on wprost relacji opisanych prawami Gaussa. Rozmieszczenie
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przestrzenne wektoréw na siatce zwigzane z dyskretyzacja rownan musi gwarantowac spel-
nienie praw Gaussa.

3.2.2. Roéwnania Maxwella — dwa wymiary

Zakladajac niezmienniczos$é¢ ukladu w kierunku osi z, redukujemy réwnania (3.6) 1 (3.7)
do postaci, w ktérej otrzymujemy dwa niezalezne od siebie, uktady trzech réwnan sprze-
zonych. Jeden z nich odpowiada sytuacji, w ktérej skladowe pola magnetycznego sg pro-
stopadle do wyréznionego kierunku (mod TM,):

0H, 1
= - — (K, H
5 . { . ton )}
0H, 1 8EZ
—_— = = K, H .
= |G U ety 35)
OF, 1 y 0H,
= - Z eEz .
ot € { oy —(Je to )}

W wypadku modu TE, prostopadle do osi z jest pole elektryczne i réwnania maja naste-
pujaca postac:

oE,  1[0H,
o e { oy (Sz + UeEm)} ’
oE, 1 0H,
W = - |:— ax — (Jzy + O_eEy):| s (39)
0H, 1 [0E, OF,
= = - — — (K, H,)|.
ot u{&)y ox (K. +on )}

3.2.3. Roéwnania Maxwella — jeden wymiar

Kontynuujac upraszczanie przez zatozenie niezmienniczosci w kierunku osi y otrzymu-
jemy z réwnania (3.8) dla modu TM,, uktad dwu sprzezonych réwnan postaci:?

0H,  1[0E.

ot [ax _(KZ”%H@’)}’ (3.10)
2 1[aHy—(J - E)] |
ot~ elox VT

Analogicznie mozna postapi¢ z modem TE,, co prowadzi do ukladu réwnan sprzezo-
3
nych:

ok, 1 0H,
o e {_ or  Umt UhEy)} ’ (3.11)
OH. 1[ 0FE, '
= — |75 - Kz eHz .
ot 1 { ox (Kot 0 )}

3.3. Dyskretyzacja pochodnych na siatce Yee

Powyzej przedstawione rownania Maxwella sg réwnaniami rézniczkowymi czagstkowymi
pierwszego stopnia. W celu ich rozwiazania numerycznego musimy operator rézniczkowa-
nia zastapi¢ odpowiednim ilorazem réznicowym.

?Dodatkowo zaktadamy, ze H, = 0 dla t = 0 oraz stale K,, = 0.
3Dodatkowo zaktadamy, ze E, = 0 dla t = 0 oraz stale .J,, = 0.
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Wielkosci fizyczne rozpatrywane tutaj sa funkcjami zmiennych przestrzennych (z, y, 2)
oraz zmiennej czasowe] (t). Wartoéci bedziemy rozpatrywaé na dyskretnej siatce prze-
strzennej? o kroku A i w dyskretnych chwilach, ktére dzieli czas A;. Punktem poczatko-
wym siatki jest 75 = (0,0, 0), natomiast chwila poczatkowa ty = 0.

Dla uproszczenia przyjmuje sie nastepujace oznaczenia:

— punkt w przestrzeni

’Fivjyk = (Z ' AS7j . AS? k - AS)? (312)

— chwila czasu
t, =mn- Ay, (3.13)

— warto$é¢ u(7,t) w chwili ¢, w punkcie 7; ; ;, bedziemy zapisywaé¢ w postaci

(T g tn) = u];fjk. (3.14)

W dalszej czesci opracowania stwierdzenie ,chwila n,” nalezy rozumieé jako chwila ¢,,;
natomiast ,punkt (4,7, k),” jako punkt 77 ;5.

Przyjeto takze konwencje, w ktérej indeksy dolne oznaczaja wspoélrzedne przestrzenne,
natomiast indeks goérny oznacza czas. Stosujac te oznaczenia mozna zapisa¢ nastepujace
wyrazenia:

— dla pochodnych czastkowych wzgledem zmiennych przestrzennych:

ou|" u‘?+1/2jk - u|?71/2jk 2

e — sJ 2J ) As ,

o) A +0[(Aa)’]

ou|" U|?j+1/2 kT “|?j—1/2 k 2

bt — > 7 ’ =+ 0 |[(AY)7], (3.15)
Y ik As {( ) }

ou|” U|2Lj k+1/2 — U ?j k—1/2 2

- = > ) O (A7,

= A +0[(A,)]

— dla pochodnej czastkowej wzgledem czasu

1;7j7k i7j7k 2
= + O [(A 1
ik ﬁt [( t) } ) (3 6)

du
ot

gdzie O {(AS)Z} iO [(At)ﬂ sq resztami zapisanymi przy uzyciu skréconej notacji.’

3.3.1. Siatka Yee w jednym wymiarze

Cechg charakterystyczna siatki Yee jest rozsuniecie sktadowych pola elektromagnetycz-
nego. W celu obliczenia wartosci pola w danym punkcie korzystamy z jego wartosci w tym
miejscu w poprzednim kroku czasowym, oraz z wartosci dualnego (magnetycznego lub
elektrycznego) pola w sasiednich punktach pél kroku czasowego wezeéniej. Rysunek 3.1.
przedstawia siatke Yee w jednym wymiarze w trzech chwilach czasu (n, n 4+ 1/2, n + 1).
Zatem majac poczatkowy rozktad pola mozemy obliczaé ewolucje czasows jego wartosci.

4W ogélnosci krok w réznych kierunkach moze byé rézny Ax # Ay # Az # Az, lecz w rozpatrywanych
wypadkach Az = Ay = Az = A,.
SWiodace cztony reszt sa rzedu (As)? i (A)?
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Rysunek 3.1. Siatka Yee dla przypadku jednowymiarowego w trzech kolejnych chwilach (n, n+1/2,
n+1). Warto$¢ E, \;”H (kolor czerwony) obliczana jest na podstawie wartosci E,|! (kolor zielony)

oraz Hy\?_;l/f i Hy|?j11/22 (kolor niebieski).
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Zapisujac uklad réwnan (3.10) na siatce Yee w postaci dyskretnej otrzymujemy:

n+1/2 n—1/2
Hy‘¢+1/2 - Hy’z‘+1/2 _ 1 Bl — Ez|7:+
A Plitay2 As
- Uh|z’+1/2 Hy|?+1/2} ,
3.17
Bl - Bl 1| Hulivye T Myl
Ay g’. Ag

1

1/2
- Ue|7; EZ‘:LJF / } .

We wzorach (3.17) pojawiaja sie wartosci pola elektrycznego w punktach o wspélrzednych
catkowitych (i, i + 1) oraz pola magnetycznego w punktach o wspélrzednych poléwko-
wych (i — 1/2, i + 1/2). Aby do podobnej zaleznosci doprowadzi¢ dla zmiennej czasowej
zastosowacé nalezy nastepujace usrednienia:

. Yli+1/2 Ylit+1/2
H ’z+1/2 - 2 ’ (3 18)
n+1/2 Ez‘?Jrl + EZ’?

Po podstawieniu zaleznosci (3.18) do (3.17) i prostych przeksztalceniach otrzymujemy
réwnania:

n+1/2 n—1/2 n n
Hy‘i+1/2 - Chh‘i+1/2 Hy‘i_i,-l/Q + Che‘i+1/2 (Ez‘i+1 - Ez‘z) ) ( )
3.19
n n n+1/2 n+1/2
Ez‘i—H = Ceel; E.|; +  Cenl; (Hy|i:_1/2 - Hylij_l/g) )
gdzie:
ol A ol A
Chnliy1p = |1- Trligiy2 B 1+ Ttliapp A ,
2 ptliy1/0 2 pilig1y
Ay Ohliy1/2 Dt
U S N TS
+1/2 fliy12 Ds 2 piliy1y
(3.20)
O'e‘»At Ue| At
eel; — 1-—— 1
o = (1-5) /(e

_ Ay Ue| Ay
Corls = (elA) / (” 2], )

Ograniczajac rozwazania do osrodkéw nieabsorbujacych otrzymujemy nastepujace war-
tosci wspotczynnikow:

Chhlizrg = 1,
Che\i+1/2 = )
MZ+1/2 3.21
Coll = 1. (3.21)

Ay
Ceh’l' - <€|ZAS> .
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3.4. Zroédla promieniowania

Istotnym elementem modelowania metoda FDTD sa Zrédla promieniowania [4]. Po-
czatkowo (w chwili startu obliczen numerycznych) wartosci pola elektromagnetycznego sa
wyzerowane w calym obszarze obliczeniowym. Dopiero z uptywem czasu symulacji (w ko-
lejnych krokach czasowych obliczen) wprowadza si¢ promieniowanie. Prostymi w imple-
mentacji numerycznej sa Zrédia twarde oraz Zrodla miekkie opisane ponizej.

3.4.1. Zrédla twarde

Twarde zréodlo promieniowania uzyskuje sie przez zadawanie wartosci pola w wybra-
nym punkcie siatki Yee, w kolejnych krokach czasowych. Przykladowo, aby wprowadzié¢
energie przez twarde zrédto, w jednowymiarowej siatce Yee, w punkcie is, nalezy postuzy¢
sie jedna z zaleznosci:

BT = n),
Hyl: = f(n).
Funkcja f(n) moze byé¢ dobierana wedtug potrzeb.® Przyktadowymi sa:
— fala sinusoidalna o czestotliwosci v i amplitudzie Ag
f(n) = Apsin(2rvnly), (3.23)

— impuls gaussowski o maksimum w chwili ng o wartoéci Ay oraz charakterystycznym
czasie zaniku ng (warunek ng > 3ns powinien by¢ zachowany, by zapewni¢ gladkie

wlaczenie Zrédla)
_ 2
£(n) = Agexp [— <n ”0> ] , (3.24)
ns

— zlozenie impulsu gaussowskiego i fali sinusoidalne;j

e\ 2
f(n) = Apexp [— (n 0) ] -sin 27 (n — ng) Ay . (3.25)

ng

Tak zadane zrédta wydaja sie by¢ bardzo dogodne, jednakze posiadaja one pewne wady.
Jezeli fala wyemitowana przez takie Zrodto odbije sie od badanej struktury, a nastepnie
powroci do zrodia ulegnie ponownemu odbiciu. Twarde Zrédla zachowuja sie jak idealne
przewodniki elektryczne (lub magnetyczne).

3.4.2. Zrédla miekkie

Migkkie zrédla promieniowania uzyskuje si¢ przez zadawanie wartosci pradu w wy-
branym punkcie siatki Yee, w kolejnych krokach czasowych. W algorytmie uzyskuje sie
taki efekt poprzez dodawanie do wielkosci obliczonej wedtug algorytmu poprawki zwiaza-
nej z pradem. Przyktadowo, aby wprowadzié¢ prad elektryczny w punkcie 75, do wielkosci

Ez’z obliczonej wedlug formuly (3.19) dodaje si¢ warto$¢ zalezna od czasu.

n

). (3.26)

(2

E.|" = E,

s

Wszystkie wezesniejsze uwagi dotyczace funkcji f(n) zachowuja waznosé.
Zaleta tak wprowadzonych zrédet jest ich transparentnos$é. Nie generuja one ponow-
nych odbié.

STstotnym jest, dla wyeliminowania wysokoczestotliwoéciowych sktadowych widma, by funkcja f (n)
przechodzita gtadko od(do) zera przy wlaczaniu(wylaczaniu).
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3.5. Pierwszy program

W rozdziale zostanie przedstawiony prosty program wykorzystujacy metode FDTD.
Ponizej znajduje sie kod programu wraz ze szczegétowym omdwieniem.

Program 1. £dtd-01.m
Program jest skryptem napisanym dla srodowiska MATLAB. W pierwszej kolejnosci
czyszczona jest zawartosé pamieci roboczej oraz podawane sa wartosci statych fizycznych.

clear all; %czyszczenie pamieci rToboczej
mu_0 = 1.2566370614359171e-6; %przenikalnosc magnetyczna
e_0 = 8.8541878176203892e-12; %przenikalnosc elektryczna
cc = sqrt(l/mu_O/e_O); %predkosc swiatla

Przygotowanie pamieci roboczej i inicjalizacja zmiennych zawierajacych wartosci stalych fizycznych

Nastepnie okreslane sg rozmiary kroku przestrzennego oraz powiazanego z nim kroku
czasowego. Wspolezynnik 1/2 jest zwiazany z kryterium stabilnoéci metody.”

dx = 1; %okreslenie rozmiaru kroku przestrzennego

dt = 0.5%xdx/cc; %okreslenie rozmiaru kroku czasowego

Okreslenie rozmiaru kroku czasowego i przestrzennego

Okreslenie rozmiaru symulacji (liczby punktéw siatki przestrzennej i liczby krokéw
czasowych w symulacji).

i 200; %okreslenie rozmiaru siatki

600; %okreslenie dlugosci trwania symulacji

Okreslenie rozmiarow siatki

Podanie parametréw zrodia. Rozpatrywana jest propagacja impulsu gaussowskiego

okreslonego réwnaniem
2
n—n,
f(n) =Agexp [—( - °> ] : (3.27)

Podawane sa zatem parametry ng oraz ns (spread) oraz polozenie Zrédla.

n0 = 40; %parametry impulsu poczatkowego
nd = 12;
is = [101]; %polozenie zrodla

Okreslenie parametréw zrodla
Nastepnie inicjalizowane sa:

— wartosci pol,

e
18/ h

zeros(1,i); %inicjalizacja pola elektrycznego

zeros(1,i); %inicjalizacja pola magnetycznego

Inicjalizacja wartosci pél

"Do okredlenia stabilnogci metody wykorzystuje sic parametr S = cA;/A,. Dla S < 1 metoda jest
stabilna.
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— wspolrzedne weztow

200 %obliczenie wartosci polozenia wezlow siatki
xe = [1:1]
22| xh [1:1]+.5;

Obliczenie wspoélrzednych weztéw

— przenikalnosci elektryczna i magnetyczna, ktére w rozwazanym przypadku sa prze-
nikalnosciami dla proézni,

24| %definicja parametrow materialowych
eps = e_Ox*xones(1,1i);
26| mu = mu_O%*ones (1,i);

Obliczenie przenikalno$ci oérodkéw

— wspélezynniki Cep|; oraz Chel, /o z réwnania (3.21).

28| %obliczenie wspolczynnikow ceh i che
ceh = (dt./eps/dx);
30| che = (dt./mu/dx);

Obliczenie wspotczynnikow Cep i Che

Ostatnia czynnoscia przed przejsciem do gtéwnej petli programu jest inicjalizacja wy-
kresow.

figure; %otworzenie okna wykresow
% wykreslenie wykresow dla chwili poczatkowej

subplot (2,1,1); %wykres pola elektrycznego
pe = plot(xe, e);

axis([min(xe), max(xe), -.2, 1.2]1);

xlabel (’polozenie’); %definicja etykiet osi

ylabel (’pole elektryczne [V/m]’);

subplot (2,1,2); %wykres pola magnetycznego
ph = plot(xh, h);

axis ([min(xh), max(xh), -3e-3, 3e-3]);

xlabel (’polozenie’);

ylabel (’pole magnetyczne [A/m]’);

Inicjalizacja wykreséw

W petli gléwnej programu, ktéra jest petla for, nastepuje obliczenie wartosci pol
elektrycznego i magnetycznego w kolejnych chwilach czasu. Wykorzystywany jest indeks
m, ktéry przebiega wartosci od 1 do n. Wykorzystana jest wektorowa notacja srodowiska
Matlab. Linie 51 i 56 programu odpowiadaja réwnaniu (3.19). W linii 53 wprowadzana
jest wartos¢ zrédta, w chwili czasu m. W kazdym wykonaniu petli od$wiezane sa dane na
wykresie.
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Rysunek 3.2. Wykres pdl elektrycznego i magnetycznego po 100 krokach czasowych uzyskany przy
uzyciu opisanego programu

% glowna petla programu
for m=1:n

%obliczenie pola elektrycznego w kolejnej chwili czasu
e(2:1) = e(2:1) + ceh(2:i) .*x(h(2:i)-h(1:i-1));
%wstawienie wartosci pola dla zrodla
e(is) = exp(-.5*((m-n0)/nd) "2);
%obliczenie pola magnetycznego w kolejnej chwili czasu
h(l1:i-1) = h(1:i-1) + che(l:i-1).*x(e(2:1)-e(1:1i-1));
%aktualizacja danych na wykresach
set (pe, ’YData’,e);
set (ph,’YData’,h);
refresh;
pause (0.01)

end

Gléwna petla programu

Zadanie 1. Uruchom program f£dtd-01.m. Odtwoérz wyniki przedstawione na Rysun-
ku 3.2.

Zadanie 2. Zmodyfikuj program f£dtd-01.m, aby przesledzi¢ dalsza propagacje im-
pulséw. Co sie dzieje, gdy impuls osiagnie granice obszaru obliczeniowego?
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3.6. Warunki brzegowe

W wielu zagadnieniach rozwiazywanych metoda przyrostéw skonczonych rozproszo-
na na elementach badanej struktury fala elektromagnetyczna po pewnym czasie symulacji
osigga granice obszaru obliczeniowego. Aby zasymulowaé jego rozciaganie si¢ w nieskonczo-
noé¢, nalezy zastosowaé¢ odpowiednie warunki brzegowe, ktére pozwolg fali na opuszczenie
obszaru obliczeniowego.

Skutecznym rozwiazaniem sg zaproponowane przez Berengera [12] w 1994 roku war-
stwy idealnie dopasowane (PML — perfectly matched layers). Na brzegach obszaru obli-
czeniowego znajduja sie warstwy, ktére sa absorbujace, ale ich wlaéciwosci s dobrane tak,
by na granicy wlasciwego obszaru obliczeniowego nie generowalo sie odbicie (niezaleznie
od kata padania).

W opracowaniu przedstawiono absorbujace warunki brzegowe, ktore sa prostym roz-
wigzaniem sprawdzajacym sie w obliczeniach jednowymiarowych.

W przedstawionym wczedniej programie symulowana jest propagacja fali elektroma-
gnetycznej w prézni, a rozmiar kroku czasowego A; jest zwigzany z rozmiarem kroku
przestrzennym Ag formuta:
1A,

gdzie ¢ jest predkoscia Swiatta w prozni.

Front fali elektromagnetycznej poruszajacej sie z predkoécia $wiatta potrzebuje dwéch
krokéw czasowych, na przebycie jednego kroku przestrzennego. Zatem wartoéci pdl elek-
trycznego lub magnetycznego w skrajnych punktach obszaru obliczeniowego moga by¢
wyznaczane w nastepujacy sposob:

E. |1 = E.}. (3.29)

Wartosé pola elektrycznego z punktu sasiadujacego ze skrajnym jest przechowywana przez
dwa kroki symulacji w pamieci, a nastepnie wpisywana jako warto$¢ w polu skrajnym.

We wczesniej przedstawionym programie wprowadzono stosowne modyfikacje, ktére
opisano ponize;j.

Program 2. £dtd-02.m
W programie wprowadzono absorbujace warunki brzegowe. W skrajnych weztach siatki
obliczane sa wartodci:

— pola elektrycznego dla wezta o numerze 1,
— pola magnetycznego dla wezta o numerze i + 1/2.

Zatem w petli gléwnej programu po obliczeniu aktualnych wartosci dla pola elektrycznego
dla weztéw o indeksach od 2 do i (linia 55) i po wpisaniu wartosci w punkcie, w kto-
rym znajduje sie zrédlo (linia 57), aktualizujemy warto$é pola elektrycznego w wezle
o indeksie 1 (linia 59). Pomocnicze zmienne etempl oraz etemp2 stuza do przechowania
odpowiednich wartosci przez dwa kroki czasowe. Podobne rozwigzanie zastosowano dla
drugiego skrajnego punktu dla pola magnetycznego.

% glowna petla programu

for m=1:n
%obliczenie pola elektrycznego w kolejnej chwili czasu
e(2:1) = e(2:1) + ceh(2:i) .*(h(2:i)-h(1:i-1));

%wstawienie wartosci pola dla zrodla
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e(is) = exp(-.5*((m-n0)/nd) " "2);

%absorbujace warunki brzegowe dla pierwszego wezla siatki

e (1) = etemp2;
etemp2 = etempl;
etemp1l e(2);

%obliczenie pola magnetycznego w kolejnej chwili czasu

h(l:i-1) = h(1:i-1) + che(1:i-1) .*x(e(2:1)-e(1:i-1));

%absorbujace warunki brzegowe dla ostatniego wezla siatki

h(i)
htemp2
htempl

htemp2;
htempl;
h(i-1);

%aktualizacja danych na wykresach
set (pe,’YData’,e);
set (ph,’YData’,h) ;
refresh;
pause (0.01)
end

Gléwna petla programu po wprowadzeniu absorbujacych warunkéw brzegowych

Oprécz tej modyfikacji w petli gtéwnej nalezy zainicjalizowaé zmienne pomocnicze

etempl, etemp2, htempl oraz htemp2.

e = zeros(1,1i); %inicjalizacja pola elektrycznego

h = zeros(1,i); %inicjalizacja pola magnetycznego
etemp2 = 0; %inicjalizacja zmiennych pomocniczych
etempl = O; %wykorzystywanych w

htemp2 = O0; %absorbujacych warunkach brzegowych
htempl = 0;

Inicjalizacja wartosci pél oraz zmiennych pomocniczych

Zadanie 3. Uruchom program f£dtd-02.m, odtwérz wyniki przedstawione na
ku 3.3.

3.7. Propagacja w osrodku dielektrycznym

Rysun-

W celu opisania propagacji w oérodku o zadanej wzglednej przenikalnosci elektrycznej
nalezy odpowiednio zmieni¢ wartoéci wspélczynnikow Cep|; zgodnie z réwnaniem (3.21).

Program 3. £dtd-03.m
Ponizej przedstawiona modyfikacja pozwala przeprowadzi¢ symulacje odbicia rozwa-
zanego impulsu gaussowskiego na granicy prézni i oérodka o wzglednej przenikalnosci
elektrycznej réwnej 4.

%definicja parametrow materialowych
eps e_0x[1.*x(xe<=100) + 4.x(xe>100)1];
mu mu_O*ones (1,1);

Obliczenie przenikalno$ci o$rodkéw
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Rysunek 3.3. Wykres pdl elektrycznego i magnetycznego po 230 i po 250 krokach czasowych uzy-
skany przy uzyciu opisanego programu
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Dla punktéw siatki, ktérych potozenie jest mniejsze od 100, wartosé¢ wzglednej przenikal-
nosci elektrycznej jest réwna 1, natomiast dla punktéw, ktérych polozenie jest wicksze od
100 warto$é¢ wzglednej przenikalnodci elektrycznej jest rowna 4.

Zmienna eps jest wykorzystywana do obliczenia wspotczynnikéw ceh.

%obliczenie wspolczynnikow ceh i che
ceh = (dt./eps/dx);
che = (dt./mu/dx);

Obliczenie wspolezynnikéw Cep|, oraz Chel,

Dodatkowo przesunieto zrédto impulsu w symulacji z wezla o numerze 100 do wezta
0 numerze 3.

is = [5]; %polozenie zrodla

Polozenie zrodla

Zostal takze zmieniony typ zroédla z twardego na migkkie.

%wstawienie wartosci pola dla zrodla

e(is) = e(is) + exp(-.5*((m-n0)/nd) "2);

Miekkie zrédlo

Impuls po osiagnieciu granicy ulega cze$ciowemu odbiciu. Dane z symulacji przedsta-
wione sg na Rysunku 3.4.

Przedstawiony przyktad pokazuje tatwosé z jaka do obszaru obliczeniowego w metodzie
FDTD mozna wprowadzi¢ rézne obiekty.

Zadanie 4. Uruchom program f£dtd-03.m, odtwérz wyniki przedstawione na Rysun-
ku 3.4.
3.8. Propagacja w osrodku absorbujgcym

W celu opisania propagacji w osrodku absorbujacym nalezy powrdcié¢ do wspotezynni-
kéw wyrazonych réwnaniami (3.20):

ol A Ohl; A
Chilizrp = |1- 7%“/2 ' 1+ 7]1'”1/2 ' ,
’ 2 M|z‘+1/2 2 M‘i+1/2
Ay Ohlipr/2 Dt
Chel; = <> / (1 + =1,
+1/2 fliy12 As 2 piligay (3:30)
3.30
O'e"At Ue"At
eel; — 1—— 1 5 )
o= (-5 /) (%

At Ue|‘At
. = 1 L .
Cotls <5|ZAS> / < " 2¢l; )
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Rysunek 3.4. Wykresy pél elektrycznego i magnetycznego po 230 i po 300 krokach czasowych.
Widoczny jest impuls po osiggnieciu granicy oraz po odbiciu. Szarym kolorem zaznaczono oérodek
o wzglednej przenikalnosci elektrycznej réwnej 4.
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Po przyjeciu zatozenia, ze o, = 0, wspélczynniki te maja postacé:

Chh‘i+1/2 = L

A
ﬂ‘i+1/2 A,

oel; A ool A (3.31)
el = 1 — Zeli = 14 =
culy = (1=} [ (1 %l
At O—e"At
- =t 14+ =",
Cotls (5’z’AS> / ( i 2¢el; )

Opisany ponizej program przedstawia oddziatlywanie fali sinusoidalnej z osrodkiem
absorbujacym.

Chelit1/2

Program 4. £dtd-04.m
Modyfikacje, jakie zostaly wprowadzone to:

— zmniejszenie rozmiaru kroku przestrzennego, a co za tym idzie kroku czasowego;

6/dx = 0.01; %okreslenie rozmiaru kroku przestrzemnego

dt = 0.5*%dx/cc; %okreslenie rozmiaru kroku czasowego

Okreslenie rozmiaru kroku czasowego i przestrzennego

— powiekszenie rozmiaru obszaru obliczeniowego i wydluzenie czasu trwania symulacji;

l_l.
1]

300; %okreslenie rozmiaru siatkid
10| n

1500; %okreslenie dlugosci trwania symulacji

Okreslenie rozmiarow siatki

— zmiana funkcji opisujacej prace zrédla;

12|n0 = 10; %parametry impulsu poczatkowego
is = [5]; %polozenie zrodla
Okreslenie parametrow zrodia
58 %wstawienie wartosci pola dla zrodla

e(is) = e(is) + sin(m/no0);

Funkcja opisujaca zrodto

— wprowadzenie do opisu, oprocz przenikalnosci elektrycznej i magnetycznej, takze
przewodnosci elektrycznej,

%definicja parametrow materialowych

28| eps = e_0*(1.*%(xe<=100) + 4.%x(xe>100));
mu = mu_O*ones(1,1i);
30| sigma = 0.x(xe<=100) + 0.04.*(xe>100);

Wprowadznie parametréw materiatlowych osrodkéw
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32

34

38

40

42

44

46

48

50

56

zmiana wyrazeh na wspotezynniki Cep|; oraz Chel; 4 /2, & takze wprowadzenie wspol-
czynnikéw Ce.|; zgodnie z réwnaniem (3.31);

%obliczenie wspolczynnikow ceh i che

ceh = (dt./eps/dx)./(l+sigmax*dt/2./eps);
che = (dt./mu/dx);
cee = (l-sigmaxdt/2./eps)./(l+sigmax*xdt/2./eps);

Obliczenie wspélczynnikow Cep, Che, Cee

zmiana osi wykreséw;

figure; %otworzenie okna wykresow

% wykreslenie wykresow dla chwili poczatkowej

subplot (2,1,1); %wykres pola elektrycznego
patch ([100 300 300 100],[-2 -2 2 2],[.9 .9 .9]), hold on;
pe = plot(xe, e); axis([min(xe), max(xe), -2, 2]);
xlabel (’polozenie’); %definicja etykiet osi

ylabel (’pole elektryczne [V/m]’);

subplot (2,1,2); %wykres pola magnetycznego

patch ([100 300.5 300.5 100],[-4e-3 -4e-3 4e-3 4e-3],...
[.9 .9 .9]), hold on;

ph = plot(xh, h); axis([min(xh), max(xh), -4e-3, 4e-3]);

xlabel (’polozenie’) ;

ylabel (’pole magnetyczne [A/m]’);

Inicjalizacja wykreséw pol

zmiana sposobu obliczenia pola elektrycznego uwzgledniajaca wprowadzenie wspot-
czynnikéw Ceel;.

%obliczenie pola elektrycznego w kolejnej chwili czasu

e(2:1i) = cee(2:i) .*e(2:i)+ceh(2:1i) .*(h(2:i)-h(1:i-1));

Obliczenia wartosci pola elektrycznego

Rysunek 3.5. przedstawia rozktad pél po 1500 krokach czasowych. Zaobserwowaé moz-
na zmniejszanie amplitudy wraz z glebokoscig na jaka wnika fala.

Zadanie 5. Uruchom program fdtd-04.m. Odtworz wyniki przedstawione na Rysun-
ku 3.5.

Zadanie 6. Wykonaj symulacje odbicia sinusiodalnej fali elektromagnetycznej na gra-
nicy dwdéch osrodkéw o réznych wspotezynnikach zalamania. Nastepnie zaproponuj odpo-
wiednig warstwe antyrefleksyjna i sprawdz jej dziatanie.

Zadanie 7. Wykonaj symulacje obicia fali elektromagnetycznej od zwierciadta Bragga.
W tym celu wprowadZ odpowiednia zalezno$¢ wzglednej przenikalnosci elektrycznej od
polozenia.
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Rozdziat 4.

Modelowanie wlasciwosci swiattlowodow me-
toda elementéw skonczonych

Celem tego rozdziatu jest zapoznanie czytelnika z podstawami metody elementéw skon-
czonych (MES, w literaturze anglojezycznej FEM — finite element method) oraz nauczenie
go jej praktycznego wykorzystania. W pierwszej czedci rozdziatu znajduje sie wyprowa-
dzenie MES dla skalarnych zagadnien brzegowych w elektromagnetyzmie. Dalej zaprezen-
towany jest przyktad rozwiazania skalarnego réwnania falowego dla lokalnie izotropowego,
niejednorodnego falowodu. W koncowej czeéci znajduje sie omowienie kodu zrédtowego
dla implementacji MES w érodowisku MATLAB.

4.1. Wprowadzenie

Metoda elementéw skonczonych jest technika numerycznego wyznaczania przyblizo-
nych rozwigzan zagadnien brzegowych. Matematyczne podstawy tej metody opracowane
zostaly na poczatku lat czterdziestych XX wieku przez Couranta. Poczatkowo metoda ta
stosowana byta do mechanicznych obliczen strukturalnych, jednak poczawszy od 1968 ro-
ku zaczeto ja takze wykorzystywaé¢ do rozwiazywania probleméw elektromagnetyzmu [1].
W pierwszym kroku MES [1, 2] przeprowadza sie dyskretyzacje obszaru, w ktérym po-
szukuje sie rozwiazania, poprzez podzielenie go na skoficzong liczbe prostych geometrycz-
nie podobszaréw, ktére nazywa sie elementami skonczonymi. Wyboér ksztattu elementéw
zalezy od rozwigzywanego zagadnienia, dla zagadnien dwuwymiarowych maja najczesciej
ksztalt tréjkatéw. Nastepnie wyprowadza sie réwnanie bazowe dla pojedynczego elementu.
Potem zapisuje sie uktadu réwnan dla wszystkich elementéw tworzacych dziedzine poszu-
kiwanej funkcji a w ostatnim kroku rozwiazuje sie ten uklad metodami algebraicznymi,
uzyskujac wyniki nadajace sie¢ do wizualizacji i dalszego przetworzenia.

4.2. Sformulowanie problemu

Metoda elementéw skonczonych wykorzystywana jest w ogdélnosci do rozwiazywania
zagadnien wartosci brzegowych [2]. Zagadnienie wartosci brzegowych to réwnanie réznicz-
kowe, zwyczajne lub czastkowe, ktérego rozwigzywane musi spelnia¢ dodatkowe ograni-
czenia nazywane warunkami brzegowymi. Przyktadem takiego réwnania jest rozpatrywane
w plaszczyznie zy stacjonarne rownanie Helmholtza, ktére dla funkeji wlasnych ¢ ma po-
staé [1-4]

V3 + k% =0, (4.1)
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gdzie Vi jest operatorem Laplace’a

, 2 &

VIS 3 o

(4.2)

a k? jest wartoécia wlasna. Réwnanie Helmholtza opisuje wiele zjawisk fizycznych. W kon-
tekécie elektromagnetyzmu, jest to stacjonarne réwnanie falowe, ktére moze zostaé¢ wy-
korzystane do badania rozkladéw pdl modéw TE (transverse electric) i TM (transverse
magnetic) w falowodach o dowolnym ksztalcie przekroju poprzecznego [1-4]. W falowodach
o jednorodnym rozkladzie wspélczynnika zalamania réwnanie (4.1) jest spelnione przez
sktadowa podtuzna (w kierunku propagacji z) pola elektrycznego E, lub magnetycznego
H, poszczegdlnych modéw, a pierwiastki kwadratowe kolejnych wartoséci whasnych k stano-
wia dlugoéci fali odcigcia tych modéw. Dla falowod6éw niejednorodnych (np. swiattowodéw
planarnych lub $wiattowodéw cylindrycznych w przyblizeniu stabego prowadzenia), row-
nanie (4.1) jest spelnione dla sktadowych poprzecznych pola - wtedy funkcja 1) oznacza
sktadowa poprzeczna pola elektrycznego dla przypadku TE oraz sktadowa poprzeczna pola
elektrycznego dla przypadku TM. Pierwiastek wartosci wlasnej £ ma w takim przypad-
ku inny sens fizyczny — jest tzw. poprzeczna stalg propagacji k, , ktora zwiazana jest ze
stala propagacji w kierunku podtuznym b oraz rozkladem poprzecznym wspoélczynnika
zalamania n ponizsza zaleznoscia [1-4]

K =k (z,y) = kgn® (z,y) - 5% (4.3)

w ktérej ky to modutl liczby falowej dla dtugoéci fali swietlnej Ag

2

ko= —.
0=

(4.4)

Nalezy w tym miejscu zdaé sobie sprawe [2], ze dla wielu zagadnien (przykladem jest
falow6d o niejednorodnym rozkladzie wspélezynnika zalamania) skalarne falowe réwnanie
stanowi tylko przyblizenie bardziej ogdlnego wektorowego rownania falowego (poniewaz nie
uwzglednia m.in. ono sprzezenia pomiedzy polem elektrycznym a magnetycznym, efektéw
polaryzacyjnych, skokéw pola na granicy niejednorodnosci oraz szeregu innych zjawisk fi-
zycznych opisanych réwnaniami réwnania Maxwella) [1,2]. W dalszej czesci tego rozdziatu
to przyblizenie jest uznawane za wystarczajace i bedzie omawiane w kontekécie propa-
gacji modow w falowodach o niejednorodnym rozkladzie wspélczynnika zatamania, czyli
réwnania (4.1) z wartosciami wlasnymi (4.3):

Vi + K2y =o0. (4.5)

Druga istotna kwestia zwiazana z zagadnieniami brzegowymi sg warunki brzegowe bez
ktérych nie da sie znalezé jednoznacznych rozwigzan tego typu probleméw. Najczesdciej sa
to tzw. jednorodne warunki brzegowe Dirichleta lub Neumana wymagajace, odpowiednio,
zerowania si¢ rozwigzania lub pochodnej rozwiazania na brzegu obszaru poszukiwan te-
go rozwigzania. W omawianym przypadku odpowiednikiem warunku Dirichleta jest tzw.
warunek brzegowy ,doskonalego przewodnika elektrycznego” PEC (perfect electric con-
ductor) dla modéw TM. Odpowiednikiem warunku Neumana jest tzw. warunek brzegowy
,doskonaltego przewodnika magnetycznego” PMC (perfect magnetic conductor) dla modéw
TE. Warunek PEC w zapisie matematycznym przyjmuje postaé

AxE =0, (4.6)
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natomiast warunek PMC
A x H =0, (4.7)

gdzie E to wektor natezenia pola elektrycznego, H to wektor natezenia pola magnetycz-
nego a 1 to wektor o jednostkowej dlugosci prostopadly do brzegu obszaru ograniczonego
danym warunkiem brzegowym. Pierwszy z nich (PEC) powoduje, ze z pola elektryczne-
go o dowolnym kierunku, po ,zadzialaniu” warunku brzegowego pozostaje tylko sktado-
wa prostopadla (normalna) do brzegu obszaru. Analogiczne jest dzialanie warunku PMC
w odniesieniu do pola magnetycznego. Konsekwencje tych spostrzezen sa istotne z punktu
widzenia MES [2,4].

W ujeciu klasycznym, zdefiniowane powyzej zagadnienie brzegowe mozna rozwigzaé na
kilka sposobéw. Dwa z nich, stanowiace podstawe stosownej wspdtcezednie metody elemen-
téw skonczonych, to metoda wariacyjna Raileigha-Ritza [1-3] oraz metoda residuéw wazo-
nych w ujeciu Galerkina [2,4]. Pierwsza z nich bazuje na przyjeciu dla danego zagadnienia
brzegowego takiego funkcjonaltu, ktérego minimum jest rozwiazaniem tego zagadnienia [2].
Nastepnie znajduje sie rozwigzanie minimalizujac funkcjonal. Uzyskane rozwigzanie jest
przyblizeniem w tym sensie, ze minimalizacji dokonuje sie podstawiajgc jako prébne funk-
cje, ktore stanowia jedynie przyblizenie rozwigzania doktadnego. Przyktadowo, przyjmuje
sie jako przyblizenie funkcje liniowg i tak dobiera sie jej wspélczynniki, zeby funkcjonat,
ktorego argumentem jest ta funkcja osiagnal wartosé¢ minimalna [2, 3] (przyblizenie po-
lega na tym, ze mogga istnie¢ inne funkcje, dla ktérych osiggnie sie lepsza minimalizacje
funkcjonatu). Druga metoda polega z kolei na tym, ze konstruuje sie residuum wazone dla
danego zagadnienia (w uproszczeniu: sumuje sie réznice pomiedzy rozwiagzaniem przybli-
zonym, ktére podstawione do réwnania (1) daje wartoséci niezerowe a wartosciami rozwia-
zania doktadnego, czyli zerowymi; réznice te sa dodatkowo mnozone przez pewne funkcje
wagowe), przy czym jako funkcje wagowe wybiera sie takie same funkcje, jakich uzyto do
aproksymacji rozwigzania. Nastepnie dobierajac odpowiednio wspotczynniki funkeji wago-
wych minimalizuje sie residuum [2,4]. W dalszej czesci przedstawione zostanie rozwiazanie
réwnania (4.5) metoda Galerkina.

Przed przystapieniem do rozwiazania réwnania (4.5) metoda elementéw skonczonych
nalezy wykonaé jeszcze jeden krok, tzn. przepisaé to réwnanie z ,postaci silnej” (czyli
zawierajacej druga pochodna) do ,postaci stabej” (czyli wyrazenia catkowo-r6zniczkowego
zawierajacego pochodne nizszych rzedéw). W metodzie Galerkina, przyjmie ono postaé

/ /Q (.93 + K 1) ds =0, (4.8)

gdzie T, oznacza funkcje testowa (ktérej postaé zostanie wybrana w kolejnym punkcie),
a ) oznacza obszar dla ktérego szukane jest rozwiazanie (rys. 1 a). Pierwszy skladnik
réwnania (4.8) mozna przepisa¢ zastepujac laplasjan dywergencja gradientu

[ tvds = [[ 7,99 ,0)ds (49)

a nastepnie przy pomocy pierwszej tozsamosci Greena (bedacej analogiem calkowania
przez czesci) wyrazi¢ go w postaci [4]

//QTS (6L'6MZ)) dS:_//Q6LTS‘ﬁl¢dS+£TSg:§dl' (4.10)

We wzorze (4.10) pojawia sie calkowanie po konturze I' otaczajacym obszar rozwiagzania
) oraz pochodna kierunkowa 8}6 po wersorze f normalnym do konturu T'.
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Wstawiajac z powrotem (4.10) do (4.8) otrzymuje sie

/ / VT,V wds — / / k2 Toabds — f 7.%%a. (4.11)
Q Q r ~on

W tym miejscu nalezy odwolaé sie do réwnan (4.6) i (4.7) definiujacych warunki brzegowe
w analizowanym zagadnieniu. Poniewaz funkcja testowa ma aproksymowaé rozwiazanie
dokladne, wymaga sie od niej (na mocy warunku PEC (6)) wyzerowania sie na brzegu
I' obszaru rozwigzania w przypadku TM. Z kolei w przypadku TE, na mocy warunku
brzegowego PMC (4.7) pochodna kierunkowa przyjmie wartosci zerowe. Dzigki temu moz-
na zauwazy¢, ze bez wzgledu na to, czy szukane sa rozwigzania TE czy TM prawa strona
réwnania (4.11) jest zawsze réwna zeru

)
—0. 4.12
50l =0 (4.12)

5

n

Zerowanie si¢ (4.12) oznacza, ze warunki brzegowe PEC dla modéw TM i PMC dla modéw
TE sa spelnione ze wzgledu na samg postaé¢ réwnania i dlatego tez bywaja nazywane
naturalnymi warunkami brzegowymi. Réwnanie (4.11) mozna zatem zapisaé¢ jako

/ /Q VT, ¥, ds — / /Q k2 Tyabds (4.13)

i przystapi¢ do jego rozwiazywania.

4.3. Rozwigzanie zagadnienia brzegowego metodg MES

Jak wspomniano w punkcie 4.1, rozwiazanie metoda elementéw skonczonych przebiega
w czterech etapach. Sa to dyskretyzacja obszaru rozwigzania, wybdr funkcji aproksymu-
jacej rozwiazanie, zapisanie ukladu réwnan dla wszystkich elementéw oraz rozwigzanie
powstalego uktadu réwnan.

4.3.1. Dyskretyzacja

Dyskretyzacja obszaru rozwigzania w metodzie elementow skonczonych polega na po-
dziale obszaru rozwiazania na elementy skonczone. Element skoniczony to prosta figura
geometryczna, dla ktorej okreslone zostaly wezly oraz funkcje wezlowe (inaczej funkcje
interpolacyjne, ksztaltu lub bazowe) aproksymujace rozklad analizowanej wielkosci ,nad”
elementem [1,2].
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Rysunek 4.1. Obszar rozwiazania  zagadnienia brzegowego z konturem I" przed (a) i po dyskrety-
zacji (b). Kolorem niebieskim zaznaczono numery elementéw, kolorem czarnym globalna numeracje
weztéw. Kolorem czerwonym zaznaczono przyktadowa numeracje wewnetrzna weztéw dla elemen-
tu 1.

Podczas dyskretyzacji elementowi nadawany jest numer. Numerowane sa rowniez wezly
nalezace do danego elementu, przy czym nalezy rozrézni¢ numeracje lokalng weztéw w ob-
rebie zawierajacego je elementu oraz numeracje globalna, w obrebie calego rozwiazania,
jak zilustrowano to na Rys. 4.1.b.

W zaleznoéci od liczby wymiaréw zagadnienia wyrdznia si¢ elementy skoficzone réznego
typu. W ogdlnoéci:

— element nazywany jest liniowym, jezeli wezly znajduja sie¢ w jego wierzchotkach,

— jezeli wezléw jest wiecej niz wierzchotkéw, element nazywany jest elementem wyz-
szego rzedu,

— rzad elementu jest zawsze rowny rzedowi lokalnej funkcji aproksymujacej (tzw. funk-
cjiksztaltu lub funkcji bazowej),

— liczba funkcji ksztaltu dla pojedynczego elementu jest réwna liczbie jego wezléw,

— funkcje ksztaltu sa tak dobrane, aby w weztach ktore dotycza ich wartosci przyjmo-
waly wartos$é jeden, a pozostalych wezlach przyjmowaly zero (Rys. 4.2.).

W analizowanym przypadku bedg stosowane elementy tréjkatne liniowe z liniowymi funk-
cjami wagowymi.

Samo zagadnienie dyskretyzacji obszaru rozwiazania jest zbyt zlozone aby omawiaé
je w ramach tego tekstu. Zamiast tworzy¢ siatke samodzielnie, mozna skorzystaé¢ jednego
z powszechnie dostepnych generatoréw siatek. Mozna réwniez wykorzystaé¢ interaktywne
narzedzie pdetool, ktére dostepne jest w sSrodowisku MATLAB z zainstalowanym pakietem
dodatkowym Partial Differential Equation Toolbox. Przy pomocy tego narzedzia mozna
narysowaé obszar rozwiazania, nada¢ mu dodatkowe wlasciwosci (tj. wyznaczyé podob-
szary o réznym wspoélczynniku zalamania) wygenerowaé siatke i wyeksportowaé do plikéw
zmienne zawierajace punkty i elementy. Mozna réwniez wygenerowac siatke z poziomu
polecen konsoli wykorzystujac funkcje dostepne w ramach tego pakietu, jak zostanie to
zademonstrowane w przyktadzie. W notacji stosowanej w srodowisku MATLAB tablica
punktow zawiera w dwéch wierszach wspéirzedne odpowiednio x i y kolejnych weztéw (nr
kolumny to numer wezta). Tablica elementéw zawiera cztery wiersze. Pierwsze trzy koduja
globalne numery kolejnych wezléw elementu, czwarty wiersz zawiera numer podobszaru
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Rysunek 4.2. Przykladowe funkcje ksztaltu (bazowe) dla liniowego elementu tréjkatnego pierwszego
rzedu [1]

do ktorego nalezy dany element. Zazwyczaj potrzebna jest tez tablica zawierajaca nume-
ry weztéw brzegowych, dzieki ktérej mozna w sposdb jawny wprowadzi¢ do koncowego
uktadu réwnan warunki brzegowe, jednak w przytoczonym ponizej przyktadzie nie bedzie
ona wykorzystywana. W narzedziu pdetool tablica ta wprawdzie nie jest dostepna bezpo-
srednio, ale tatwo mozna ja utworzy¢ na podstawie analizy tablicy zawierajacej krawedzie.
Tablica ta w pierwszych dwoch wierszach zawiera numer poczatkowego i koficowego wezta
poszczegdlnych krawedzi, natomiast w dwéch ostatnich wierszach zawiera numery podob-
szaréw, ktére dane krawedzie przecinaja. Krawedzie brzegowe sasiaduja z podobszarem
o indeksie zerowym a dzigki tej informacji (wykorzystujac np. polecenia find i unique)
mozna w prosty sposéb uzyska¢ rowniez numery weztéw brzegowych.

4.3.2. Aproksymacja

Wewnatrz pojedynczego elementu, rozwiazanie doktadne przyblizane jest plaszczyzna
(formalnie, nalezaloby w tym miejscu wyraZnie zaznaczy¢ réznice pomiedzy rozwiazaniem
dokladnym ¥ a jego przyblizeniem, jednak dla uproszczenia zapisu nie wprowadza si¢
nowego symbolu)

Y =a+ bx + cy, (4.14)

gdzie a, b i c to nieznanie parametry. Zaktadajac, ze znane sa wartosci rozwiazania y1, y2,
y3 w weztach elementu, réwnanie tej plaszczyzny mozemy znalezé przy pomocy interpolacji
zapisujac uklad réwnan

1 = a+ bxy + cyy

Yy =a+bxa+cys . (4.15)
3 = a + brs + cys
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Uktad ten mozna przepisa¢ w notacji macierzowej

L 1 un a Y1
Iz o b | =| v (4.16)
L x3 ys3 c (F
i a nastepnie znalezé jego rozwigzanie
~1
a L 1w (1
=1 z2 P2 |- (4.17)
1 z3 ys3 V3
Po wstawieniu rozwiazania (4.17) do réwnania (4.14)
~1
a 1L 1w (1
1/1:[1:/63/} b :{1xy} 1 2o yo o (4.18)
c 1 z3 ys V3

mozna zauwazy¢, ze (4.18) da sie przepisa¢ w postaci kombinacji liniowej wielomianéw a;

3
i=1
gdzie
1
oraz (A jest polem powierzchni elementu)
1z wn
A= 5 1 2 y2 | =x1b1 + x2bo + x3b3. (4.21)
1 z3 ys
bi =y — Yk dla i=2,7=3k=1 (4.22)
Cp =Tk — Ty i:3,j:1,k:2

Wyrazenie (4.22) oznacza po prostu cykliczne przechodzenie indekséw przy obliczaniu
wspblezynnikéw a;, by, ¢; w wielomianie a; dla i-tego wezta. Jak wspomniano wczesniej,
przedstawione tu rozwigzanie zagadnienia brzegowego MES przeprowadzane jest z wy-
korzystaniem metody Galerkina, a w metodzie tej jako funkcje testowe (wagowe) wpro-
wadzone wcze$niej wykorzystuje sie wtasnie wielomiany aproksymujace w wyprowadzonej
powyzej postaci

Ts = aj (x,y) (1=1,2,3). (4.23)

Dzieki temu lewa strone (4.13) réwnania dla pojedynczego elementu (oznaczonego sym-
bolicznie jako obszar A) mozna zapisaé¢ jako

//A (6LTS . 6L¢) dxdy = gwl //A (6Lai . ﬁlaj) dxdy (1 =1,2,3) (4.24)

a prawa w postaci

//A K2 (Toy) dedy = kiz:% //A (q - o) dady (j=1,2,3). (4.25)
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W réwnaniu (4.25) poprzeczng stala propagacji kzi mozna wylaczy¢ przed calke, poniewaz
w obrebie poszczegélnych elementéw przyjmuje ona wartosci stale (tak jak i wspdlezynnik
zalamania od ktérego zalezy). Zatem jak wida¢ na podstawie (24, 25) réwnanie (4.13)
zapisane dla pojedynczego elementu przybiera postaé

X:@/J//A (%az-.%aj) dxdy:kiiz:wi//A (i - ;) dady (j=1,2,3), (4.26)

a W postaci macierzowej

[Set] [9] = k7 [T) [¥] (4.27)

gdzie
[Su] = //A (Vi Via;)dedy (j=1,2,3) (4.28)
Tl = [ (e dedy (i =1.23). (4.29)

W zapisie (4.28) i (4.29) indeks el oznacza, ze dotyczy macierzy wyznaczonych dla poje-

dynczego elementu. Wiedzac, ze dla funkcji bazowych a; gradient przyjmuje postaé
86% ~ aai N 1

Vi R — — (b:4 vy 4.
Vi 8xx+ &yy 24 (bzw‘f’czy)? ( 30)

elementy macierzy
ﬁj_al-ﬁj_al 6J_041-6J_042 ﬁlal-ﬁlag
[VLO% : VLOC]} = Viaw-Viay Vias-Vias Viyas-V, ag (4.31)
Viaz-Vian Viag-Vias Viaz-Viog
da sie zapisa¢ bezposrednio w oparciu o wspotcezynniki funkcji bazowych dla kazdego wezta
b3 + 3 biby + cicy  bibs 4 cics

AA2
44 b3b1 + C3Cq b3b2 + C3Cy b% + C%
a zatem
[Set] = A[Viai-Viaj]. (4.33)
Podobnie macierz (4.29) upraszcza sie do postaci [1-4]
A 2 11
T=5 |1 21 (4.34)
1 1 2

Uwzgledniajac w ukladzie rownan (4.27) postaé¢ (4.3) poprzecznej stalej propagacji dla
oérodkow niejednorodnych otrzyma sie

[Sal [¥] = (kgnZ — 87) [T [¥], (4.35)

gdzie ng; to wspélezynnik zalamania dla danego elementu. Na koniec uktad réwnan (4.35)
przeksztalca sie do postaci

[Cal W] = 52 [Tu] [4] (4.36)
macierzowego problemu wlasnego z warto$ciami wlasnymi reprezentowanymi przez po-
dluzna stala propagacji b oraz wektorami wlasnymi y stanowiacymi przyblizenie (o czym
wspomniano wezesniej) rozwiazania doktadnego nad obszarem danego elementu, gdzie

[Cet] = kgnZ) [Tu] — [Sei] - (4.37)

Dzieki takiemu zapisowi (podluzna stala propagacji b nie zmienia sie w przekroju po-
przecznym falowodu) mozliwe bedzie utozenie globalnego uktadu réwnan.
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Rysunek 4.3. Przyklad ilustrujacy scalanie ukladéw réwnan [1]. Wezly lokalne numerowane sa
przeciwnie do ruchu wskazowek zegara, przy czym wybdr pierwszego wezta jest dowolny. Dowolna
jest réwniez kolejnosé numeracji elementow i weztéw w skali globalnej.

4.3.3. Scalenie i rozwigzanie uktadu réwnan

Ostatnie dwa etapy metody elementéw skonczonych to scalenie ukladéw réwnan dla
pojedynczych elementéw w uktad globalny i rozwiazanie powstalego w ten sposéb alge-
braicznego zagadnienia wlasnego.

Celem scalania (asemblacji) lokalnych (tj. zwiazanych z pojedynczymi elementami)
uktadéw réwnan do ukladu globalnego jest zagwarantowanie ciagltosci rozwiagzania pomie-
dzy sasiadujacymi elementami oraz uwzglednienia warunkéw brzegowych (jako zewnetrz-
ne sasiedztwo elementow znajdujace sie na brzegu obszaru obliczeniowego przyjmuje sie
warunki brzegowe). Aby lepiej zrozumieé proces scalania nalezy postuzyé¢ sie uproszczo-
nym przyktadem, zilustrowanym na Rys. 4.3. [1]. Nalezy zwréci¢ uwage, ze wezly lokalne
numerowane sa przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara (jest to dosy¢ istotne, poniewaz
numeracja zgodna z ruchem wskazéwek zegara zmienia znak wyrazenia (21) na ujemy),
przy czym wybor pierwszego wezta jest dowolny. Dowolna jest réwniez kolejno$¢ numeracji
elementéw i weztéow w skali globalnej. Wynikajg one z wyboru algorytméw triangularyzacji
wykorzystywanych przez generatory siatek.

W rozpatrywanym przykltadzie obszar rozwigzania zostal podzielony na trzy elemen-
ty trojkatne lezace pomiedzy piecioma punktami weztowymi. W zwiagzku z tym macierz
wsp6blezynnikéw (4.37) ma wymiary 5x5 (dokladniej, liczba réwnan w uktadzie jest row-
na liczbie stopni swobody uktadu a ta z kolei réwna jest liczbie weztéw pomnozonej przez
liczbe stopni swobody pojedynczego wezta czyli liczbe niewiadomych do wyznaczenia w
tym wezle — w rozpatrywanym przypadku liczba stopni swobody kazdego wezla wynosi 1)

Cn - Cis
Cl= + - (4.38)
Cs1 -+ Css

a jej poszczegollne elementy traktujemy jako wspotczynniki sprzezenia pomiedzy poszcze-
gélnymi weztami [1,2]. Jak wspomniano, w rozpatrywanym przypadku rozwiazanie (tzn.
funkcja y) w kazdym wezle musi byé ciagla. Wykorzystuje sie ten fakt do wyznaczenia
elementéw C;; macierzy wspoélczynnikow (4.38): sprzezenie i-tego wezla z j-tym wyzna-
cza sie jako sume wkladéw pochodzacych od wszystkich elementéw zawierajacych wezly @
oraz j. Jest proste zadanie poniewaz w obrebie kazdego elementu (el to numer elementu)
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macierz C, ma réwniez postac

oy oy o
Ca=| P D ol (4.39)
o’ o) o5
uwzgledniajaca zaleznosci (sprzezenia) pomiedzy poszczegdlnymi weztami wewnetrznymi

elementu. Zatem jak wynika z Rys. 4.3., wspélczynnik C1; w macierzy (4.38) bedzie mial
postac

iy =cY 4+, (4.40)

poniewaz dotyczy wezta o numerze 1, ktéry jest weztem wspdlnym dla elementéw 1 1 2
(a w numeracji wewnetrznej obydwu elementéow wezel ten réwniez ma numer 1). Wezel
2 nalezy tylko do elementu pierwszego i ma lokalny (w obrebie tego elementu) numer 3,
zatem

Cap = CL). (4.41)

Wezel 4 nalezy do elementéw 1, 2 1 3, stad element Cy4 macierzy (4.38) przyjmie postaé
Cuu = C3) +CF) + ). (4.42)

Sprzezenie wezta 1 z weztem 4 dzigki temu, ze oba wezty sa wspdlne dla elementéw 11 2,
zostanie zapisane jako

Cu=C%+c? (4.43)

aweztadz1
Cyn =Y+, (4.44)

Wida¢ w tym miejscu , ze zachodzi relacja

Ci14 =Cyp (4.45)

poniewaz macierze sprzezen lokalnych C; sa symetryczne - wynika to ze wzoréw (31, 34
37). Poniewaz istnieja tez wezly, ktére nie maja bezposredniego sprzezenia, czesé elemen-
téw macierzy (4.38) przyjmie po prostu warto$¢ zerowa, przyktadowo

Coz = C39 = 0. (4.46)

Ostatecznie macierz (4.38) po uwzglednieniu wszystkich zaleznosci przyjmie postaé

o) oo aecl o
op e o
c=| b o cacd  cecd o |
o oy e iad el ied cf
o 0 e s SR 3

Analogicznie wyprowadza sie macierz T po prawej stronie réwnania (4.36) co prowadzi do
globalnego uktadu réwnan

[C][¥] = 62 [T [].- (4.48)

Mozna zauwazy¢, ze gdy liczba elementéw bedzie rosnaé, sytuacja zapisana wzorem
(4.46), czyli brak sprzezenia pomiedzy weztami bedzie coraz czestsza. Doprowadzi to do
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sytuacji, w ktorej macierze w réwnaniu (4.48) beda tzw. macierzami rzadkimi. Ponie-
waz MATLAB [5] umozliwia prowadzenie obliczen na tego typu macierzach, zostanie to
wykorzystane w kodzie programu zaproponowanego ponizej.

W tym miejscu mozna przystapi¢ do rozwiazania algebraicznego problemu wtasnego
(4.48), co jest celem wszystkich krokéw wykonanych w ramach opisanego algorytmu MES.
Samo rozwiazanie, podobnie jak generowanie siatki, nie stanowi tematu tego rozdziatu.
Podobnie jak w przypadku siatek oraz podczas pdézniejszej wizualizacji wynikow, do roz-
wigzania algebraicznego zagadnienia wtasnego zostang wykorzystane funkcje srodowiska
MATLAB.

Na zakonczenie warto przytoczy¢ jeszcze dwie uzyteczne formuty

y 1<

% - ﬂ P wzbza (4'49)
dyp _ 1 iﬂ" | (4.50)
dy ~ 24 &7 ‘

ktére umozliwiaja wyznaczenie pochodnych czastkowych potencjatu y po rozwiazaniu za-
gadnienia wlasnego (4.48).

4.4. Przykladowy program

Ponizszy przyklad dotyczy rozwiazania skalarnego réwnania falowego (4.5) dla modéw
TE w $wiattowodzie o przekroju cylindrycznym. Funkcja y w réwnaniu (4.5) to skladowa
poprzeczna pola elektrycznego. Ze wzgledu na nieskoniczona symetrie obrotows przekro-
ju poprzecznego (czyli brak wyr6znionego kierunku) swiatlowodu, nie da sie dokladnie
okredli¢ zorientowania kierunku tej sktadowej wzgledem przyjetego uktadu wspédtrzednych
kartezjanskich. Innymi stowy, jesli przyjmie si¢ oznaczenie, ze jest to sktadowa F,, uklad
wsam zadecyduje” jaki kierunek bedzie miala ta skladowa. Dodatkowo nalezy podkresli¢,
ze przytoczony przyktad nie wymaga jawnej implementacji warunkéw brzegowych — jak
wspomniano wczesniej dla przypadku TE warunki brzegowe PMC sa spelnione w sposéb
naturalny (w przypadku warunkéw TM nalezaloby usunaé te wiersze i kolumny macie-
rzy uktadu (48) ktore odpowiadaja weztom brzegowym). Ponizej zamieszczono przyklad
implementacji tego zadania.

W pierwszym kroku definjowana jest geometria problemu. Swiatlowéd cylindryczny
(tzn. jego przekrdj poprzeczny) mozna przedstawié jako dwa wspoétsrodkowe okregi C1 1 C2
o roznych promieniach. Aby wykorzysta¢ do obliczen pakiet Partial Differential Equation
Toolbox nalezy dostosowac rozwiazywany problem do przyjetej w ramach tego pakietu no-
menklatury (jest to tzw. model CSG - constructive solid geometry [5]), mianowicie trzeba
zdefiniowacé trzy zmienne: gd, ns oraz sf a nastepnie wykorzystaé je jako argumenty funkcji
decsg. Zmienna gd (od geometry description matriz) zawiera w kazdej kolumnie informa-
cje o poszczegdlnych elementach geometrii w modelu CSG. W analizowanym przypadku
elementy to dwa okregi C'1 (plaszcz o promieniu 20 mm) i C2 (rdzen o promieniu 4 mm).
Okrag kodowany jest flaga o wartosci 1 w pierwszym wierszu, w kolejnych wierszach znaj-
duja sie wspolrzedne z i y $rodka okregu i jego promien. Elementy CSG musza posiadaé
nazwy. Nazwy kodowane sa w zmiennej ns (od name space matriz), ktorej poszczegdlne
kolumny odpowiadaja kolumnom zmiennej gd i zawieraja tancuchy znakéw (czyli ‘C1’ i
‘C2’) transponowane do postaci kolumnowej i przekonwertowane na typ double (czyli wy-
nikiem bedzie macierz [67, 67; 49, 50]).
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(a) (b)

C1

Rysunek 4.4. Przekrdj poprzeczny Swiattowodu reprezentowany przez dwa wspotérodkowe okregi
C1 i C2 (a). Efektu wywotania funkcji decsg: zamiana okregéw C1 i C'2 na podobszary minimalne
11 2 (kolor czerwony) rozdzielone krawedziami 1 — 8 (kolor niebieski i zielony)

% Czyszczenie pamieci i ekranu konsoli

clear all; clc;

% Definiowanie zmiennych opisujacych geometrie:
% pierwszy okrag (plaszcz) — C1

gd(:, 1) = [1; 0; 0; 20.0e-6];

% drugi okrag (rdzen) — C2

gd(:, 2) = [1; 0; 0; 4.0e-6];

% Ich nazwy (‘C1’ i ‘C2’) sa rozwijane w kolumny
% a nstepnie konwertowane na typ double.

ns = double(reshape(['C1’, ’C27]", 2, []));

% Podanie formuly wiazacej elementy geometrii
% w analizowanym przypadku jest to suma dwoch obszarow
sf = C1+C2;

% Podzial geometri na obszary minimalne

dl = decsg(gd, sf, ns);

Relacje, ktore wiaza elementy CSG (czyli suma, réznica badZ czesé wspélna zbiordw)
kodowane sa w zmiennej sf (od set formula). W analizowanym przypadku zbiorem wyniko-
wym jest to suma okregéw C1 i C2 (czyli ‘C1 + C2’). Funkcja decsg (nazwa od decompose
constructive solid geometry) pozwala w oparciu o opisane powyzej zmienne przechowuja-
ce geometrie problemu utworzy¢ zbiér minimalnych roztacznych obszaréw ograniczonych
granicami zewnetrznymi i wewnetrznymi.

W analizowanym przypadku zbidr ten zawiera¢ bedzie w zmiennej dl dwa podobszary
ograniczone o$mioma krawedziami, jak zilustrowano to na Rys. 4.4.. Krawedzie sa tukami
odpowiednich ¢wiartek okregéw C1 i C2. Zmienna dl w kazdej kolumnie zawiera informacje
o poszczegolnych krawedziach. W pierwszym wierszu znajduje sie flaga charakteryzujaca
ksztalt krawedzi (luk okregu - 1, prosta — 2, tuk elipsy - 4), w kolejnych wierszach znaj-
duja sie wspotrzedne = poczatku i konca krawedzi oraz wspélrzedne y poczatku i konca.
Pozostale wiersze w zaleznosci od ksztaltu krawedzi zawieraja dodatkowe informacje (np.
wspolrzedne $rodka i promien krzywizny dla tuku okregu) — wiecej szczegbéléw mozna
znalez¢ w obszernym temacie pomocy dla funkcji decsg.
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Rysunek 4.5. Wizualizacja podzialu obszaru rozwiazania na elementy tréjkatne przy réznych war-
tosciach parametru hmax okreslajacego maksymalna dlugosé krawedzi elementu; (a) hmaz = 2.0
mm, siatka zawiera 1020 elementéw, (b) hmaz = 0.5 mm, siatka zawiera 17414 elementéw.

% Generowanie siatki

[P, e, t| = initmesh(dl, Thmax’, 2e-6);

% Wyswietlenie obszaru rozwigzania i wygenerowanej siatki
set(figure(1), *Color’, "w’)

pdemesh(p,e,t); title("Przyklad siatki’);

axis equal; xlabel(’x [um]’); ylabel(’y [um]’)

% Zapisanie zmiennych p i t na dysku

save('p.mat’, 'p’, -mat’); save('t.mat’, 't’, -mat’);

Nastepnie wywotywana jest funkcja initmesh, ktérej argumentem jest zbiér podobsza-
row dl a wynikiem opisane wczedniej macierze p, e i t zawierajace informacje o punktach
i elementach bedacych wynikiem trinagularyzacji. Funkcja initmesh posiada rowniez kilka
argumentow opcjonalnych a wsréd nich hmaz, ktory okresla maksymalna dlugoéé krawedzi
wygenerowanych elementéw. Na rysunku 5 pokazano siatki uzyskane dla dwéch wartosci
tego parametru, hmazr = 2.0 mm (Rys. 4.5. a, 1020 elementéw) oraz hmaz = 0.5 mm (Rys.
4.5. b, 17414 elementéw). Do wizualizacji wygenerowanych siatek stuzy funkcja pdemesh.
W dalszych obliczeniach wykorzystano gestsza siatke.

Po zdefiniowaniu geometrii i wygenerowaniu siatki mozna przystapi¢ do wtasciwej cze-
Sci rozwigzania problemu, tj. implementacji procedury MES. W pierwszej kolejnosci defi-
niowane sg wartosci parametréw rozwiazywanego zadania.

% Czyszczenie pamieci i ekranu konsoli
clear all; clc;

% Dlugosc fali

lambda = 1.00*1e-6;

% Przenikalnosci dielektryczne podobszarow
Epsilon = [1.45, 1.44].72;

% Kwadrat modulu wektora falowego

kos2 = (2*pi/lambda)"2;

% Macierz (4.34) dla pojedynczego elementu
Tsel =1[2,1,1;1,2,1; 1, 1, 2]/12;

Nastepnie tadowane sa do pamieci zmienne p i ¢, wygenerowane uprzednio opisanym
sposobem i zapisane na dysku, zawierajace punkty i elementy.
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% Zmienna p zawierajaca wspolrzedne x i y kolejnych wezlow
load(’p.mat’);

% Zmienna t zawierajaca numery wezlow nalezace do kolejnych

% elementow oraz numery podobszarow do ktérych naleza elementy
load(’t.mat’);

Potem pobierane sg liczby elementow i1 weztéw siatki oraz prealokowane macierze rzad-
kie C i T z réwnania (4.48) i odpowiadajace im macierze pomocnicze Cg; i T¢; z réwnania
(4.36) dla pojedynczych elementéw.

% Liczba elementow

nElems = size(t, 2);

% Liczba wezlow

nPoints = size(p, 2);

% Prealokacja macierzy dla globalnego ukladu rownan(4.48)
C = sparse(nPoints, nPoints);

T = sparse(nPoints, nPoints);

% Prealokacja macierzy (4.33), (4.34) i (4.37) dla
% pojedycznego elementu

Tel = zeros(4.3);

Sel = zeros(4.3);

Cel = zeros(4.3);

Kolejng czesé programu stanowi petla for przebiegajaca po numerach elementéw przy
czym zmienna elem_nr reprezentuje numer biezacego elementu. Ze zmiennej ¢ (ktéra jest
macierza o wymiarach 5xnFElems) w kazdym obiegu petli pobierany jest numer podob-
szaru, ktéry jest nastepnie wykorzystywany do wyznaczenia kwadratu wspotczynnika za-
tamania eps w obrebie biezacego elementu. Ze zmiennej ¢ pobierane sa rowniez indeksy
weztow w notacji globalnej wezel_ 1, wezel_2 i wezel 3, odpowiadajace pierwszemu, drugie-
mu i trzeciemu wezltowi w notacji lokalnej (czyli w obrebie biezacego elementu).
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for elem_nr = 1 : nElems

% Ustalenie numeru podobszaru i odpowiedajej mu wartosci
% przenikalnosci dielektrycznej

eps = Epsilon(t(4, elem_nr));

% Pobranie globalnych numerow wezlow odpowiadajacych
% numerom 1, 2 1 3 w obrebie biezacego elementu

wezel 1 = t(1, elem_nr);

wezel 2 = t(2, elem_nr);

wezel 3 = t(3, elem_nr);

% Wspolezynniki b i ¢ dla biezacego elementu, wzor (4.22)
bl = p(2, wezel 2) - p(2, wezel 3);
b2 = p(2, wezel 3) - p(2, wezel _1);
b3 = p(2, wezel_ 1) p(2, wezel 2);
cl = p(1, wezel 3) - p(1, wezel 2);
c2 = p(1, wezel 1) - p(1, wezel_3);
c3 = p(1, wezel 2) - p(1, wezel_1);

% Pole powierzchni elementu, wzor (4.21)
A = 0.5%(p(1, wezel_1)*bl + ...

p(1, wezel 2)*b2 4 p(1, wezel_3)*b3);

% Wyznaczenie macierzy Sel, wzor (4.33)
Sel(1, 1) = b1*bl + cl*cl;

Sel(3, 1) = b3*bl + c3*cl;

Sel(3, 2) = b3*b2 + c3*c2;

Sel(3, 3) = b3*b3 + c3*c3;

% Wyznaczenie macierzy Tel, wzor (4.34)

Tel = A*Tsel;

% Wyznaczenie macierzy Cel, wzor (4.37)

Cel = eps*kos*Tel - Sel/(4*A);

% Zlozenie macierzy T globalnego ukladu rownan, wzor (4.48)

Sel(1, 2) = b1*b2 + cl*c2;
Sel(1, 3) = b1*b3 + cl*c3;
Sel(2, 1) = b2*bl + c2*cl;
Sel(2, 2) = b2*b2 + c2*c2;
Sel(2, 3) = b2*b3 + c2*c3;
(3, 1)
(3, 2)

T(wezel 1, wezel 1) = T(wezel 1, wezel 1) + Tel(1, 1);
T(wezel 2, wezel 1) = T(wezel 2, wezel_1) + Tel(2, 1);
T(wezel_3, wezel_1) = T(wezel_3, wezel_1) + Tel(3, 1);
T(wezel_1, wezel 2) = T(wezel_1, wezel 2) + Tel(1, 2);
T(wezel 2, wezel 2) = T(wezel 2, wezel 2) + Tel(2, 2);
T(wezel 3, wezel 2) = T(wezel 3, wezel 2) + Tel(3, 2);
T(wezel_1, wezel _3) = T(wezel_1, wezel_3) + Tel(1, 3);
T(wezel 2, wezel 3) = T(wezel 2, wezel_3) + Tel(2, 3);
T(wezel 3, wezel_3) = T(wezel 3, wezel_3) + Tel(3, 3);
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% Zlozenie macierzy C globalnego ukladu rownan, wzor (4.48)
wezel_1, wezel 1) = C(wezel_1, wezel_1) + Cel(1, 1);
wezel 2, wezel_1 wezel 2, wezel 1) + Cel(2, 1);
wezel 3, wezel _1 wezel _3, wezel 1) + Cel(3, 1);
wezel_1, wezel 2 wezel_1, wezel 2) + Cel(1, 2);

C(

C( ) = ) (2, 1)
C( ) = ) (3, 1)
C( ) = ) (1, 2)
C(wezel 2, wezel 2) = C(wezel 2, wezel 2) 4+ Cel(2, 2);
C( ) ) (3, 2)
C( ) = ) (1, 3)
C( ) = ) (2, 3)
C( ) = ) (3, 3)

C(
C(
C(
C(
wezel 3, wezel 2 C(wezel 3, wezel 2) 4+ Cel(3, 2);
C(wezel 1, wezel 3) + Cel(1, 3);
C(wezel 2, wezel 3) + Cel(2, 3);
C(

wezel_3, wezel_3) + Cel(3, 3);

wezel_1, wezel 3
wezel 2, wezel 3
wezel 3, wezel 3

Dzigki znajomosci numeréw weztéw mozliwe jest pobranie ich wspoétrzednych ze zmien-
nej p, w ktérej indeks kolumny jest numerem wezta. Wspotrzedne umozliwiaja z kolei obli-
czenie wspdlczynnikéw interpolacji b1, b2, b3 i c1, ¢2, ¢3 z réwnania (4.22). Wsp6tcezynniki
te sa sluza do wyznaczenia pola powierzchni elementu A ze wzoru (4.21) oraz macierzy
Se; ze wzoru (4.33). Nastepnie oblicza sie wartosci elementéw macierzy T (4.34) 1 Cyy
(4.37). Macierze te zawierajace wspOlczynniki sprzezenia miedzy elementami i sa z kolei
wykorzystywane do wyznaczenia globalnych macierzy sprzezen metods opisang w punkcie

3.3.

Uzyskane w ten sposob algebraiczne zagadnienie wlasne moze by¢ rozwiazane za po-
moca wbudowanej procedury eigs. Procedura ta jako argumenty przyjmuje dwie macierze
uogdlnionego zagadnienia wlasnego, liczbe wartosci wlasnych do wyznaczenia (podano licz-
be 20) oraz tzw. przesuniecie czyli wartosé, w poblizu ktérej poszukiwane beda wartosci
wlasne.

[V, eigVals] = eigs(C, T, 20, kos2*Epsilon(1));
neff = diag(sqrt(eigVals/kos));
save(’sols.mat’, 'V’ "neff’, *-mat’);

Po rozwigzaniu na gléwnej przekatnej macierzy eigVals zapisywane sa znalezione war-
tosci wlasne a w kolejnych kolumnach macierzy V odpowiadajace im wektory wtasne.
Otrzymane wartodci wlasne sa zamieniane na efektywne wspotczynniki zatamania — war-
tosci bardziej uzyteczne z punktu widzenia rozpatrywanego problemu. Uzyskane wyniki
sg zapisywane na dysku w pliku sols.mat.

(a) (b)

¥ 10 Rozwiazanie 1: neff= 1.447344 ¥ 10 Rozwiazanie 2: neff= 1.444889

Rysunek 4.6. Przyktadowe wyniki symulacji uzyskane dla dla przytoczonych w przykladowym
kodzie zrodlomym wartosci parametréw (tj. dlugosé fali 1 mm, wspélezynnik zalamania rdzenia
1.45, wspélczynnik zalamania plaszcza 1.44, promien rdzenia 4 mm, promien plaszcza 20 mm)
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% Czyszczenie pamieci i ekranu konsoli

clear all; clc;

% Zmienna p zawierajaca wspolrzedne x iy kolejnych wezlow
load(’p.mat’);

% Zmienna t zawierajaca numery wezlow nalezace do kolejnych
% elementow oraz numery podobszarow do ktérych naleza elementy
load(’t.mat’);

% Zmienne V i neff zawierajace rozwiazania

load(’sols.mat’);

% Wyznaczenie granic obszaru obliczen

zakres x = [min(p(1, :)), max(p(1, :))];

zakres_y = [min(p(2, :)), max(p(2, :))];

% Liczba punktow

liczba_punktow = 250;

% Siatka punktow w ukladzie kartezjanskim

x = linspace(zakres x(1), zakres_x(4.2), liczba_punktow);

y = linspace(zakres_y (1), zakres_y(4.2), liczba_punktow);

% Numer rozwiazania do wizualzacji

nr_rozw = 1;

% Wektor wlasny odpowiadajacy numerowi rozwiazania

u = V(:, nr_rozw);

% Wyznaczenie wartosci rozwiazan w wezlach siatki xy

uxy = tri2grid(p, t, u, x, y);

% Wyswietlenie rozwiazania

set(figure(nr_rozw), ’Color’, 'w’);

imagesc(x, y, uxy);

axis equal;

Ostatnim etapem jest wizualizacja wynikéw, ktérej przyktad zaproponowana powyzej.
Poniewaz uzyskane wektory wtasne zawieraja wartodci rozwiazania w weztach elementéw
tréjkatnych, wizualizacji wynikow nie da sie przeprowadzi¢ bezposrednio. Wykorzystuje
sic w tym celu wbudowana funkcje MATLABA tri2grid [5], ktéra w oparciu o interpo-
lacje wyznacza wartosci rozwiazania w weztach siatki zdefiniowanej przez wektory z i .
Przyktadowe wyniki (dwa pierwsze rozwiaznia) dla parametréw obliczeniowych zapropo-
nowanych w kodzie Zrodlowym przedstwiono na Rys. 4.6..

4.5. Podsumowanie

W rozdziale tym zaprezentowane zostaly podstawy wykorzystania metody elementow
skoniczonych do rozwiazywania probleméw elektromagnetycznych na przykladzie skalar-
nego réwnania falowego. Rozwigzanie przeprowadzono metods Galerkina. Przedstawiono
przyktadowa implementacje rozwiazania w Srodowisku MATLAB aby utatwi¢ czytelniko-
wi opracowanie wlasnego programu. Po zaimplementowaniu powyzszych procedur dobrze
jest przeprowadzi¢ obliczenia dla jednego z przykladéw zawartych w referencjach [1-4]
(zwlaszcza pozycja [3] bedzie wyjatkowo uzyteczna) aby upewnié sie, ze opracowany pro-
gram jest wolny od bledéw. W celu uzupelnienia i poszerzenia wiedzy przedstawionej w
skrétowej formie w tym rozdziale, warto siegna¢ na poczatek do pozycji [1] a nastepnie
do podrecznika [2], ktéry najobszerniej traktuje temat zastosowania metody elementéw
skoniczonych w elektromagnetyzmie.
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4.6.

Zadania

. Skopiuj powyzszy kod do trzech plikéw (pierwszy — generacja siatki, drugi — proce-

dura MES, trzeci — wizualizacja wynikéw). Uruchom procedury i poréwnaj uzyskane
wyniki z wynikami zawartymi w tabeli 1 oraz na rysunkach 5 i 6.

. Napisz procedure wyswietlajaca rozklad wspédlczynnika zalamania dla omoéwionego

przyktadu.

. Zapoznaj si¢ z dokladnym opisem i dodatkowymi parametrami funkcji initmesh i

refinemesh. Przebadaj wplyw liczby elementéw na rozwiazanie (np. warto$é efek-
tywnego wspélezynnika zalamania modu podstawowego).

. Zaproponuj procedure pozwalajaca wyznaczy¢ pochodne (wzory 49 — 50) uzyskanych

w rozwiazaniu rozkladéw pol.

. Opracuj procedure wyznaczajaca mody TM dla oméwionego przyktadu $wiattowodu

cylindrycznego.

. Zmodyfikuj program tak, aby mozna byto przy jego pomocy wyznaczy¢ rozwiaza-

nia dla réwnania Laplace’a (UWAGA: zadanie to wymaga dodatkowo opracowania
umiejetnosci jawnego wprowadzania warunkéw brzegowych).
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