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WSTEP

Ubdstwo jest pojeciem wieloznacznym. Stowo ubogi w zmaczeniu pierwotnym miato
oddzwiegk bardzo pozytywny, poniewaz oznaczalo czlowieka, ktory sens swego istnienia i swej
nadzei pokladal w Bogu, jako jedynym zrodle zycia, wobec ktorego kazde inne dobro ma
wartos¢ wzgledna, jakkolwiek byloby pozadane i nawet niezbgdne. W jezyku potocznym
termin ten oznacza brak dostatecznych srodkow do zycia na okreslonym poziomie.

Bieda jest przede wszystkim wielkim problemem $wiata. Ponad 50% swiatowe)j ludnosci
zyje w krajach biednych, z ktoérych trzy najwigksze to Indie, Chiny i Indonezja. W krajach
bogatych dochdd roczny na jednego mieszkanca jest czterdziestokrotnie wigkszy niz w krajach
biednych. Sa to uderzajace rozmice, nie migdzy najbiedniejszym a najbogatszym mieszkancem
kuli ziemskiej, ale migdzy $rednio zamoznym mieszkancem takiego kraju jak Indie, a jego
odpowiednikiem np. w Niemczech czy USA. Na potowe ludnosci $wiata zamieszkujacej kraje
najbiedniejsze przypada zaledwie 5% dochodu $wiatowego. Natomiast na 16% S$wiatowej
ludnosci zamieszkujgcej kraje uprzemystowione przypada ponad 60% dochodu $wiatowego
(przy czym te 16% ludnosci produkuje podobny procent swiatowych dobr).

Wedlug nieoficjalnych szacunkow kilkaset osob w Polsce zarabia ponad S50 tys. zi
miesi¢cznie. Z drugiej strony prawie 2 miliony ludz zZyje ponizej minimum egzystencji, a kilka-
nascie milionéw ponizej minimum socjalnego, ktéore w 1998 roku wynosi 485 zt na osobg.
Pomiary subiektywnego odczucia biedy przeprowadzone w 1995 roku daja nastgpujacy obraz
(L. Beskid): 18% respondentow uzmalo si¢ za calkowicie biednych, a dalsze 56% - za
biednych pod niektorymi wzgledami. Jak z powyzszego wida¢ zjawisko ubodstwa jest waznym
problemem naszego kraju.

Pojecie ubostwa moze mie¢ dwa znaczenia: po pierwsze moze to byC sytuacja w ktorej
trudno jest przezy¢ w dostlownym tego slowa zmaczeniu 1 po drugie moze to by¢ sytuacja,
w ktorej jest trudno osiagnac standard Zycia w danej populacji. Te dwa rozne znaczenia pojecia
ubostwa maja powazne konsekwencje dla pomiaru, analizy i redukcji ubostwa.

Ogolnie mozna wyrozni¢ trzy kategorie ubostwa: absolutne, w ktorym lini¢ ubostwa wy-
Znaczaja eksperci i jest nia minimum egzystencji, relatywne, w ktorym linia ubostwa jest rowna
pewnemu procentowi przecigtnych wydatkow 1 subiektywne, w ktorym linia ubostwa jest wy-
zmaczana na podstawie spolecznej oceny niezbgdnych dochodow. Inne kryteria wyznaczania
granicy ubostwa stosuja naukowcy, inne politycy; inne ekonomisci, jeszcze inne socjolodzy.

Intuicyjnie pojgcie ubdstwa rozumiane jest dosé¢ dobrze. Trudnosci z nim zwigzane poja-
wiaja si¢ wowczas, gdy trzeba okreslic stopien ubostwa. Problem ubostwa od dawna jest
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dyskutowany gtownie z punktu widzenia ekonomicznego 1 spoleczmego. Natomiast od niespel-
na ¢wier¢ wieku problem ten rozpatrywany jest tez w sposob formalny, czynione sa wysitki
wykorzystania formalnego aparatu matematyki 1 statystyki do precyzyjnego okreslenia stopnia
ubostwa poszczegodlnych grup spotecznych, a takze globalnej zmiany ubodstwa catego kraju.

Ubodstwo jako przedmiot badan ma charakter szczegdlny. Po pierwsze dlatego, ze jest
czesto uzywane w walce politycznej 1 po drugie — co jest bardzej istotne — jest bardzo
zwiazany z dzialaniami praktycznymi pomocy spotecznej, a szczegolnie redystrybucii.

Glownym celem niniejszej pracy jest z jednej strony dokonanie przegladu pisSmiennictwa
ekonomicznego na temat ubostwa jak tez i proba systematycznego przedstawienia wazmiej-
szych propozycji formalizacji problemoéw ubdstwa.

Rozdzial pierwszy obejmuje zagadnienia ogoélne stanowigce podstawe rozwiazan
szczegotowych, ktorym poswiecona jest cala pozostala czes¢ niniejszej pracy. W szczegolnosci
w rozdziale tym krotko scharakteryzowano bied¢ jako problem spoleczny. Poza tym w sposob
mozliwie jednolity przedstawiono teori¢ pomiaru i na jej tle zaprezentowano dyskusje na temat
ogolnego problemu pomiaru cech o charakterze ekonomicznym.

W rozdziale drugim przedstawione sj najwazmiejsze aspekty problemu ubodstwa, zarowno
pod wzgledem ogolno-filozoficznym, ekonomicznym i spotecznym. W rozdziale tym omowio-
no tez wciaz kontrowersyjne problemy zwiazane z okresleniem tak zwanej linii ubostwa.

W rozdzale trzecim dokonano przegladu najwazniejszych propozycji podejscia aksjoma-
tycznego do zagadnien pomiaru ubdstwa. Po dokonaniu analizy istniejacych miemnikow, w roz-
dziale tym przedstawiona zostala wlasna propozycja indeksu do pomiaru ubostwa. Istotna ce-
cha tego indeksu jest po pierwsze to, ze spelnia on podstawowe warunki wymagane od mier-
nikow ubodstwa. Po drugie jest on zalezny od dochodéw w sposob ciggly. Poza tym zapropo-
nowany indeks jest wrazliwy zarowno na glgbokos¢ ubostwa jak 1 na nierownosé ekonomiczng
wisrdd ubogich. Przez glebokos¢ rozumiana jest wielkos¢ luki dochodu populacji ubogich.

W rozdzale czwartym przedstawiono zarys problematyki pomiaru nierownosci ekono-
micznych. Pokazano tez zaleznosci pomiedzy dobrobytem, miernikami ubostwa i miernikami
nierownosci ekonomicznych. W rozdzale tym jest takze przedstawiona hipoteza Kuznetsa,
ktora orzeka, ze im wigksza jest mierownos¢ przy wysokich dochodach, to tym szybszy
mozliwy jest rozwoj gospodarczy.

Rozdzal piaty zawiera analiz¢ ubdstwa w Polsce w okresie 1992-1996. Zjawisko
ubdstwa badane bylo dla calej Polski jak tez z rozroznieniem dwoch sektorow: publicznego
1 prywatnego. Niezaleznie od tego zbadano zjawisko ubodstwa w dzesigciu dziatach gospodarki
z podzialem na sektor prywatny i publiczny: w gémictwie i kopalnictwie, dziatalnosci produk-
cyjnej, handlu, budownictwie, hotelarstwie i restauracjach, transporcie, administracji, edukacji,
ochronie zdrowia oraz rolnictwie. Problem ubostwa zostat tez zbadany dla wybranych dzesie-
ciu wojewddztw: warszawskiego, ciechanowskiegp, legnickiego, katowickiego, krakowskiego,
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nowosadeckiego, opolskiego, przemyskiego, watbrzyskiego i wroclawskiego. W wyborze
wojewodztw 1 dzialow gospodarki kierowano si¢ metoda najwigkszych skrajnosci. Poza tym
przedstawiono mozliwosc¢ redukcji ubostwa w Polsce poprzez polityke podatkowa.

Wyniki przeprowadzonych badan przedstawione sa w Aneksie.

Podsumowaniem pracy jest Zakonczenie.

Dolaczony do pracy aneks obejmuje tablice wartosci znanych miernikéw ubdstwa 1
nierownosci ekonomicznych. Poza tym zawiera on takze wykresy krzywych Lorenza 1i
uogolnionych krzywych Lorenza dla wybranych populacji w badanym okresie.

Analizy ubostwa, jak i nierOwnosci ekonomicznych dokonano w oparciu o dane pocho-
dzace z publikacji GUS-u, a takze z nieopublikowanych jeszcze danych za rok 1996 zyczliwie
dostarczonych przez Prof. Macieja S. Kota. Autor niniejszej rozprawy wyraza swa
wdzigcznos¢ za ich udost¢pnienie. Stowa wdzecznosci kieruje tez pod adresem Prof.

Antoniego Smoluka za wsparcie 1 pomoc okazywana w trakcie pisania pracy.



1. WPROWADZENIE

1.1. Ubédstwo jako problem spoleczny

Problem jako niepozadany stan rzeczy staje si¢ problemem spolecznym kiedy zaczyna
oddzialywac na spoteczenstwo. Nie jest tu istotny sposob tego oddziatywania Moze on polegac
na dyskomforcie psychicznym, czy tez zamieszkach ulicznych. Wazue jest, ze problem jest
zauwazony i doceniona jest jego waga oraz potrzeba rozwigzania. Reakcja na problem spotecz-
ny pochodzi¢ moze zarowno ze strony spoleczenstwa w odpowiedni sposoéb zmobilizowanego
przez jednostki, ktore pierwsze dostrzegly samo zjawisko lub jego wagg, jak i1 ze strony wiladz,
ktore z reguly dostrzegaja problemy spoleczne poprzez pryzmat problemu sprawowania wia-
dzy.

Jednostka, ktorej potrzeby materialne nie sa zaspokajane w zakresie spolecznie akcepto-
wanego minimum, moze liczy¢ na pomoc mnych. Problem pojawia si¢ kiedy nie mozna zna-
lez¢ innych podmiotow sklonnych 1 zdolnych do takiej pomocy. Zjawisko to staje si¢ jeszcze
bardziej skomplikowane kiedy w miejscu jednostki podstawimy grupe ludz, spotecznosé. Pro-
blem bedzie si¢ roznie rysowat w zaleznosci od tego na jakiej podstawie owa grupe wyodrebni-
my. Inaczej bedze to wygladalo w przypadku grupy zawodowe;j. (na przykiad rolnikow), po-
dobnie lecz inaczej przy warstwie spotecznej (na przyklad robotnikdw), catkiem natomiast inne
problemy pojawia si¢ w przypadku grupy — mieszkancow calej, wyodrebnionej czesci kraju
czy regionu (na przyktad mieszkancow tak zwanej Sciany wschodniej). Gdy sytuacja grupy,
w ktorej stan posiadania odbiega ujemnie od standardow przyjetych w calej spolecznosci staje
si¢ znana, to powstaje problem przyj¢cia tej informacji przez pozostala czes¢ spoteczenstwa.
Generalnie wyodrebni¢ tu mozna trzy podejscia: pierwsze to niezauwazenie problemu; drugie
to jego akceptacja i uznanie za zjawisko normalne, a z czasem pozadane; trzecie natomiast to
brak akceptacji i podjecie krokow do zmiany takiego stanu rzeczy. Moze to by¢ zarowno
sposob reakcji innej grupy (czytaj nieubogiej), jak i szeroko rozumianej wiadzy.

W przypadku dwoch pierwszych punktow widzenia ubdstwo jest postrzegane jako ele-
ment skladowy zycia spotecznego. Jesli przyjmiemy trzecia postawe, to mozemy zastanowi¢
si¢ nad zrodiem, struktura tego zjawiska (jego obszarem i glebokoscig) i potrzeba jego zmiany.

Procesy transformacyjne w sferze gospodarczej 1 politycznej, jakie nastapity w Polsce po
1989 r. spowodowaly zmiany takze w sferze spolecznej. Prywatyzacja panstwowych przedsig-
biorstw przemystowych doprowadzita czg¢sto do ograniczenia ich dotychczasowej dziatalnosci
gospodarczej i do grupowych zwolnien pracownikow. Podobnie w rolnictwie w wyniku likwi-
dacji Panstwowych Gospodarstw Rolnych zwolniono zatrudnionych w nich pracownikéw. Po-
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niewaz nie powstaly dla tych osob nowe miejsca pracy, spowodowato to wysoki wzrost bezro-
bocia. Wysokie bezrobocie wpltywa powaznie na warunki zycia takich kategoru spotecznych,
jak: absolwenci srednich 1 wyzszych szkol, emeryci 1 tak zwani chiopo-robotnicy. Emeryci dla-
tego, Ze ich emerytury 1 renty sa na ogo! niskie. Zatem bezrobocie ogranicza ich szanse na do-
datkowe zarobki. Polskie rolnictwo przez dlugi okres bylo oparte na matych gospodarstwach,
ktore nie byly w stanie zapewni¢ srodkéw na utrzymanie rodziny. W zwiazku z industrializacja
1 urbanizacja kraju chlopi latwo znajdowali zatrudnienie poza miejscem swojego zamieszkania
1 dalej prowadzac tez wlasne gospodarstwo mogli zapewni¢ rodznie godny byt. Ograniczenia
w przemysle 1 w budownictwie spowodowane procesami transformacji w pierwszej kolejnosci
dotknely tej warstwy, co tez doprowadzito do zubozenia i tak biednej wsi. Niekorzystna
zmiana stosunku cen artykuléw rolnych do przemystowych, wysoka stopa kredytowa, spadek
popytu na zywnos$¢ przy jednoczesnym duzym imporcie z zagranicy to spowodowato, ze
w ubostwie na wsi Zyje niemal polowa rodzn.

W wysoce niekorzystnym polozeniu jest wigkszos¢ osdb utrzymujacych si¢ z pracy w sfe-
rze budzetowej zwlaszcza pracownicy sluzby zdrowia, oswiaty, kultury, pomocy spoleczne;.

Trudna jest sytuacja wielkiej rzeszy robotnikéw zatrudnionych w tych przedsiebiorstwach,
ktore maja nikla zdolno$é konkurencyjng, sa zadhuzone i stoja u progu bankructwa. Ludze ci
Zyjq w stanie ciaglego zagrozenia i — z koniecznosci godza si¢ na bardzo niskie i czesto niere-
gulamie wyplacane zarobki.

Jest jeszcze jedna kategoria osob na ktora trzeba zwrocic uwage; sa to dzeci. Coraz
czgstsze sygnaly o niedozywieniu dzeci wskazuja na powazne zagrozenia biologicznego roz-
woju przyszlego pokolenia. Spadek ilosci zlobkow, przedszkoli, wyjazdow na kolonie letnie
lub ziMoOWe, oraz nasilenie zjawiska rezygnaciji rodzicow z posytania ich dzeci do szkél ponad-
podstawowych i w koncu wzrost zachorowan na chorobe ubostwa jaka jest gruzlica.

Mozina tez mowi¢ o geografit biedy. W regionach najubozszych ekonomicznie (rozpigtosé
mig¢dzy wojewodztwami w wytwarzaniu produktu narodowego na jednego mieszkanca wyraza
si¢ stosunkiem 1:3, rozpigtos¢ realnych dochodow gospodarstw domowych stosunkiem 1:2).
W regionach o najwyzszej stopie bezrobocia ( na przyklad w 1994 r. wahata sie¢ ona od 7,5%
w wojewoddztwie warszawskim do 30% w wojewodztwie stupskim, a liczba bezrobotnych na
jedno wolne miejsce zgtoszone w urzedach pracy — od 13 w wojewodztwie krakowskim do
593 — w wojewodztwie walbrzyskim). W regionach uznanych za obszary klgski ekologicznej
(w 1992 1. szacowano je na 11% powierzchni i 34,5% ludnosci kraju). Nalezy podkreslié, ze
warunki Zycia na wsi i w malych miejscowosciach sa duzo gorsze niz w duzych miastach.

Jeszcze kilka stéw o spolecznym odbiorze pauperyzacji i nadmiernego bogacenia sie.
Tylko 7% respondentéw uczestniczacych w 1993 r. w badaniach nad subiektywna ocena
ubostwa uwazalo je za zawinione przez osoby przez nie dotknigte (Beskid 1995). Na pytanie
»komu Zyje si¢ obecnie lepiej niz w PRL?” na pierwszym miejscu wymieniono ,,ztodzei i
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kombinatorow” (80%), a dopiero na drugim — , ludz przedsi¢biorczych” (77%); ludze uczciwi
zajeli w tym rankingu jedno z ostatnich miejsc (9%); (Czapinski 1994).

Spoleczny zakres ubdstwa jest zjawiskiem uwarunkowanym czynnikami obiektywnymi 1
subiektywnymi, charakterystycznymi dla spoleczenstwa danego kraju.

Do obiektywnych zaliczamy czynniki ekonomiczne, demograficzne i spoteczno-politycz-
ne. Zarowno niski dochéd narodowy, jak i1 wysoki przyrost naturalny — nawet przy Srednim
dochodzie narodowym, a takze obowiazujace zasady podziatu tegoz dochodu 1 jego redystry-
bucji wspotokreslaja spoleczny zakres ubostwa, jaki wystgpuje w danym kraju.

Do subiektywnych czynnikow zaliczamy:

a) przekonania, postawy i zachowania ludzi danego spoteczenstwa lub spolecznosci;

b) indywidualne mozliwosci uczestnictwa poszczegolnych ludz w konkurencji, wystepuja-
cej w gospodarce rynkowej.

Zauwazmy, ze pracownicy w krajach (strefach) ubogich sa znacznie mniej wydajni, gdyz
pracujag w zdecydowanie gorszych warunkach. Przy niskich kwalifikacjach i matej liczbie
maszyn 1 narzedzi przypadajacych na osobg sa oni w stanie wytworzy¢ w jednostce czasu
niewiele dobr i odpowiednio mniej zarabiaja. Takze zle odzywianie zmniejsza ich wydajnosé.

Ze wzgledu na sposob spojrzenia na zjawisko ubostwa w czasach wspolczenych warto
zwroci¢ uwage na encyklike Jana Pawla II Centesimus annus.

Analiza problemu rodz proponowane rozwiazanie. W analizie marksistowskiej klucz do
zZrozumienia nedzy stanowi stowo eksploatacja. Biedni s3 ci, ktérzy na wiele sposobow wyko-
rzystywani s przez system kapitalistyczny. Dzisiaj praktycznie w kazdym spoteczenstwie
ludzie s eksploatowani. Wedlug Jana Pawtla II, zgodnie z jego analiza w encyklice Centesimus
ubodzy to ci, ktorzy pozbawieni sa mozliwosci czerpania korzysci z wolnej gospodarki. Zatem
s3 oni odsuni¢ci na margines spoleczenstwa. Teoria marksistowska proponuje walke klas. Jan
Pawel II uwaza, ze jedynie wspolpraca bogatych z biednymi pozwoli biednym przeskoczyé
granice ubostwa. ,,Zasada solidamosci” wymaga, by bogaci 1 biedni zrozumieli, iz rozwo)j eko-
nomiczny dokonywany jest dla wspolnego dobra 1 we wspdolnym interesie. Najbardzej oczy-
wista gwarancja, ze bogacz zamknie drzwi przed biednym, stanowi przekonanie tegoz bogacza,
Ze biedny jest Smiertelnym zagrozeniem dla jego wlasnego dobrobytu. Papiez wywodz z tej
tezy konsekwencje dotyczace wszystkich mozliwosci. ,,Pelna sprawiedliwos¢ stanie si¢ mozli-
wa dopiero wowczas, gdy ludzie nie bgda traktowac ubogiego, ktory prosi o wsparcie dla pod-
trzymania Zycia, jak klopotliwego natreta, ale dostrzega w nim sposobnos¢ do czynienia dobra
dla samego dobra, mozliwosé osiagni¢cia bogactwa wigkszego.” Zgodnie z jego definicj
ubdstwa ubogich nie nalezy traktowac w kategoriach zagrozenia czy brzemienia, ale w katego-
nach potencjalu i mozliwosci. Jesli przyczyn¢ nedzy stanowi odsuni¢cie na margines, to

lekarstwem na nig jest wiaczenie.
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Podczas gdy firmy poszukujg zaréwno altematywnej pracy ludzkiej, jak i altematyw dla
ludzkiej pracy, odsunigci na margines stajq si¢ coraz mniej wazni dla gospodarki. Z punktu
widzenia zwyklej kalkulacji uzytecznosci sq oni catkowicie zbgdni. Tymczasem bogaci
stanowi¢ beda coraz wigksza czes¢ populacyi 1 kierujac si¢ umacnianiem wlasnej pozycji beda
1zolowa¢ si¢ przed odsuni¢tymi na margines. Powstaje pytanie jak temu zapobiec?. Ciagle
wzrastajaca liczba ludz cierpi jednak z powodu braku jakiejkolwiek odpowiedz. Jesli bogaci
stanowig 10 lub 20% populacji, to ich wladza polityczna zupehie przeksztalci nasze zycie
publiczne. Jednak wielu bogatych moze wspolczu¢ 1 troszczyé sie, lecz jesli nie ma
wiarygodnych odpowiedz na pytanie, co czyni¢ z klasa nizsza, ich opcje bedg ograniczone.

,,interweniujac bezposrednio 1 pozbawiajac spoleczenstwo odpowiedzialnosci, Panstwo
opiekuncze powoduje utrat¢ ludzkich energi 1 przesadny wzrost publicznych struktur, w kto-
rych — przy ogromnych kosztach — raczej dominuje logika biurokratyczna, anizeli troska o to,
by shuzy¢ korzystajacym z nich ludziom”. Jan Pawel II nie wzywa do demontazu panstwa
opiekunczego, a juz na pewno nie zaleca ograniczenia ludzkich potrzeb. Raczej ponagla,
bysmy poszukiwali takiej polityki, ktora moze by¢ bliska posiadajacym najlepsze warunki do
zaspokajania ludzkich potrzeb. ,Istotnie — pisze — wydaje sig, ze lepiej zna i moze zaspokoic
potrzeby ten, kto styka si¢ z nimi z bliska 1 kto czuje si¢ bliznim cztowieka potrzebujacego”.

W odniesieniu do panstwa i spoleczenstwa ta mysl przekazal nastgpujaco: ”...spotecznosé
wyzszego rz¢du nie powinna ingerowa¢ w wewngtrzne sprawy spotecznosci nizszego rzedu,
pozbawiajac ja kompetencji, lecz raczej winna wspiera¢ ja w razie konieczno$ci i poméc
w koordynaciji jej dziatan z dziataniami innych grup spotecznych, dla dobra wspélnego”.

Wezmy pod uwagg komunistyczne Chiny. Despoci tego kraju probuja prowadzc polityke
,jedno dziecko na rodzing”. Brzemienne kobiety zmuszane sa do aborcji. Szerzy si¢ dzecio-
bojstwo. Oblicza si¢, Ze corocznie zabijanych jest 500000 dzieci. Na dodatek te¢ brutalng prze-
moc i zamknigcie serc przed nowym zyciem niektdrzy zachodni i wschodni eksperci traktuja
Jako ,realistyczng” 1 ,,0dwazna” odpowiedz Chin na zagrozenie ,,eksplozjq populacyjng”.

Papiez niejednokrotnie podkreslat koniecznos$¢ ograniczenia interwencji paiistwa oraz jego
charakter instrumentalny, jako Ze jednostka, rodzina 1 spoleczenstwo sa w stosunku do niego
wczesniejsze. Panstwo zas istnieje po to, by chroni¢ ich prawa, bynajmniej nie zas$ po to, by je
thumic.

1.2. Elementy teorii pomiaru

1.2.1. Wstep

Badanie naukowe polega na znalezieniu praw rzadzacych badang rzeczywistoscia. Czgsto
te prawa opisuja zwiazki ilosciowe pomigdzy podstawowymi wlasciwosciami badanych obiek-
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tow. Przykladami takich wlasciwosci sa: predkos¢ 1 masa w fizyce, czy podaz i popyt w eko-
nomii. Aby jednak mozna bylo sformutowac prawo ilosciowe, trzeba umiec opisaé odpowied-
nie wlasciwosci za pomocg liczb. Postgpowanie stuzace do reprezentowania wiasciowosci za
pomocy liczb! nazywamy pomiarem, przy czym celem pomiaru jest takie przedstawienie tresci
obserwacji liczbami zwigzanymi ze soba tak samo jak sa lub moga by¢ zwigzane ze sobg
obserwowane przedmioty, zdarzenia lub ich wlasnosci. Na przyklad, wiedzieé, ze szerokos¢
pewnej skrzyni wynosi 80 cm, a szerokos¢ drzwi wynosi 90 cm, to wiedzie¢, ze skrzynia
przejdzie przez drzwi.

Teoria pomiaru zajmuje si¢ uzasadnieniem rézmych procedur pomiarowych oraz bada-
niem sensu uzyskiwanych w ten sposob wynikow.

Dla zlustrowania problemu oméwmy dwa przyklady pomiaru: jeden z zakresu fizyki,

drugi z nauk spolecznych.
1. Pomiar ci¢zaru polega na zdefiniowaniu relacji porzadkujacej =, ktéra oznacza ,,co

najmnie;j tak ciezki, jak...”, i ktorej zachodzenie bada si¢ poprzez umieszczenie przedmiotéw na
szalkach wagi oraz obserwowanie, ktora z szalek opada. Mozna réwniez, oprocz porownywa-
nia pojedynczych obiektow (oznaczonych symbolem x, y, z) wiazaé¢ je ze soba poprzez
umieszczenie na jednej szalce. Jesh xoy oznacza tak rozumiane powiazanie obiektow x i y, to
Xoyp=z oznacza obserwacj¢ mowiaca, ze laczny ci¢zar przedmiotow x 1 y jest co najmniej
taki, jak ci¢zar przedmiotu z. Na baze tych informacji chcemy zbudowac skale pomiarowa w,
ktora kazdemu obiektowi x przyporzadkowuje liczbg w(x) w taki sposob, ze:

a) w(x)2w(y) =x =y,

b) w(xey)=w(x)+w(y).

Zada si¢ wigc, aby skala cigzaru odzwierciedlala uporzadkowanie przedmiotow pod
Wwzgledem cig¢zaru i byla addytywna, tzn. aby cig¢zar przypisany polaczonym przedmiotom byt
réwny sumie cigzarow tych przedmiotow.

2. Pomiar przedzialow uzytecznosci.

Zatézmy, ze mamy wyborce oceniajacego kandydatow do pehienia jakiej$ funkcji poli-
tycznej. Przypusémy, ze porzadkuje on tych kandydatow zgodnie z wlasnymi preferencjami;
niech x =y oznacza sad mowiacy, 1z kandydat y nie jest lepszy od kandydata x. Przypusémy
dalej, ze 6w cziowiek jest w stanie uporzadkowac nie tylko samych kandydatow, lecz réwniez
roznice pomi¢dzy nimi; niech (x,y)>=(z, w) oznacza sad moéwiacy, ze rozmica pomig¢dzy
kandydatami z i w nie jest wigksza od rozmicy pomigdzy kandydatami x i y. Na podstawie tych
informacji dazy si¢ do skonstruowania funkcji uzytecznosci » (dla danego wyborcy), ktéra
kazdemu kandydatowi x przyporzadkowuje liczbg u(x) w taki sposob, aby byly speione
nastgpujace warunki:

1 W teorii pomiaru wystepuje tez pomiar bez liczb — jest on opisany w 1.2.8.
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a) u(x) 2 u(y) x>,

b) u(x)-u(y)2u(z)-u(w)=(x,y) * (z, w).

Skala uzytecznosci powinna wi¢c odzwierciedla¢ zarowno uporzadkowanie kandydatow,
jak 1 uporzadkowanie réznic (przedzialéw) pomiedzy kandydatami.

Dokladniejsza analiza powyzszych 1 innych przykladéw systeméw pomiaru prowadz
w naturalny sposob do szeregu pytan, ktore stanowig podstawowe problemy teorii pomiaru.

1. Zagadnienie istnienia reprezentacji — czy wszystkie cechy daje si¢ mierzyc? Jedli nie,
to jakie warunki musza by¢ spelione, aby mozna bylo skonstruowac skale pomiarows?

2. Zagadnienie jednoznacznos$ci. Jesli dysponujemy jaka$ szczegdlowg procedury
pomiaru, to jak wiele pozostawia ona swobody w przypisywaniu przedmiotom liczb? Czy
liczby te sa wyznaczone jednoznacznie, czy tez dobierane dowolnie?

3. Zagadnienie sensownosci (znaczenia). Jesli dana jest konkretna skala pomiarowa, to
jakie wnioski mozna z niej wyciggnac? Jakie stwierdzenia sformulowane na podstawie liczbo-
wej skali pomiarowej majg sens?

4. Problem skalowania. Jak przeprowadza si¢ konstrukcje liczbowych skal
pomiarowych? W jalki sposob przeksztalca si¢ informacje o uporzadkowaniach w zdania
mowigce o liczbach? Jak postgpuje si¢ z bledami pomiaru?

Na poczatku sprobujmy przesledzi¢ ogoélny proces badania rzeczywistosci, ktory ilustruje
rys. 1.1.

Punktem wyjscia procesu badawczego jest $wiat realny, a dokladniej pewien system ele-
mentow fizycznych. Nastgpnie poprzez proces abstrahowania (4), w ktorym definiujemy poje-
cia i ustalamy metod¢ pomiaru dochodzimy do systemu matematycznego. System matema-
tyczny powinien zawiera¢ stwierdzenia dotyczace egzystencji elementow danego zbioru, rela-

cje migdzy nimi, operacje na tych elementach i wtasnosci tych operacji.

procesy

Swiat abstrahowania (A4) N System

rzeczywisty | (definiowanie i pomiar) matematyczny

‘ argumentacja

eksperyment (T') logiczna (M)
interpretacja (/) Matematyczne
Whioskowanie [ wyniki

Rys. 1.1



Proces pomiaru formalnie moze by¢ opisany nastepujagco. Niech P ={p”", p2, s} bedzie

zbiorem fizycznych obiektdw lub zdarzen. Pomiarem A na P bedziemy nazywac funkcje, kt6ra
kazdemu elementowip z P przyporzadkowuje element b = A(p) w pewnym systemie matema-
tycznym 5 ={6j, b2, ...} (jest to proces A na rys. 1.1). System matematyczny B decyduje o
formie (skali) pomiaru). Korzystajgc z wiasnosci systemu B mozemy znalez¢ zaleznosSci lub
przeprowadzi¢ dozwolone operacje na obrazach elementéw w B (na rys. 1.1 jest to proces M).
Wyniki i zalezno$ci otrzymane na drodze matematycznej dedukcji w B muszg by¢ z powrotem
interpretowane w jezyku $wiata rzeczywistego (na rys. 1.1 proces /)¢

Jezeli wyniki otrzymane na drodze AMI (z rys. 1.1) sg sprzeczne z wynikami eksperymen-
tu (T), to musimy poszuka¢ nowego cyklu AMI, ktéry lepiej dopasuje sie do wyniku ekspery-
mentu. Jezeli mamy rodzine cykli AjMjlj, to szukamy takiego cyklu AgM 010, ktéry najlepiej

dopasuje sie do wyniku eksperymentu (7).

1.2.2. Zagadnienie istnienia reprezentacji

1 Przypatrzmy sie jeszcze raz rys. 1.1. Procesy eksperymentowania i wnioskowania sg -
jak sie wydaje - scharakteryzowane dos$¢ jednoznacznie, za to procesy abstrahowania i
interpretacji nie wydajg sie by¢ jednoznaczne. Co mamy na mysli, gdy moéwimy, ze pewien
system formalny jest modelem lub reprezentacjg naszego $Swiata?

Zauwazmy, ze mierzenie jakiej$ wiasciwosci jest w pewnym sensie tworzeniem prostego
modelu numerycznego (tj. modelu opartego na zbiorze liczb rzeczywistych). System formalny
jest uwazany za model rzeczywistosci, jeSli - mowiac najogdlniej - odzwierciedla on strukture
tej rzeczywistosci lub jej istotne cechy. Aby precyzyjniej scharakteryzowac okre$lenie modelu
wprowadzimy pewne pojecia z zakresu teorii systemow relacyjnych.

2. a. Relacje
Binarng relacjg M okre$long na zbiorze A nazywamy pewien zbidr uporzagdkowanych par,

0 elementach ze zbioru A; inaczej mowigc relacja jest to pewien podzbidr iloczynu kartezjan-
skiego AxA, gdzie A jest pewnym zadanym zbiorem;

b. Wiasnosci binarnych relacji (A, M)

- zwrotno$¢ Ma e A aMa,

- przeciwzwrotno$¢ Mae A ~aMa,

- symetria Ma,be A aMb =>bMa,

- asymetria Ma,b e A ~aMb =>bMa,

. antysymetria Ma,b e A {aMb a bMa) =5>a- b,

- przechodnio$¢ Ma,b,c e A (aMb abMc) =>aMc,

- ujemna przechodnio$¢ Ma, b,ceA [~aMb a (~ bMc)] =>(~aMc),

- spéjnosé (zupetnosé) Ma,b e A aMb v bMa,

- staba sp6jnos¢ Ma,beA (a*b)=>{aMbv bMa).



14

Zauwazmy, ze ujemna przechodnio$¢ jest rownowazna warunkowi:
Va,b,c € A aF3b—= (aFscv c.Ib).
Zalozmy, ze mamy dany zbior obiektow A z okreslonym na nim zbiorem relacji %

1
(ie?).
Definicja 1.1. Zbior A razem z okreslonym na nim zbiorem relacji .95 (i €9) bgdziemy

nazywac systemem relacyjnym (s.r.) 1 0znaczymy przez {A; (%I )67] lub 4.
1
Definicja 1.2. Jezeli 9% sa k;-argumentowymi relacjami na 4, to [(k,- yied ] nazywamy

typem s.T. [A; (.%,)IJJ

Jesli .72 jest relacjq k-argumentowa w A* to przez %5 bedziemy oznaczaé zbidér w Ak
odpowiadajacy relacji .92, 1 przez .%(a1 ,dy, e, ak) warto$¢ funkcji charakterystycznej tego
zbioru w punkcie (ay, a,, ..., a; ).

Zatem zapisy (ay, ay, ..., a; ) €5 1 B(ay, a,, ..., a;,)=1 sa rownowazme. Przykladowo
system relacyjny [R; >, 2] jest typu [2,2].

Gdy A =R (zbior liczb rzeczywistych), to mowimy o numerycznym systemie relacyjnym
(n.s.r.).

Jesli [A; (.%’,-)ig] jest sr. 1 AgcAd, to [A 0’ (/8,)6?:' okresla s.r.

k.
A;(%- A') ]
[ 0 i O 0ie.7

Struktura zbioru A moze by¢ okreslona nie tylko relacjami, ale takze operacjami. Tak jak
w przypadku pomiaru masy, chcielibySmy, aby nasza miara byla addytywna, tzn. aby miara
kombinacji dwoch przedmiotéw byta suma ich miar (mas).

UsciSlijmy to. Trojwymiarowa relacja (A, ) jest binarng operacja, jesh spelnia nastepuja-
ce dwa warunki:

a)Va,be A IceA: (a,b,c)€o,

b) Va,b,c,d €A [(a, b, c)eon(a, b, d)ec]|=>c=d.

Jesli (A, ©) jest operacjai (a, b, c) €o, to piszemy wtedy c=acb.

Zatem, jesli pewna operacja © przyporzadkowuje kazdemu punktowi (al, a,, ..., ak) e A
dokladnie jeden element o(al, a,, ..., ak) €A, to mozna opisa¢ ja jako k+1 wymiarowa
relacj¢ 73, okreslona nastgpujaco:

(@, @3, o Oy, Apyy) €58 So(ay, @y, .o Gy )=y
Definicja 1.3. S.1. [A: (%,)67] nazywa si¢ algebra, jesli wszystkie relacje s operacjami.
i

Definicja 1.4. S.r. nazywa si¢ k-wymiarowym numerycznym systemem relacyjnym
(n.s1.), gdy A=R*. Jesli zbior 4 sklada sie z obserwowalnych — empirycznych obiektow, i
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relacje 95, okreslone sa empirycznie, to system [A: (%,)e]} bedziemy nazywa¢ empirycz-
i Y
nym systemem relacyjnym (e.s.r.).

1.2.3. Relacje rownowaznosci i kongruencji

Definicja 1.5. Binamag relacj¢ = na zbiorze A nazywamy relacjq rownowaznosci, gdy jest
zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Klasa abstrakcji (rownowaznosci) elementu a € 4 jest zbior wszystkich elementow z A4
bedacych w relacji z elementem a (rownowaznych elementowi a) i bedziemy j3 ozmaczaé
przez [a] lub @. Za pomoca klas abstrakcji relacje rtownowazmosci mozna scharakteryzowaé w
nastgpujacy sposob:

(V) a € [a] dla wszystkich a € 4,

(i) dla wszystkich a, b € A [a]n[b] =D lub [a] = [b].

Definicja. 1.6. Niech 4 = [A; (.%,) } — s.1. Relacja rdwnowazmosci = na zbiorze A

)
jest relacja kongruencji dla .4, jesli spelia wlasnos¢ podstawien, tzu.:
V,-Eg[(al, a,, ..., aki)eAkf /\(ai, a, ..., a,’(i) e Aki na; za} dlaj=1,2, .., k|=

& — K ’ ’ ’
:>./£,-(al, a,, ..., ak'_)—&ﬁi(al, a, ..., akl_).

Dla s.r. [9’1’; .%’1], z relacja %3 ={(x, y): x2< yz} przykladem relacji kongruencji jest
relacja xr y &> (x=yvx=-y).
Przy pomiarze wagi cialo mozna zastapi¢c dowolnym innym cialem o tej samej wadze

niezaleznie od postaci, gestosc, koloru itd.
Definicja 1.7. Méwimy, ze relacja rtownowaznosci ~, jest wigksza niz relacja rowno-

wazmosci =, jesli ;c~, lub, co jest rownowazme, gdy z a~| b wynika, ze a=, b.
Twierdzenie 1.1. Dla kazdego s.r. 4= I:A; (%’)JJ istnieje (jednoznacznie okreslona)
1
najwigksza relacja kongruencji =_; (tzn. ~_,> =~ dla kazde;j relacji kongruencji ~ dla .4).
Dowdd. Zdefiniujmy relacj¢ =_, w nastgpujacy sposob:

ax g a'@[vieg,j=l, 2, .., knray,a,, ..., aj_1> Ajpps o A, eA],

%(al, 02, ooy aJ-_l, a, a_].+l’ ceey aki)=.%i(a1, a2, ceey aj_l, a’, aj-+1, ceey aki)'
Relacja = _; jest relacja rownowaznosci, oprocz tego jest relacja kongruencji dla 4. Niech

aj.za}- dla j=1,2, .., k;. Wtedy

‘%i(al’ a2, cees aki)=‘%i(ai, Ay, ... aki)=,92’-(ai, aé, ceey aki)=...=%’-(ai, aé, ceey a;‘i).
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Z drugiej strony, niech ~ bedzie relacjq kongruencji dla %4 1 a=~a’. Poniewaz x=x dla
kazdegox € 4, to a= ;za’'.

Stad elementy z % nalezace do tej samej klasy abstrakcji mozma utozsami¢ wzgledem
relacji _, (poniewaz za pomoca wszystkich relacji danego systemu relacyjnego nie mozna ich
rozrozmic). Z drugiej strony, elementy nalezace do réznych klas abstrakcji mozna rozroznié¢ za
pomoca pewnych reiacji z zadanego s.r. 4. jesli a# 4a’, to istnieja i €5, j e{l, 2, .., ki }

iay, ay, ..., a; |,y - 4, €% takie, ze
%,-(al, Ay, s @)1, A, 05, . aki)¢%,-(al, a, ..., a;_j, a’, Aty oo aki).

Wychodzac z s.r. 4 =|:J£; (%)J] 1 relacji kongruencji = w % mozna wyprowadzic¢
1

Jg/u[;g; (%)

abstrakcji indukowane relacja =~. Relacje migdzy elementami z A sq jednoznacznie okreslone
przez relacje mi¢dzy elementami z % — ,,przedstawicielami” klas abstrakcji

] tego samego typu co 4. Elementami zbioru A sq klasy

i

R (@, s .., B ) =R (a1, @y, ..o @y ) dla ) €F; (=12, ., k).

Definicja. 1.8. S.1. %/~ bgdziemy nazywac systemem ilorazowym z relacjami systemu
% modulo =.

Definicja. 1.9. Sx. 4 be¢dziemy nazywac systemem niesprowadzalnym, jesli rownosé
bedzie jedyng relacja kongruencji w 4.

Twierdzenie 1.2. Dla dowolnego s.r. .4 system ilorazowy .4/~ , jest niesprowadzalny.
Wtedy 4/~ , bedziemy nazywaé niesprowadzalnym s.r. odpowiadajacym systemowi 4.

Dowod. Niech ~ bedzie najwieksza relacja kongruencji w .4: i a~a'. Wtedy

~ o~ ~ ~
_ = ~ ~ ~

ﬁ(ﬁl, 52, ceey ij_l, a, aj+1, ceny Eki);t.%(ﬁl, 52, ceey aj_l, E’, aj+1, ceey aki)

~
~ ~

dla wszystkichi €7, j=1, 2, .., k; igl, 52, e A, gjﬂ, cees 51(,. e‘/Z

Zatem %,.(al, ay,...a;1,a,a;,., ..., aki)=%i(al, a, ..., a;_y, a’, Ajigseees aki)
dla wszystkich i €7 . j=1,2, ..,k ia}, a,, ..., aj 1, a5405 en A €.

Stad wynika, ze a~ _;a’, tzn,, Ze a=a'.

1.2.4. Przeksztalcenia, homomorfizmy i izomorfizmy

Niech A 1 B ozmaczaja dwa dowolne zbiory. Przeksztalceniem zbioru 4 w zbiér B
nazywamy funkcj¢ m, ktora kazdemu elementowi a € 4 przyporzadkowuje element m(a) € B i
zapisujemy to nastgpujaco m: A — B. Zbior A nazywamy dziedzing przeksztalcenia, a zbior B
zbiorem wartosci. Jesli m(A)=B, to przeksztalcenie m nazywamy przeksztalceniem na
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(w odrézmieniu od przeksztalcenia w) B. Przez m~!(B) bedziemy ozmaczaé zbiér tych
elementow z A4, ktorych obrazy naleza do zbioru B.
Definicja 1.10. Zalozmy, ze mamy dwa s.r. tego samego typu: .z§={A; (%,)67] 1
i

B =[B; (5’,)67] Przeksztalceniem m zbioru A w (na) zbior B bedziemy nazywac homo-
1

morfizmem systemu .4 w (na) %, jesli dla wszystkich i € I i (al, a,, ..., a; ) e Aki

%}(ab a, ... aki)=5f(m(a1), m(a,), ..., ”’(ak,. ))
Zdefiniujmy przeksztalcenie m;y: A*¥ - B wzorem

m(k)(al, a, ..., a; ) = (m(al), m(a2 ), . m(ak ))
Przeksztalcenie m bedzie homomorfizmem systemu .4 w % < dla wszystkich i € &
Sy =mi (7).

Jesli %8 cm(—kl)(?f ), to bedziemy mowié, ze m jest algebraicznym homomorfizmem.

Definicja 1.11. Izomorfizmem systemu % na % b¢dziemy nazywa¢ homomorfizm syste-
mu % na %, ktory jest wzajemnie jednoznaczny (tzn. roznowartosciowy i na). Przeksztalcenie
m jest rozmowartosciowe <> dla wszystkich a,b € 4 jeshi a #b, to m(a) = m(b).

Jesli m jest izomorfizmem systemu % na .7, to il jest izomorfizmem systemu .% na 4.
Stad systemy relacyjne .4 i % bedziemy nazywac izomorficznymi, gdy bedze istniat izomor-
fizm systemu .4 na .%.

Przykltad. Niech 4= [SR; <, +], B = [ER o S x]. Wtedy przeksztalcenie
mR>R_ = {x eR: x> 0} okreslone wzorem m(x)=exp(x) jest izomorfizmem tych syste-
mow:

x <y <> exp(x) <exp(y)

z=x+y < exp(z) =exp(x)-exp(y).
Definicja 1.12. Automorfizmem systemu .% b¢dziemy nazywac izomorfizm systemu .4

na siebie.

Trywialnym przykladem automorfizmu systemu .4 jest funkcja tozsamosciowa.

Definicja 1.13. Niech A, B, C ozaczaja zbiory i m — przeksztalcenie z A w B, oraz n —
przeksztalcenie z B w C. Przeksztalcenie nom: A — C definiujemy wzorem nem(a)=n(m(a))
1nazywamy ztozeniem przeksztalcen » i m.

Twierdzenie 1.3, Zlozenie homomorfizmow jest homomorfizmem oraz zlozenie izomor-

fizmow jest izomorfizmem.
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Whiosek 1.1. Wszystkie automorfizmy s.r. .4 tworzg grupe wzgledem operacji zlozenia
O; bedziemy ja oznaczaé przez I 4.

Twierdzenie 1.4. Niech 4 = l:A; (%,- )ze?] 1.8 = [B; (J‘/i )167} — S.I. tego samego typu
1m — homomorfizm systemu .4 w .%. Wtedy binama relacja =, zdefiniowana warunkiem
axa' <m(a)=m(a’) (D)

jest relacja kongruencji w .4 (nazywac ja bedziemy relacja kongruencji generowana homomor-
fizmem m).

Dowod. Zwrotmos¢, symetria 1 przechodnios$¢ relacji = wynikaja bezposrednio z odpo-
wiednich wlasnosci relacji =. Zatem relacja = jest relacjg rownowazmosci.

Niech i€ 9] a(ki) =(al, a,, ..., aki) eAk", a(k’_), (ai, a,, ..., “l-,.) eAk", przy czym

a,~a; dla wszystkich j=1, 2, ..., k;. Wtedy m(k,.)(a(k,.))=”'(k,)(a(k,.)) z definicji relacji =,

a poniewaz m jest homomorfizmem, wigc

A=A ma (00 ) )= A s ()= i) )

Zatem, = jest relacja kongruencji w 4.
Udowodnimy teraz twierdzenie odwrotne do twierdzenia 1.2.
Twierdzenie 1.5. Niech 4 = [A; (%,)67] — s.I. 1 m — oznacza przeksztalcenie zbioru A
1

w B. Zalézmy, ze binama relacja w .4, zdefiniowana warunkiem (1) z twierdzenia 1.2 jest
relacjq kongruencji w 4. Wtedy istnieja relacje .*; (i € 9 w %, jednoznacznie okreslone na

m(k’_)(Aki) 1takie, ze m — homomorfizm systemu 4 w % = [B; (5”,- )7_67], a dokladniej
7 =m(k:)(j&)

Dowod. Poniewaz binarna relacja okreslona warunkiem (*) z twierdzenia 1.2 jest relacja

kongruencji w 4, wiec m(_kl_)(m(k.)(al,ab...,ak'_))c%,- dla kazdego ieJ i

(al, a, ... aki)e%’,-. Zatem m(_kl)(m(k)(.%,))c% Zawieranie w drugg strong
m(—kf)(m(k,)(% ))D% jest prawdziwe dla dowolnego  przeksztalcenia.  Stad
m&l)(m(k)(ﬂ))=% 1 zgodnie z definicja 1.10 m jest homomorfizmem systemu .4

w [B; (m(k.)(‘%i)) ] Z drugiej strony, jesli m jest homomorfizmem systemu .4
i iey

w8 (m)(57)) _ | 10 =ity (57 e
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Poniewaz ) przeksztalca A% na up )(Aki), to A mm(ki)(Akf)z m )(%I-), ied

1

!

Twierdzenie 1.6. Niech 4 = [A; (%’)e?jl —s.rI. i = —relacja kongruencji w 4. Wtedy:
1l

(1) przeksztalcenie h: a >a jest homomorfizmem systemu .4 na system ilorazowy
A=A~
(ii) jesli =, — relacja kongruencji w .4, to system .4, = .4/~ jest izomorficzny z syste-

mem 4/=, gdzie z0=h_1(z1), lub - co jest rtownowazme — a =, b<:>5‘z1 b.
Dowdd.
(1) Przeksztalcenie m =h odpowiada warunkowi twierdzenia 1.5. Zgodnie z definicja 1.8
%’,‘- = h( ki)(.%,-). Zatem z twierdzenia 1.5 wynika, Ze A jest homomorfizmem.
(i) Niech & i Ay — homomorfizmy i =, =, — odpowiadajace im relacje. Z definicji =
zbior hooh'1 ohy 1(c) jest jednoelementowy, powiedzmy m(c), dla kazdego ce.% /zl.
Oprocz tego, m przeksztalca wzajemnie jednoznacznie .4 /zl na ./4/~,. Poniewaz hy jest

homomorfizmem, to dla kazdego i € 7

-1 :o _ o o -1 U‘T‘o _ o i
(A )= s it ) ()= ) (5)
Z definicji systemu ilorazowego po prawej stronie rownosci mamy i-ta relacje z s.r.
A / ~| , WigC m jest wzajemnie jednoznacznym homomorfizmem, czyli jest izomorfizmem.
Whniosek 1.2. Niech % — niesprowadzalny s.r. Jezeli m — homomorfizm systemu .4

w s.I. %, to jest on wzajemnie jednoznaczny.

Dowdd. Poniewaz relacja kongruencji generowana przez homomorfizm m jest rownoscia,
wigc z faktu m(a)=m(a’) wynika, ze a=a’.
Definicja 1.14. Niech 4 = [A; (%’)e?] —sr., Agc A. Przez F%(A 0) bedziemy ozma-
; .

cza¢ zbior wszystkich wzajemnie jednoznacznych homomorfizméw systemu [A 0> (%’)697]
1

w 4. Elementy zbioru I” Jg(A 0) bedziemy nazywaé czg¢sciowymi endomorfizmami systemu
% (okreslonymi na A ).

Jezel y eI’ ;1 Agc A, to 7|A0 (y obcigta do 4 j) nalezy do F_,g(A 0). W ogolnosci
I 4(A) posiada elementy nie bedace automorfizmami systemu .. W dodatku, zbior
r Jg(A 0), Ayc A posiada elementy, ktorych nie mozna przedhuzy¢ do automorfizméw
systemu 5.

1. Niech 4 =[Z,; <], gdzie & — zbior liczb catkowitych. Wtedy przeksztalcenie a(a)=2-
a dla wszystkich a € A nalezy do I" 4(A), ale nie nalezy do I” 4 (I" 4 — grupa automor-

fizmow systemu % — nie jest wzajemnie jednoznaczna, a dokladniej nie jest na).
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2. Niech 4=[Z; <] i A, — zbior liczb parzystych. Wtedy przeksztalcenie a(a)=a/2 dla
wszystkich a € 4 ; nalezy do I” Jg(A 0), ale nie mozna przedhuzy¢ go do elementu zbioru I~
(poniewaz obrazem af(a) jest caly zbior Z).

Twierdzenie 1.7. Niech %= [A; (%i )qu} bedzie  mesprowadzalnym s,

ﬁ:[B; (%)57} bedzie dowolnym sr. tego samego typu, .Z — zbior wszystkich
1

homomorfizméw systemu 4 w & i my; - dowolny element zbioru .. Wtedy

M ={yom0: yel ﬁ(mo(A))} 1 wszystkie elementy zbioru .Z s3 przeksztalceniami wzajemnie

jednoznacznymi.
Dowdd. Z wniosku 1.2 wszystkie elementy zbioru .7 sa przeksztalceniami wzajemnie
jednoznacznymi. Zatem, m, — izomorfizmm systemu .-% na [mO(A); (‘/,)’e 97]. Z twierdzenia 1.3

dla dowolnego y €I” g(my(A)) przeksztalcenie y omy jest homomorfizmem systemu .4 na
. Dla dowolnego m e ./ przeksztalcenie momy ' jest izomorfizmem systemu

[mo(A); (5”,)167] na [m(A); (5’;)16?] Stad mgomy! e g (mg(4)) i mz(moomal)omo.

1.2.5. Definicje i typy skal

Skalg (k-wymiarowa) bedziemy nazywaé¢ homomorfizm m 2z niesprowadzalnego
empirycznego systemu relacyjnego .4 =[A; (%,)g:' w (k-wymiarowy) liczbowy system
1

relacyjny % = |:£Hk; ( 5/1)69] 4% nazywamy modelem systemu relacyjnego 4. Bedziemy
I

korzysta¢ tylko z homomorfizmu w (a nie na), bo jesh A — zbior skonczony lub przeliczalny,
to dla % =R* homomorfizm na nie istnieje. Wartosci elementow zbioru A dla danego ho-
momorfizmu bgdziemy nazywaé wartosciami skali. Poniewaz to przeksztalcenie jest homo-
morfizmem, wigc z liczbowych relacjyi migdzy wartosciami skali bedzzemy wmioskowaé o
empirycznych relacjach migdzy empirycznymi obiektami: obiekty q;, a,, ..., ap saw relacji
;. <> odpowiadajace im wartosci skali m(a,), m(a,), ..., m(akl) sa w relacji .. Im wigcej

relacji bierze si¢ pod uwage przy definiowaniu skali, tym bardziej wartosci skali opisuja nam
rzeczywistosé.
Dla danego empirycznego s.r. 4 =|:A; (%’)57} istnieje jednoznacznie okreslony nie-
1

sprowadzalny empiryczny Ss.r. [Z (.%:) J, odpowiadajacy systemowi % (patrz twierdzenie
iey

1.2). Jesli m jest skalg przeksztalcajaca system ilorazowy A w liczbowy s.r. %, to prze-
ksztalcenie 7 a—>a —)m(g ) jest homomorfizmem systemu .4 w %. Stad mozemy dokony-

waé pomiaru dowolnego s.r.
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Istnieje cala klasa skal przeksztalcajacych dany niesprowadzalny s.r. .4 w dany liczbowy
sr. & Te klase skal b¢dzemy oznaczaé (.4, %). Skale nalezace do klasy .Z bedziemy
nazywacé rownowaznymi, a klase ./ — klasa skal rownowaznych.

Jezeli mamy dang skal¢ my nalezaca do (.4, %), to z pomocy ,,wewnetrznych”
wlasnosci systemu %, a w szczegolnosci jego czgsciowych endomorfizméw, mozna
scharakteryzowac calg klas¢ .Z(4, %). zgoduie z twierdzeniem:

(A, i?)={7 omy: ¥ efﬁ(mo(A))}.

Dwie skale sa rOwnowazne < istnieje czg¢sciowy endomorfizm danego l.s.r. przeksztalca-
jacy jedna skal¢ w druga. Elementy zbioru I~ 4(my(4)) bedziemy nazywaé dopuszczalnymi
przeksztalceniami skali m,, poniewaz przeksztalcaja one skalg 7 w skalg rownowazna.

Zauwazmy, ze dla danego e.s.r. moze istnie¢ kilka l.s.r., ktore s3 homomorficznymi obra-
zami danego e.s.r.

Systemy [ER; <, +] i[iR oS ] s3 izomorficzne. Zatem jesh e.s.r. mozna przeksztalci¢

homomorficznie w [SR; <, +], to mozna go przeksztalci¢c homomorficznie w [ER oS ]

Wybor jednego z tych dwéch systemow dla zbudowania skali zalezy tylko od nas. Najlepiej
wybiera¢ system najprostszy — w tym przypadku [ER; <, +].

Bedziemy mowié, ze skala my, jest regulama < I” g (mg(A)) # . Zatem — przeksztatce-
nie wartosci skali jest dopuszczalne, jesli zachowuje ono relacje reprezentowania systemu
empirycznego przez liczbowy. Zbior wszystkich przeksztalceni dopuszczalnych okresla typ
skali, czyh stopien jednoznacznosci pomiaru. Skal¢ charakteryzuje si¢ wigc za pomocg dopu-
szczalnych przeksztalcen.

Scharakteryzujemy wybrane typy skal.

Skale nominalne

Najprostszym systemem relacyjnym jest system [4; =], gdzie = jest relacja rownowazno-

=

$ci. Odpowiadajacym mu niesprowadzalnym s.r. jest system {A; =:|, gdzie A4 jest zbiorem
klas rownowaznosci (abstrakcji) systemu [Z; z] Skala liczbowa, przeksztalcajaca [j, =]
w [R; =] (lub [m"; =]) istnieje <> moc zbioru A jest mniejsza od continuum (jest przeliczal-

ny). Jesli skala istnieje, to moéwi nam (informuje) czy dane elementy s3 rownowazne, czy tez nie.

Definicja 1.15. Romowartosciowe przeksztalcenie systemu [A; =] w system [R; =]
nazywa si¢ skala nominalng.

Dla skali nominalnej dopuszczalne s dowolne przeksztalcenia roznowartosciowe.

Przykladem skali nominalnej jest przyporzadkowanie mezczyznom — 1, a kobietom — 0
(lub odwrotnie) — kolejnosc w tej skali jest nieistotna.
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Skale porzqdkowe

We wszystkich spotykanych przypadkach e.s.r. ma co najmniej jedng relacj¢ rownowaz-
nosci i jedng relacje porzadku, dla ktorych odpowiedni niesprowadzalny s.r. jest zbiorem upo-
rzadkowanym. Dla prostoty zapisu zalozmy, ze system .% jest uporzadkowany, tzn. [4; <],
gdzie < jest binamna relacja porzadku zdefiniowana warunkami:

(i) Va,be A, (a=b)v(a<b)v(b<a),

(ii) Va,b,c €4, [(a<b)A(b<c)|=(a<c).

W szczego6lnosci 5= [R; <] jest systemem uporzadkowanym. Stad, aby przeksztalcenie f
systemu .4 w system .% bylo homomorfizmem, potrzeba, aby f zachowywalo porzadek, czyli
aby f byla funkcja rosnacg (a zatem jest takze roznowartosciowa).

Definicja 1.16. Skala m: A —> R nazywa si¢ skalg porzadkowa, jesli jest ona jedyna
z dok}adnoscig do Scisle rosnacych, cigglych przeksztalcen zbioru m(4) w R (dopuszczalnymi
przeksztalceniamui sa funkcje ciagle, Scisle rosnace).

Skale okreslone 7 doktadnosciq do grup liniowych przeksztalcen (skala afiniczna —
priedziatowa i liniowa — ilorazowa)

Definicja 1.17. Grupa I'p dodatuich przeksztalcen afinicznych z % na R sklada sig
z wszystkich przeksztalcen postaci:

Ya, g™ ax+pf,gdae a eN _, feN.

Grupe [1,;= {}’a,03 a ei}’{+}, bedziemy nazywaé grupg ,rozciqgnieé”, a
I'g= {71,,3: p eSR} — grupa przesunieé.

Skale bedziemy nazywaé skalg afiniczng (przedzialowg), jesli jej jedynymi
dopuszczalnymi przeksztatceniami sa dodatnie afiniczne przeksztatcenia.

......

przeksztalceniami sa rozciggniecia.
Skale b¢dziemy nazywac skalg réznicows, jesh jej jedynymi dopuszczalnymi przeksztal-

ceniami s3 przesuniecia.
Uwaga 1.1. Grupa I'; jest podgrupa grupy [ p, a I'g jest normalna podgrupa grupy / p.

Podgrupy normalne I~ ¢{y1,0} grupy I p sa postaci:
1“={}/a”3: a€ey, ,BEER},

gdzie ¥— multiplikatywna podgrupa grupy R, .
Dowdd. Grupa I” jest normalng podgrupa grupy /' p < z warunku y g, fo el” wynika,

Ze:

-1 .
U, Y g, Bo? @B =7 ay,afy, fi-a,) el” dla wszystkich o eR, S eR. (2)
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Niech I” bgdzie podgrupa normalng grupy / p, I ¢{;/ 1’0}. Wtedy znajdziemy taka pare
(ag, Bo)#=(1, 0), ze Y ag, By €1 -
Jesli ag #1, to z (2) bezposrednio wynika, ze
yao,ﬂ:ﬂeiﬂcr. (3)
Jesli ap=1,to By =0 iw I oprocz 71,5, istnieje element Y1,-B,- Z (2) wynika, ze
Y1, el1 Y1,-foa el dla wszystkich o> 0,
wige (3) zachodzi takze dla ay =1, co konczy dowod.
Zauwazmy, ze skale dla ktorych dopuszczalne przeksztalcenia s3 postaci x - ax+f,
gdzie <0 sa dla nas nieuzyteczne, poniewaz nie zachowuja porzadku.

Definicja 1.18. Skale nazywamy absolutna, gdy jedynym dopuszczalnym przeksztalce-

niem jest funkcja tozsamosciowa.

Tabela 1.1
Pewne typy skal
Lp.| Dopuszczalne przeksztalcenia Typy skal Przyklady

1 [P(x)=x absolutna moc zbioru

2 | P(x)=ax (a>0) liniowa masa, skala temperatur Kelwina,
(lorazowa) [pienigdz

3 |D(x)=ax+pf (a>0) afiniczna temperatura Fahrenheita 1 Celsjusza,
(przedzialowa |czas kalendarzowy
)

4 1P(x) — funkcja rosnaca ciagla porzadkowa [preferencje

x>y D(x)2D(y)
5 |[@D(x) — funkcja r6zmowartosciowajnominalna rozrozmianie elementow

WymieniliSmy pig¢ najszerzej dyskutowanych i omawianych typoéw skal. Poniewaz typ
skali jest zdefiniowany za pomocg zbioru przeksztalcen dopuszczalnych, to istnieje nieskoncze-
nie wiele typow skal odpowiadajacych nieskonczenie wielu zbiorom przeksztalcen dopuszczal-
nych. Waznga skala w psycho-fizyce jest skala log-przedziatowa. Dopuszczalnymi przeksztalce-
niami tej skali sq funkcje postaci: ax?, @, #>0. Co wigcej, okreslenie typu skali, czyli scharak-
teryzowanie klasy przeksztalcen dopuszczalnych jest w wielu przypadkach trudnym zagadnie-

nem.
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1.2.6. Problemy sensownosci w teorii pomiaru

Wnhioski oparte na wynikach pomiaru powinny by¢ niezmiennicze ze wzgledu na dopu-
szczalne przeksztalcenia skali. Zauwazmy, ze interpretacje 1 sens roznych statystyk opisowych
zalezne sg od typu skali. Nie mozemy, na przyklad, wyciaga¢ uzasadnionych wnioskow z po-
rownania Srednich, jesli odpowiednie wiasciwosci nie zostaly zmierzone na skali co najmniej
przedzialowej. W przeciwnym wypadku nasze ustalenia nie b¢da niezmiennicze wzgledem do-
puszczalnych przeksztalcen skali. Nasze sady bylyby prawdziwe ze wzgledu na pewne skale
dopuszczalne, a falszywe — ze wzgledu na inne.

Definicja 1.19. Niech .4 = [A; (%1)67] — niesprowadzalny e.s.r. 1 .5 = [ERk; (5”,)’67]
i Y

— Ls.r. tego samego typu, taki, ze istnieje co najmniej jedna skala m przeksztalcajaca system .4
w %. Niech .- k-wymiarowa relacja na %.
Relacja .¥’jest sensowna (formalnie znaczaca), jesli:

dla wszystkich m, m' e (.4, B)iay, a,, ..., a, €4,

y(m(al), m(az), m(ak ))= ‘9”(m’(al), m'(az), m’(ak ))
lub — co jest rownowazne — m(_kl)(f” )= m(’,:)l(ﬁ” ).
Kryterium 1.1. Niech .4, %, /" takie jak w definicji 1.19 1 niech m — dowolna skala
przeksztalcajaca system % w %. Relacja jest sensowna <>

(A, $)=%([A; (%,.)l_eg, m; ‘(.s”)}, [B; (), /D (4)

czyh stwierdzenie, ktore dotyczy skali jest sensowne, jesli prawdziwos¢ lub falsz tego stwier-
dzenia nie zmieni si¢ po zmianie skali na skale rownowazma.
Dla dowolnego s.r. .4 =[A; (%’)ey] 1 dowolnego podzbioru A, c 4 zdefiniowalismy
]

zbior I (A 0) — czgsciowych endomorfizméw i grupg automorfizméw /I~ ;. Teraz wykorzysta-
my te pojecia dla scharakteryzowania relacji sensownych 1 odpowiadajacych im relacji empi-
rycznych.

Definicja 1.20. Niech y — przeksztalcenie zbioru 4,c 4 w A4, a Y6 — k-wymiarowa
relacja na A. Relacja R4 nazywa si¢ y-inwariantna, jesh
%(al,az,...,ak)=%(7(a1),7(a2),...,y(ak)) dla  wszystkich (a), a,, ..., ay) edk, b
rownowaznie, jesli B~ A% = y('kl)(.%).

Niech I — zbidr przeksztalcen. Relacja .92 nazywa si¢ /-inwanantna, jesli jest ona y-inwa-
riantng dla wszystkich y € I". Relacja .95 nazywa si¢ inwariantna, jesli jest /~ ,-inwariantna.

Na przyklad, jedli relacje 9% (i €J) sa inwariantne, to 1 s3 I~ _/g(AO)-inwan'antne dla

wszystkich 4, c A. Jesli % — relacja inwariantna, to %'=y(—,3)(%)='y(k)(%), poniewaz
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automorfizm y przeksztalca 4 (A,) wzajemnie jednomaczmie na A. Z definicji 1.20, 1.10 i

1.14 mamy:
Whniosek 1.3. Relacja 78 jest FJg(AO)-mwaxianma = [‘Jg(AO)=FJg,(Ao), gdzie

1

A= [A; (%)e?’ %}, tzn. kazdy czgSciowy endomorfizm okreslony na 4, jest czgSciowym
1

endomorfizmem s.r. .# uzupeionego relacja .%.

Whiosek jest prawdziwy takze, gdy zamiast I (A 0) wezmiemy (grupe automorfizmow i
wowczas A = A).

Twierdzenie 1.8. Niech J§=[A; (J(Z,.)ieq] — niesprowadzalny e.s.r., $=[B; (Z),e?] B

Ls.r. tego samego typu, my, — dowolna, ustalona skala, przeksztalcajaca .4 w %1 .7~ relacja na
. Wtedy relacja %jest sensowna <> jest ona I (mO(A))-inwan'antna.

Dowdd.

a. Niech % bedzie k-wymiarowa I g(nmy(A))-inwariantng relacja i meM( 4, B).
Z twierdzenia 1.7 istnieje takie przeksztalcenie y e/ y(my(A4)), ze m=y-my, i stad
m; kl)(S” )= mg(lk) °¥ () ,‘1)(5” ). Poniewaz relacja jest 1", (mo(A)) -inwariantna i ny, przeksztalca
A na my(A4), wigc mg(lk)oy("kl)(?)=m6(1k)(5”nmo(A)k). Zatem nz(—lcl)(ﬁ”)=ma(1,()(.5”) dla
wszystkich me M (.4, B).

b. Niech . bedzie relacja sensowng i y el y(my(4)). Wtedy z twierdzenia 1.7
yomyeM(A, B) i stad ma(lk)(V)=ma(lk)o;/(—,})(5”). Poniewaz my przeksztalca A na
my(4), wige & mg(4*) =y ().

Z tego twierdzenia wynika, ze sensownos$¢ zalezy tylko od inwariantnosci odpowiednich
czgsciowych endomorfizmow danego Ls.r. &. Wystarczy znaé obraz m(A4) zbioru A4 tylko dla
jednej ze skal. Jesli, na przyklad, wiemy, ze istnieje skala m, dla ktorej m(A) = B, to ,,zachowa-
nie si¢” relacji.#dla czg¢sciowych endomorfizmow zbioru B catkowicie okresla jej sensowno$é.

Whiosek 1.4. Niech .4 i B takie jak w twierdzeniu 1.6.1 i.7% relacja na %, Wtedy Zjest
I g(m(A))-inwariantna dla wszystkich m e #(.4%, %), jesli jest I, (mo(A)) -inwariantna dla
co najmniej jednej skali my e #4(A4, B).

Dowod. Jedli Fjest I” ﬂ(mo(A))-mwaﬁmma dla jednej skali m, € M, to z twierdzenia 1.8
jest ona sensowna, i wtedy z tego samego twierdzenia 1.8 relacja #jest Iy (mo(A)) -inwariant-
na dla dowolnej skali my € #(A4, B).

Z twierdzenia 1.8 1 wniosku 1.4 bezposrednio wynika praktyczne kryterium sensownosci:

Whniosek 1.5. Niech 4 1 % takie jak w twierdzeniu 1.8 i niech istnieje skala
my € M6(A4, B) taka, ze kazdy element zbioru I° .50(”’0(/1)) jest obcigciem elementu z I g,
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tj. obcieciem automorfizmu system .%. Wtedy nastgpujace stwierdzenia o k-wymiarowej relacji
¥ okreslonej na zbiorze % sq rownowazne:
(1) jest sensowna,
(i1) istnieje taka skala m e 4 (%, ), ze
r(®r), 7(8s), s 7(04)) =SBy, b2, - B) (5)

dla wszystkich y el g i (b, b,, ..., b;) em(A)*,

(iii) warunek (5) jest spelniony dla wszystkich skal m e 4 (.4, 7).

Dowdd. Z twierdzenia 1.8 i wniosku 1.3 wystarczy pokazaé, ze warunek (5) jest rowno-
wazny I g(m(A))-inwariantnosci relacji %7 Niech 7= 1" »(m(A)). Wtedy 1 i m;=nom sa ska-
lami i z twierdzenia 1.7. Istnieja dwa automorfizmy y 1 y,, dla ktorych m=yomy 1
my =y omg. Stad wynika, ze y omg=1n0oy omy. Zatem 01y, oy_l sq rowne na m(A4), wigc
kazdy element z I o (mo(A)) jest obcieciem pewnego automorfizmu systemu 5.

Z warunkow (1) 1 (11) wniosku 1.5 mamy:

Whiosek 1.6. Jesli w zalozeniach wniosku 1.5 dla dowolnego wyboru (b, b, ..., b;) en*
istnieje taka skala m, ze (bl, b,, ..., bk) em(A)k, tmn. B* =U(m(A)k: m eM), to kazda sen-
sowna relacja na B jest inwariantna.

Sensowna relacja .*’na zbiorze B definiuje odpowiednig relacj¢ Y5 = m(_kl)(b"/’ ) na A nieza-
lezna od przeksztalcenia m e #(_4, #). Z kryterium 1.1 % jest relacja jednoznacznie zdefi-
niowang.

Do tego czasu probowaliSmy scharakteryzowac sensowne relacje na zbiorze B z pomoca
wewnetrznych wlasnosci systemu 5. Teraz sprobujemy za pomoca wewnetrznych wiasnosci
systemu .4 scharakteryzowa¢ relacje na zbiorze A, odpowiadajace sensownym relacjom na %,

Twierdzenie 1.9. Niech 4 i % takie jak w twierdzeniu 1.8 1 .92 jest k-wymiarowg relacja
na zbiorze A i #(.4, B)+ 3. Relacja % definiuje sensownq relacje na 5= 3 jest [-inwa-
riantna, gdze:

r= {ml_lomz: my, my € 46(8, .ﬁ’)}.

Dowdd.

a. Zalozmy, ze relacja 92 jest [ -inwariantna i niech ¥’ = U{m(%): meM(4,.8)}.
Relacja % bedaca podzbiorem zbioru %* jest k-wymiarows relacja na B, i
m(_kl)(y )Dm(—kl)m(k)(%)=.%’ dla wszystkich m e #(.4, ). Musimy jeszcze pokazaé, ze
m(_kl)(y)c.%. Dla (a;, a,, ..., a;) em("kl)(.b‘”) istnieja skala m’ i (aj, aj, ..., aj,) €98 takie,
ze(ay, ay, ..., ak)=m(_k1) omipy(ai, a3, .., aj )tz ze(ay, ay, .., a;) =7 1y(af, a3, ..., a}),

gdzie y =m™lom’ eI". Poniewaz .8 jest I -inwariantna, wigc (ay, ay, ..., a;) eB.
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b. Jedli relacja ¥ na B jest sensowna, .9 — odpowiada /1 y = ml_l om, €I, to z warunku

l(k)(y) wynika, ze (ml omz) (9B)= m2(k)°”’1(k)(/8) ”’2(A)°”’1(k)°”11(k)(y)—

(k)
= m3i(F () = iy () iy (my ()F ) = miy () (3! oml(A)) ¢ Poniewaz
mQ_(lk)(.V )=98 1im, 1oml(A) = A, — dziedzina przeksztalcania y, wigc ostatnie wyrazenie jest
rowne & A%,

Whiosek 1.7. Niech 4, B i 93 takie jak w twierdzeniu 1.9 1 m(A4) = B dla wszystkich
me (A, B)#D. Relacja 7 odpowiada sensownej relacji na %8 < /2 jest inwariantna.

Dowdd. Poniewaz m(A) = B dla wszystkich m e (.4, ), wiec kazdy element zbioru
I (zdefiniowanego w twierdzeniu 1.6.2) jest automorfizmem systemu .4, i stad 'l ;.
Je$li y eI” 4. i m — dowolny element niepustego zbioru (.4, 5), to y =ml_1 om, el
gdzie my=mimy=moy istad I' ,I.

Whniosek 1.8. Niech 4, % i I takie jak w twierdzeniu 1.9. Zalézmy, ze kazde prze-
ksztalcenie y €I jest obcigciem automorficznym systemu .%. Wtedy kazda inwariantna

relacja na zbiorze A odpowiada (generuje) sensowne;j relacji na zbiorze B.

Uwaga 1.2. Zakladalismy, ze system .4 jest niesprowadzalny. Pomiar sprowadzalnego
s.I. 4 byl zwigzany z pomiarem niesprowadzalnego S.I. A za pomoca kanonicznego
przeksztalcenia 7: A —-)ﬁ Kazdej k-wymiarowej relacji ﬁ na zbiorze A odpowiada relacja

~

%=ﬂ(k)(ﬁ) na zbiorze A. Jest oczywiste, ze najgrubsza relacja kongruencji dla

./g=[A; (.ﬁ)’eg,], . = g4, jest relacja kongruencji dla systemu ./7”§’=[A; (%)167,.%] -
mowiac niescisle, dodanie relacji %8 nie precyzuje (doktadniej — nie okresla) relacji kongruencji
~ 4. Jesli chcemy opisac relacje na 4, odpowiadajace sensownym relacjom na B, za pomoca
wlasnosci inwariantnych, to rodz sie pytanie: czy relacja .92 jest inwariantna, jesli nie precyzuje
(doktadniej — nie okresla) relacji ~ ,? OdpowiedZ przeczaca daje nastgpujacy przykiad. Niech
=[A; %1], gdzie 4={-1,0, 1}, 9B ={(0, D), (0,—1)}cA2. Wtedy zbior I” , sklada si¢ z
dwoch permutacji:
(-1, 0, )>(-1, 0, 1),
(-1, 0,1)—~>(1,0, -1
i spelnia zalozenia wniosku 1.8 wzgledem 77 Zbiory {0} i {-1, 1} sa klasami kongruencji,
generowanymi relacja = ;. Relacja 9% = {(~1, -1), (1, 1)} jest inwariantna dla przeksztalcen
z = 4. Jednak zbior {-1,1} nie jest klasa kongruencji dla [./Z; Ty, %], poniewaz
A0, D= A1, -1).
Przyklad. Niech x{, x5, ..., xi, x|, x5, ..., xj beda wielkosciami nalezacymi do skali

przedzialowej. Rozpatrzmy 2k-wymiarows relacje
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S*: x'<x", gdzie x' = (1/3fc)Ex/ i x" = (1/Ifc)Ex;\
=1 =1

Poniewaz rjg - {x-»ax+06: a e9t+, b eJB], wiec relacja J/jest /"\g>-inwariantna i z wnio-
sku 1.4 jest sensowna. Jednak relacja x" <2x' nie jest sensowna, bo: x" <2x'+b dla dosta-
tecznie duzych bi x">2x"+b dla dostatecznie matego b i dowolnych x' i x". Stad z wniosku
1.5 (ii) relacja ta nie jest sensowna (takie poréwnanie mozliwe jest tylko dla skali ilorazowej).

Statystyka jest to przeksztatcenie zfi"w9l, gdzie B - zbior wartosci skali. Na przyktad,
jesh x=(xj, x2, ..., xn) n-wymiarowy wektor wartosci skali, x; € B, to typowymi przyktadami

statystyk sg Srednie

i odchylenia standardowe

Jesh x jest iloscig, a p —ceng towaru, to xp jest statystyka. Jest to funkcja z M2 w M,

(%, /?)-dwuwymiarowa warto$¢ skah. Poniewaz wartosci skah sg okreSlone jednoznacznie
z doktadnosciag ~ do zbioru ["-dopuszczalnych przeksztatcen, to warto$¢
f{ni(aj), m{a2), ..., m{anf[= rozpatrywana jako warto$¢ funkcji rzeczywistej

na An, bedzie zalezata od wyboru jednej z réwnowaznych skal.

Jesh wychodzimy od idei, ze warto$¢ ma nam powiedzie¢ co$ o rzeczywisto-

éci, to minimalnym warunkiem jest, zeby relacja rownowaznosci na A" indukowana rownoscig
A m{n)[an))=f{m(n)« )) ne zalezata od m.

Definicja 1.21. Niech J$) - klasa skal rownowaznych. Statystyke/na Bn nazy-
wamy sensowng, jeSh relacja rownowaznosci na A”, generowana warunkiem a*=a” o

<>f (m(n)(anj) =f{m(n)ian)) zalezy od meJ'&{">, &).
Zauwazmy, ze relacja réwnowaznosSci na An jest 2«-wymiarowg relacjg na A.

Z definicji 1.21, 1.19 i twierdzenia 1.8 mamy

Whniosek 1.9. Niech <$= A:.(*>),« - niesprowadzalny e.s.r., 38= B, (ja‘)Tejz

I.s.r. i/ - przeksztatcenie z Bnw 9t. Wtedy nastepujace stwierdzenia sa rGwnowazne:
i)/ - statystyka sensowna,
“YA x(n)) =Ar{x(n)]) dk wszystkich y erjg(m(A)),
i) 2«<-wymiarowa relacja {("(,.), *(,,)) eB2”:f[x(«))" 4 X))} na &Jest sensowna.
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Uwaga 1.3. Dowolna wzajemnie jednoznaczna funkcja rzeczywista statystyki sensowne;j
jest statystyka sensowna.

Dla statystyki sensownej f kazde przeksztalcenie y eI”,(m(A4)) indukuje wzajemnie
Jednoznaczne przeksztalcenie y': f (m(A)") - N:

7"3f(x(n))—>f(7(n)(x(n))), (6)
Y. f(xp, Xgs s xn)—)f(y(xl), Y(x;), --s y(xn)).

Jesh f(x(n))=f(x(’n)), to f(y(n)(x(n)))=f(y(n)(x(’n))). Zatem y’ jest zdefiniowana jed-
noznacznie. Jesl f(x(n))¢f(x(n)), to f(y(n)(x(n)));tf(y(n)(x('n))), wigc ¥’ jest przeksztal-
ceniem wzajemnie jednozmacznym. Jesli na odwrdt, dla danej statystyki f kazde
przeksztalcenie y el” 5(m(A)) indukuje (poprzez (6)) wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie
zbioru f (m(A)") w R, to f jest sensowng statystyka. W ten sposob udowodnilismy

Twierdzenie 1.10. Statystyka f jest sensowna <> dla kazdego przeksztalcenia
y €I g(m(A)) przeksztalcenie y’ okreslone warunkiem (6) wzajemnie jednoznaczmie
przeksztalca f (m(A)" ) w R,

Teraz podamy kilka przyktadow sensownych 1 niesensownych statystyk (w wyzej wymie-
nionym ujgciu).

Skale porzqdkowe

} atwo zauwazyc, ze Srednie
1
S(xp, %0, .o xn)=; > x;

sq niesensowne dla skal porzadkowych, poniewaz rownosé

n

< 1
2= 2

i=1

S [

po nalozeniu funkcji rosnacych jest naruszona. Na przyklad: x=(2, 4), x'=(3,3) 1 f(x)= x?

rosnaca dla x > 0. Wtedy x =x’, ale %(22 +42)¢%(32 +32).

Sensowng statystyka dla tej skali jest na przyklad mediana, tzn. (k+ 1)-a wielko$¢ wsrod
n=2k+ 1 wielkosci, utozonych w porzadku wzrastania. Poniewaz zadna funkcja rosnaca nie
zmienia kolejnosci ulozenia.

Przyklad. W badaniach czytelnictwa trzech tygodnikow T1, T2, T3 na podstawie proby
100 osobowej ustalono, ze:

35 osob czyta najchetniej tygodnik T1, a zatem 35 osob uszeregowato tygodniki nastgpu-
jaco: (T1, T2, T3) lub (T1, T3, T2),
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45 0s6b czyta tygodnik T1 na drugim miejscu, czyli uszeregowano (T2, T1, T3) lub (T3,
T1, T2),

20 os6b najmniej chetnie czyta tygodnik T1, czyli uszeregowano (T3, T2, T1) lub (T2,
T3, T1).

Na podstawie tych danych (skala porzadkowa) mozna stwierdzc, ze:

a) warto$¢ modalna (moda) rang przypisanych tygodnikowi T1 jest rowna 2 (ranga
wskazywana najczesciej — przez 45 o0sob),

b) mediana rang przypisanych tygodnikowi T1 jest rowniez rowna 2. Przy 100 czytelni-
kach, mediana jest wyznaczona przez czytelnika nr 50, a zatem jest to czytelnik, ktory umiescit
tygodnik T1 na drugim miejscu. Istotnie, poniewaz pierwszych 35 czytelnikow umiescito
tygodnik T1 na pierwszym miejscu, to piecdziesiaty czytelnik musi naleze¢ do grupy podajace)
tygodnik T1 na drugim miejscu.

Skale afiniczne (przedzialowe)

Z uwagi 1.1 wynika, ze kazda statystyka sensowna dla skal przedzialowych jest sensowna

dla skal liniowych 1 rézmic, jednak nie jest odwrotnie.
a. Rozpatrzmy sume x; +x,, gdzie (x,, x,) e9* — takie wartosci skali dwuwymiarowej,

Zze x; 1 x, s3 mierzone w roznych skalach ilorazowych, tzn. ze zbidr dopuszczalnych
przeksztalcen jest postaci:
{(xl, Xy) > (apx), ayxy ) a;>0, a, >0},

wtedy suma x; +x, nie jest statystyka sensowna, poniewaz roéwnos¢ x| +x, = x{ + x5 nie musi
pociagaé rownosci ajx;+a,X, =axj +a,x5. Z drugiej strony, jesli x; i x, — wartosci
mierzone w tej samej jednowymiarowej skali przedzialowej, to suma jest statystyka sensowna,
poniewaz r16wno$¢ Xx;+Xxp,=Xx]+xj pociaga za sobg x| tax,+f=oxj+axy+f dla
wszystkich a, f € R.

b. Rozpatrzmy ogolniejszy przypadek sensownej statystyki dla skal przedzialowych, tzn.
afiniczne funkcje postaci:

n
f(xl, x2, ceey xn)zzl’x’ +lo,
i=1
gdzie A; — dowolne, ustalone liczby rzeczywiste.
Jesi A9=0, A, =1 (i=1,2,..,n) i 15=0, A =% (i=1,2,...,n), to otrzymamy

najwazniejsze statystyki sensowne dla tej miary (sg to: suma wartosci i Srednia).
Funkcja f jest sensowna dla skali przedzialowej, poniewaz:

flax +B, axy + B, ..., ax, +B)=af (x1, x,, ..., xn)+ﬂi/1,- +(1-a)Ay. (7)

i=1
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Wiecej, z (7) wynika, ze grupa przeksztatcen, indukowanych na zbiorze wartosci funkc;i £,
w ogolnym przypadku jest izomorficzna z calg grupa dodatnich liniowych przeksztalcen.
c. Rozpatrzmy statystyke s (odchylenie standardowe):

n
s(xy, Xg, oo (n—l_lz X; —X) ]
i=]

gdzie: X —srednia x|, x,, ..., X,
=1 i
n i=1
Statystyka s jest sensowna dla skal przedzialowych, poniewaz jesli x; — ax; + 5, to s — as.
Ta statystyka nie zmieni swej wartosci tylko pod dziataniem przesunigé:
X — x+[.

Powrdocmy jeszcze do skali porzadkowej. Zaldézmy, ze mamy 5 kandydatow na prezyden-
ta: A, B, C, D, E i nalezy ich uszeregowac¢ od najgorszego do najlepszego. Skala porzadkowa
pozwala kazdemu kandydatowi przypisa¢ liczbe porzadkowa (rangg¢) w danym uszeregowaniu.
Jedna z mozliwos$ci moze by¢ nastepujaca:

A=3,B=2,C=5,D=4,E=1.

Ten sam problem sprébujmy rozwiaza¢ na skali przedzialowej. Kazdemu z kandydatow
A, B, C, D, E nalezy przypisa¢ liczbg¢ z przedziatu [1, 10]. Jedna z odpowiedzi moze by¢
nastgpujaca:

A=4 B=4C=7,D=10,E=1.

Jak latwo zauwazy¢ skala przedzialowa, podobnie jak porzadkowa, wyznacza w tym
przypadku uszeregowanie od najgorszego do najlepszego, ale pod wzgledem dostarczanych in-
formacji skala przedzialowa jest wyzej w hierarchii skal od skali porzadkowe;j. Jest to oczywi-
ste, poniewaz zbior dopuszczalnych przeksztatcen skal porzadkowych zawiera si¢ w zbiorze
dopuszczalnych przeksztalcen skal przedzatowych.

Na skali przedzialowej mozna przeprowadzaé wszystkie te operacje matematyczne, ktdre
mozna przeprowadza¢ na skalach nominalnej 1 porzadkowej. Jedna z nielicznych operacji, kto-
rych nie mozemy wykonywac¢ na skalach przedzialowych, jest obliczanie ilorazow. Jest tak
dlatego, ze skala przedzialowa nie ma naturalnej jednostki miary ani ustalonego, uniwersalnego
punktu zerowego. Zero na skali przedziatowej jest zerem umownym. Najczesciej podawanym
w literaturze przykladem takich skal przedzialowych sa skale Celsjusza i1 Fahrenheita. Zaldz-
my, ze jeden obiekt ma temperatur¢ +20°C, drugi — +40°C, a trzeci — +42°C, to oczywistym
jest, ze najcieplejszym z nich jest obiekt nr 3 1 Ze réznica temperatur pomigedzy obiektem nr 3 a
obiektem nr 2 wynosi 2°C i réznica temperatur pomi¢dzy obiektem nr 2 a obiektem nr 1 wy-
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nosi 20°C. Mozemy tez stwierdz¢, ze roznica 2°C jest 10 razy mniejsza od rézmicy 20°C. Na
skali przedzialowej mozemy zatem obliczy¢ ilorazy réznic mig¢dzy obiektami. Nie mozemy
jednak obliczaé ilorazow bezposrednio mi¢gdzy obserwacjami. Na przyklad nie mozemy stwier-
dz¢, iz obiekt nr 2 jest dwa razy cieplejszy od obiektu nr 1. Gdyby to bylo prawda, to odpo-
wiadajace tym obserwacjom wartosci na skali Fahrenheita powinny by¢ rowniez w stosunku
2:1. Wiemy, ze 40°C = 104°F 1 20°C = 68°F (zgodnie ze wzorem F =32+ (9/5)°C), i stad
104:68 # 2. Powodem tego jest to, ze skale przedzialowe nie maja naturalnej jednostki miary.
Zauwazmy tez, ze 0°C nie ozmacza braku temperatury, gdyz mozemy rejestrowac temperatury
ponizej i powyzej 0°C. Brak jakiegokolwiek ciepla odnotowany jest, jak wiadomo, przy
temperaturze 0°K (Kelwina) = -273,15°C. Skala temperaturowa Kelwina jest zatem skalg
wyzszego rzedu niz skala Celsjusza — jest to skala liniowa.

Skale liniowe (ilorazowe)

a. Wiemy, ze ¥ 1 s sa statystykami sensownymi dla skal przedzalowych, jednak
,,wspotczynnik wariancji” s/X w tej skali nie jest sensowny, poniewaz z faktu s/¥=s'/X’ nie
wynika, ze as/(aX +B)=as’/(ax’ +f5) dla wszystkich a> 01 S e R. Wspétczynnik wariancji
jest sensowny dla skal liniowych (ilorazowych).

b. Rozwazmy problem obliczenia indeksow cen konsumpcyjnych (CPI) (jest to stosunek

sumy cen okreslonych débr konsumpcyjnych objetych reprezentatywnym koszykiem w kazdym
kolejnym roku badania do sumy cen tych dobr w roku bazowym). Niech p;(t) bedze ceng i-

tego dobra w chwili ¢, a p,(0) — cena tego dobra w roku bazowym. Wtedy

il’i(’)

I(1)y=2—ro.
2.pi(0)
i=1

Sprawdzmy, czy sensowne jest stwierdzenie, ze CPI podwoil si¢ w czasie ostatniego roku:
I(t+ 1)=21(2).

Ceny sa mierzone pieniadzem, ktory jest mierzony skala ilorazows. Jezeli ,nasze” dopu-
szczalne przeksztalcenia beda niezalezne dla roznych cen (réznych towarow), to stwierdzenie
to nie bedzie sensowne; wigcej — nawet stwierdzenie /(¢ + 1) > /(f) tez nie bedzie sensowne.
Jednak jezeli wszystkie ceny s3 mierzalne w tych samych jednostkach, wtedy nasze

stwierdzenie jest sensowne.
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Reasumujgc: skala ilorazowa jest to skala z ustalonym, uniwersalnym punktem zerowym,
ktéry oznacza brak nasilenia danej cechy. W zwigzku z tym na skah ilorazowej mierzy sie na
przyktad wielkos¢ popytu na dany towar, koszty, liczbe konsumentéw itp., mozemy na niej
oblicza¢ $rednig arytmetyczng. Nalezy podkresli¢, ze we wspdtczesnych badaniach marketin-
gowych wystepuje przekonanie, iz wszystkie znane metody statystyczne moga by¢ stosowane
do danych typu co najmniej przedziatowego.

W pracy tej przedmiotem zainteresowania sg indeksy ubdstwa, traktowane jako statystyKki
na warto$ciach skah ilorazowej. Poniewaz punktem wyjscia sg dochody (wynagrodzenia),
zatem sg to statystyki na wartosciach skah ilorazowej. Co wiecej, wszystkie zmienne X, sg
mierzone na tej samej skah ilorazowej. Przypomnijmy, ze statystyka jest sensowna - dopu-
szczalna dla danego typu skali, gdy poréwnania sg niezmiennicze wzgledem dopuszczalnych
przeksztatcen tej skah. Teraz zostanie zweryfikowana sensowno$¢ wymienionych w pracy
indeksOw ubostwa.

Pierwszym indeksem jest procent ubogich. Zauwazmy, ze jest to statystyka na wartosciach
skah absolutnej (m jest to moc zbioru ubogich). Poniewaz jedynym przeksztatceniem dopu-
szczalnym jest funkcja tozsamosciowa, wiec jest on sensowny. Dodawanie i dzielenie sg dopu-
szczalnymi operacjami.

Drugim indeksem jest luka dochod6w ubogich (por. s. 72-73). Poniewaz dodawanie i
odejmowanie sg dopuszczalnymi statystykami dla skah przedziatowej, to tym bardziej sg
dopuszczalnymi statystykami dla skah ilorazowej. Dowéd formalny:

m m
Jezeh dla danych x iy 1(x) =1(y),czyli*(z - x()=y (r - yi), to
=1 =1
m m
Il xi =Zy>-
Wtedy
m m m

I (ax+b) =y ,[az+b - (axi +n)j =m(az+b)-ay\xi-mb - m{az +b) - a"_iyi-mb =I(ay +b)-
Nastepnym indeksem jest indeks Sena (por. wzor (3), s. 73). Jezeli opuScimy statg normu-
jaca, to indeks Sena mozna zapisa¢ w postaci:
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(z-x; )(m+1-i).

s

Il
—

1

Poniewaz dodawanie jest dopuszczalng statystyka dla skali przedzialowej, wigc indeks ten
jest sensowny dla tej skali, a tym bardziej dla skali ilorazowe;.
Jezeli S(x)=S(y), to

S(ax)=i(az—axi)(m+l—i)=ai(z—xi)(m+1—f)=ai(z—}’i)(m+l“i)=S(a)’)~

i=1 i=l1 i=1
Jezeli w indeksie Takayamy opuscimy stala normujaca, to mozna go zapisa¢ w postaci:
m
Pr(x)=Y (n+1-i)x],
i=1
gdze x;" jest obcigciem x; na wysokosci z (wzor (21), s. 79).
m
Wtedy Pr(x)=> (n+1-i)x;+(n-m+1)z i dalszy ciag dowodu sensownosci tego
i=1
indeksu jest identyczny jak dla indeksu Sena.

Klasa indeksow ubostwa Kakwaniego (wzor (24), s. 80) jest uogolnieniem indeksu Sena.

Pomijajac stala normujaca mozna ja zapisa¢ w postaci:
< k
P (x)= Z(z—xi)(m+l—i) .
i=1

Dowod dopuszczalnosci tego indeksu dla skali ilorazowe; jest identyczny jak dla indeksu Sena.

Indeksy Blackorby'ego-Donaldsona 1 Clarka, Hemminga, Ulpha (wzor (32), s. 82 1 wzor
(48), s. 86) sq indeksami, w ktorych wystepuje reprezentacyjny dochod ubogich. Otrzymuye si¢
go za pomocy funkcji spotecznej wyceny. Jezeli zmienimy jednostk¢ wynagrodzenia, to zna-
czy, ze wektor rozktadu dochodow pomnozymy przez staly a (a>0), to dochod reprezenta-
cyjny bedzie wyrazony w nowej jednostce, czyli pomnozony przez a. Stad dla tych indeksow
jezeli P(x)= P(y), to P(ax)= P(ay).

Indeks Fostera, Greera i Thorbecke (wzor (51), s. 87) pomijajac stala normujacay jest

postaci:
P(x)= é[(z -x)/=]"
Wiedy
P(ax) = iil[(a: —ax;)/az]” = P(x).

Zatem z rownosci P(x)= P(y) wynika rownos$¢ P(ax)= P(ay); czyli indeks ten jest dopu-

szczalny dla skali ilorazowe;.
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Na koniec sprawdzmy sensownos¢ indeksu ciaglego (wzor (85), s. 107)
m
P(x)= Z[(z— x;)/(z +x,~)].
i=1
Zauwazmy, ze

P(ax)= é[(az ~ax;)/(az +ax; )] = P(x).

Stad indeks ten jest dopuszczalny dla skali ilorazowe;.

1.2.7. Modele podstawowych pomiaréw

1.2.7.a. Funkcja uzytecznosci

Wezmy dowolny s.r. .4=[4; %], gdzie S8 — binama relacja na A. Kiedy mozemy

mmalez¢ funkcj¢ o wartosciach rzeczywistych f'na A taka, ze dla wszystkich a, b € 4,
a%5b < fla) > f(b). (8)

Funkcja f jest homomorfizmem z s.r. 8=[4; %] w Ls.r. B =[N, <|. Teraz bedziemy
chcieli znalez¢ warunki konieczne 1 wystarczajace na istnienie takiej funkcji /. Przypomnijmy,
ze binama relacja %2 na A jest asymetryczna, gdy Va, b e A (a.9%8b = ~bJ2a), i jest ujemnie
przechodnia, gdy

Va, b, ¢ € A [(~ aBb) A (~bHC)| = (~ ase).

Definicja 1.22. Funkcje f speliajacq warunek (8) nazywamy funkcja uzytecznosci.

Twierdzenie 1.11. Zalozmy, ze A jest zbiorem skonczonym i .72 binama relacjg na 4.
Wtedy na A4 istnieje / — funkcja uzytecznosci < .43 jest ujemnie przechodnia i asymetryczna na
A (taka relacje nazywamy scisle stabym porzadkiem).

Dowod. Niech f spelnia (8). Wtedy .%3 jest asymetryczna na 4, bo a /b = fla) > f(b) &
< ~f(b)>fla) & ~bJea. Jest takze ujemnie przechodnia: jesli ~a.98ba~bJsc, to
~(f@)>fBO)A~(F(B)> f(c)), wige f(a)< f(c), czyli ~(f(a)> f(c))=~ac.

Zalozmy, ze % jest $ciSle stabym porzadkiem na 4. Homomorfizm f skonstruujemy w na-
stepujacy sposob:

Sf(x)=liczba y e 4: x%y. 9)

Dla tlustracji konstrukcji zalozimy, ze A={a,b,c,d, e} i
#={(a, c), (a, d), (a, e), (b, ¢), (b, d), (b, e), (c, d), (c, e)}. Latwo sprawdzié, ze /2 jest
Scisle stabym porzadkiem i wtedy funkcja f ma postac:

Aa)=3,
Ab)=3,
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Aoy =2,
Ad)=0,
fle)=0.

Oczywiscie f jest homomorfizmem, poniewaz zachowuje porzadek.

Aby udowodni¢, ze funkcja f zdefiniowana (9) zawsze spetnia (8), udowodnimy najpierw,
ze 9% na A jest przechodnia przy zalozeniu, ze % jest SciSle stabym porzadkiem na A.
Zatozmy, ze a.98b i bFc i ~aJBc. Poniewaz F3 jest asymetryczna, wigc b.%5c = ~c.98b, i po-
niewaz jest ujemnie przechodnia, wigc ~a.%8cAn~cJob = ~as5b, co jest sprzeczne z zaloze-
niem. Zatem .73 jest przechodnia na 4. Jesli a8bAb. Ry, to aRy dla wszystkich ye 4. Zatem
liczba y takich, ze a9y jest co najmniej tak duza jak liczba y takich, ze b %y. Stad fla) > Ab).
Ponadto a.7b i nie b.78b, poniewaz Scisle staby porzadek nie jest zwrotny. Zatem fla) > f(b).

Zalozmy teraz, ze fla) > f{b) i ~a.98b, wtedy ~b.s8y implikuje ~a /%y z ujemnej przechod-
nioéci. Stad a.%y implikuje 57y, wigc f(b) > fla), zatem ~(f(a)> f(b)) — co jest sprzeczne
z zalozeniem.

Z dowodu twierdzenia mamy uzyteczny wniosek.

Whniosek 1.10. Kazdy $cisle staby porzadek jest przechodnu.

Whiosek ten daje nam narzedzie do sprawdzenia istnienia lub nie homomorfizmu spetnia-
jacego (*).

Whniosek 1.11. Zalozmy, ze A jest zbiorem skonczonym, i .3 jest binarng relacja na A4.
Wtedy istnieje funkcja uzytecznosci na A < f zdefiniowana przez (9) spetnia (8).

Zalozmy, ze nasz zbiér ma duzg liczbg elementéw i poréwnywanie wszystkich par jest
ucigzliwe. Dodatkowo zal6zmy, ze istnieje funkcja uzytecznosci, tzn. ze preferencje sg Scisle
stabo uporzadkowane. Zatézmy tez, ze mamy do czynienia z pewnymi alternatywami, gra lub
loterig i kazde dzialanie ma pewna konsekwencje, a kazda konsekwencja ma prawdopodobien-
stwo pojawienia si¢ 1 SW0j3 uzZytecznosc.

Niech ¢; — konsekwencje dzatan, p(c;) i u(c;) — odpowiednio prawdopodobiefistwa i

uzytecznosci. Oczekiwana uzytecznos$¢ akcji zdefiniujemy nast¢pujaco:

Dla kazdego dzalania liczymy jego oczekiwana uzytecznosé i wybieramy to dzalanie,
ktore ma najwigksza uzyteczno$¢. Sprobujmy opisaé t¢ procedurg. Niech .2 binarna relacja
preferencji na A. Zalézmy, ze w A istnieja takie dwa elementy a. i a*, ze a* %Ba, oraz dla
wszystkich aed ~a%a” i ~a,%a. Poniewaz a*Ha, i u jest funkcja uzytecznosci, wiec
u(a')> u(a,,). Wezmy a€A iniech A(a) bedzie akcja, ktorej konsekwencja jest a z prawdopo-

dobienstwem 1, Nastgpnie wybierzmy prawdopodobienstwo fla), dla ktérego mamy dwie
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akcje dla nas oboj¢tne A(a) 1 & a), ktore maja dwie konsekwencje: a” z prawdopodobien-
stwem fla) i a, z prawdopodobienstwem 1 — f{a). Oboje¢tnos¢ oznacza tu, ze nie preferujemy
Zadnego z tych dziatan. Latwo pokazac, ze fla) definiuje porzadkowa funkcj¢ uzytecznosci na
[A, 98]. Oczekiwang uzytecznoscig dla A(a) jest u(a) 1 dla 6Xa) jest

f(a)u(a*)+[l - f(@)]u(a,)= f(a)[u(a*) —u(a, )} +u(a,).

Poniewaz dla nas dzalania &Xa) i A(a) sa obojetme, wigc ich oczekiwane wartosci

mozemy przyrownac
u(a)= f(a)[u(a* ) -u(a, )J +u(a,).
Poniewaz u(a* ) —u(a,)>0, mozemy podzeli¢ réwnanie przez u(a* ) ~u(a,) i otrzymamy

Fay="2071) _ ey,

u(a*) -u(a,)

a=—t ——ip=Z
u(a*)—u(a,,) u(a*)—u(a,)

Poniewaz a >0, mamy dla wszystkich a, b € 4

u(a) > u(b)  fla) > Ab).
Zatem
a78b < u(a) > u(b) < fla) > b),
czyli f jest porzadkowa funkcja uzytecznosci na [A4; ).

Twierdzenie 1.12. Zalozmy, ze A jest zbiorem skonczonym i .92 jest binammg relacja na A,
oraz f jest funkcja rzeczywista na 4 spelniajaca (8). Wtedy f jest skala porzadkowa, tzm.
[ [4, B> B=[R; <]

Dowod. Jezel @. A) > R jest funkcja rosnaca, to

(Do) a)>(Pof)b)= f(a)>[f(b)=askh.

Odwrotnie, jesli / spenia (*), to wezmy funkcj¢ @ f[4) > RN taka, ze Do f jest rosngca.
Niech a, feflA): a=fla) i P=fb). Wtedy a>p<aBbo (Do f)a)>(Def) (b))
o D(a)>P(P)

Zatem @ jest funkcja rosnacy i stad klasa dopuszczalnych przeksztalcen funkc;ji fjest klasa
funkcji rosnacych.

Uwaga 1.4. Twierdzenie 1.12 jest prawdziwe w przypadku, gdy A4 jest zbiorem co naj-
wyzej przeliczalnym.
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Jezeli A= NxN i (a, b)J(s, ) >a>sv(a=sib>t) (4 jest porzadkiem leksykogra-
ficznym na %?), to nie istnieje funkcja f o wartosciach rzeczywistych na A spehiajaca (8).
Zalozmy, ze fistnieje. Wtedy

(a, 1)%(a, 0) = fla, 1) > fla, 0).

Wiemy, ze pomiedzy dwoma liczbami rzeczywistymi istnieje liczba wymiemna,
powiedzmy g(a):
fa, 1)>g(a)>fa, 0).

Funkcja g przeksztalca ! w (71 jest roznowartosciowa (rosnaca). Niech a > b, wtedy

ga)>fa, 0)>fb, 1) > g(b).
Ale z drugiej strony wiemy, Ze nie istnieje funkcja réznowartosciowa z R w & (bo R 1 2
sq roznych mocy). Zatem otrzymaliSmy sprzecznos¢.

1.2.7.b. Pomiar ekstensywny

Twierdzenie Holdera. Zalozmy, ze mamy sr. .4=[A; A, |, gdzie /3 jest binarng
relacja na A, a © jest binarng operacja. Chcemy znalez¢ funkcje / o wartosciach rzeczywistych
na zbiorze A spehiajaca (8) 1

S(aeb)=f(a)+[f(b) (10)

Bedziemy szukaé warunkoéw na [A4; 9B, o] koniecznych i wystarczajacych dla istnienia
homomorfizmu z 4 = [A; B, o|w B=[H; <, +].

Pierwszym, ktory podal dostateczne warunki na istnienie pomiaru rozlegtego byt Holder
(1901 r.). Wyszed! on od nastepujacej definicji:

Definicja 1.23. System relacyjny [4; %, o] jest uporzadkowana grupa Archimedesa, gdy
spenia nastepujace aksjomaty:

Al. [4; o] jest grupa, tzn. spelnia nastgpujace warunki:

G1) laczmosé: Va, b, ce A (aob)oc=ao(boc),

G2)3e €A, VaeAd, ace=eca=a, VaeA,

G3)VaeAd,3beAd,a-b=beca=e.

A2. Sir. [4; #)] jest Scidle prostym porzadkiem, tzn. jest Scisle stabym porzadkiem i jest
spojny (tzn. Va, ba#b=>a%bvbFa).

A3. Wlasnosé Archimedesa

Va,beA, a%e=>(3neN": naZsb) (nie ma nieskonczenie matych).

Uporzadkowanymi grupami Archimedesa sg systemy:

[®; >, +], [R,;

>0
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Twierdzenie 1.13. (Holder). Kazda uporzadkowana grupa Archimedesa jest homomor-
ficzna z [R; >, +].

Twierdzenie 1.14. Zalozmy, ze A jest niepustym zbiorem, .98 — binarng relacja na 4, ©
jest binarng operacja na A4 i fjest funkcja o wartosciach rzeczywistych na 4 spelniajaca warunki
(8)1(10):

Va, bed, aRbs f(a)> f(b) (8)

1
Sf(aob)=f(a)+ f(b). (10)
Wtedy f: A=[4, B, o|]> B =[N, >, +] jest regulama reprezentacja i f jest skala ilora-

zowgq (liniowg).

Dowod. Aby pokazaé, ze 4—>.% jest regulamg reprezentacja, niech /i g € A A4, B).
Zdefiniujmy @. fA) > N nastgpujaco: Ax) = g(a), jesh x = fla). Wtedy g=®o f

Aby pokazac, ze f jest skalg stosunkowsy zalozmy, ze dla pewnego a>0 @(x)= ax dla
wszystkich x € f{4). Wtedy @ f spelnia (8)1(10), poniewaz f speinia.

Odwrotnie, zalozmy, ze @: f(A4) > N jest dopuszczalng transformata. Chcemy pokazad,
ze @ jest transformatg stosunkowa, tzn. istnieje @ > 01 @X(x) = ax dla x € f{4). Niech g= Do f.
Pokazemy, ze jesli f(a)>0, to g(a)>0.

Gdyby g(a)<0, to g(aca)=g(a)+g(a) < g(a). Poniewaz g spelia (8), g(aca)< g(a)
implikuje ~[acad2a], stad f(a-a)< f(a), czyli f(a)<O0, co jest sprzeczne z zalozeniem.
Podobnie dowodzimy, ze jesli f(a)<0, to g(a)<0 ijesli f(a)=0, to g(a)=0. Zalézmy, ze
dla pewnego e € A fle) #0, np. fle)>0, i wtedy g(e) > 0. Dla tego e dobierzmy « tak, aby
gle)=a-f(e) (>0, bo g(e)>0 1 fle)>0). Chcemy pokazaé, ze g(a)=a-f(a) dla
wszystkich a € 4, a to nam da, ze ¢(x) = ax dla wszystkich x € f{4).

Dowdod (nie wprost). Zalozmy, ze g(a)<a- f(a), stad

ga) _f(@)
a-f(e) Sf(e)

Poniewaz pomigdzy dwoma liczbami rzeczywistymi jest liczba wymierna, wigc istnieja

takie liczby naturalne m 1 n, ze
a a a) m-f(e
%<%<J}Ee;©giz ) < ﬁ( )<f(a).

Stad m- f(e)<n-f(a) i z (***) fime) <flna) i z (*) nad8me. Ale witedy g(na) > g(me),

wiec ng(a) > mg(e) =m-a- f(e). Wiec

8x) m
a n

- f(e) — sprzecznos¢.

Podobnie pokazuje si¢, ze jest niemozliwe, aby g(a)>a- f(a). Zatem g(a) = a- f(a).
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Zauwazmy, ze jesli f spelnia (8) i (10), to g =exp(f) spelnia
g(aob)=g(a)-g(b)
i wtedy méwimy, ze g jest multiplikatywna reprezentacja. Odwrotnie, jesli mamy
multiplikatywng reprezentacje (z dodatnia funkcja g), to wtedy f =Ing daje nam addytywna
reprezentacje.
1.2.7.c. Pomiar laczny
Niech 4; bgdze zbiorem wszystkich mozliwych a; 1 niech 4 = 4; x 4,x...xA,. Méwimy

wtedy, ze 4 ma strukture produktows. Aby obliczy¢ uzyteczmos$¢ dowolnego elementu z A
policzymy uzytecznosci kazdej zmiennej oddzielnie 1 potem je zsumujemy. Tzn. jesh u: 4 - R
jest porzadkowa funkcja uzytecznosci, to chcemy znalez¢ funkcje u, u,, ..., u, o wartosciach
w 9 na 4;, 4,, ..., 4, odpowiednio i takie, ze dla wszystkich a =(ay, a,, ...a,) €4

u(a)=u (ay)+uy(ay)+...+u,(a,). (11)

Funkcj¢ uzytecznosci spelniajaca (11) nazywamy addytywna funkcja uzytecznosci.
Zalozmy, ze .73 jest binama relacja na 4. Jesh ./ jest Scistym porzadkiem, to szukamy
funkcji #%; o wartosciach w R na A, odpowiedmio takich, ze dla dowolnych

1 1
a=(a), ap,...,a,)ib=(b, by, ..., 5,) WA
aRb o uy(ay))+uy(ay)+...+u,(a,)>u (b)) +uy(by)+...+u,(b,). (12)

Chcieliby$smy znalez¢ warunki dostateczne i wystarczajace na [4; /2] dla istnienia funkcji
u; spelniajacych (12).

Reprezentacja (12) jest czesto nazywana addytywnym lacznym pomiarem, poniewaz
rozne wspolrzedne mierzone s tacznie.

Dla ilustracji zalézmy, ze A4; = 4, = {0, 1} irelacja porzadku dana jest nast¢pujaco:

(1, 1)>(1,0)> (0, 1) > (0, 0).
Wezmy porzadkows funkcje uzytecznosci:
u(1,1)=3,u(1,0)=2,u(0, 1)=1, (0, 0)=0.

Mozemy znalez¢ addytywng laczna reprezentacje:

ul(l) = 2, ul(O) = O, uz(l) = 1, u2(0) =0.

Wtedy
u(D+uy(1)=3, uy(1)+u,(0)=2,
u)(0)+uy(1)=1, 2;(0) +u,(0)=0,

wige u(1)+uy (1) > 1y (1) +uy (0) > uy (0) +uy (1) > 2y (0) + 2, (0).
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Zauwazmy, ze gdybySmy w powyzszym przykladzie zmienili relacj¢ porzadku, to addy-
tywna laczna reprezentacja nie istnieje. Niech
(0, 1).78(0, 0)i (1, 0).74(1, 1).

Wtedy
11 (0) + 2, (1) > 27 (0) +u, (0),

stad
uy (1)>u,(0),

uy (1) +uy (1) > uy (1) +u, (0) & (1, 1).98(1, 0),

co jest sprzeczne z zatozeniem: (1, 0).93(1, 1).

Zdefiniujmy relacje na A w nastepujacy sposob:

a¥h © ~bHKa.

Jesli U8 jest Scislq preferencja (silnym porzadkiem), to .”“jest slaba preferencja (stabym
porzadkiem).

Podamy teraz warunki na [4; 5] dla istienia funkcji #; spehiajacych (12).

Aksjomat Cl. Dla wszystkich a), b ed, i a), b, ed, (a,ay)(b,b,) lub
(b1, 82)F(ay, ay).

Aksjomat C2. Zalozmy, ze xy, x|, ..., x,,_; €A1 Yg, ¥, ---» V,_] €4, 12alézmy, ze 7i o

sq permutacjami zbioru {0, 1, ..., n—1}. Jesh (xi,yi)y(x”(i),yo(i)) dlai=12,...,n-1,to

(*20)> Yooy )} (%05 Y0)-

Aby zlustrowa¢ aksjomat C2 wezmy A4,=4,=1{0, 1}, x5=1, x;=0, y;=1, y, =1
Niech 7 bedzie permutacja tozsamosciowa, a o=(01). Aksjomat C2 moéwi, ze jesh
(x1, ) (x”(l), ya(z)), to (x,,(o), ya(l))S/’(xo, ¥o)- W naszym przypadku:

(%1, 1) (%1, o) = (0, 1) (%05 Y0);

czyli
(0, 1)XA(0, 0) = (1, 1 A1, 0).

Zauwazmy, ze aksjomat C2 wynika z reprezentacji (12)

n— n
=

Zl[ul(xi )+uy (v )] = gul(xi) + guz ()= gul(xﬂ(i) ) + guz (ya(i)) = 20][“1 (xlr(i) ) tuy (ya(i) )]

=0
Jesi (x;, ;)% (Xzgiys Yoy ) dla i=1,2, ..., n=1,t0

n—-1

Z["l (x;)+up(y; )] 2 % ul(xn(i))+u2 (ya(i))].

i=0

3

-
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Stad
ul(x1)+u2(y0)<u1(x,,(0))+u2(ya(0)),
wiec
(xa0)s Yoo} (x0, %0):

Twierdzenie 1.15. (Scott 1964). Zalozmy, ze A, 1 A, sq skoniczonymi zbiorami i .93 jest
binammg relacja na A=4,;x4,. Wtedy aksjomaty C1 i1 C2 s3 konieczne i wystarczajace dla
istnienia funkcji u;: 4, > R 1 u,: 4, - N takich, ze dla wszystkich a, b, €4,14a,, b, €4,

(al, az).%’(bl, by ) o uy(ay)+uy(ay)>uy(by) +uy(by) (13)
Jesli u] 1 uy takze spetniaja (13), to istnieja liczby rzeczywiste a, 3, y, a> 0 takie, ze
u=oau+p,
uy=oau, +y.

Aby mac stosowac reprezentacj¢ addytywna konieczne jest, aby mierzony obiekt speniat
warunek niezaleznosci, tzn. [(a, x).73(b, x)]ﬁ [(a, y).73(b, y)] dla wszystkich y i
[(a, x).%(a, y)]:>[(b, x).%(b, y)] dla wszystkich b.

Dla przyktadu ten warunek mowi tyle, ze jesli ty wolisz bardziej (100008, 1 dom) niz
(10000 %, 0 domow), to takze bedzesz preferowat bardzej (18, 1 dom) niz (18, 0 domow).
Nie ma niezaleznosci, jesli sa pewne interakcje pomiedzy alternatywami 1 wtedy nie mozna
stosowaé pomiaru {acznego.

W takich przypadkach by¢ moze mozliwa jest pewna modyfikacja reprezentacji. Na przy-
kiad przypusémy, ze mozemy znalez¢ funkcje rzeczywiste u; i A, na A, i u,, 1, na 4, takie,
ze dla wszystkich a), by z A, 1a,,b, 2 4,

(a1, a;) (), by) = uy(ay)+uy(ay)+ Ay (@) Aa (ay) > 1y (b)) + 5 (b ) + 21 (5))- 25 (b,) (14)

Wyrazenie ’11("1)"12(‘12) reprezentuje efekt interakcji. Reprezentacja (14) jest nazywana
quasi-addytywna reprezentacjq.

Przyklad. Niech A =4,=1{0, 1}, 2 na A= 4,x A, bedzie porzadkiem leksykograficz-
nym. Wtedy [4; 9] spelnia C1 i C2, warunek niezaleznosci i ma addytywng laczng miare.
Aksjomat C1 jest spelniony, bo porzadek leksykograficzny jest liniowy.

Aksjomat C2.

a) 0=(0, 1), 7=0 lubb) o= (0, 1) 7=1dentyczmosé.

ad a) (1,1)2(0,0)1i(1, 1)>(0, 0),

ad b) (1, 1)2(1, 0)1(0, 1) >(0, 0).

Warunek niezaleznosci:

ad a) (0,1)2>(0,0)i(1,1)=(1,0),

adb) (1, 1)=>(1, 0)i (0, 1) = (0, 0).
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1.2.8. Pélporzadki

Jesli .78 jest relacja preferencji na A, to relacja oboje¢tnosci odpowiadajacy relacji 92 jest
relacja &na A zdefiniowana nastepujaco:
Va,b ed a&b < [~adBbn~bHRal, (15)

tzn. Ze elementy a 1 b s3 dla mnie obojetne, gdy nie preferuje a nad b, ani b nad a.

Z twierdzenia 1.11 wiemy, ze jezeli .2 jest $cisSle slabym porzadkiem (tzm. jest
asymetryczna i ujemnie przechodnia), to istnieje reprezentacja f: (4, %) w (R, >) 1 wtedy
a&b < f(a)= f(b). Poniewaz relacja = jest przechodnia, zatem (4, &) tez jest przechodnia.

Istnieja relacje obojetnosci, ktore nie s przechodnie. Np. wigkszosé ludz woli kawe z jed-
na tyzeczka cukru niz z pi¢gcioma tyzeczkami cukru (smakosze uwazaja, ze najlepsza kawa jest
bez cukru). Ale gdybysmy dodawali po 1 g cukru, to kolejne stodzenia bytyby w relacji obojet-
noscl, cho¢ ostateczny skutek (setna kawa) nie prowadz do relacji obojetnosci. W tym przy-
padku relacja obojetnosci nie jest przechodnia. Innym przykladem moze by¢ problem kupna
samochodu przy ograniczonych mozliwosciach finansowych.

Pewna osoba uwaza, ze cena jest wazniejsza niz jakos¢, ale gdy ceny sg bliskie, to podsta-
wa wyboru jest jakos¢. Zatem gdy ceny towarow a i b sa bliskie, oraz ceny towarow b i c tez
sa bliskie, wtedy moze ona bardzej preferowac a niz b, poniewaz a ma wyzsza jakos¢ niz b i
bardziej preferowac b niz ¢, gdyz b ma wyzsza jakos¢ niz c. Ale moze si¢ okazac, ze bardze;j
preferuje ¢ niz a, poniewaz cena c jest dostatecznie nizsza od ceny a. W tym przypadku prefe-
rencja nie jest przechodnia. Ponadto nie jest tez ujemnie przechodnia, czyli nie istnieje porzad-
kowa funkcja uzytecznosci (bo aby istniala relacja preferencji, musiataby by¢ asymetryczna 1
ujemnie przechodnia).

Czy w takich przypadkach istnieje mozliwos¢ reprezentacji? Czy mozemy zmalez¢ taka
funkcje, zeby dostatecznie dobrze oddzelala elementy zbioru A? Odpowiedz na te pytania dal
Luce (1956). Zaproponowal, zeby poszukac taka funkcje rzeczywista u na A, aby dla wszyst-
kich a,b € A a bylo bardziej preferowane niz b < u(a) jest nie tylko wigksze niz u(b), ale ,,wy-
starczajaco wigksze”. Aby opisac te reprezentacj¢ formalnie ustalmy pewna liczbe dodatnig &.
Zapytajmy jakie warunki konieczne i wystarczajace ma spemiaé s.r. (4, .4), aby istniala
funkcja rzeczywista na A4 taka, ze dla wszystkich a,b € A

a%b o u(a)>u(b)+0. (16)
Czyli pytamy o warunki na istnienie homomorfizmu z (4, %) w (R, >j), gdzie
x>, Y& x>y+s (por. Fishburm).

Niech 4={a, b,c,d} i B={(a,b), (c, d)} orazbic, bid sq wzgledem siebie w relacji
obojetnosci. Dla s.r. (4, 92) nie istnieje reprezentacja (homomorfizm) z (4,./2) w (R, > ).
Gdyby istniala, to

f(@)> f(B)+82 f(c)> f(d)+8, czyli (a, d) €5,
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co jest sprzeczne z definicja relacji .92 (druga nier6wno$é wynika z tego, ze c nie jest prefero-
wane nad b).

Odpowiadajac na to pytanie Luce wprowadzt! polporzadek (semiorder).

Definicja 1.24. Mowimy, ze binama relacja (4, %) jest polporzadkiem, jesh dla wszyst-
kich a, b, ¢, d € A spelnia warunka:

S1. ~(a%a),

S2 (a#b AcHd) = (aFed v c.F8b),

S3 (a%b AbFc) = (aF2d vdFc).

Zauwazmy, ze warunki S1 i S2 lub S1 i S3 daja przechodnios$¢ relacji (4, Y8). Warunki

$2 1S3 mozma przedstawi¢ na diagramach Hassego:

b1 Ad
N d
AN Ve
AN 7/
\ /
AN 7
\\
N Y
\\\ //
AN Diagram dla warunku S2
/// \\\
// AY
4 AY
// \\
// AN
Ve
a® ¢
ct
b _.»d Diagram dla warunku S3
a¥’

Warunki mowig tyle, ze jedna z przerywanych linii musi by¢ ciagla.

Twierdzenie 1.16. (Scott 1 Suppes). Zalozmy, ze %3 jest binamg relacja na skonczonym
zbiorze 4 1 J jest liczba dodatnig. Wtedy [4; /4] jest polporzadkiem wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje funkcja rzeczywista u na A taka, ze dla wszystkich a,b € A spelnia warunek (16):

a’Bb < u(a) > u(b) + 6. (16)

Dowadd tego twierdzenia jest konstrukcyjny 1 mozna go zmalez¢ w: Scott 1 Suppes (1956)
lub Rabinovitch (1976) (por. Fishbum).
Zauwazmy, ze warunek S1 jest spelniony z definicji, bo mamy, ze dla 6> 0 u(a) mgdy nie

bedzie wigksza niz u(a) + 9.



Aby zobaczyé, ze warunek S3 zachodzi zatozmy, ze aMb i bMc. Wtedy u(a), u{b) i u(c)

majg pozycje jak na rysunku:

>8
: V

uid\) u(c) u(d2) u(b) u(d3) u(a) u{dA)

Teraz u(d) moze mie¢ jedna z pozycji: u{d"), u{d2). Wiec mamy dAMc, d3Mc, aMd2,
aMd” - czyli nastepnik implikacji S3.
Aby zobaczyé, ze warunek S2 zachodzi rozwazmy dwa przypadki: u(a) >u(c) i u(c) >
u(a). W pierwszym przypadku mamy:
u{a) >u(c) > u{d) + 8, wiec aMd.
W drugim przypadku
u(c) >u(a) >u(b) + 8, wiec cMb.
Przykiad. Niech A = {1, 2, 3, 4, 5} oraz M ={(1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 4), (2, 5), (3, 5}
Zauwazmy, ze M> nie jest stabym porzadkiem na A: ~(\M2) a ~(2M3), ale \M3, czyli M nie
jest ujemnie przechodnia, zatem nie istnieje funkcja A —» 91 taka, ze dla wszystkich a,b e A

aMb <=u(ct) > u(b).

Jednak istnieje funkcja spetniajgca (16). Dla sprawdzenia tego zauwazmy, ze aksjomat
S| jest spetniony z definicji M. Przejdzmy do aksjomatu S2. W szczegélnoSci poniewaz

1"B3a2"4, S2 implikuje \MAV2M2> - u nas mamy \MA.
Zbudujmy graf dla naszego przyktadu.

Teraz tatwo sprawdzi¢, ze warunek S2 jest spetniony.
W naszym przykfadzie 1°3a37?5, iistnieje d=A takie, ze \MA lub AM5. U nas \M4.
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Aby sprawdzi¢, ze .72 jest polporzadkiem na A czasami tatwiej jest znalez¢ funkcje u spet-
najacg (16). Jesli 6=1, to funkcja dla naszego przykladu dana jest przez: u(1)=2.6;
u(2)=1,8; u(3)=1,5; u(4)=0,7; u(5) = 0.
Dla reprezentacji (16) nie ma twierdzen, ktore jednoznacznie charakteryzowalyby klase
jednoznacznych przeksztalcen. Zatem nie definiuje ona skali regulame;j. Przyklad: 4 = {1, 2, 3}
W ={(1, 3), (4, 2)}. Wiedy dwie funkcje spetniaja (16) dla 5= 1:

Lu(1)=2,u(2)=0,u(3)=0,

I v(1)=2,v(2)=0,1, w(3)=0.

Nie ma funkcji @ u(4A) > R takiej, ze v(a)=(Pou)(a) dla wszystkich a € 4. Gdyby @
istniata, to v(2) = v(3), a tak nie jest.

Aby inaczej spojrzeé na reprezentacje (16) rozwazmy odcinek

Z(a)= [u(a)——g—, u(a) +_§J

Jesli 71 & sa dwoma odcinkami rzeczywistymi, to bedziemy mowic, ze
F-F ' <(@>b Vae A Vbe J').
Jesli u spenia (16), to
akb < F(a)> Z(b). (17)

HAa) okresla wielkos¢ ,,rozmmytosci” a lub wielkos$é jego mozliwych wartosci. Wolimy a
od b, gdy jesteémy pewni, ze kazda mozliwa wartosé elementu a jest wigksza od kazdej
mozliwej wartosci elementu . Mozna powiedzieé, Ze mamy tu preferencje z ograniczonym
zaufaniem do informacji.

Powstaje pytanie: kiedy dla wszystkich a € A mozna wyzaczy¢ odcinek A a) taki, ze dla
wszystkich a,b € A spelione jest (17)?

Definicja 1.25. Binama relacja 2 na A jest porzadkiem przedzialowym, jesli spemia
pierwsze dwa pierwsze warunki (S1 1 S2) polporzadku.

Zatem kazdy po6lporzadek jest porzadkiem przedzialowym, na odwrdt nie jest to prawda.

Odpowiedzia na postawione pytanie jest:

Twierdzenie 1.17. (Fishbum 1970). Zalozmy, ze .93 jest binamng relacja na skoiczonym
zbiorze A. Wtedy 72 jest porzadkiem przedzialowym <> dla kazdego a € .4 mozma
wyznaczy¢ przedzial ZAa) taki, ze dla wszystkich a,b € 4

afh < Z(a)> Z(b). (17)

Latwo zauwazy¢, ze relacje obojetnosci & (zdefiniowana (15)) mozma zdefiniowad
nastgpujaco:

a&b e Fa)n Z(b)#D. (18)
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Przyktad. Pewna osoba testuje pig¢ win 1 ocemia je poprzez wartosci pieniezne
nastgpujaco: w; jest warte migdzy 10 zl a 40 zl, w, migdzy 20 zl a 30 z}, w; migdzy 100 zt a
150 zt, w, migdzy 50 zt a 60 zl i wy migdzy 10 zl i 15 z. Wychodzac z reprezentacji (17)

sprobujmy ustali¢ preferencje tej osoby na diagramie Hassego (5= 1 z1):

W3

Wy

Wy w)

Ws

1.3. Problemy pomiaru cech ekonomicznych

Ekonomia jest nauka badajaca, w jaki sposob spoleczeistwo gospodarujace decyduje o
tym, co (jakie dobra 1 ushigi), jak i dla kego wytwarza¢. Dobrami nazywamy produkty ma-
terialne. Mianem ushig okreslamy takie dziatania, ktore moga zaspokoi¢ potrzeby konsumenta
jedynie w trakcie ich realizacji.

Naczelnym problemem ekonomicznym stojacym przed spoleczmoscia jest pogodzenie
sprzecznosci pomi¢dzy nieograniczonymi potrzebami ludzkimi w zakresie dobr i ushig a ogra-
niczonoscia niezbg¢dnych do ich wytwarzania zasobow (pracy, maszyn, surowcow) (Begg
1995). Stad potrzeba pomiaru cech ekonomicznych. Ekonomisci chcg mierzyé — migdzy
mnymi — takie wielkoscy, jak ,,poziom rozwoju gospodarczego”, ,,wpltyw wydajnosci pracy na
wzrost produkcji” lub ,,zaleznos¢ popytu od ceny”. Umiejetno$¢ mierzenia intensywnosci dzia-
lalnosci gospodarczej 1 poziomu osigganych rezultatow daje mozliwos¢ postugiwania sie jezy-
kiem arytmetyka liczb rzeczywistych przy opisywaniu obiektow gospodarczych. Na przykiad
mntensywnos$¢ dzatalnosci sklepu w danym odcinku czasowym mierzy si¢ przychodem wyra-
zonym w pienigdzu, intensywnos$¢ dzialalnosci wyzszej uczelni mierzy si¢ liczba studentow stu-
diujacych w danej chwili lub w okreslonym czasie, intensywnos¢ dziatalnosci fabryki w danym
okresie mierzy si¢ iloscia wyprodukowanych débr. Oczywiscie sq tez takie cechy ekono-
miczne, ktore jest bardzo trudno zmierzy¢, na przyklad ,,dobrobyt”, ,ubéstwo”, ,poziom
zycia”, czy ,stopien gospodarczego rozwoju kraju”. Jednak rozszerzenie liczby zjawisk, ktore
umiemy mierzy¢ jest niezb¢dnym warunkiem badania naukowego.
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W jaki sposob mierzy si¢ zmiany wielkosci ekonomiczuych?.

Liczba bezrobotnych w wojewodztwie wroclawskim w styczniu 1994 roku wynosila
67101 osob, a w listopadzie tego samego roku 64234 osoby. Absolutng zmiang liczby bezro-
botnych mierzymy za pomoca roznicy mi¢dzy liczba bezrobotnych w listopadzie 1 w styczniu.
Zatem absolutna zmiana liczby bezrobotnych jest rowna —2867 osdb, co oznacza spadek liczby
bezrobotnych w tym okresie.

Procentowa zmiang liczby bezrobotnych obliczamy dzelac absolutng zmiane przez liczbe
bezrobotnych w miesigcu wyjsciowym 1 mnozac wynik przez 100. Zatem procentowa zmiana
liczby bezrobotnych w tym okresie wyniosta: [(-2867)/67101] 100 = (—4.3)%.

Zmiany absolutne wyrazane s3 zawsze w jednostkach fizycznych (tutaj: liczba bezrobot-
nych). Przy zmianach procentowych nie podaje sie jednostek miary.

Nastepnym miernikiem jest stopa wzrostu danej zmiennej, ktorg jest procentowa zmiana
jej poziomu w danym okresie (najczesciej w ciggu roku). Ekonomisci uzywaja pojecia wzrost
gospodarczy na okreslenie procentowej rocznej zmiany dochodu narodowego danego kraju.

Zalézmy, ze umiemy opisywac stan obiektu ekonomicznego, tzn. przypisywaé okreslone
wartosci zmiennym charakteryzujacym obiekt w wyrdznionych okresach. Z praktyki wiemy,
ze wartosci réznych zmiennych s jako$ ze soba powigzane. Wydatki konsumenta na
poszczegolne dobra zaleza od jego dochodu, nagromadzony majatek produkcyjny oddzatuje
na rozmiary produkcji przedsigbiorstwa. Aby méc odkry¢ te powigzania miedzy zmiennymi
charakteryzujacymi obiekt tworzymy pewien model matematyczny tego obiektu (rys. 1.1).

Do ustalenia faktow niezbedne jest przeprowadzenie badan empirycznych. Podobnie jak
astronomowie nie moga zatrzymacé na chwile planet, aby zbada¢ nie zakldocong przez inne
czynniki zalezno$¢ miedzy Stoncem a Ziemia, tak ekonomisci nie moga zawiesi¢ dzalania
praw ekonomicznych dla przeprowadzenia kontrolnego eksperymentu. Na ogo6t badania
empiryczne w ekonomii powinny opierac si¢ na danych zebranych w takim okresie, w ktorym
wiekszo$¢ analizowanych czynnikow ulega rownoczesnym zmianom. Powstaje jednak wtedy
problem oddzelenia od siebie wplywu poszczegolnych czynnikow.

Zalozmy, ze mamy pewien obiekt czy zjawisko, ktore chcemy opisac. Wartosci zmien-
nych opisujace stan zjawiska (obiektu) moga mie¢ réozne miana. Mianami sa: [j/t], gdze j jest
pewng jednostka fizyczna, a t oznacza czas lub [zV/t] itp. Gdybysmy chceli zmierzy¢ poziom
spozycia w danym kraju w danym okresie czasu, to poziom ten mozma scharakteryzowad
wskazaniem ,,koszyka” towarow épozywanych $rednio przez jednego mieszkanca (w danym
roku). Nie bylby to jednak pomiar, poniewaz obiektowi (krajowi) przyporzadkowuje nie
liczbe, ale wektor liczb, ktorego skladowe wyrazone sq w roznych mianach.

Wigkszos¢ wielkosci ekonomicznych wyrazona jest w pienigdzu. Pieniadz jest wielkoscig
mierzong na skali ilorazowej 1jak widzieliimy w poprzednim podpunkcie mozna na nim wyko-
nywaé praktycznie wszystkie operacje arytmetyczne. Jednak z poprzedniego podpunktu warto
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przypomnieé stwierdzenie, ze porownywanie CPI (indeksu cen konsmpcyjnych) jest mozliwe
tylko wtedy, gdy wszystkie ceny mierzone sq w tych samych jednostkach. Problemy zatem po-
jawiajq sie wtedy, gdy chcemy porownywac (na przyktad CPI) dla rozmych krajow 1 w roznych
okresach. Problem ten bedzie rozwiazany, gdy we wszystkich krajach b¢dzie jeden pieniadz.

Gdy chcemy mierzyé uzytecznosé pewnych obiektow czy zjawisk pojawia sie problem
bardzej podstawowy zwigzany z teoriq pomiaru. Mianowicie problem reprezentacji. Warun-
kiem koniecznym pomiaru uzytecznosci jest porzadek liniowy na zbiorze obiektow. Obiekty 1
zjawiska ekonomiczne sg tak ,,zlozone”, ze ,,wprowadzenie” porzadku liniowego jest czasami
rzecza bardzo trudna.

Przyjrzyjmy si¢ jeszcze problemowi pomiaru jakosci. Zalozmy, ze mamy zmierzy¢ jakos¢
pewnego dobra, ktore jest opisane przez wektor pewnych cech. Aby to zrobi¢ musimy znaé
obowigzujace normy (standardy) dotyczace tego dobra. Jedna z podstawowych regul teorii
pomiaru mOwi, ze jedynie rezultaty mierzone w skali mocniejszej moga by¢ transponowane na
rezultaty mierzone w skali slabszej. Druga regula mowi, ze dopuszczlnymi statystykami
okreslonymi na wynikach danego pomiaru sg statystyki, ktore dostarczajqa wynikow (w sensie
relacji) niezmiennych wzgledem dopuszczalnych przeksztalcen danej skali. Ze wzgledu na
obydwie reguly zauwazmy, ze jezeli chcemy znalez¢ miare jakosci to mamy dwie mozliwosci.
Pierwsza to znalezienie miernika syntetycznego. Jezeli cechy mierzone sq na roznych skalach,
to wartos¢ tego miernika bedzie wyrazona w skali najstabszej, a to wiaze si¢ ze straty
informacji ,,zawarta” w skalach mocniejszych. Druga to przedstawienie miary jakosci w postaci
wektorowej. Na kazdej ,,wspolrzednej” bylyby funkcje jakosci poszczegolnych cech
opisujacych dane dobro.

Przyjrzyjmy si¢ pierwszej propozycji. Jezeli jedna z cech ma wartosci na skali porzadko-
wej, to warto$¢ miemika syntetycznego b¢dzie tez na skali porzadkowe;.

Jezeli najstabsza skala cech opisujacych dane dobro jest skalg przedzialowa, to na
przyklad funkcjami jakosci cech moga byé bezwzgledne rozmice miedzy wartosciami cech i
wartosciami norm, i funkcja jakosci dobra moze by¢ na przyktad suma jakosci cech (jako
dopuszczalna statystyka tej skali). Powszechnie stosowana funkcjq jakosci cech jest funkcja,
ktora cesze przypisuje warto$¢ 1, gdy cecha spehia standardy 1 0 w przeciwnym przypadku i
wtedy funkcj jakosci jest iloczyn wartosci cech.

Przykladem charakteryzujacym te dwa podejscia jest pomiar jakosci zdrowia. Osoba,
ktora chce zbada¢ jakos¢ swego zdrowia robi badania laboratoryjne. Karta wynikow badan
zawiera: , jednnostke miary”, , wartos¢” i ,,zakres referencyjny” — czyli norme. Dla ulatwienia
odczytu wartosci, ktore nie s3 w normie oznaczone sa ,,*”. Osoba, ktora nie ma ,, *”” uwaza, ze
Jjakos¢ jej zdrowia jest dobra. Osoba, ktora ma ,,*” stwierdza, ze jakos¢ jej zdrowia nie jest
dobra. Zauwazmy, ze taka miara jakosci jest dobra dla poczatkowej diagnozy, aby jednak
postawi¢ diagnoz¢ szczegolowa wyniki badan musi zobaczyé specjalista i zastosowad
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odpowiednia funkcje jakosci, ktorej prawdopodobnie wartosciq bedzie jednostka chorbowa i
stan zaawansowania choroby.

Na koniec tego podpunktu zostanie podany przyklad bezpienieznej miary. Zalozmy, ze
mamy konsumenta, ktory ma do wyboru dwa dobra (x i y) i, ze 6w konsument potrafi uszere-
gowac rozne koszyki (kombinacje) dobr wedtug poziomu satysfakcji, czyli uzyteczmosci, ktore
one przynosza. Zalozmy tez, ze woli on mie¢ wigcej, a nie mniej. Jezeli na osi odcietych ozna-
czymy ilo$¢ dobra x, a na osi rzgdnych ilos¢ dobra y, to gdy polaczymy wszystkie punkty,
ktore konsument ocenia jako jednakowo dobre, to otrzymamy krzywa obojetnosci. Zauwaz-
my, ze krzywe obojetnosci nie mogg si¢ przecinac, poza tym jezeli krzywa obojetnosci danego
konsumenta jest bardzej ,,sptaszczona do osi odcigtych, to oznacza, ze preferuje on bardzej
dobro x niz y. Mozemy zatem przedstawi¢ ,,gusty’” konsumenta, wykreslajac mape krzywych

obojetnosci (mape wzgorza uzytecznosci).



2. ASPEKTY UBOSTWA

2.1. Istota i przyczyny. Przeglad definicji

,,Ubostwo odnosi si¢ do 0sob, rodzin lub grup osob, ktorych srodki (materialne, kulturalne
1 socjalne) sa ograniczone w takim stopniu, ze poziom ich zycia obniza si¢ poza akceptowane
minimum w kraju zamieszkania.” — jest to definicja ubdstwa przyjeta w grudniu 1984 r. przez
Rade EWG i obowiazujaca obecnie w Unii Europejskiej. Pojgcie ,,akceptowane minimum” jest
bardziej znane jako linia (granica) ubostwa. Oficjalng linig ubostwa Unii jest 50% sSredniej aryt-
metycznej ekwiwalentnych wydatkow lub dochodow netto. Stad linia ubostwa jest wzorco-
wym dochodem (lub wydatkiem), ktéry wyznacza czy dane gospodarstwo domowe zaliczy¢
do ubogich. Przypomnijmy, ze ubostwo ma dwa zmaczenia: Moze to byc¢ sytuacja w ktore;j jest
trudno przezy¢ w doslownym tego stowa zmaczeniu (gtéd 1 bezdomnosc) 1 moze to byc¢ sytua-
cja, w ktorej jest trudno osiagnaé standard zycia w danej spolecznosci. W Polsce mamy raczej
do czynienia z ubdstwem drugiego typu.

Kilka cech ubodstwa:

1. Ubostwo ma charakter wzgledny w czasie 1 w przestrzem — to zmaczy, ze sytuacje,
ktora dzsiaj uznajemy za ubostwo dawniej moglaby by¢ uznana za dostatnia; oraz sytuacja,
ktora w danym kraju uznana jest ubostwem w drugim moze by¢ uznana za dostatek.

2. Ubo6stwo ma charakter subiektywny. Rozne osoby maja rozme potrzeby i roznie odczu-
wajgq ich niezaspokojenie. Rozne gospodarstwa przy tym samym dochodzie mogg by¢ w skraj-
nie roznych sytuacjach (rozrzutnos¢ w pierwszych dniach po wyplacie, alkoholizm itp.).

3. Dochdd jest podstawowym kryterium oceny stopnia niezaspokojenia potrzeb — nie bie-
rze si¢ pod uwage stanu majatkowego — jest to istotne przy mierzeniu ubostwa jako niemozno-
$ci dojscia do standardu danej populacji. Gdy mierzy si¢ ubostwo absolutne, to dochaod jest
wystarczajacym kryterium.

4. Jest to pojecie polityczne, ktdore czgsto wykorzystuje si¢ w walce polityczne;j.

Fizycy badajacy na przyklad przyciaganie cial zmajduja zaleznosci jakie miedzy tymi
cialami zachodza, jednak na pytanie dlaczego tak jest odsylaja pytajacego do filozofii. Aby
przyblizy¢ odpowiedz na pytanie dlaczego jest ubostwo przedstawiono kilka mysli.

Ubostwo (Yac.: paupertas) to sytuacja, w ktorej brak jest dostatecznych srodkow do zycia.
Jest ono Zrédtem niesprawiedliwosci spolecznej uniedostgpniajacej cztowiekowi to, co jest mu
niezb¢dne do normalnej egzystencji.(Slownik teologiczny Katowice, 1998).

Organem kierujacym spoleczenstwem jest wladza panstwowa 1 z definicji powinna ona
shuzy¢ calemu spoteczenstwu.
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Platon (427-347) stawial panstwu i jego obywatelom wspolny pozytek za najwigkszy
obowigzek. Sprawdzianem sztuki rzadzenia jest jego zdaniem stuzba dla spolecznego mteresu,
gdyz zainteresowania wspolne w przeciwienstwie do dazen prywatnych utrzymuja obywateli
w jednosci.

Arystoteles (384-322) sprowadzit zadania panstwowe do dobrego uksztaltowania calosci
obywatelskiego zycia. Wysunal w tym celu po raz pierwszy wyrazna ide¢ sprawiedliwosci,
ktora miata panstwu przynosi¢ szczgscie.

Cyceron (106-43) uwazal, ze pociagnigcia wladcow sa przydatne tylko o tyle, o ile
przynosza korzys¢ panstwu 1 jego wszystkim cztonkom.

Sw. Augustyn (354-430) poglebit utrwalony przez Arystotelesa ideal dobrobytu, laczac
go z nakazem ewangelicznej mitosci 1 dobroci.

Wroémy do czasow wspolczesnych: Jerzy Gilder w ksiazce Bogactwo i ubostwo napisat:
Jednak Zrodlo bogactwa jest oczywiste: tworczy ludzie z pienigdzmi. Podobnie prosta jest
przyczyna ubodstwa: jest nig pozbawienie tworczych jednostek srodkow finansowych.”

Najwiekszym obronca ubogich naszych czaséw jest niewatpliwie Jan Pawel II. W encykli-
ce ,,Centesimus annus” napisal: “Istotnie, wielu, moze nawet znaczna wigkszos¢ ludz, nie roz-
porzadza takimi narzedziami, ktore pozwolityby im rzeczywiscie 1 w sposob godny przenikngc
do wnetrza systemu przedsigbiorstwa, w ktérym praca zajmuje miejsce centralne. Nie jest dla
nich dostepne zdobycie podstawowych wiadomosci, ktore pozwolityby im wyraz¢ ich zdol-
nos¢ tworzenia i rozwingé swe mozliwosci. Nie majq oni mozliwosci wejscia w ukiad znajo-
mosci 1 wzajemnych powigzan, ktore by im pozwolily cieszy¢ si¢ uznaniem i wykorzystaé po-
siadane przymioty. Krotko mowiac, s3 oni, jesli nie wyzyskiwani, to w znacznej mierze pozo-
stawieni na marginesie, i rozwoj gospodarczy dokonuje si¢, rzec mozna, ponad ich glowami”.

W polowie lat 80-tych prof. Mana Jarosz w ksiazce ,,Nierdéwnosci spoleczne” pokazala,
ze kto urodzt sie biedakiem, ten prawdopodobnie biedakiem umrze: dzieci z rodzin o najniz-
szym wyksztalceniu poprzestawaly tez na szkole podstawowej, czasami zasadniczej. Na studia
trafial wtedy maturzysta co siodmy z rodziny robotniczej 1 co czternasty z chlopskiej. Z badan
GUS wiadomo, ze dzs$ studiuje co 140 dziecko chlopskie.

Wedlug nieoficjalnych szacunkow kilkaset osob w Polsce zarabia ponad 50 tys. zt
miesiecznie. Z drugiej strony prawie 2 miliony ludzi zyje ponizej minimum egzystencji, a kilka-
nascie milionéw ponizej minimum socjalnego (w roku biezacym 485 zl na osobe za ,,Polityka”
z maja 1998). Jak z powyzszego wida¢ zjawisko ubdstwa jest waznym problemem naszego
kraju.

Gléownym wskaznikiem ubostwa jest ,,dysponowanie zasobami ekonomicznymi”. Trady-
cyjnie przyjmowano dochod, a takze wydatki konsumpcyjne. Dla ludzi ubogich te dwie
zZmienne mozna traktowaé rownowaznie, gdyz ich dochody 1 wydatki nie powinny si¢ roznic.
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Nast¢gpnym krokiem po wybraniu zmiennej, ktéra ma byé wykorzystana do pomiaru stanu
ubostwa jest ustalenie linii ubostwa. Mozna wyodrebnié cztery podejscia:

— obiektywne: na podstawie poziomu dochodéw lub wydatkéw gospodarstw domowych ,

— subiektywne: na podstawie subiektywnych ocen gospodarstw domowych, tj. mozliwosci
zaspokojenia potrzeb przy uzyskiwaniu okreslonych dochodéw,

— przy zastosowaniu niepienieznych wskaznikow charakteryzujacych warunki mieszkanio-
we i zasobnos¢ gospcedarstwa domowego.

— absolutne: oparte na kosztach ,,podstawowych potrzeb” takich jak: zywno$¢, mieszkanie
1 odziez.

W ostatnim czasie zasieg pojecia ,,ubostwa” znacznie si¢ rozszerzyl: od prostego ubostwa
ekonomicznego (w znaczeniu dochodéw lub konsumpcji) do aspektow dziatowych (edukacja,
mieszkanie, zdrowie, kultura) az do relacji zjawiska w calej strukturze spoleczenstwa. Warto
zauwazy¢ za Hugh (1994), ze ludzie biedni na ogo! nie ciesza si¢ takimi wplywami polityczny-
mi, ktore moglyby pozwoli¢ im — jako grupie spolecznej — na okreslenie wlasnych potrzeb, a
polityka walki z ubéstwem jest ustalana poza nimi. Zauwazmy tez, ze ubodzy maja mate szan-
se na uczestnictwie w Zyciu zbiorowym, a nawet na korzystaniu z infrastruktury spoteczne;.
Ubodzy rodzice rzadko moga pozwoli¢ sobie na to, aby wystac ich dzeci do szkot ponadpod-
stawowych. Ubogi chory ma male szanse na szybki powrot do zdrowia (ubogi czlowiek po
wylewie nie mial i nie ma zadnej szansy na rehabilitacje). Tak samo ma maly dostgp do wy-
miaru sprawiedliwosci. Zatem ,,ubdstwo to nie tylko brak pieniedzy, to raczej takie szczegolne
okolicznosci, ktore nie pozwalaja ludziom nimi dotknietymi na uczestnictwo w zyciu zbioro-
wym 1 — zwlaszcza — w istotny sposob pomniejszajg ich mozliwosci uczestnictwa w podsta-
wowych instytucjach spolecznych, od rodziny poczynajac, na wymiarze sprawiedliwosci kon-
czac.” Frieske (1996) (por. Golinowska).

2.2. Linia ubdstwa

Jezeli mamy wybrany zbior zmiennych, ktorymi bedziemy opisywaé zjawisko ubostwa, to
nastgpnym krokiem jest ustalenie dla kazdej zmiennej linii ubostwa, czyli takiego poziomu

zmiennej, ktory oddzela ubogich od pozostatych.

1. Linie ubostwa z podejscia obiektywnego nazywane s3 liniami relatywnymi, poniewaz
wartos¢ realna tej linii zmienia si¢ wraz z przecietnym poziomem zycia w danym kraju. Linie
ubdstwa obiektywnego (relatywne) ustalono na poziomie 40%, 50% 1 60% przecigtnych
wydatkow na jedna osobe¢. Jezeli badana populacja jest bogata, to linie relatywne bardzie)

wyrazaja zjawisko nierownosci niz biedy.



Wedtug danych GUS-u w 1993 r. 12% os6b zyto w gospodarstwach domowych, w kt6-
rych biezace wydatki byty nizsze od relatywnej linii ubdstwa, ustalonej na poziomie 50% prze-
cietnych wydatkow ekwiwalentnych og6tu gospodarstw domowych w kraju. W 1994 r. poni-
zej relatywnej linii ubdéstwa znalazto sie 13,5% populacji (tj. okoto 5 min 0s6b).

Tabela 2.1
Nieréwnos$¢ i ubdstwo w Polsce
Wspotczynnik 1987 1988 1989 1990
Ginfego 0,2303 0,2333 0,2607 0,2422
procent ubogich: linia
ubostwa jako % Sred-
niego dochodu
ekwiwalentnego
40% 2,3 2,2 51 2,8
50% 6,3 6,7 10,6 9,0
60% 14,0 14,6 19,8 17,4

Zrodto: N. Ott, G. Wagner, Income Ineguality and poverty in Eastern and Western
Europe, Heidelberg: Physica-Verl., 1997 (dane do tej tabeli zostaty zebrane na pod-
stawie rozmow panelowych).

2. W Polsce od 1992 r. subiektywne linie ubdstwa sg szacowane za pomocg metody LPL
(Leyden Poverty Ling). Metoda ta zaktada wyznaczanie linii ub6stwa na podstawie odpowiedzi
gospodarstw domowych na pytanie oceniajgce dochod. W przypadku polskich badan budzetow
domowych pytanie to sformutowano nastepujgco: ,,Prosze poda¢ poziom miesiecznych
dochodow swojego gospodarstwa domowego, ktory uznaliby Panstwo jako: 1- bardzo dobry,
2 - dobry, 3. ledwo wystarczajacy, 4 - niewystarczajacy (zty), 5- bardzo zty.”

Odpowiedzi na to pytanie stuzg do estymacji indywidualnej dochodowej funkcji dobroby-
tu Uj(x), przedstawiajacej zalezno$¢ osigganej przez gospodarstwo domowe uzytecznosci
(satysfakcji z konsumpcji, dobrobytu) od poziomu dochodu /-tego gospodarstwa domowego
(X). Dochodowa funkcja dobrobytu ma charakter hczbowy, mozna zatem przyjaé¢ pewng niska
wartos¢ tej funkcji jako kryterium ubdstwa. Dochéd, przy ktérym funkcja dobrobytu osigga te
krytyczng warto$¢ dobrobytu, traktuje sie jako indywidualng linie ubdstwa.

Zgodnie z sugestig autoréw tej metody przyjmuje sie, ze uzyteczno$¢ U dochodu moze
by¢ mierzona warto$ciami z przedziatu [0, 1], a same indywidualne dochodowe funkcje
dobrobytu mogg by¢ aproksymowane za pomocg dystrybuanty rozkiadu logarytmiczno-

normalnego z parametramipi a.
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Dystrybuanta jest postaci

U(x)s

z — linia ubostwa.
Rys. 2.1

Parametr y; tej funkcji, szacowany na podstawie danych proby jako Srednia arytmetyczna
logarytméw wszystkich dochodow podanych w odpowiedzi na pytanie oceniajace dochod,
okresla potrzeby danego gospodarstwa dochodowego, im wyzsza jest jego wartos¢ tym wyz-
szego dochodu potrzebuje gospodarstwo do osiggnigcia okreslonego poziomu dobrobytu.
Parametr o; okresla predkos¢ zmian funkcji U;(x), czyli okresla ,wrazliwos¢” reakcji
gospodarstwa domowego na zmian¢ dochodu. Im wigksza warto$¢ o;, tym wigksza zmiana
dochodu jest potrzebna, aby gospodarstwo domowe odczulo zmian¢ poziomu dobrobytu.

Gospodarstwo domowe jest uznane za ubogie, gdy jego ocena wiasnego dochodu, mie-
rzona wartoscig funkcji dobrobytu, jest nizsza od pewnej krytycznej wartosci. Jako wartosé
krytyczna przyjmuje si¢ najczesciej 0,4. Wartosé ta odpowiada, w odpowiedziach na pytanie
ocemajace dochod, poziomowi dochodu usytuowanemu pomiedzy dochodami okreslonymi
jako niewystarczajace i ledwo wystarczajace.

W celu wyznaczenia linii ubéstwa dla ogétu gospodarstw domowych nalezy znalezé
strukturalng zaleznos¢ wartosci u; dla wszystkich gospodarstw domowych od rzeczywistego
dochodu gospodarstwa domowego 1 cech demograficzmo-spotecznych oddzatujacych na
poziom potrzeb gospodarstwa (najwazniejsza cechq jest niewatpliwie wielkosé gospodarstwa).

W tablicach ponizej mamy subiektywne linie ubdstwa w zalezmosci od cech demogra-
ficzno-spolecznych (przy wartosci dochodowe;j funkcji dobrobytu rownej 0.4).
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Tabela 2.2
Subiektywne linie ubostwa (miesigczny dochod w tys. zt
na gospodarstwo domowe) wedtug wielkosci gospodarstwa

Liczba 1993 1994
0s0b II kwartal IV kwartal IT kwartat
1 2674 2964 3231
2 3573 3927 4392
3 4233 4629 5256
4 4773 5203 5971
5 5240 5696 6591
6 5655 6133 7146

Tabela 2.3

Subiektywne linie ubostwa (miesieczny dochod w tys. zt na gospodarstwo domowe)

wedlug grup spoleczno-ekonomicznych i1 wielkosci gospodarstwa w II kwartale 1994

Typ gospodarstwa domowego

Liczba : ... . | pracujacych | . . .
i ) . |pracowniczo-| emerytow i inne zrodla
0sob pracownicze | chlopskie . . na wlasny .
-chtopskie | rencistow utrzymania
rachunek
1 3393 3444 3095 2985 3758 2792
2 4613 4682 4207 4057 5109 3796
3 5521 5604 5035 4856 6114 4543
4 6271 6366 5719 5516 6945 5161
5 6923 7027 6314 6089 7667 5697
6 7506 7618 6845 6602 8312 6176
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Tabela 2.4

Zasieg ubostwa wsrod gospodarstw domowych objetych badaniami budzetéw domowych
wedlug wazniejszych cech spoleczno-ekonomicznych — na podstawie subiektywnych linii

ubdstwa
Udzal gospodarstw domowych ponizej linii
Klasyfikacja ubostwa (w %) w kwartale
11993 | IV 1993 I 1994
1 2 3 4
Ogotem 42.6 40,0 39,3
Gospodarstwa domowe wedlug gtownego
zrddla utrzymania
pracownicze 32,8 29,2 30,3
chlopskie 50,7 4273 54,1
pracowniczo-chlopskie 34,8 29,9 31,6
emerytow i rencistow 55,7 55,8 483
pracujacych na wiasny rachunek 1 wykonu-
jacych wolne zawody 18,0 11,8 18,1
utrzymujacych si¢ z innych
niezarobkowych 88,7 78,1 79,4
zrodet
Liczba 0s6b w gospodarstwie domowym
1 68,6 70,8 66,7
2 42,1 40,1 33,9
3 35,0 31,0 29.6
4 35,0 32,6 34,5
5 432 36,9 45,2
6 i wiecej 41,4 36,4 41,3
Liczba czynnych zawodowo
0 63,6 63,6 54,4
1 449 40,3 42,6
2 25,3 21,2 24,2
3 i wiecej 24,6 16,6 27,5
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cd. tab. 2.4
1 2 3 4

Typ rodziny biologiczne;j
malzenstwo bez dzeci 36,0 36,0 282
malzenstwo z 1 dzieckiem 32,5 29,4 279
malzenstwo z 2 dzieci 37,3 34,6 35,8
malzenstwo z 3 dzeci 52,3 46,2 51,5
malzenstwo z 4 dzieci 1 wigcej 58,5 62,0 60,0
ojciec z daeémi 423 48,2 54,4
matka z dzie¢mi 58,0 57,7 54,4
pozostale rodziny 46,7 432 439

Klasy miejscowosci*
miasta 300 tys. 1 wigcej 30,9 31,9 (27,7 (500 tys. 1 wiecej)
miasta 100-300 tys. 33,8 33,1 28,8 (200-500 tys.)

31,5 (100-200 tys.)

miasta 20-100 tys. 445 37,1 38,2
miasta ponizej 20 tys. 449 452 41,5
wies 51,7 472 49,5

Ple¢ glowy gospodarstva domowego
mezczyzna 37,3 33,6 33,6
kobieta 52,8 52,5 50,5

Wiek glowy gospodarstwa domowego™
ponizej 35 lat 42,4 39,4 36,6 (ponizej 25)

39,0 (25-34 lata)

35-44 lata 39,0 34,5 38,4
45-54 lata 35,0 30,0 33,9
55-64 lata 43,8 42,1 38,3
65 lat i wiecej 57.8 60,6 49,1

Wyksztalcenie glowy gospodarstwa

domowego
wyzsze ukonczone 11,2 10,0 9,5
Srednie 31,6 28,2 28,1
zasadnicze zawodowe 450 40,8 41,6
podstawowe pelnc i niepelne 60,1 60,3 57,6
uczacy sie 45,5 29,6 27,3

Zrédlo: J. Podgorski, w: S. Golinowski (1996).

* W II kwartale 1994 r. zmienione zostaly zasady klasyfikacji tych zmiennych.
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3. Ubdstwo jest niewatpliwie zjawiskiem wielowymiarowym. Dochéd jest tylko jednym
z wymiarOw tego zjawiska. Dlatego nalezy uwzgledni¢ niepieni¢zne wskazniki ubostwa takie
jak warunki mieszkaniowe gospodarstw domowych 1 ich zasobnos¢. W tej metodzie analizy
ubostwa nie wyst¢puje pojgcie granicy ubostwa. Liczy si¢ w niej wartos¢ funkcji przynalezno-
sci gospodarstwa domowego do sfery ubdstwa. Jezeli warto$¢ funkcji jest blizsza 1, to gospo-
darstwo domowe jest bardziej ubogie, jezeli wartos¢ jest bliska 0, to gospodarstwu ubdostwo nie
zagraza.

Jak juz podano we wstepie, ubostwo jest kategorig nieostrg. Zatem mozemy gospodar-
stwom domowym przypisa¢ wartos¢ funkcji przynaleznosci do sfery ubdstwa.

Zmienne opisujace aspekty ubostwa mogq mie¢ charakter dychotomiczny lub niedychoto-
miczny. Gdy zmienna posiada charakter dychotomiczny, to funkcja przynaleznosci gospodar-
stwa domowego do zbioru ubogich ze wzgledu na tg zmienna przyjmuje postac:

N ]I, gdy0<x;<x
“A(’)‘{o, gdy x; > x

min>

max-

Gdy zmienna posiada charakter niedychotomiczny, to

L gdy x; < Xins
X - X;
N max — Xi ) _
Hy ()= " —x.’ gdy Xmin = X S Xpaxo
max — *min
0, gdyx; 2x,,.,.

Wartosci x;, 1 X, 54 okreslone przez ekspertow:

Xmin — Zdecydowane ubdstwo,

Xmax — brak ubostwa.

Gdyby byla zadana linia ubostwa — z, wtedy wystarczy przyjac X, = Xax = 2 - Przykla-
dy Xpin 1 Xmax dla warunkow mieszkaniowych i dochodowych sa podane w tabeli 2.5.

Wtedy funkcja przynalezmosci danego gospodarstwa domowego do zbioru ubogich jest
postaci:

k
py(x)=2L—— . :
Wi
i=1

Tutaj x jest wektorem cech danego gospodarstwa.
Jezeli przez f; ozmaczymy frakcj¢ gospodarstw domowych w badanej populacji, dla kto-

rych funkcja przynaleznosci do zbioru ubogich ze wzglgdu na i-tq zmienna przyjmuje warto$é

1, to
1
w; =log—, f; >0.
1 f; I



60

Tabela 2.5
Zmienne typu niedychotomicznego
Zmienne niemierzalne wartosci progowe
Jj warianty rangi maksimum minimum
i X e xpin
UJECIE OBIEKTYWNE
Warunki mieszkaniowe:
2.8 — liczba izb na osobe 1,5 1,0
2.9 — powierzchnia uzytkowa
mieszkania w m? na osobe 25,0 5,0
Sytuacja dochodowa:
3.1 — dochody ekwiwalentne
gospodarstwa domowego 2: 0,7z
UJECIE SUBIEKTYWNE
4.1 — subiektywna ocena sy-
tuacji materialne;j ocena:
bardzo dobra 1,00 1,00 0,00
raczej dobra 0,75
srednia 0,50
raczej zla 0,25
bardzo zla 0,00

Zrédlo: T. Panek, zeszyt 218 GUS-u (1994).

Wtedy

k 1

.Z'UA ()log—=

#A(x)z =l k 1 I
> log—+
P

jest funkcja przynaleznosci gospodarstwa x do zbioru ubogich.

W pracy S. Zani i A Cerioli (1989) (prekursorow tej metody) byly tez dodatkowe pytania
badajace zasobnos¢ gospodarstw domowych:

— czy placicie z opdznieniem rachunki za prad, gaz i mieszkanie?

— czy byliscie w zeszlym roku na urlopie poza domem?

— czy caly dochod wydajecie na zakupy (czy macie oszcz¢dnosci)?

— czy w waszym domu jest osoba kaleka (niezdolna)?
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Tabela 2.6

Zmienne charakteryzujace obszary ubostwa oraz zasady definicji funkcji przynaleznosci

gospodarstw domowych do podzbioru ubogich ze wzgledu na te zmienne

Zmienne typu dychotomicznego

Zmienne warianty wartosci funkcji przynaleznosci
J ki f( X, )

UJECIE OBIEKTYWNE

Zasobnos¢:

Posiadanie przez gospodarstwo domowe:

1.1 — telewizora kolorowego tak 0,00
nie 1,00

1.2 — automatu pralniczego tak 0,00
nie 1,00

1.3 — chtodziarki lub zamrazarki tak 0,00
nie 1,00

1.4 — samochodu osobowego tak 0,00
nie 1,00

1.5 — magnetowidu tak 0,00
nie 1,00

Warunki mieszkaniowe:

Posiadanie przez mieszkania:

2.1 — wody biezacej tak 0,00
nie 1,00

2.2 — ustepu sphukawanego biezaca woda tak 0,00
nie 1,00

2.3 — centralnego ogrzewania tak 0,00
nie 1,00

2.4 — lazienki tak 0,00
nie 1,00

2.5 — cieplej biezacej wody tak 0,00
nie 1,00

2.6 —gazu tak 0,00
nie 1,00

2.7 — telefonu tak 0,00
nie 1,00

Zrédlo: T. Panek, zeszyt 218 GUS-u, Warszawa 1994.



62

4. Angielska tradycja poszukiwania uzasadnionej naukowo granicy ubdstwa, oparta byla
na okreslonym koszyku dobr i ustug zaspokajajacym niezbgdne potrzeby. Wyrazona w pienia-
dzach wartosc tego koszyka stuzy do wyznaczania linii ubdstwa bezwzglednego.

W celu okreslenia standardu minimum egzystencji zastosowano metodyk¢ wyznaczania
potrzeb podstawowych 1 odpowiadajacego im koszyka towarow 1 ushug. W koszyku uwzgled-
niono tylko te potrzeby, ktorych zaspokajanie nie moze by¢ odlozone w czasie. Koszyk ten
obejmuje wydatki na towary 1 ushugi biezacej konsumpcji, a mianowicie na:

— Zywnos¢,

— utrzymanie 1 eksploatacje malego mieszkania,

— leki 1 srodki higieny osobiste],

— drobne naprawy posiadanej odzezy i obuwia oraz niezbg¢dne uzupehianie bielizny i1
obuwia,

—ksigzki 1 artykuly szkolne zwiazane z realizacja obowiazku szkolnego (tylko w
rodzinach z dzie¢mi w wieku 7-17 lat).

W koszyku minimum egzystencji dominujgca czes¢ wydatkow przypada na zywnos¢ oraz
na utrzymanie mieszkania.

Minimum socjalne jest to taki poziom niskich dochodow, ktory pozwala ludziom normal-
nie uczestniczy¢ w zyciu spoleczenstwa. Ustala si¢ jq takze przez zdefiniowanie koszyka dobr 1
ushug, ktorego zawartosc jest z jedne;j strony okreslona naukowo (jak w minimum egzystencji),
a z drugiej — przez odniesienie do tradycji i poziomu kulturowego danego spoteczenstwa, co
wynika z zaloZenia, Ze minimum socjalne nie moze dopusci¢ do wykluczenia ze spoleczen-
stwa. Dobra kulturowe stanowig tu okoto 0,3 wartosci calego koszyka.
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Tabela 2.7

Wydatki wybranych typow gospodarstw domowych na poziomie minimum egzystencji
w warunkach 1994 r. (w tys. z1)

Typ gospodarstwa domowego

Grupy 1-0s0- | 2-0s0- | 3-050- | 3-0s0- | 4-050- | 4-050- 0s0b starszych

potrzeb bowe | bowe | bowe | bowe | bowe | bowe [S-0s0bowel ;oo 5 660

bowe | bowe

M | MtK M+K+ M+K+ M+K+ |M+K+ M+K+Dm| Ms [Ms+Ks

Dm | Ds [Dm+Ds/+2xDs| +2xDs

1. Zywno$é 620,1/1142,7(1568,0(1838,3[2263,9{2533,9 2959,3 559,6/1041,8

2. Mieszkanie 4539| 599,2| 836,6| 836,6/1068,5/1068,5| 14389 | 453,9| 599,2
—kosztyuiyt-

kowania 431,0| 573,5| 803,5| 803,5/1028,3(1028,3| 1292,0 | 431,0| 573,5

- 229 257| 33,1| 33,1| 40,2] 402| 46,9 229| 257
Wyposazenie
3. Artykuly me-

dycz.-farmac.| 84| 16,9 22,6| 23,1 288 294| 351 16,9] 338

4. Higiena 24,5 s80| 772 82,5 101,6/ 106,9| 126,1 245\ 43,6

5. Odzez, 65,0| 118,3| 206,6| 209,0| 297,2| 299,6/ 387,9 65,0| 118,3

obuwie 89| 13,3| 14,1 14,1 148 148 155 89| 133

6. Naprawy - - - 46,8| 46,8 93,5 93,5 - -
7. Oswiata dzect

Razem 1-7 1180,8{1948 4|2725,113050,4|3821,4(4146,6] 4956,3 |1128,8|1850
Na 1 osobe w

gosp. domowym | 1180,8| 974,2| 908.4/1016,8{ 955,4|1036,7 991,3 |1128,8| 925,0

M — me¢zczyzna 25-60, K — kobieta 25-60, Dm — dziecko milodsze 4-6, Ds — dziecko starsze

13-15, Ms — mg¢zczyzna powyzej 60 lat, Ks — kobieta powyzej 60 lat.
Zrodlo: L. Deniszczuk, S. Sajkiewicz, w: S. Golinowska (1996).

W tabeli 2.8 wymienionych jest siedem linii ubdstwa szacowane dla Polski w latach

1993-94.
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Tabela 2.8
Linie ubostwa szacowane dla Polski w latach 1993-94
Lini Wartosc¢ na osobg Odsetek ludnosci ponizej linii
inie . .
w gospodarstwie domowym ubdstwa
Minimum egzystencji 95,5-113,0 zt ok. 8-9% — 1994 r.

(L. Deniszczuk, B. Sajkiewicz,
M. Dzubinska-Michalewicz -
IP1SS)

w zaleznosci od wielkosct
gospodarstwa domowego —
szacunek dla 1994 r.

Linia relatywna — 50% przecigt-
nych wydatkow ekwiwalentnych
(skala OECD) na osobe (A. Szu-
kietojé-Bienkunska — GUS)

96,2zt —Tkw. 1993 r.
1273z - TV kw. 1993 1.
171,04 - T kw. 1994 r.

12,0% — 1993 1.
13,5% — 1994 1.

Linia urz¢dowa — minimalna eme-

35% przecigtnego wynagro-

14,4% w 1993 1.

rytura wg Raportu Banku Swiato- | dzenia do 1994 . 18,9% w 1994 1.
wego 39% przecig¢tnego wynagro-
dzenia od 1994 r.
1208 1208 wg sity nabywczej 1990r. |26% lub 16% po doszaco-

(B. Milanowic dane dla 1993 r.)

waniu dochodow ze staty-
styki makro — 1993 r.

Linia subiektywna
(L. Beskid) — dane dla 1993 r.

106,5 zt — marzec 1993 r.

35% — marzec 1993
41% — opinia o zakresie bie-
dy w 1993 1.

Linia subiektywna wg metody 42,6% — II kw. 1993 1.
LPL 40,0% — IV kw. 1993 r.
(J. Podgorski) 39,3% — Il kw. 1994 1.
Minimum socjalne (IPiSS) 168 zt dla gospodarstw praco- (34,8 % — 1993 r.

wniczych czteroosobowych —
1993 r.
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2.3. Skale ekwiwalentne

Badanie ubostwa powinno by¢ prowadzone na poziomie indywidualnym. Nalezy jednak
wziaé pod uwage, ze jednostki zyja w gospodarstwach domowych, gdzie Srodki na utrzymanie
sq laczone, a dostgpne towary 1 ushugi s dzielone.

Skale ekwiwalentnosci okreslaja wielkosci dochodu niezbgdne dla utrzymania rodzin o da-
nej wielkosci 1 strukturze demograficznej. Uzyte tu slowo skala nie ma nic wspolnego z defini-
cjq skali podanej w 1.2. Jednak poniewaz termin ten jest ogdlnie przyjety wobec tego nie be-
dzie zmieniany w tej pracyl. Majac dang lini¢ ubdstwa dla ustalonego gospodarstwa domowe-
go bedacego odniesieniem musimy zréznicowac t¢ lini¢ dla innych gospodarstw domowych.
Ogolnie skale ekwiwalentosci umozliwiaja poréwnanie réoznych gospodarstw domowych oraz
obliczanie ich relatywnego kosztu utrzymania na tym samym poziomie Zyciowym.

Metody obliczania skal ekwiwalentnosci mozna podzeli¢ na statystyczne i normatywne.
Skale ekwiwalentnosci pierwszego typu sj szacowane metodami ekonometrycznymi, na pod-
stawie rzeczywistych wydatkow gospodarstw. Skale ekwiwalentnosci drugiego typu opieraja
si¢ na ocenach ekspertow okreslajacych potrzeby gospodarstw danego typu na tle gospodar-
stwa uznanego za standardowe.

Skale ekwiwalentne gospodarstw domowych, zapewniaja porownywalnos¢ miedzy wydat-
kami 1 granicami ubodstwa gospodarstw roznych typow. Sa one parametrami oceniajacymi wplyw,
jaki na koszty utrzymania maja potrzeby konsumpcyjne gospodarstwa wynikajace z jego obiek-
tywnych charakterystyk, przede wszystkim demograficznych. Dzgki ich znajomosci mozna
w sposob bardziej adekwatny oceni¢ zamoznos¢ gospodarstwa o okreslonej strukturze demogra-
ficznej, dysponujacego dana suma pienigdzy. Oczywiste jest bowiem, ze suma 1000 zi jest czym
innym dla rodziny 2 + 2 i dla dwdch oséb bez dzeci, a takze dla czterech osob dorostych.
Przykladem najprostszej charakterystyki dla skali ekwiwalentnosci jest liczba 0s6b w rodzinie.
Zauwazmy, ze suma pieniedzy na glowe jest niedoskonalym miemikiem zamoznosci, gdyz po
pierwsze nie uwzglednia wplywu innych charakterystyk demograficznych, po drugie wiele wy-
datkow gospodarstwa (np. mieszkaniowych) nie wzrasta proporcjonalnie do liczby oséb. Skale
ekwiwalentne sa konstruowane dla potrzeb praktyki, a w szczegolnosci dla polityki spoleczne;.

Poniewaz chcemy porownaé rézme typy gospodarstw domowych poréwnuje si¢ funkcje
uzytecznosci tych gospodarstw. Poniewaz funkcje uzytecznosci sj trudno mierzalne, to
zaklada si¢, Ze uzytecznos¢ zachowuje si¢ podobnie jak popyt. Wydaje sig, ze jest to zalozenie
sensowne bo jezeli przy ustalonym dochodze gospodarstwa domowego popyt na dane dobro
maleje, to znaczy, ze uzytecznos¢ tego dobra tez maleje w tym gospodarstwie. Przypatrzmy
si¢ jak Blundell i Lewbel (1991) podeszli do problemu skal ekwiwalentnych.

1 W literaturze uzywa sie takze terminu ,,skale ekwiwalentnosci” (por. A. Szulc, w: S. Golinowska (1996).
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Niech q=D(P, X,A) oznacza wektor ilosci dobr, na ktore zglasza zapotrzebowanie

gospodarstwo domowe majace laczne wydatki X, przy zadanym wektorze cen P 1 wektorze
charakterystyk demograficznych A. Przyjeli oni, ze popyt D jest typu Marshala, i jest
otrzymany przez maksymalizacj¢ funkcji uzytecznosci U(q, A). Autorzy zdefiniowali funkcje
wydatkow (kosztow) nastepujaco:

o(P, X, A)=min{(P x q):U(q, A) = u}, gdzie minimum jest brane po q.

Zauwazmy, ze znalezienie funkcji kosztow matematycznie jest rownowazne znalezieniu
minimum warunkowego, ktore rozwigzuje si¢ migdzy innymi za pomoca reguly Lagrange’a.

Przymujac standardowe zalozenia co do postaci funkcji U(), popyt D moze by¢ jedno-
mmacznie okreslony na podstawie funkcji kosztow c. Przyjgto ponadto, ze uzyteczno$é (poziom
dobrobytu) osiggana przez kazde gospodarstwo domowe jest dana za pomoca tej samej (choé
nie znanej) funkcji uzytecznosci U(q, A). Dla ustalonego wektora cen P, wektora charaktery-
styk demograficznych A oraz demograficznych charakterystyk odniesienia A, mozna zdefi-
niowaé rodzing skal ekwiwalentnych /(P, A, A ), indeksowana po zbiorze wszystkich warto-
$ci uzytecznosci u:
c(P,u,A)

1(P,A,A0)=C(P y AO)

Kazdy element rodziny /(P, A, A,) rowny jest minimum kosztow (wydatkéw) gospodar-
stwa domowego o charakterystyce A, jakie jest konieczne do osiagnigcia ustalonego poziomu
uzytecznosci #, podzielone przez odpowiedni koszt osijgnigcia tego poziomu uztecznosci u
przez gospodarstwo domowe o charakterystykach odniesienia A .

Podstawowg trudnos¢ stanowi koniecznosé oszacowania parametrow funkcji wydatkow.
Wykorzystuje tu si¢ fakt, ze gospodarstwa domowe o roznym skladzie inaczej dysponuja
swoimi wydatkami konsumpcyjnymi. Na przyklad osoby starsze wiecej wydaja na ochrong
zdrowia niz osoby mlodsze o zblizonym dochodzie, mniej natomiast na zywnosc.

W pracy Szulca (1993) skale ekwiwalentnosci zostaly obliczone jako funkcje parametrow
oszacowanych na podstawie indywidualnych rownan popytu. Uwzglednialy one zréznicowanie
gospodarstw domowych pod wzgledem liczby osdb, liczby dzieci w dwoch grupach wieko-
wych (1-9 lat i 10-16 lat), oraz wieku glowy gospodarstwa (16-29, 30-65 1 ponad 65 lat).
Dzielac dodatkowo gospodarstwa pod wzgledem zamozmosci na trzy grupy kwantylowe
(do 30%, 30-80% i ponad 80%) otrzymano 554 typy gospodarstw, z ktorych kazde miato
wlasng skale ekwiwalentnosci.

Za indywidualny miemik dobrobytu przyjeto sum¢ wydatkow na konsumpcje podzielong
przez skale ekwiwalentnosci gospodarstwa. Gospodarstwo zostalo uznane za ubogie, jezeli
jego suma wydatkéw podzielona przez skale ekwiwalentnosci odpowiednia dla danego typu
demograficznego jest mniejsza od przeniesionego na dany typ gospodarstwa (rowniez za
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pomoca skali ekwiwalentnosci) minimum spolecznego wyznaczonego przez Instytut Pracy i
Spraw Socjalnych. W obliczeniach wykorzystano skale ekwiwalentmosci Bartena (1964),
Deatona i Muellbauera (1980):

C(P, u, Ay)

m(P, u, Ay, A,)= O a Ay

gdze: C — funkcja wydatkow i-tego (i = k, r) gospodarstwa,
P= [Pl Py .- pn] — wektor cen,

u — poziom uzZytecznosci,
A; = [Ali Ay ... Am,-] —wektor charakterystyk demograficanych i-tego gospodarstwa.
W tym badaniu skale ekwiwalentnosci zostaly obliczone zgodnie z koncepcja tzw. skal
quasi-dokladnych i oblicza si¢ je za pomoca wzoru:
—————C*(P’ o A —lz ;V_:n Wi +W,, lnﬂ,
C(P,u, A) 2i515 4
gdzie: C, — translogarytmiczna funkcja wydatkow i-tego (i =k, r) gospodarstwa,
u, — $rednia geometryczna uzytecznosci osiggnietych przez oba gospodarstwa,
w;; — udzial wydatkéw na i-te dobro (i=1, 2, ..., n) w budzecie t-tego (1=k,r) gospo-
darstwa,
m;; — parametr reprezentujacy wplyw /-tego elementu A, (/=1, 2, ..., m) na konsump-
cje i-tego dobra.
Lewa strona rownania jest skaly ekwiwalentnosci k-tego gospodarstwa porownujaca je
z gospodarstwem r-tym.
Szulc (1992) udowodnit, ze powyzsze wyrazenie jest rOwne zdefiniowanej przez Deatona
1 Muellbauera skali, jezeli uzytecznosC u jest rowna $redniej geometrycznej uzyteczmosci
osiagnietej przez oba porownywane gospodarstwa.
Parametry m;; uzyskuje si¢ przez estymacj¢ modelu popytu konsumpcyjnego. Estymowa-
ne rOwnania popytu (tzw. rownania Hicksa) maja nastepujaca postac:

m m
w;, =a; +Zaij[lnpj +> myln A,,]+d,~ Inu,
=1 1=1

gdzie: f — numer gospodarstwa,
pj — indeks cen j-tego dobra,
u — oszacowanie funkcji uzytecznosci.
Za pomocq potrojnej metody najmniejszych kwadratéow Szulc uzyskal oszacowania para-
metrow a;

i> dij» i> ).
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W badaniu zastosowano dwie koncepcje wyznaczania linit ubéstwa: absolutng i relatywna.
Pierwsza z nich to winimum spoleczne (obliczone przez Instytut Pracy 1 Spraw Socjalnych).

Druga jest wyznaczana jako pewien procent sredniego dobrobytu.

Tabela 2.9
Skale ekwiwalentne wybranych gospodarstw domowych

Typ gospodarstwa Skala
Liczba Dzieci Dzeci |Wiek glowy [ Wiek glowy ekwiwalentnosci
0sob do 10 lat 10-16 lat do 30 lat |ponad 65 lat 1990 1991
1 0 0 0 0 1,00 1,00
2 0 0 0 0 1,66 1,62
3 0 0 0 0 2,20 2,16
4 0 0 0 0 2,68 2,63
5 0 0 0 0 3,14 3,07
6 0 0 0 0 3,57 3,45
7 0 0 0 0 3,92 3,92
8 0 0 0 0 5,83 4,52
2 1 0 0 0 1,66 1,63
2 0 1 0 0 1,70 1,69
3 1 0 0 0 2,21 2,17
3 0 1 0 0 2,28 2,24
3 1 1 0 0 2,32 2,27
1 0 0 1 0 1,02 1,02
1 0 0 0 1 0,95 0,97

Zrédlo: A. Szulc, zeszyt 214 GUS-u, Warszawa 1993.
Tabela 2.10
Granice ubostwa trzech typow
Typ Granica absolutna Granica relatywna

gospodarstwa 1990 1991 1990 1991

1 osoba, pracownik 496 913 337 607

2+2 1360 2473 923 1646

1 osoba, emeryt 467 876 317 583

2 osoby, emeryci 784 1460 532 972

Zrodlo: A. Szulc, zeszyt 214 GUS-u, Warszawa 1993.
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W nastepnej tabeli zastosowano oznaczenia:

1) grupa spoteczno-zawodowa (ur — nierobotuicze),

2) wiek glowy gospodarstwa (16-24, 25-29, 30-39, 40—49, 50-59, ponad 60 lat),
3) wyksztalcenie glowy gospodarstwa (np, niepehe),

4) ptec¢ gtowy gospodarstwa,

5) typ biologiczny rodziny,

6) liczba 0s6b w gospodarstwie (0d 1 do 9),

7) miejsce zamieszkania.

Wszystkie parametry byly szacowane metodami statystyki.

Tabela 2.11
Procent gospodarstw ponizej granicy absolutnej

Typ 1990 1991

grupy max min max min

emer., ren. 0,410|prac.,nr. 0,198 chlopi 0,392 |prac.,nr. 0,149
2 60+ 0,384(50-59 0,267|30-39 0,367|50-59 0,228

30-39 0,381

3 podst., np. 0,481 |wyzsze 0,154|podst., np. 0,484 |wyzsze 0,076

4 kobieta 0,346 | mezczyzna 0,340| kobieta 0,325|me¢zczyzma 0,323

5 2+4+ 0,632{2+1 0,227|12+4 + 0,673(2 +1 0,232

6 9 0,600(3 0,269(9 0,673|3 0,232

7 wies 0,362|miasto 0,331 wies 0,387|miasto 0,288
Polska 0,342 0,324

Zrédlo: A. Szulc, zeszyt 214 GUS-u, Warszawa 1993.

Skale normatywne: OECD i LIS

Skale OECD sa najbardziej zmanymi skalami typu normatywnego, oblicza si¢ je za

pomoca wzoru:
SK=1+0,7(LA-1)+05LD,

gdzie LA i LD ozmaczaja odpowiednio liczbe osob dorostych 1 dzieci. Pierwsze) osobie dorostej
przypisuje sie 1, nastepnej 0,7 i kazdemu dziecku 0,5.

Skale LIS (por. Buchman i in. (1988)) zaklada)g wykladnicza zaleznos¢ potrzeb kon-
sumpcyjnych od liczby 0sob w gospodarstwie domowym:

SK =(LA+ LD)®.
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Parametr 6 mozma interpretowac jako elastyczno$¢ wydatkow konsumpcyjnych wzgledem
liczby o0sob.

Chcac na przyklad zmierzy¢ ekwiwalentny dobrobyt ekonomiczny rodziny mozna zasto-
sowac nastgpujacy wzor:

w=D/S%,

gdzie: D oznacza dochdd rodziny, S — wielkos¢ rodziny, a parametr & jest elastycznoscig
wydatkow.

Zaleta obu metod jest ich prostota oraz niezmiennos¢ w czasie 1 w porownaniach miedzy-
narodowych. Skale normatywne nazywane sj tez skalami ,,programnéw pomocy spolecznej”
(por. A. Szulc, w: S. Golinowska 1996).



3. AKSJOMATYCZNE PODEJSCIE DO TEORI UBOSTWA

3.1. Istota i rys historyczny

Istota podejscia aksjomatycznego ogoélnie mowiac polega na znalezieniu miernika, ktory
bedzie spelniat zbior pewnych aksjomatow — warunkow, ktore uwaza si¢ za konieczne w opisie
zjawiska ubostwa. Zauwazmy, ze poprzez te warunki chcemy w populacji ubogich wprowadzi¢
relacje preferencji, ktora uporzadkowalaby ubogich.

A. KunduiT. E. Smith w 1983 r. pokazali, ze wigkszo$¢ znanych miernikow ubodstwa nie
spelnia trzech nastepujacych warunkow:

1. Wprowadzenie osoby ubogiej do populacji powieksza ubostwo calej populacji.

2. Zabranie osoby ubogiej z populacji pomniejsza ubdstwo calej populaciji.

3. Zabranie pewnej kwoty ubogiemu 1 przekazanie jej osobie bogatszej powieksza miare
ubostwa.

Problem pomiaru ubdstwa jest tak zlozony, ze istnienie numerycznej reprezentacji
wymaga wielu uproszczen.

Poniewaz pomiar ubdstwa jest pierwszym waznym krokiem do udzelenia pomocy ubo-
gim, zatem szukanie ,,coraz lepszych” miemnikow ubostwa pozwoli na dokladniejsze przybli-
zenie wielkosci ubostwa. Pierwsza znaczacq prace na temat pomiaru ubodstwa opublikowal
A. Sen w 1976 r. Wprowadzt! w niej dwa podstawowe aksjomaty: monotonicznosci i transfe-
rnu. Przy czym aksjomat transferu wprowadzt Dalton w 1920 r. w teoriii nierownosci ekono-
micznych

W 1979 r. Takayama wprowadzajac pojecie ,,ocenzurowanego” rozkladu dochodow cate;j
populacji chcial pokazaé, ze problem ubostwa dotyczy catej spolecznosci.

W 1980 r. Kakwani wprowadzt nowy warunek uczuciowego transferu, ktory zwracal
uwage na nieréwnos¢ ekonomiczng wsréd ubogich. Uogélniajac indeks Sena otrzymal rodzing
indeksow ubostwa.

Takze w 1980 r. Blackorby 1 Donaldson wprowadzajac pojgcie reprezentatywnego
dochodu ubogich — czyli takiego dochodu, ktory zapewnia taki sam dobrobyt calej populacji
ubogich, jak rzeczywiste dochody ubogich.

W 1981 r. Clark, Heming i Ulph skonstruowali indeks ubdstwa wychodzac nie od wektora
rozkladu dochodow, ale od wektora luk dochodéw ubogich.

W 1984 1. Foster, Greer 1 Thorbecke zaproponowali nowa klasg indeksow ubodstwa, ktora
spelnia aksjomaty Sena i uczuciowy aksjomat transferu Kakwaniego. Ich indeks ma wlasnosci
rozkladalnosci.
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3.2. Przeglad miernik6w ubdstwa

Gospodarstwo domowe jest ubogie, gdy jego sytuacja jest ponizej linii ubostwa. Dla danej
populacji i jej rozkladu dochodéw x =(xi, x,, ..., x,,) oraz zadanej linii ub6stwa z chcemy

zbudowa¢ indeks mierzacy ubostwo tej populacji. Zatozmy, ze wektor rozkladu dochodow jest

wektorem uporzadkowanym niemalejaco, tzn. x; < x, <...<x,. Wtedy

m= max{x,- < :}
1

jest liczba 0s6b (gospodarstw domowych) ubogich.

W rozdzale tym jest dokonany przeglad indeksow ubostwa wraz z ich aksjomatyczmym
pochodzeniem (w miare moznosci w porzadku chronologicznym).

Najstarszym, najprostszym i chyba najczg¢sciej stosowanym miernikiem ubdstwa jest pro-
cent ubogich. Jest to stosunek liczby 0s6b o dochodach ponizej linii ubostwa do liczby 0séb ca-
lej populacji:

H="

n’

Indeks ubdstwa Sena

Po raz pierwszy aksjomatyczne podejScie do problemu pomiaru ubdstwa ukazalo si¢
w pracy Amartya Sena w 1976 r. Wprowadzt on dwa nastgpujace aksjomaty:

Al. Aksjomat monotonicznosci: redukcja dochodu osoby ponizej linii ubostwa musi po-
wiekszaé miare ubostwa.

A2. Aksjomat transferu: przeniesienie pewnej sumy = dochodu osoby ponizej linii ubostwa
do dochodu bogatszei osoby powigksza miare ubostwa.

Jezelir>0ix; <z, to

Ad AL P(xp, ..., X1, oy X,)> P(x), .0y X)),

AdA2. P(xp, ..., X; =7, oo X 47, ooy X, )> Px), .o, X,,).

Zauwazmy, ze procent ubogich jest nieczuly na rozktad dochodow oraz nie spehia aksjo-
matow Sena.

Drugim pod wzgledem czestosci stosowania miernikiem jest stosunek luk dochodow 7,
ktory liczy srednig luke dochodéw ubogich:

I=

s

I
—_

(z—x,-)/z.

1
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Indeks / spelnia aksjomat A1, lecz nie spelnia A2. Jezeli x’ = (xl, e X mF X, xn)

ix jtr<z (zakladamy, ze wektor rozktadu x ma uporzadkowane wspoétrzgdne od najmniej-

szej do najwigkszej x; <x, £...<x,), to
I(x)=1(x").

Przypatrzmy si¢ teraz w jaki sposob Sen wyprowadzt swoj indeks.
Luka dochodu i-tej osoby jest roznica mi¢dzy linig ubdstwa - 1 jej dochodem x;:
g =z—X. (1

g; jest nieujemne dla ubogich i ujemne dla pozostalych. Sen swego indeksu szukal w postaci:

P(X)=A(Z, x)-Zg,-v,-(:,x), (2)

i=1

gdze A jest stala normujaca 1 v; s3 pewnymi nieujemnymi wagami.

Zaproponowal on nastgpujace aksjomaty dla wyprowadzenia indeksu ubdstwa.

Aksjomat E (Relative Equity): dla dowolnej pary i, j:
jesh

W.(x)< Wj(x), to v;(z, x)> v./-(:, x),

gdzie W;(x) jest poziomem dobrobytu i-tej osoby dla rozkladu dochodéw x.

Aksjomat R (Ordinal Rank Weights): waga v;(z, x) luki dochodu i-tej osoby jest rowna
indeksowi i w uporzadkowanym mi¢dzyosobowym dobrobycie ubogich.

Jesli m jest liczba ubogich, to v, =m+1-i.

Poniewaz w indeksie Sena roznym osobom przypisane sa rozme wagi, powstal problem

Z osobami majacymi taki sam dochod. Stad

Aksjomat M (Monotonic Welfare): relacja > (wigkszy niz) zdefiniowana na zbiorze indy-
widualnych dobrobytow {W, (x)} dla dowolnego rozkladu dochodow x jest scisle spojnym po-
rzadkiem, oraz relacja > zdefiniowana na zbiorze indywidualnych dochodow {x,-} jest postaci:
dla dowolnych i, j, jesh x; > X, to W.(x)> Wj(x).

Aksjomat N (Normalized Poverty Value): jesli wszyscy ubodzy maja ten sam dochod, to
P=H-I.

Wedhig Sena aksjomaty te jednoznacznie daja indeks ubostwa. Tak jak poprzednio jest
dana n-osobowa populacja z uporzagdkowanym niemalejaco wektorem dochodow, oraz linia
ubdstwa z.

Twierdzenie 3.1. Dla duzej liczby ubogich aksjomaty Al, A2, R, M i N spenia tylko
indeks postaci

P=H-[I+(1-1)G], 3)

gdzie G jest wspolczynnikiem Giniego rozktadu dochodu ubogich.
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Dowod.
Z aksjomatu M dla danego rozktadu dochodow x
x=(xp, X5, .oy X,) 1 X SX, << X,
jest
Wi(x) <Wy(x) <...<W,(x). 4)

Dla pewnej osoby i: i<m jest dokladnie m+1-i osob ubogich, ktore maja wigkszy
poziom dobrobytu niz osoba /. Zatem z aksjomatu R:

vi(z,x)=m+1-i. (5)
Podstawiajac (5) do (2)

P=A(z,x)§:g,~(m+l—i). (6)

i=l

W przypadku, gdy wszyscy ubodzy maja ten sam dochéd x™ i zatem te sama lukg docho-
dow g* =z—x", jest:

P=A(z,x)g*m(m+1)/2 (7)
1 zgodnie z aksjomatem N:
P=(%J-[%J. (8)
Stad z (7)1 (8):
A(z,x)=2/(m+)nz. (9)
Z(6)i(9)jest:
=__(mfl)mi§1(z—x,.)(m+1—i). (10)

Wspolczynnik Giniego dla wektora dochodéw ubogich jest zdefiniowany nast¢pujaco:
1
G———Z Z]x,.—xj[, (11)

gdze u jest srednim dochodem ubogich.
Poniewaz

| X;+x; —2mm(x x)

|x,—x _] i j

J

wigc
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G= _%Z me( X;, J)_1+E— Zx (m+1-1). (12)

m- =1 i=1 m /11

Z (10) 1 (12) wynika, ze:

= W[Zm(m +1) +mz,u(G - m’: 1 H,

ktory mozna zapisa¢ w postaci:

P=H[1—(l—1)(1—G- L )] (13)

m+1

Dla duzych m (13) sprowadza si¢ do (3), co konczy dowod.

W 1983 r. Thon pokazal, ze indeks Sena nie spelnia aksjomatu transferu w przypadku,
gdy transfer ,,przenosi” osob¢ uboga do populacji nie-ubogich.

Sen w swojej pracy z indeksu ubostwa wyprowadzl indeks nieréwnosci dochodow
zastepujac m (liczbe ubogich) przez n (liczbg calej populacji) 1 zamiemajac z (poziom ubodstwa)
przez 4" ($redni dochod populacii).

Twierdzenie 3.2. Miara nierownosci N odpowiadajaca indeksowi ubostwa dla duzych n
aproksymuje wspolczynnik Giniego G.

Dowdd jest oczywisty z (10) i (12), gdy zastapimy m przez niz przez u*, (H=111=0).
Zatem P — miara ubostwa Sena jest przeniesieniem wspoiczynnika Gmiego z pomiaru nie-

rownosci do pomiaru ubostwa. Mozna to zaobserwowac na rysunku ponizej.

C B

____ linia rownego podzatu
(y=x)
krzywa Lorenza

— D
| linia ubdstwa
E=Z G= L(%’)

D_

H||l| S

0 E A
Wspélczynnik Giniego G jest stosunkiem pola OGB (pola koncentracji) do pola OAB
(réwnego %). Pochylosé OD daje nam , lini¢ ubostwa” w naszej unormowanej jednostce, i OE

jest unormowang liczba ubogich. Miara ubostwa P jest stosunkiem pola OGF do pola OEM.

Réznica migdzy nimi lezy w:
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1) rozmych katach nachylenia linii OD i1 OB,

2) zasiggu (podpopulacja ubogich i cala populacja).

Poniewaz w literaturze nie znalazlem uzasadnienia tej zaleznosci, to sprobuj¢ pokazaé, ze
indeks ubostwa P=H[I/+(1-1)G], ktory otrzymaliSmy z indeksu nierownosci dochodow po
zastapieniu G, przez G,, jest stosunkiem pola OGF do pola trdjkata OEM.

H=" [y
“n’ —’; mz
1 m m m m
| mom Z_mZ; lel—xji lel(xj—xj)
i=1 j= i=l j=
On = omin >l -x,|= . R =
Hi=1 j=1 ij- mij
J=1 J=1

M=
Ms
s
[;4\
.[\'\;]5
\K
M3
M=
Ms

_i=l j=i J=li=l  i=l j=i i=1 j=I i=1
- m - m
mij mij
J=1 J=1
Pole trojkata OGF:
Almimz:z_,(m
IAOGH_Z n [n X L(nﬂ
Pole trojkata OEM:
_1mz_1m
[AOEM = $ =2
2%
i=1
AP
X; x
[AOGH _ ¢ (m a_L(m)) m_% L(m)zm_m =
|JACEM| z \n % n n z \n) n n n
2%
i=1
m m m
Zxx ”’Z‘in Z(Z_xl)
_m_i=1 _ izl _i=1 =H.]
n nz nz nz

_ vole miedzy OG _LS(k g (m)_ (&
L = pole migdzy OG, a krzywa Lorenza OG_”kZ::l(”’ L(n) L(n))
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M=
=
M=
=
Mz
R
| &
Mz
X
|
Mw
=
N—

~
Il
—
|

S |-
M3

3|
M:
=
M=l
R
=
™M
=
x~
_IL

el
Il
—

L _Lmim _k _Lm(m+1)m —mL
IAOEMl—nmzkzzl[m;xi ;x’]_nmz[ 2m ;z‘xi El;x'
(185, £ 50080 2[5 Sa 185008
=—| = x; — x+=) x; |[=— X, —= X, +=) x; [=
nmmz\ 205 oat rat) me\gde taa ! ra
1 m m m m m 1 m m m m m
s ED WD I IEDIDIIED I Clewen EIIDILIEDIDIETED IS
i=l j=i+l i=1 j=1 i=1 “\ =l =i i=1 j=I1 i=l
Fm ] —m ]
2 (z—x E: 2 (z~-x; ,_zlx' m 1 &
H(1_1)=H|:l_i=zi( mz J:|:Hn—zz_ _1[ mz ] =H mz | n mz Ex,—
L . L .
m m
=lle=zil;
nzis o =™
m m m m m m m m m m m
3 x, ZZ; ij—Zi ij—.z;x, 22; ij—Z;ij—Z;x,
_ =1 . 1= _]=' 1= _]=I 1= _ 1= J=I 1= =1 1=
HQ1-1)-Gy =* m - mnz
m-yx;

Zatem pokazaliSmy, ze jezeli indeks Sena rozbijemy na sume¢ dwdch sktadnikow:
P=H[I+(1-1)G, |=HI +H1-1)G,,,

| AOGF
HI = }AOEM

2

to pierwszy skladnik HI jest rOwny stosunkowi pol trojkatow:

a drugi skladnik jest rowny stosunkowi pola migdzy odcinkiem 0G a krzywa Lorenza OG (L)
do pola trojkata OEM. Poniewaz AOGFUL jest rowny zakreskowanemu obszarowi, to konczy

dowdd.
Indeks ubdéstwa Takayamy

Drugim indeksem wyprowadzonym na podstawie teorii aksjomatycznej byt indeks
Takayamy (1979). Takayama zwrocit uwage na dwa problemy w procedurze Sena. Pierwszy
to aksjomat R, ktory bazuje na obcigtym rozkladzie dochodéw, a raczej na rozkladze ubogich

i zaniedbuje istnienie osob nad linig ubostwa. Wedlug niego problem ubdstwa jest problemem
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calej populacji. Drugi, to aksjomat N, ktory nie daje pelnej aksjomatyzacji wraz z aksjomatami
M iR dla miary nieréwnosci, ktora u Sena dawata wspotczynnik Giniego.

Tak jak w poprzednim podpunkcie jest zadana n-osobowa populacja z uporzagdkowanym
wektorem rozktadu dochodow x i dana jest linia ubostwa z. Dla wyprowadzenia swego indeksu

ubostwa Takayama wprowadztl pojgcie ocenzurowanego rozkladu dochodow:
x*(:)=(xf, X3, e x;),
gdzie: x; =x; jedli x; <z ix; =z jedli x; >z, z — linia ubéstwa.
Oznaczenia:
4, — Sredni dochod ubogich,

L — sredni dochod ocenzurowanego rozktadu:

_1h s .
p—'l;xi—H,u_,+(l H):z. (14)

Definicja 3.1. Miarg ubostwa jest indeks nierownosci dochodéw ocenzurowanego rozkla-
du dochodéw — obcigtego nad linig ubdstwa.
Swojego indeksu ubostwa szukal w postaci

n
P:D-Zwi(y—x;)+E, (15)
i=1
gdzie: D i E — stale normujace, w; — nieujemne wagi.
Zaproponowane przez Takayame aksjomaty s3 odpowiednikami aksjomatow Sena:
Aksjomat N ,. Jesh nie ma 0so6b ponizej linii ubdstwa, to indeks ubdstwa rowna sig zero.
Jesli liczba ubogich m=0, to u=z i wtedy P=E. Z aksjomatu N, mamy, ze wtedy

P=01E=0. Teraz (15) mozemy zapisaé¢ w postaci:

P=D-iwi(z—x,~*)=D-iwi(z—xi*)+F, (16)

i=1 i=l

gdze F = D-(p—z)ﬁ:wi .
i=1
Dla znalezienia w; 1 D wprowadzt dwa aksjomaty:
Aksjomat R;. Waga w; luki dochodu i-tej osoby jest rowna randze i w uporzadkowanym
dobrobycie calej populacji, czyli w; =n+1-i.
Aksjomat N ;. Jesli wszyscy ubodzy s bez dochodow, to P=H.
Jedli ubodzy s bez dochodow, to u=z(n-m)/n, i

n n
Yi-x] = Zi-x;=Lm;n+—l). (17)
i=1 i=m+1
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Z(16)i(17)

PzD[__/in_(_;*__l).{.iix;}:Dp)nn/z. (18)
i=1

Zgodnie z aksjomatem N; wtedy P=H = %, czyh

D=2/un?. (19)

Podstawiajac (19) do (16) otrzymamy

(-2

12 < e
P=1+;——22(n+l—1)xi . (21)
M =)
Latwo zauwazy¢, ze P jest rowne wspolczynnikowi Giniego ocenzurowanego rozkladu

dochodow. Jest on taki sam jak indeks Sena (patrz (13)). Zatem:
Twierdzenie 3.3. Jedynym indeksem ubostwa speliajacym aksjomaty M (Sena), R, N i

N, jest wspolczynnik Giniego ocenzurowanego rozkltadu dochodow obcigtego nad linig
ubostwa.

Indeks Kakwaniego

Tego samego typu co indeks Sena i Takayamy jest indeks Kakwaniego (1980).
Aksjomaty Kakwaniego sa dopeieniem aksjomatéw Sena, i sa bardzej czule na glebokosé
ubdstwa.

Aksjomat 1. Jesli (AP); reprezentuje wzrost miary ubostwa powstalej przez malg
redukcj¢ dochodu i-tego ubogiego, to (4P); > (AP) j dla j>i.

Tak jak do tej pory zakladamy, ze wektor rozkladu dochodow jest uporzadkowany, tzn.
x=(x; X, ... X,)ixSx,;<...<x,.

Zauwazmy, Ze aksjomat A1l Sena 1 aksjomat 1 Kakwaniego implikuja aksjomat A2 Sena.

Aksjomat 2. Dla pewnej naturalnej liczby g 1 pary i, j takich, ze i< j<m,
(4P); ; +g >(4P); i1, gdzie (4P); ; jest wzrostem miary ubdstwa spowodowanym przenie-
sieniem pewnej stalej sumy z dochodu i-tego ubogiego do j-tego ubogiego.

Aksjomat 2 Kakwaniego jest odpowiednikiem aksjomatu R Sena o rangach, ale jest
bardziej wrazliwy na glgbokos¢ ubostwa. Z aksjomatu R wynika, ze przeprowadzenie malego
transferu od osoby i-tej do osoby (i+1)-ej powigcksza miare ubdstwa o tyle samo dla
wszystkich wartosci i. Mozna powiedziec, ze aksjomat R Sena jest nieczuly na najubozszych

(nieczuly na nier6wnosé wérod ubogich).
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Aksjomat 3. Je€li ma miejsce przeniesienie pewnej sumy od i-tego ubogiego o dochodze
x; do ubogiego o dochodze x; +4, to wtedy dla danego ustalonego /#>0 wielkos¢ wzrostu
miary ubostwa maleje ze wzrostem i.

Kakwani aksjomaty 1, 2 1 3 nazywa odpowiednio: monotonicznos¢ wrazliwa, transfer
wrazliwy I i transfer wrazliwy I1.

Miara Sena nie spelnia tych aksjomatow.

Kakwani dla swego indeksu ubostwa przyjal te sama ogolna formute co Sen, czyli:

P=§:givi(z’ X). (22)
i=1

Aby wyprowadzi¢ swoj indeks ubostwa Kakwani wprowadzit dwa dodatkowe aksjomaty:
Aksjomat 4. Jesli wszyscy ubodzy maja ten sam dochéd, to

p=mZ”f:
n z ’
gdzie 1, — $redni dochéd ubogich.
Aksjomat 5. Dla i-tego ubogiego
vi(z,x) = A(z)[g +1-i)*. (23)

Jesli £ =1, to jest on identyczny z aksjomatem R Sena.
Twierdzenie 3.4. Jedyna klasa ubostwa speliajaca aksjomaty Al, A2 Sena oraz
aksjomaty 1, 41 5 jest

P(k) =nz—(g:m§(z—x,.)(m+1—i)k , (24)

m

gdzie @, (k)= i*.

i=1
Dowod. A(z) w (23) spelniajace aksjomat 4 jest dane przez
A(z)=m/(nz®,,(k)), (25)

ktore podstawiajac do (22) wraz z (23) implikuje (24), co konczy dowad.

Kakwani w swojej pracy sam zauwaza, ze jego indeks nawet dla £ > 1 nie spelnia aksjo-
matu 3. Gdy k > 1, mdeks Kakwaniego spehia aksjomat 2.

Uwaga 3.1. Z aksjomatu 1 mamy:

Jedli i < j, to przeniesienie stalej A (4> 0) z dochodu i-tej osoby do dochodu j-tej osoby
daje mniejszy przyrost ubostwa niz zmniejszenie dochodu i-tego ubogiego o A4:

oP JP oP 0P
- + <- = <0.

ox; Ox;  Ox; = Ox
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Prawa strona rownowaznosci to aksjomat Al.
Uwaga 3.2. Gdyby byl dany ciagly rozklad dochodow (ciagta funkcja gestosci), to wtedy
miare ubostwa Kakwaniego mozna zapisa¢ w postact:
1 1
k
P,(D)= %kaD(x)dx = [(z - D)) (1-x)*
0 0

gdzie D(x) — funkcja gestosci rozktadu dochodow.
Indeks Blackorby'ego i Donaldsona

W 1980 r. Blackorby i Donaldson wyprowadzli etyczny indeks ubostwa, ktorego kon-
strukcja bazuje na poj¢ciu reprezentatywnego dochodu ubogich.

Niech x” bedze uporzadkowanym wektorem dochodéw ubogich i W# bedze ich (ubo-
gich) porzadkowa (ordinal) funkcja uzyteczmosci wyceny spoleczmej. Porzadkowe funkcje
uzytecznosci (w przeciwienstwie do kardynalnych funkcji uzytecznosci) nie sa zdefiniowane
jednoznacznie. Jezeli na porzadkowa funkcj¢ uzytecznosci natlozymy dowolna funkcje rosnaca,
to otrzymamy dalej funkcj¢ porzadkowe) uzyteczmosci.

Przypomng, ze koncepcj¢ uzytecznosci porzadkowej wprowadzt Pareto w 1909 r. Dzie-
dzing porzadkowej funkcji uzytecznosci jest zbior krzywych obojetmosci, tzn. krzywych jedna-
kowej uzytecznosci.

Wektorowi dochodoéw ubogich mozna zatem przypisac nie jedna funkcje¢ uzytecznosci
wpP (xp ), lecz calg rodzing takich funkcji (warto zauwazy, ze wartosci dla porzadkowej funkcji

uzytecznosci mierzone s3 na skali porzadkowej; dla uzyteczmosci kardynalnej, z ktorej korzy-
stalisSmy w wyprowadzeniu poprzednich indeksow — wartosci mierzone s na skali ilorazowe;).
Stad

wP(xP)= (WP(x?)), (26)

gdzie @ jest funkcja rosnaca i WP jest dodatnio jednorodna.
Reprezentatywnym dochodem ubogich jest taki dochdd &7 (taki poziom biedy), ktory jest

akceptowany przez wszystkich ubogich (funkcj¢ wyceny spolecznej buduje si¢ na podstawie
przeprowadzonych ankiet w danej populacji), 1 jest spolecznie oboj¢tmy z biezacym rozkladem
dochodéw wirdd ubogich. Stad &P jest zdefiniowany poprzez:

Wp(§p1)= Wp(xp)

Iub
wP(EP 1)= P (xP). 27)

1 jest to wektor jedynek. Poniewaz W ? jest dodatnio jednorodna, wiec
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() oo
gP:Wp—(l)=@1 (x”). (28)

Poniewaz W jest funkcja porzadkowa, wigc @7 i WP s porzadkowo réwnowazne.
Indeks relatywnej nierownosci wsrdd ubogich odpowiadajacy funkcji W # dany jest przez
ub — &P #P‘@P(XP)

Ip(xp) 7 7 , (29)

gdzie uP jest srednim dochodem ubogich.

Zalozmy, ze mamy zadang lini¢ ubostwa z, populacj¢ skladajaca si¢ z n czlonkow, m —
liczbe ubogich (0sob o dochodach mniejszych niz z). Niech ng’ , @é’ i/ gf’ beda odpowiednio
funkcja dobrobytu spolecznego Giniego, funkcja reprezentatywnego dochodu i indeksem nie-
rownosci wsrod ubogich. Wtedy indeks ubostwa Sena mozma zapisaé w postaci:

P (+)- m{i(' )+[1_ e )]z;@p)} -[ S ] G0

i=l I=

gdzie
1 m
i=1

EP jest reprezentatywnym dochodem dla funkcji dobrobytu spolecznego Giniego wérdd ubo-
gich.

Zauwazmy, ze 55 < uP z réwnoscig tylko wtedy, gdy wszyscy ubodzy maja ten sam do-
chod.

Blackorby i Donaldson zaproponowali, aby uogdlni¢ tak ,przerobiony przez dochod re-
prezentatywny” relatywny indeks nierownosci Sena dla spolecznej funkcji wyceny dobrobytu
spotecznego. Czyli

n z

P(ﬂ’):ﬂ[z"fp ] (32)

Na przyklad, jesh spoleczna funkcja wyceny dobrobytu spolecznego jest srednig syme-
tryczng porzadku r, to

( m /r
Z%x{ , r<lir=0,
lLi=1

m 1
Hxi"' R r=0.
Li=1

&P = (33)
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W ksigzce The Perception of Poverty Hagenaars zauwazyl, ze indeks ten nie spehia
aksjomatu transferu Sena. Zauwazmy, ze jesh spoleczma funkcja wyceny dobrobytu spolecz-
nego jest Srednig arytmetyczna porzadku r, to

1 1, 1_1
a m r 1 m r m -1
1\j=1 i=1 i=1

wtedy

&fse] -] 5 e

Roéznica ta jest wigksza od 0 <> r <1 (tutaj m jest liczba ubogich). Stad dla tej funkcji
dobrobytu spotecznego aksjomat transferu jest speliony dla r <1.
Z (32) mamy, ze dla roznych funkcji dobrobytu spoteczmego otrzymamy rozne relatywne

Niech x; > x,

indeksy ubostwa.
Blackorby i Donaldson zaproponowali takze absolutny indeks ubdstwa w postaci
P(xP) = m(z - gl’). (34)
W przypadku funkcji dobrobytu Giniego
By(x#)=mz- e, (39)

gdzie £& jest zdefiniowana przez (31).
Innym przykladem moze by¢ indeks wyprowadzony z funkcji dobrobytu spolecznego
Kolma-Pollaka:

Pkp(xp)zm(z—{,’fp), (36)

Sp =" lﬂ[z e ] (37)

y >0 — ustalony parametr.
Autorzy usprawiedliwiaja stowo etyczny tym, ze funkcja dobrobytu spolecznego okreslo-

na na zbiorze ubogich musi by¢ symetryczna, tzn. ze kazdy ubogi dostanie tyle samo (dochod

reprezentatywny).
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Indeks ubéstwa Clarka, Hemminga i Ulpha

W 1981 r. Clark, Hemming i Ulph skonstruowali nowy indeks ubostwa. W swojej kon-

strukcji wyszli oni nie od wektora rozkladu dochodow, ale od wektora luk dochodow ubogich
(g = z—x;). Wychodzac od indeksu Sena a nastgpnie korzystajac z kardynalnej funkcji dobro-

bytu spolecznego (okreslonej na lukach dochodow ubogich) 1 z obcigtego rozkladu dochodéw

(Takayamy) otrzymali indeks ubostwa.
Indeks ubdstwa Sena dany jest wzorem (3)

S=HI[1+(1-1)G/I].

Indeks Giniego G jest postaci (11)

G= (27712)?[))4%i il
i=1 j=

gdzie X, jest srednim dochodem ubogich.

Poniewaz
(1-N/I=%,/z,

gdzie g jest srednig luka dochodu (ubogich) 1 ~xi -x A = l g -8 j~ dla wszystkich i, j, wiec

5 —-1m m
(1_—1)G/1=(2m g) > ZL&- —gj{, (38)
i=] j=1
ktory jest indeksem Giniego rozktadu luk dochodow.
Ommaczajac go przez G~ indeks Sena mozma zapisaé w postaci

S =Hi(1+G"). (39)

Nastgpnym krokiem byla konstrukcja funkcji dobrobytu spolecznego, ktorej argumentami
s luki dochoddw, czyli raczej funkcji niedoboru spolecznego. Autorzy zalozyli, ze funkcja
niedoboru dla pojedynczej osoby jest postaci:

d(g)=(1-a)gf (40)

(tutaj litera d jest od deprivation — nie myli¢ z symbolem pochodnej), gdzie a jest parametrem
awersji do nierownosci w danej spolecznoscei, 1 @ > 1. Jezeli funkcja niedoboru spotecznego jest
malejaca, symetryczna i addytywna, to mozma ja zapisa¢ w postaci

m

—W(g, 0!)= Zd(gl)a (41)

i=1

gdzie g jest wektorem nieujemnych luk dochodéw.
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Zaktadamy, ze dobrobyt ubogich jest oddzelony od dobrobytu nie-ubogich. Jesh a =1, to
dobrobyt ubogich zalezy tylko od agregatowej luki dochodow; jesli @ > 1, wtedy wigksze wagi
sq przy wigkszych lukach (mniejszych dochodach) i w granicy gdy a — oo istotne s tylko
najwieksze luki (najmniejsze dochody).

Dla danego rozkladu luk dochodow zdefiniowano ,reprezentatywng luke dochodow”,
czyli taka, ktora dawataby taki sam poziom dobrobytu dla wszystkich ubogich:

la

g= {(%)g&“} (42)

Wtedy ubostwo moze by¢ mierzone nastgpujacym indeksem:

p=mll & | 43
%] @

Latwo zauwazyé, ze P=mg"* /nz.
Indeks P ma nastepujace wlasnosci:
— jest rosnacy ze wzgleduna H, /i (g* / £ ) — miary relatywnej luki,
— jest rosnacy ze wzgledu na q,
—gdya=1to P=HI,
—jesli @ > 1, to P spehia aksjomat transferu,
— spelnia aksjomat monotonicznosci.
Druga konstrukcja wyprowadzona zostala z indeksu Takayamy. Indeks ubostwa Takaya-

my jest postaci:
T=H[(1- &) + &G, (44)

gdze
E=1-(1- H)z/%,
gdzie: X — $redni dochdd ocenzurowanego wektora dochodow,

G — indeks Giiego rozktadu dochodow ubogich.
Niech funkcja wyceny spolecznej dobrobytu dla indywidualnego dochodu jest postaci:

u(x,-)=%[min(z, ), p<1, (45)

gdzie f jest parametrem awersji do nieroOwnosci.
Jesli f<1, to funkcja ta jest wklgsta ze wzgledu na dochod 1 stad spelniony jest aksjomat

transferu. Funkcja dobrobytu spolecznego jest rosnaca, symetryczna i addytywna, czyli ze
moze by¢ postaci:
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M=

w(xp, 2, 8) = ”(xi)=%§xiﬁ+[(n—m)/ﬂ]zﬁ, (46)

i=l
gdze x p jest wektorem dochodow ubogich.
Jesli x™ jest reprezentatywnym dbchodem dla catej populacji z ocenzurowanego rozkladu
dochodow, wtedy z definicji
(n/ﬂ)x*ﬂ = (n/,l})x’;;[jr +[(n—m)/ﬂ]zﬂ,
gdzie x; jest reprezentatywnym dochodem ubogich.

Po prostym przeksztalceniu:
yp
x* ={H[(1— A))?P]ﬂ+:ﬂ(l—H)} , (47)

gdzie A=1- (x; / X p) jest indeksem nierdwnosci dochodow Atkinsona wsrod ubogich.

Zatem indeks ubdstwa generowany dochodem reprezentatywnym x™ jest postaci:

P =1-x*/z= 1—{H[(1 —ay1-n) +(1- H)}W. (48)

Indeks ten ma nastepujace wlasnosci:

— jest rosnacy wzgledem H, / 1 A (jesh rosnie procent ubogich, to indeks tez rosnie, jesli
rosnie luka dochodow, to indeks tez rosnie),

— jest malejacy wzgledem [ (czyli jesli rosnie awersja do nierownosci, to indeks ubdstwa
maleje),

— spelnia aksjomat monotonicznosci,

—jesli f=1,to P* =HI,

— jesli wszyscy ubodzy maja ten sam dochdd, to

P*=1—[H(1—])ﬂ+(1—H)]l/ﬂ,

—jesli B <1, to spelia aksjomat transferu,
— P jest rosnacy ze wzgledu na z.
Indeks Fostera, Greera i Thorbecke

W 1984 1. Foster, Greer 1 Thorbecke zaproponowali nowa klase indeksow ubostwa, ktora
spelnia dwa aksjomaty Sena oraz aksjomat transferu wrazliwego Kakwaniego.
Punktem wyjscia do znalezienia klasy indeksow ubostwa byta ich miara ubdstwa postaci:

1 m
P(x,2)=—5> &' (49)
hz- j=1
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Indeks ten spelnial obydwa aksjomaty Sena (monotonicznosci i transferu). Ponadto ich
miara P jest stowarzyszona z dobrze zmang miara nieréwnosci, jaka jest kwadrat
wspolczynnika zmiennosci Cf,:

gdze

_ m
X, = > x;/n.
i=1

Indeks P mozna zapisa¢ w postaci:

P(x,z):H[12 +(1—1)2C§]. (50)

Kwadrat wspolczynnika zmiennosci C 2 jest miara nierownosci odpowiadajacg P w tym
sensie, ze C2 otrzymamy wtedy, gdy 71 X podstawimy zamiast 2 1 = w definicji P.

Autorzy chcieli, aby ich indeks spelial oprocz aksjomatow Sena takze aksjomat transferu
Kakwaniego, ktory akcentuje transfery wsrdd najubozszych (aksjomat 3).

Jesli ma miejsce przeniesienie pewnej sumy od i-tego ubogiego o dochodzie x; do ubo-
giego o dochodze x; +4, to wtedy dla danego />0 wielko$¢ wzrostu miary ubdstwa maleje
ze wzrostem /.

Poniewaz ich indeks nie spenial tego aksjomatu, uogoélniajac go zmalezli klas¢ indeksow
ubostwa, ktora takze spelniala ten aksjomat. Dla @ >0 P, jest zdefiniowany przez

P,(x, ’)—nZ(g_’) . (51)

i=1
Fy jest procentem ubogich /4, P, = H] — unormowana luka dochodow. Miar¢ P otrzyma-

my podstawiajac a =2. Parametr @ moze by¢ interpretowany jako miara awersji do ubdstwa.
Im wigksze a, tym P, bardzej akcentuje najubozszych.

Lemat 3.1. Miara ubdstwa P, spehia aksjomat monotonicznosci Sena (Al) dla a >0,
aksjomat transferu Sena (A2) dla a > 1 1 aksjomat transferu Kakwaniego dla a > 2.

Indeks ten ma jeszcze jedng wazna wlasnosc — jest rozkladalny.
Zal6ézmy, ze dana n-osobowa populacja zawiera w sobie p podgrup o liczebnosci » !

x=(x1 X2 ... xp),

gdzie x’ jest wektorem rozkladu dochodéw i-tej podgrupy.
Wtedy

f,—’ ACK] (52)

]:
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Indeks P, (x,z) jest takze zgodny na podgrupach, tzn. jesli x =(xl, xz) i y=(y1, y2)
oraz n(xl) = n(yl) 1 n(x2)=n(y2), n(x) — liczebnos¢ populacji, to P(xl, x2, :) > P(yl, y2,z),
gdy P(xl,z)> P(yl, z) i P(xz, z)> P(yz,z).

Przyktad ilustrujacy wykorzystanie wlasnosci rozkladalnosci indeksu: indeks P,

zastosowano do danych z 1970 r. w Nairobi. Wszyscy ubodzy zostali podzielem na podgrupy
w zaleznosci od czasu przebywania w tym kraju. Linia ubdstwa wynosita 515 szylingow

kenijskich rocznie, czyli 72$ na rok.

Tabela 3.1
. .. |Liczba osob | Ubdstwo P, (xf, :) Sredni dochéd | Proporcje ubogich
Lata w Nairobi n. ) . i
J (a) ubogich (b) w kazdej grupie
0 29 0,4267 93,3 0,55
0,1-1 117 0,1237 221,9 0,30
2 116 0,1264 140,0 0,20
3-5 438 0,0257 295,1 0,09
6-10 793 0,0343 273.8 0,11
11-15 719 0,0291 286,6 0,10
16 — 20 565 0,0260 3293 0,11
21-170 954 0,0555 198,8 0,12
okresowi rezydenci 116 0,1659 203,3 0,35
nieznani 140 0,2461 93,0 0,34
catos¢ 3987 0,0558

a) P, (xj, z) = ]/(n J-zz) %i gi2 , gdzie m; — liczba ubogich w grupie j,
i=

b) w szylingach kenijskich na rok.
Niezgodnos¢ aksjomatow
W 1983 r. pojawily si¢ dwie prace, ktore pokazywaly, ze kilka z istniejacych indeksow nie
spelniaja pewnych podstawowych aksjomatow. Thon w swojej krotkiej pracy wykazal, ze
pierwszy indeks Clarka, Hemminga i Ulpha (46)

P=

b

33

*
-4
¥4
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gdze

1
« [ 150 . al®
g :(—”;Zgia]
i=]
nie spelnia aksjomatu transferu. Dla =21 niech x=(1, 2, 3) bedze transponowany

4 1 1 . :
'._. — —_— . —
w X —(5, 25, 3) Jezelia=2,to

P(x)=0,241 P(x')=0,21, czyli P(x)> P(x’).

Z aksjomatu transferu nierdwnos¢ powinna by¢ przeciwna. Zauwazmy, ze ubogi, ktory
otrzymat transfer ,,przeszedl” ze zbioru ubogich do zbioru nie-ubogich.

Ten sam przyklad pokazuje, ze aksjomatu transferu Sena (A2) nie speliaja indeksy: Sena,
Kakwaniego dla k4 =1, procent ubogich, stosunek luk dochoddow i indeks Takayamy. Drugi
indeks Clarka, Hemminga i Ulpha (51) ten aksjomat spehua.

W drugiej pracy Kundu 1 Smith udowadniaja, ze indeksy: procent ubogich, stosunek luk
dochodow, mdeks Sena 1 Takayamy nie speniaja grupy 3 aksjomatow, ktore wedhug nich
powinny spelnia¢ indeksy ubostwa:

KS1 (transformacja w gorg). Dia dowolnych =z, 4eR, i x= (xl, e X)),
x'= (xl, cn X =4, ., X; +4, ..., xn)jes'li x; <z,to P(z,x")2 P(z,x).

KS2 (wzrost ubéstwa). Dla dowolnego zeR,, x=(x,...,x,)eR] i
X' = (X1, ey Xjy Vs Xjpgs wees Xyy) eiR'l“jes’li y<z,to P(z,x')> P(z,x).

KS3 (wzrost bogactwa). Zalozenie jak w KS2 1jesli y > =, to P(z,x’) < P(z,x).

Aksjomat KS3 jest wyraznym warunkiem na ubostwo subiektywne.

Dla wymienionych indeksow 1 aksjomatow otrzymali oni nastepujacy tabele:

H 1 S T — indeksy
KS1 N S N N
KS2 S S N N
KS3 S N S N

gdzie: S oznacza, Ze indeks aksjomat spenia,
N — nie spehia.
Indeksy ubéstwa zgodne na podgrupach
W 1991 r. Foster i Shorrocks zaproponowali nowa wlasnos¢ indeksow ubostwa, ktora
nazwali zgodnoscig na podgrupach. W swoim artykule zrobili przeglad zmanych indeksow
ubostwa pod wzgledem tej whasnosci.
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Rozwazamy dyskretny rozklad dochodow reprezentowany przez wektor ze zbioru

[¢ o]
D=hUlD" , gdze D=[a, b], 5>a>0. Ubogimi sa te osoby, ktorych dochod jest nie wigkszy
od z. Zalozmy tez, ze indeks ubdstwa posiada nastgpujace wlasnosci dla danej linii ubostwa
zeD:

1. Symetna: P(x;z)= P(y;z), x, y €D 1y jest permutacjq x.

2. Replikacja: P(x;z)=P(y;z) jesh y jest replikacja x: y=(x,x,...,x) oraz
n(y) =k -n(x), gdzie n(x) jest liczebnoscia populacji x; x, y € D.

3. Monotonicznosé: P(x;z)< P(y;z) jesl x € D jest otrzymany z y € D przez wzrost
dochodu osoby ubogiej.

4. P(x;z)=P(y;z) jedli x €D jest otrzymany z y € D przez wzrost osoby nieubogie;j.

5. Ciaglosc: P(x;z) jest ciagla funkcja x; dla x; <z.

Definicja. Indeks ubdstwa P jest zgodny na podgrupach, jesli dla wszystkich z €D 1
x, x', y, y' €D, dla ktérych n(x)=n(x') i n(y)=n(y’) mamy

P(x, y; z)> P(x’, y'; =), (53)
gdy P(x; z)> P(x"; z) i P(y; )= P()', 2).

Zakladamy, ze liczebnosé podgrup jest stala, tzn. ze nie ma migracji (takze zej$¢ 1 naro-
dzin). Zalozenie to jest istotne, bo gdyby ubostwo bylo wigksze w regionie B niz w regionie A
i reprezentatywna rodzina z regionu B przeniosta sie do regionu A, to ubostwo w regionie B by
sie nie zmienito, a w regionie A by si¢ powiekszylo i wtedy zwigkszyloby sie ubdstwo w calej

populacji (cho¢ obiektywnie jest takie samo).
Wlasno$é zgodnosci na podgrupach jest silniejszym warunkiem niz rozkladalnos¢ indeksu

zdefiniowana przez Fostera i innych (1984):
Definicja. Indeks ubdstwa jest rozkladalny (decomposable), jesh dla K22 i x* eD

k=12,...,K
P(xl, x2, cen xK; z)= f:ka(xk; z), (54)
k=1

gdzie w;, =n(xk )/n(x).

Zauwazmy, ze gdy liczebno$¢ podgrup jest stala, to wagi w,, sq stale i wzrost ubostwa
w jednej podgrupie (przy innych stalych) powoduje wzrost ubdstwa w calej populacji. Stad
wlasnosé rozkladalnoéci pociaga za soba wlasnoéé zgodnosci na podgrupach. W druga strong

nie jest to prawda.
Dla rodziny indekséw ubostwa zaproponowanych przez Clarka, Hemminga i Ulpha.

Chlx;2)=1-] fﬂ(x;z)]l/ﬂ L B<1, (55)
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n B
gdze fﬂ(x;z)=lZmin(3g—, 1) )

i

Zeby zobaczy¢, ze jest zgodna na podgrupach, zauwazmy ze

N C NP () BN g
Cp(x,y;2)= I_L(x—,y)fﬂ(x"Hn(x,y)fﬂ(y")} :

Wiec jeshi Cﬂ(x;z) rosnie 1 Cﬂ(y;z) jest takie samo, to fﬂ(y;:) pozostaje takie samo, czyli
ze Cp(x, y; z) tez rosnie.
Indeksy ubdstwa ,postaci Sena” (z wagami zalemymi od rankingu) nie sj zgodne na

podgrupach, i nie s3 tez rozktadalne.
Stosunek Iluk dochodéw nie jest zgodny na podgrupach: /(x;z)=(z- 4, )/z =

m
=(Ym)Y (z-x; )/z Niezgodno$é sprawia czynnik %, ktéry jest czynnikiem normujacym.

i=1
Indeks ten ogranicza si¢ tylko do podgrupy ubogich — nie do calej populacji. Poniewaz $redni
dochod ubogich u p moze rosna¢ 1 dochody ponad - maleé, stad moze nie byé zgodnosci na

podgrupach. Przyklad: z=10, x=(1, 20), x'=(2, 2) 1 y=(10, 10). Wtedy I(x;z)=0,9,
I(x';z)=0,8, ale I(x,y;z)=0,3</(x',y,z)=0,4. Niezgodno$¢ nie powstanie, jesh luki

dochodow beda normalizowane przez czynnik % Indeks G=H -/ jest juz zgodny na

podgrupach.
Indeks Blackorbiego 1 Donaldsona jest niezgodny z tego samego powodu. Dla £=-1

mamy
B(x;z):H-(:—,ufl’))/:, (56)
1z
. n_|151
gdzie p1, —{mi;xi] .
Wykorzystujac x 1 y z poprzedniego przykiadu otrzymamy: B(x;z)=0,45, B(y;z)=0.
Zatem powinnismy oczekiwac, ze B(x, x;z)> B(x, y; z). Jednak
B(x,x;z)=0,451 B(x, y;z)=0,56.
Zatem eliminacja ubostwa w drugiej podgrupie sprawila wzrost miary ubostwa w calej popula-
cji. Tak jak w poprzednim indeksie, indeks BD tez mozma poprawi¢ usuwajac H z definicji
B(x;z) 1w definicji u p Zastepujac -, przez .
Niech x, x' e D¥ 1y, eD' ik+l=n. Wtedy
P(x,y)2 P(x',y)= P(x,y")2 P(x', y'). (57)
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Jezeli P(x,y)2> P(x’,y), to ze zgodnosci na podgrupach mamy P(x)= P(x’). Jesl
P(x)> P(x'), to P(x,y’)> P(x',y’) ze zgodnosci na podgrupach. Gdyby P(x)= P(x’') i
P(x,yY<P(x',y') to P(x,y',x")<P(x',y’,x) ze zgodnosci na podgrupach, ale to byloby
sprzeczne z warunkiem symetrii, co dowodz (57).

Wykorzystujac wyniki Blackorbiego 1 innych (1978) do (57) autorzy zmalezli postaé
ciaglych indeksow dla » >3 zgodnych na podgrupach

n ~
P(x)= Fn{z D, (x; )}, xeD", (58)
i=1
gdzie (5,, jest ciagla, F:, jest ciggla i rosnaca.
Sprobujmy udowodni¢ ten fakt dla n=3. Jesh P eC I to (57) < pochodna w kierunkach

x ma znak niezalezmy od y. Zatem
a) O, P(xy, x5, x3) = A3(x1, %3 ) 3, P(xy, x5, X3),
b) O, P(xy, x5, x3) = A5 (%), x3)- F3P(x1, %3, x3), (59)
©) Oy P(x1, %5, x3) = A1 (xp,%3)- 93 P(x), x5, x3),

stad
A5(%1,%3)
Oy P(x), 3, %3) = 232 33 P(x), x5, x3). (60)
: A3(%1,%7) :

Z(59¢) i z (60) -

Ap(xy, x3
Ay(xy, x5) = 220 73) (61)

1( 2 3) 3(xl,x2)

Jesli

Ay(xg,x3) =03 (x2) - 73(x3)
(bo 4,(x,,x3) nie zalezy od x;), to
m1(x1)- 01 P(x), %9, %3) = 13(x3)F3P(xy, X3, X3)

15 (%9 )-8, P(x1, %5, %3) = 113(x3)03P(x1, X2, x3).

Zatem
d) 71(x1)- 91 P(x1, %9, %3) = 1y (%) - O P(x1, X5, %3) = 113(x3) - 83 P(x), X5, X3).

Niech
, -1
PD; (Xi) = 'Ii(xi)
G(x,xp,x3)= P (D_l(x) cD_l(x ) (D_l(x )
142543 1 1/ 2 2) 3 3J)

5:'0("1,"2,"3):ﬂi(xi)'é'ip(‘pfl(xl), ®3'(x,), ¢’§1(x3))-
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74
é’lG = azG = 536,
1stad
G(xl,xz,x:;); F(xl +x2 +X3)
Ostatecznie

P(xy,%,%3)= G(®|(x)), Dy(xy), P3(x3))= F

3
o)
co konczy dowod.
Jesli w (58) potozymy @, (t)=[®,(1)-®,(z)] dla teD i F,(u)=F,[u+®,(z)] dia
ued,(D), to otrzymamy

n
Z Jdla n>3ixeD", (62)

1
n?

P(x)=F [

gdzie @,:D — N jest ciagla, @,(z)=01 F,:P,(D)—> N jest ciagla 1 rosnaca.
Nastepnie autorzy korzystajac z warunku 2 (replikacji) dochodza do nastgpujacej postaci
indeksu P:

P(x)= F[%gd)(x,- )} dla n>1ixeD", (63)

gdzie @:D— R jest ciagla, D(z)=0 1 F:P(D)—> N jest ciagla i rosnaca. Warunki (3) i (4)
implikuja, ze @ jest malejacana D1 d(¢t)=0dla¢t>:.

Te warunki na F'1 @ s3 konieczne 1 wystarczajace na to, aby mdeks P(x) (63) byl ciagtym
1 zgodnym na podgrupach indeksem ubostwa.

}atwo zobaczyc¢, ze
n(x)
PO(x)=—1_ ) 2 qu )dlaxeD (64)

jest rozktadalny i zatem P=F (P‘D) jest zgodny na podgrupach.

Whniosek 3.1. P jest ciaglym rozkladalnym indeksem ubodstwa < P= P?+c da
pewnego P? i stalej c.

Wniosek 3.2. P jest ciaglym zgodnym na podgrupach indeksem ubdstwa < P jest
cigglym rosnacym przeksztalceniem ciaglego, rozkladalnego indeksu ubostwa.

Z (63) indeks P zgodny na podgrupach mozemy zapisa¢ w postact:

n(x)
P(x;z)=F[ @ 2 Z(D ;2), z] dlaxeDizeD, (65)

gdzie F'i1 @ majq wlasnosci takie jak w (63).
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Bedziemy mowic, ze (x';z')eDx D jest otrzymany z (x;z) €eDx D przez relatywna
zamiang, jeSli (x';z')=A(x;z) dla pewnego A>0, 1 przez absolutng zamiang, jesk
(x';2")=(x;z)+(A-1; 1) dla pewnego A >0, gdzie 1 jest wektorem jedynek.

Korzystajac z tych dwoch wiasnosci zdefiniujemy:

Skale niezmiennicze: P(x';z')=P(x;z), gdy (x';z')eDxD jest otrzymany z
(x;z) € D x D przez zamiang relatywng.

Przesuni¢cie niezmiennicze: P(x’;z')= P(x;z), gdy (x’;z')eDx D jest otrzymany z
(x;z) e D x D przez zamiang absolutng.

Zgodnie z Blackorby 1 Donaldsonem relatywne indeksy ubdstwa sg skalami niezmienni-

czymi, podczas gdy absolutny indeks ubodstwa jest przesunigciem niezimienniczym.
Dla dowolnego relatywnego indeksu ubostwa musi zachodzié P(x;z)= P(x/z; 1) dla

wszystkich (x;z) € Dx D. Polézmy &(t)= D(t;1) 1 Fp(u)= F(u;1) 1 podstawmy do (65)

n(x)
Pr(x;z)= FRliﬁ '_ldJ(x,-/:)} dla (x;z)eDxD, (66)

gdzie Fj jest ciagla i rosnaca, @ jest ciagla i malejacai &(+)=0dla s> 1.
Wtedy Py jest ciaglym, zgodnym na podgrupach relatywnym indeksem ubdstwa.

Absolutny indeks ubdstwa jest otrzymany z nastepujacego twierdzenia.
Twierdzenie 3.5. P;:D— M jest ciaglym, zgodnym na podgrupach absolutnym indeksem

ubdstwa < istnieje ¥:R —> R 1 F . ¥ (N) > N takie, ze
n(x)

P,(x;z)=F, [ﬁ -—1%6_ z):' dla (x;z) eDxD, (67)

gdze P, jest ciagla i rosngca, ¥ jest ciagla i niemalejaca 1 ¥(¢)=0 dla < 0.
Definicja 3.4. Indeksy ubdstwa P 1 P’ s3 poréwnywalne, jesli dla wszystkich z eD i1
x,yeD
P(x;z)2 P(y;z) = P'(x;z)2 P'(y; 2). (68)

Przyktad. Relatywny indeks

min{xl,...,xn,z}

P(x;z)=1-

<

1jego porownywalny absolutny indeks

P(x;z)=z—min{xl,...,xn,z}.

Oba indeksy nie s3 zgodne na podgrupach.
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3.3. Mierniki ubdstwa wedlug Hagenaarsa

W 1986 r. ukazala si¢ ksiazka A. J. M. Hagenaarsa The Perception of Poverty —
postrzeganie ubostwa. Hagenaars przygladat si¢ znanym miemikom ubdstwa poprzez pryzmat
nastepujacych aksjomatow:

1. Monotonicznos¢: zmniejszenie dochodu osoby ubogiej powigksza miare ubostwa.

2. Transfer: transfer od osoby ubogiej do bogatszej powieksza miare ubostwa.

3. Symetria: jesh polgczymy kilka identycznych populacji, to miara ubdstwa sie nie zmieni.

4. Proporcje ubogich: wzgledny wzrost liczby ubogich powigksza miare ubostwa.

Czwarty aksjomat jest najbardziej problematyczny 1 przysparza najwigcej ktopotow w wy-
prowadzeniu indeksu ubostwa.

Zalozmy, ze wladze pewnej spotecznosci otrzymaly pieniadze na wsparcie sfery ubogich.
Wtedy, gdyby brali pod uwage warunek czwarty przyznali by te pieniadze ,najbogatszym”
ubogim w taki sposob, aby ich dochod byl wyzszy od linii ubdstwa. W ten sposéb zmniejszyli-
by indeks ubostwa. Byloby to najlepsze posunigcie z punktu widzenia polityki. Jednak z punktu
widzenia etycznego (por. Blackorby-Donaldson) byloby to posunigcie najbardzej szkodliwe
dla ubogich.

Przypatrzmy si¢ w jaki sposob moze wzrosngc liczba ubogich. Pierwszy przypadek, gdy
liczba o0sob calej populacji, 7, nie zmieni si¢g. Wtedy wzrost relatywnej liczby ubogich moze

by¢ spowodowany nast¢pujacymi czynnikami:

a) dochod bogatej osoby x, zmniejszy si¢ ponizej linii ubostwa: x, —a <z <x,,

b) bogata osoba dokona transferu ze swego dochodu do pewnej innej osoby, tak ze
X, —a<z<x,,

¢) wzrosnie linia ubdstwa (np. z powodu inflacji), tak ze z <x, <z +a.

Pierwszy czynnik nie wprowadza zadnego problemu. W drugim przypadku (b) jesli tran-
sfer jest do osoby bogatszej, to tez nie ma problemu. Jednak jezeli transfer jest do osoby ubo-
giej, to moze powstaé konflikt aksjomatow. Relatywny wzrost liczby ubogich powinien spo-
wodowa¢ wzrost miary ubostwa, ale z aksjomatu transferu wynika, ze transfer , wyrownaw-
czy” od osoby bogatej do osoby biednej powinien spowodowaé zmniejszenie miary ubostwa.
Ten konflikt byl opisany w pracy Thona (1979).

Trzecia mozliwos¢ wzrostu relatywnej liczby ubogich jest rezultatem powigkszenia linii
ubostwa. Tutaj tez moze powstac konflikt aksjomatow. Jak dhugo z <x (Sredmi dochod catej
populacji), to problemu nie ma. Jednak jezeli z wzrosnie powyzej sredniego dochodu (z>X),
to wtedy jest trudno wyréwnac ,nierdwnos¢ dochodow wsrod ubogich” z aksjomatu monoto-
nicznosci. Zmniejszenie dochodu osoby pomigdzy srednim dochodem i liniq ub6stwa pomniej-
sza nierownos$¢ dochodu catej populacji, zatem powoduje wzrost dobrobytu spolecznego.
Ponadto takie zmniejszenie nie jest zgodne z aksjomatem monotonicznosci. Stad taka zmiana
w dochodach spowodowalaby wzrost dobrobytu spolecznego i wzrost miary ubostwa.



96

Drugi przypadek, gdy liczba osob catej populacji zmienia sie. Wtedy wzrost relatywnej

liczby ubogich moze by¢ spowodowany przez to, ze:

a) osoba uboga zostala dodana do populacji,

b) bogata osoba opuscila populacje.

Ten przypadek jest opisany w pracy Knuda i Smitha w ich twierdzeniu o niemozliwosci.
Aksjomaty transferu, symetrii populacji i proporcji ubogich nie mogg by¢ spelione jednocze-
énie, gdy zmienia si¢ liczba populacji.

Zalozmy, ze liczebnos¢ populacii jest statla. Wtedy relatywna liczba ubogich moze wzro-
sna¢ jako rezultat zmniejszenia dochodow osoby bogatej (MON), transferu od osoby bogatej
do biednej (TRANS) 1 poprzez wzrost linii ubdstwa (Z). W tabeli 3.2 mamy przeglad indeksow
pod wzgl¢dem zadanych kryteriow. Wyro6zmiaja si¢ dwa indeksy: CHU — P5 i FGT - P;.

Ozmaczenia do tabeli 3.2:

m — liczba ubogich, x* — wektor obcigtych dochodow: x,-* =zjesl x; 2z
n — liczebnos¢ calej populacii, oraz x; = x; jesli x; <z,
z — linia ubostwa, 4" — éredni dochéd obcietych dochodow,
X, - $redni dochdd ubogich, Xgpg p — Jest to jednakowy dochod wszystkich ubogich,

przy czym taki, ze dobrobyt spoleczny jest taki
sam, jak przy réznych dochodach,
xéDE p — rowny rozklad rownowaznych dochodéw ubogich zgodny z uogolniong funkcja wy-
ceny spotecznej Atkinsona.

Uogélnienie indeksu Clarka, Hemminga i Ulpha
Punktem wyjscia jest indeks nierownosci dochodow Daltona (1920) 1 Atkinsona (1970):

SW(x)
SW(Z)’

D=1- (69)
gdze: SW — funkcja dobrobytu spolecznego,
x — wektor reperezentacyjny aktualnego rozktadu dochodow,
X — wektor optymalny reprezentujacy rozk}tad dochodow,
tzn. taki rozklad, ktory maksymalizuje funkcje dobrobytu 1 ktory jest osiagalny z dochodu calej
populacji.
Niech funkcja dobrobytu spolecznego bedzie zdefiniowana tradycyjnie poprzez uzytecz-
nosci nast¢pujaco:
1 n
SW(x)=;Z;U(x,~). (70)
i=

Jesli uzytecznosci dochodu dla kazdego ubogiego sa takie same i U jest wklesta, to optymalny
rozktad jest otrzymany, gdy dochody sa rozlozone rownomiernie, tzn. jest rowny x, czyli
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_SW(x)

D=1 U(x)

Atkinson (1970) przeksztalcajac miare Daltona z powrotem do przestrzeni dochodéw funkcja
D(SW)=U"Y(SW) otrzymat swbj indeks nieréwnosci:

A=1—XE%, (71)

gdzie xgpg = U~ (SW(x)).
Oczywiscie koniecznym warunkiem dla tego przeksztalcenia jest monotonicznos¢ funkceji U.
Aby otrzyma¢ indeks ubdstwa autor zdefiniowal funkcje¢ dobrobytu spotecznego nast¢pu-

Jaco:

SW(x*)= %imin{U(x,- ), U()} (72)
i=1

Jezeli z <x, to optymalny rozklad ocenzurowanego wektora dochodow jest wektorem,

ktorego wszystkie wspotrzedne rowne s3 poziomowi linii ubdstwa:

\Y/4 (x*)
D,=1- 6] (73)

1 odpowiednio miara ubostwa Atkinsona jest dana przez
A, =1-EDE (74)

P U(z)’
- -1 x 1|5
gdzie xgpp = U™ (SW(x"))=U™ 2 3 () + (n-mU(2) |-
i=l1
Otrzymano klase indeksow ubostwa zalezna od funkcji U. Aksjomaty implikuja warunki
konieczne 1 wystarczajace dla funkcji U.
1. Monotoniczno$¢: jesli U(x) jest ciagla, rosnaca funkcja, D, i 4, spelniaja aksjomat

monotonicznosci.
2. Transfer: jesi U(x) jest ciagla, rosnacg 1 Scisle wklesty funkcja, Dp 1 A » spelniaja

aksjomat transferu.
3. Symetria populacji: z wlasnosci funkcji dobrobytu spolecznego jest zawsze spetniony.

4. Proporcje ubogich:
a) Dp 1 AP rosng wraz ze wzrostem relatywnej liczby ubogich, ktory jest rezultatem

zmniejszania dochodu osoby bogatej tak, ze spadl ponizej linii ubdstwa, dla wszystkich

cigglych, rosnacych funkcji U (MON).
b) D, i A, rosna wraz ze wzrostem relatywnej liczby ubogich, ktory jest rezultatem

wzrostu linii ubostwa z dla wszystkich ciaglych, rosnacych funkcji U (Z).
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Zatem koniecznymi 1 wystarczajacymi zalozeniami dla funkcji U, aby Dp 1 4 p spetiaty

pozadane aksjomaty w przypadku pierwszym, jest zeby U bylo scisle wklesla, ciagla 1 rosnaca
funkcja.
Dowéd. Ozaczenia: D), — indeks ubdstwa, gdy 7 jest stale, D; — indeks ubostwa po

zmianie (odpowiadajacy Df,), Df, — indeks ubdstwa przed zmiang.
1. Monotonicznosé. Zatézmy, ze dochod j-tej osoby maleje o sume a. Wtedy indeks

ubostwa wzrosnie, gdy

l_i[éu(x;)_u(x,)w(xj_a)]ﬂ_i $uls)

Zatem
D3> Db
jesli
n n
5[ $u)-vls,) o, _a)} <+ $u(s).
czyli

—U(xj)+U(xj-—a)<O

U(xj —a)<U(xj).
To zachodz dla x i<z, gdy U jest funkcja rosnaca.
2. Transfer. Zalézmy, ze pewna suma a jest transferowana od osoby ubogiej j do bogat-

szej osoby /.

s lé[kzl (x,:)_u(x,)w(xj_a)_u(x;)w(x;+a)J,

Db - l_é[éu(x,;)}.
Zatem D3 > Db, gdy
U(x;-a)-U(x,)+U(x] +a)-U(x]) <o0.
Jesli x; >z, to U(xj —a)<U(xj) i stad
U powinno byé funkcja rosnaca.
Jesli x; +a <z, to U(x; +a)-U(x; +a-a) <U(x;)~U(x; -a) i stad
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U powinno by¢ scisle wklesta funkcja.
Jesli x;+a>z (w wynku transferu [/ przekroczyl lini¢ ubdstwa z), to

U(z)-U(x;) <U(xj)—U(xj —a), U(x;)>U(z-a) (U jest rosnaca) i stad

U(z)—U(x1)<U(:)—U(:—a)

U(z)—U(z—a)<U(xj)—U(xj—a),

jesh U jest Scisle wklesta.
Stad aksjomat transferu jest rownowazny temu, ze U jest rosnaca, scisle wklesla funkcja.
3. Symetria populacji. Zalozmy, ze wektor rozkladu dochodow jest powtarzany 7 razy.

Zatem

Dg =1- 1= SU(s}) 7= 1= 20(xf)= D

k=1 n=

4. Proporcje ubogich.

a) Wzgledna liczba ubogich moze si¢ zwigkszy¢ poprzez zmniejszenie dochodu osoby
bogatej x; w taki sposob, ze jej dochod spadnie ponizej linii ubdstwa

1| <y (o
DZ:I—E E}U(irk)+U(xl—a)—U(:) ,

gdzie z<x; <z+a,
l n
D=1 XU ()
k:
(-

D3> D5, gdy U(x; -a)<U(z)

to zachodz dla wszystkich rosngcych funkcji U,
b) Wzgledna liczba ubogich moze si¢ zwigkszy¢ poprzez wzrost o ¢ linii ubdstwa z, taki ze
z<Xx,,1<z+¢£,£>0

m+1

ZU )+ (n—m—-1)U(z+¢)

P Uz +¢)

D3> Db, gdy



""U(xi)+(n-m-\)U{z +s3) Z t/(X0)+ (A7) 1(2)

=1 - < 7=1
U(z +e) U (2)

Z

O+

U(2) )+ (« —=M—nesz + &9 <U(z +e) YIU{xi)+{n-m)U{z)

7=1 7:1

a
m m

U{z) JJU{xi)+U{xm+n)-U{z +S) <t/7(z + 1) Zv(*i)
=1

to zachodzi dla wszystkich s, gdy t/(xw+l) <{/(z +f), czyli dla rosngcych funkcji U, co

konczy dowdd tego faktu.

Na rysunkach ponizej jest ilustracja miar ubdstwa Atkinsona. Autor zatozyt, ze w danej
spotecznosci sa dwie osoby o dochodach (xla, x2a), oraz ze w tej spotecznosci jest awersja do
nierdbwnosci, ktora jest reprezentowana przez wkleste krzywe obojetnosci spotecznej. Jesh kaz-
dy z nich chciatby mie¢ ten sam dochod, dobrobyt spoteczny powinien znalez¢ sie w punkcie
B, danym przez (XEDE, xEpE). Zatem ta spoteczno$¢ powinna poswieci¢ co najwyzej

X - XEDE, aby otrzymac rowny rozktad dochodéw. BD reprezentuje te strate dobrobytu spo-

tecznego spowodowanag tg nierdwnoscig. Miara nierownosci Atkinsona jest rowna CB)B

Na rysunku drugim funkcja dobrobytu spotecznego jest obcieta nad linig ubdstwa; wyzszy
dochéd niz linia ub6stwa kazdego z nich nie daje wyzszego poziomu dobrobytu. Optymalna
warto$¢ funkcji dobrobytu jest zatem osiggnieta w punkcie C, i r6znica miedzy C i A repre-

Rys. 3.2. Miara ubdstwa Atkinsona (powierzchnia
zaciemniona jest niedefiniowalna)
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zentuje strate w dobrobycie spotecznym spowodowanym ubostwem. Indeks ubdstwa Atkinsona
AC

jest rowny oc

Przypatrzmy si¢ teraz sytuacji, gdy z > X. Wtedy musimy dokonaé wyboru mi¢dzy poza-
danymi wilasnosciami indeksu ubodstwa i pozadanymi wlasnosciami indeksu generowanego
funkcja dobrobytu. Jak zauwazyliémy z opisu indeksu nierdwnosci Daltona i Atkinsona maksy-
malna wartosé funkcji dobrobytu spolecznego catej populacji jest osiagana dla rownomiemego
rozkladu dochodow, tzn. x; =x dla /=1, 2, ..., n. Zatem jesli kazdy z nich ma dochdd rowny
linii ubdstwa, to maksymalna wartos¢ funkcji dobrobytu spoleczmego obcigtego rozkladu
dochodow jest wigksza niz maksymalna warto$¢ funkcji dobrobytu spolecznego calej popula-
cji. Stad mierzac ubdstwo musimy wybiera¢ pomigdzy SW(z) 1 SW(x). JeSli wybierzemy
SW(z), to bedzemy mierzy¢ niemozliwos¢ spolecznosci do zlagodzenia ubdstwa. Z drugiej
strony jesli wybierzemy SW(x), to bedziemy mierzy¢ ubostwo przez poréwnanie ubogich do
reszty spotecznosci. W drugim przypadku mamy

SW(X*) SW(X)
lm D, =lm|1- =1- =D
o P 150 SW(x) SW(x)
i
U~lsw(x* -1
lim A, = lim | 1- _( ) USSP _
Z— Z—> X X

Czyli miary ubdstwa Daltona 1 Atkinsona daza do miary nierownosci odpowiednio Daltona i
Atkinsona, gdy z — linia ubostwa dazy do «. Wigksze obiekcje mamy do wyboru SW(X) niz
SW(z), poniewaz wybierajac SW(X) indeks ubostwa nie bedzie spelnial aksjomatu
monotonicznosci. Jesli dochod pewnej osoby maleje, to x maleje 1 w rezultacie indeks ubdstwa
moze przyjaé wartos¢ ujemna.

Uwagi.

Po pierwsze, klasa indeksow Clarka, Hemminga i Ulpha jest indeksem typu Atkinsona z

U(x)=%x'3 .

U spelia wszystkie wymagania aksjomatow dla < 1.
Po drugie, zauwazmy, ze indeks Forstera, Greera 1 Thorbecke jest indeksem typu Daltona

U(x)=z% - (z-x)*

1 wtedy
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[ a x\& a a5 a
Z(z —(z—x,-) ) nz% —nz% +3y (z-x;) ” «
pDFGT __i=l _ i=1 =lz 27X
P nz% nze ng\ oz ’

U spelnia wszystkie wymagania aksjomatow dla a > 1.
Po trzecie, zdefiniujmy nowy indeks ubostwa z

U(x)=Inx (x>0)

czyhi
n . m
Z]nx,- nln:—Zlnxi—(n—m)luz Inz-ln%
D =1—1=1 = I=l =m P
P n nln z n Inz ’

Z]nz
i=1

gdze fp jest srednig geometryczng dochodéw ubogich, i

-

-

1 o *
exp[zzm X; } L
By=A,=1- =l =1—[—”] . (75)

Obydwa indeksy sa prostymi funkcjami $redniego geometrycznego dochodu ubogich, linii
ubostwa 1 relatywnej liczby ubogich. U(x) spelnia wszystkie wymagania aksjomatow dla x > 0.
Obszar (sfer¢) ubostwa mozna mierzy¢ réoznymi metodami. Pierwsza metoda korzysta
z roznych funkcji U dla 0s6b z réznymi charakterystykami y; np. ¥ moze by¢ liczebnoscia
rodziny. Wtedy miara ubostwa Daltona moze by¢ zapisana w postaci:
n(l)

IZ ZU("kl}’/)

—1— I—l k=1
D,=1 ) ) (76)
max — Z ZU(ku;/I)
* Mg k=
gdzie n(/) jest liczba osoéb z charakterystyki y,;, L jest liczba wszystkich charakterystyk 1

L
n= Zn(l) .
I=1
Niech z(y ;) bedzie linia ubdstwa dla rodziny o charakterystyce y;. Linie ubostwa (z(y;))
sq tak dobrane, zeby
U(z(71)|y1)= U dla wszystkich /=1, 2, ..., L.

Zatem, jedli skale ekwiwalentnosci moga by¢ wyprowadzone przez transformacje wszyst-
kich dochodéw w pewien y ; — dochdd ekwiwalentny:
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U(xeldo)=U(x4,), (77)
gdzie xe = Z(}/O)x, to
z(y))
n
% ZU(x*eklyo)
D,=1-—4= (78)
U(z(ro)lro)
oraz

g
A =1- = :

79
P Z}’o) )

Druga mozliwos$¢ szukania obszaru ubostwa prowadzi do wielowymiarowej granicy ubo-
stwa. Jezeli oprocz dochodu wezmiemy pod uwage czas wolny, to otrzymamy dwuwymiaro-
wa granic¢ ubdstwa. W tym przypadku otrzymamy

b.

D, (x,1)=1-—I=1%=1 . (80)

Trzecia mozliwos¢ wyplywa z faktu, ze indeksy typu Daltona sa indeksami rozktadanymi

na podgrupach. Jezeli x wektor rozktadu dochodéw jest kompozycja m wektorow x(V, x(2),
x(™ 2 n;, j=1,2, ..., m osobami w kazdej podgrupie, to
m n .
D,(x,z)= Z#Dp(x(f), z). (81)
J=1

Mozemy tez mierzyé ubostwo poprzez indywidualne funkcje dobrobytu (okreslone na
dochodach).

Jezeli znajdziemy empiryczne funkcje dobrobytu 1 bgda one mialy wklesle wykresy, to
indeks ubostwa Dp mozna otrzyma¢ z indeksu Clarka, Hemminga i Ulpha (F5). Jezeli

wykresy funkcji dobrobytu psuja wklgstos¢ w linit ubdstwa, to indeks ubdstwa mozna
wyprowadzi¢ typu Sena.
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3.4. Zmodyfikowany indeks ubdstwa

Rozwazmy n-osobowg populacje. Niech x =[x1, Xg, oot xn] bgdzie uporzadkowanym
niemalejagco wektorem dochodow, oraz z — b¢dze ,,linig ubostwa” dla tej populacji. Wtedy

m= max{i: X; < z}

jest linig ubogich w tej populacji.

Nalezy znalezé funkcje (statystyke) P(x, z): R — [0, 1] taka, ze

1° (x”’ —)z-l):P(x", z)—)O,

2° (x”’ —>0-1):>P(x", z)—>1
(tutaj x” jest uporzadkowanym wektorem dochodow ubogich).

Oprocz tego funkcja ta powinna spehiacé aksjomaty monotonicznosci 1 transferu Sena oraz
aksjomat wrazliwego transferu Kakwaniego.

Na poczatek rozpatrzmy przypadek jednowymiarowy. Najprostsza funkcja spelniajaca
warunki 1° 1 2° jest funkcja postaci:

=

X
, 2>0.
z

f](xa Z)=

Si(x,2) 4

z

Rys. 3.3. Wykres funkcji f}(x, z)

=Y

Uogolniajac ja na przypadek n-wymiarowy otrzymamy

n
HIZ—ZXi s ¥

'’

B(x, 2)=I(x,z)=3 "0 =i _ZT%p 82
l(xa Z)_ (X, -)_Z Z - - > ( )

z -
i=1 mz z

gdzie x p jest srednim dochodem ubogich.

Indeks / jest znany pod nazwj: stosunek lud dochodow. Indeks ten nie spetnia aksjomatu
transferu Sena (jezeli przeniesiemy pewna kwot¢ od ubogiego do ,,bogatszego™ ubogiego, to
$redni dochéd ubogich nie zmieni si¢ 1 indeks ten si¢ nie zmieni — a powinien w tym przypadku

wzrosnac¢). Aksjomat monotonicznosci spelnia, poniewaz jest funkcja malejaca.
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Aby indeks spelnial aksjomat transferu wystarczy aby byl funkcja wypuktla.
Powr6émy do przypadku jednowymiarowego. Wtedy ,,uwypukleniem” funkcji f(x, z)

bedzie np. funkcja postaci

a
So(x, z)=(¥) ,gdzie a>1, z>0.

fz(x, z)‘
1

P

= X

Rys. 3.4. Wykres funkcji £, (x, z)
Uogolniajac ja na przypadek n-wymiarowy otrzymamy

Py(x, z)=f("“f") . (83)
i=1 -

} atwo zauwazy¢ podobienstwo tej funkcji do indeksu ubdstwa Fostera 1 innych:

PFGT=,—,Z( - ') :
i=1

2

W tym wzorze stala % jest czynnikiem normujacym. Dla ustalonych =, n1m
(xm -0 .1) = (PFGT(x, z))> %,

Jezeli luke ubogich i-tego ubogiego z —x; oznaczymy przez g;, to indeksy ub6stwa Sena,
Kakwaniego 1 Thona mozna zapisa¢ w postaci (por. (2)):
m
P(x, z)= ,;wi s (84)
gdzie w; sa dodatnimi wagami zaleznymi od / (miejsca w uporzadkowanym wektorze docho-
dow).

Aby , polaczyd” te dwa typy indeksow (zmany jest jeszcze trzeci typ, ktorego kluczowym
poj¢ciem jest dochod reprezentatywny) wagi w; nalezy uzalezni¢ nie od miejsca w uporzadko-

wanym wektorze dochodow, ale od samego dochodu.

W przypadku jednowymiarowym zaproponowana funkcja jest postaci:

f3(x,z)=z_ - A—- (z-x).

x
x+z_ X+z x+z
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Zauwazmy, ze f{(x)<0 1 f3(x)>0. Te dwie nieréwnosci sa warunkami wystarczajacy-
mi na to, aby indeks ubdstwa generowany ta funkcjq speial aksjomaty monotonicznosci 1

transferu Sena oraz aksjomat wrazliwego transferu Kakwaniego.
Po unormowaniu i przejsciu do przypadku n-wymiarowego indeks P jest postaci:

Py(x, z) =%i(ﬂ) (85)

i=1 X; +z

Wilasnosci indeksu P;.
Poniewaz po wspolrzednych indeks ten maleje i jest wypukly, zatem spelia on aksjomaty
monotonicznosci 1 transferu Sena oraz aksjomat wrazliwego transferu Kakwaniego. Zauwaz-

my, Ze monotoniczno$¢ rOwnowazna jest nastepujacej nierownosci:

Z-X <Z‘(xi‘5)

jezeli >0,to V; ,
x,+z x’_€+z

gdzie 0< x; <z.
Aby pokaza¢, ze indeks ten spelnia aksjomat transferu Sena, wystarczy pokazac, ze jezeli

X;<x;<z1&£>0,

J
to
z-(x; - &) Z_(xj+£) z_x,.+z—xj
X;—€+z z+xj+£ z2+Xx; z+xj
it Z—Xj+8=
X;+z—€ z+X;+e
22 4oy 4+ _ 2 2 2
_E ZE-X;E-X;X; —IE+EX;+E +Ax,-—x,-xj—:r,-f+.- -2, —cE-Ete e
2 2o oy - a
z +xiz+sz+x,-5—xj£+xixj ITAXIHX I X E-X EH XX
222 —2x,~xj —2x,.£+2xjf5+2£2
= ’72 — ,
z +x,.xj+2x,-+zxj X €
2:2 _2x.x;
pP= 7
3 —
z%+xx; +2x; +2x;
) a a+2£(xj—xi)+2£2
Jezelil P=—=,to L= . Zatem L> P, co konczy dowod.
b b—xj-a
Indeks P speia tez aksjomat symetrii. Jezeli x = (xl, Xy, ..., X,,), to przez Tx ozmaczy-
my wektor (x;, Xp, ..., X, X], Xp, -vvr Xp5 -5 X], Xg, ---, X,,) (T-krotna replikacja x). Wtedy

Py(7x z):iéi ZTN 1 pSETN ) py
A nT x;+z) nT X; +z I

J=l=1 i=1\"1
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Teraz nalezy sprawdzi¢ aksjomat proporcji ubogich (ktéry sprawia najwiecej klopotow, a
ktory nie jest naturalny, gdy chodz o ubostwo egzystencjalne — gdy glebokos¢ ubdstwa, czesto
zagrazajaca Zyciu, jest wazniejsza od rozpietosci sfery ubdstwa).

A. Zmiana liczby ubogich spowodowana zmniejszeniem lub zwigkszeniem dochodu
(MON). Mozliwe sq dwa przypadki:

1° Dochéd i-tego ubogiego zwigkszyt si¢ ponad lLinig ubdstwa i wtedy liczba ubogich zma-

. . . o . I-X;
lala 1 zmalal tez nasz indeks ubdstwa, poniewaz pomniejszony zostat o — " L(>0).

pot xl

2° Dochdd nie-ubogiego zmniejszy! si¢ ponizej linii ubostwa. Wtedy liczba ubogich wzro-
sta 1 wzrost takze indeks o staly dodatm skiadnik.

B. Zmiana liczby ubogich spowodowana zmniejszeniem lub zwigkszeniem linii ubostwa.

Zauwazmy, ze dla ustalonego x f{x,z) jest funkcjq rosnaca. Jezeli powiekszy si¢ z tak, ze
zwigkszy si¢ liczba ubogich, to indeks nasz powigkszy si¢ o wzrost = i o , kilka” nowych dodat-
nich sktadnikow. Jezeli z pomniejszy si¢ tak, ze liczba ubogich zmaleje, to nasz indeks tez po-
mniejszy si¢ o skladnik spowodowany zmniejszeniem = o skladniki, ktore ,,przeskoczyty” lini¢
ubostwa.

C. Zmiana liczby ubogich spowodowana transferem. Poniewaz przejscie to nie jest ciagte,
indeks P; nie spelnia tego warunku. Przyktad:

x =(1; 2; 3) jest przeksztalcony w x’ =(0,8; 2,2; 3) 1 ==2,1. Wtedy
P(x,2)=0,187 1 B(x’, z)=0,22.
W x' zmniejszyla si¢ liczba ubogich, czyli wedtug tego warunku indeks ubostwa powinien

zmale¢. Nasz indeks wzrosl, ale warto zauwazyc, ze w x’ ubdstwo si¢ pogtebilo.
Uwaga 3.3. Zaproponowany indeks P; w tabelach wystepuje pod nazwa indeksu

ciaglego, jako ze jego wartosci w sposob ciagly zaleza od dochodow.



4. POMIAR NIEROWNOSCI EKONOMICZNYCH

4.1. Wstep

Aksjomatyczna teoria ubostwa bierze swoje poczatki w aksjomatycznej teorii nierdwno-
$ci. W 1920 r. Dalton w sposob formalny wprowadzit warunek na miar¢ nierownosci rozktadu
dochodow. Brzmi on nastgpujaco:

,,JJezeli od bogatszej osoby przeniesiemy pewna kwot¢ do biedniejszej osoby, to nierow-
no$¢ dochodow zmaleje pod warunkiem, Ze po tym transferze bogatsza osoba bedzie dale)
bogatsza.”

Jest to aksjomat transferu Sena dla aksjomatycznej teorit ubostwa.

Drugim powodem umieszczenia w tej pracy kilku uwag o nieréwnosci ekonomicznej jest
spostrzezenie, ze nierownos¢ dochodoéw wsrod ubogich ma wplyw na wielkos¢ ubostwa.

Trzeci powad to fakt, ze badanie ubostwa jako sytuacji niemozliwosci dojscia do pewnego
standardu danej spolecznosci pokrywa si¢ z badaniem nieréwnosci dochodow tejze spoteczno-
$cl.

Czwarty powdd to hipoteza Kuznetsa, ktora mowi, ze z ksztaltu krzywej Lorenza mozna
wnioskowac o sytuacji rozwojowej kraju, ktora to implikuje zmiany w sferze ubostwa.

Piaty powad to twierdzenie Shorrocksa, ktore pokazuje, ze porOwnywanie uogolnionych
krzywych Lorenza roznych populacji jest rtownowazme poréownywaniu dobrobytu tychze popu-

lacji, a zatem porownywaniu ubdstwa tych populacji.

4.2. Przeglad znanych indeksow nierownosci

Najbardziej znanym miernikiem nierdwnosci dochodow jest indeks Giniego (znany takze
pod nazwa wspolczynnika koncentracji Lorenza).

Zatozmy, ze wektor dochodow x =(x; ... x,,) jest realizacjq zmiennej losowej X o roz-
kladzie F i jest uporzadkowany niemalejaco: x; <x, <...<x,. Empiryczng krzywa Lorenza

generuja punkty, ktorych pierwszymi wspolrzgdnymi sa liczby %, gdze i=0,1,...,n; n —
ustalona liczba, a drugie wspohrzedne s3 zdefiniowane nastgpujaco: L(0)=0 1 L(%):i,

Sn

gdzie s; = x; +x, +...+x;. Krzywa Lorenza L(p) jest zdefiniowana dla wszystkich punktéw
p €(0, 1) poprzez liniows interpolacj¢. L(p) reprezentuje p-tq frakcj¢ z najmniejszymi warto-

$ciami (np. najmniejszymi dochodami).
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Zalozmy, ze rozwazane liczby x; s3 probka losowa z rozkiadu F(x), ktory jest funkcja
Scisle rosnaca, 0 < F'(x) <1, oraz ze Srednia u rozkladu F(x) istnieje. Pierwsze zalozenie impli-
kuje, ze F _1( p) jest dobrze zdefiniowane 1 jest to populacja p-tego kwantylu. Teoretyczna

krzywa Lorenza odpowiadajaca temu rozkladowi jest zdefiniowana nastgpujaco:
lp 1
L(p)=pu ' [F~(1)at (1)
0

W tabeli 4.1 mamy krzywe Lorenza generowane przez pewne zmane rozklady (patrz
J. Gastwirth (1972)).

Tabela 4.1
Rozklad Dystrybuanta Krzywa Lorenza
. . )0, x<u _
jednostajny F(x)= {l, > Lip)=p
wyldadniczy F(x)=1-¢"*, x>0 p+(1=-p)a(1-p)

przesuniety wykladniczy| F(x)=1-e 2D x>a |p+(1+4a)”(1- p)ln(1- p)

Pareto F(x)= 1_(a/x)a, x>a,a>1 1_(1_p)(a—l)/a

Jesli L(p) jest krzywa Lorenza odpowiadajaca rozkltadowi F{(x), to L(p) jest wypukla 1 jej
pochodna L'(p)=1dla p=F(u).

1
=i krzywa Lorenza
zaciemniona powierzchnia nazywa
S si¢ polem koncentracji — S
1

Indeks Giniego G jest to stosunek pola koncentracji do pola polowy kwadratu
jednostkowego (czyli do %).
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Alternatywny wzor dla indeksu Giniego G bazuje na $redniej rozmicy (4) odpowiadajacej

rozktadowi F{(x):
G=4/(2p),
gdzie
A= j j |x = Y|dF (x)dF (y) =2 j F(x)[1-F(x)]dx=4 j [F(x)— —}dF(x)
—00 —a0 —a0

Wzér G = A/(2u) pokazuje, ze indeks Giniego mierzy relatywna nieréwnos$é — jako stosunek
miary rozproszenia $redniej roznicy do wartosci sredniej ().

Poniewaz w literaturze nie znalaztem dowodu réwnowazmosci tych dwu definicji wspot-
czynnika Giniego, sprobowalem pokazac t¢ rownowaznosc.

iixi—yj‘:z[i ixz iixz}

i=1j=1 J=li=j J=li=1

—

n

neYx =

~
Il
—
-
Il
—
-
Il
—
-
Il
—
=
Il
-
-
Il
—_
=
Il
—
-
Il
—_

x,-—le= l:zn:gn: [(n+1)2x —Z X; ]:l—4z Zx —2(/1+I)Zx,,

ji=li=;

x-—x-l 2ZZx 7(n+1)ix,- >

i=1 j=1 i=1 . 2i=li=j _1

n n
2nz X; ”Z X; 2112 X; " ”Z X;
j j i=1 i=1

Poniewaz

stad

Jedli S jest polem koncentracji, to

G, =2(S+%)—1=2S+1—1=25,
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Inna miara jest potowa relatywnego $redniego odchylenia 5/2 1, gdzie

5= [|x=pdF(x)=2](x - p)dF(x)

—c0 Y7,

jest srednim odchyleniem.

Poniewaz funkcja L(p) jest wypukla, to funkcja p— L(p) jest wklesta 1 rowna si¢ 0
w punktach 01 1. Zatem istnieje punkt p’, w ktérym funkcja ta przyjmuje wartos¢ maksymal-
na, ktora jest rowna &/2u. Indeks ten S =5/24 wprowadzt Schutz w 1951 r., choé byt juz
znany w latach trzydzestych naszego stulecia.

S= sup (p-L(p)). ()
rg0,1]

Miare te¢ zaproponowali Yntema (1933) 1 Pietra (1930) (por. J. Gastwirth (1972)).
Estymacja indeksu Giniego

Pierwsza metoda polega na obliczaniu pola koncentracji za pomoca wzoru na pole trape-
zu. Poniewaz krzywa Lorenza jest wypukla, zatem ta metoda daje przyblizenia G z niedomia-

rem:

_

Gz21- (pin _Pi)[L(pi)+L(pi+l)]’ (3)

!

gdzie 0= py < py <...<pp <pp =1

Druga metoda bazuje na wzorze G = A/(2u).

Zalézmy, ze mamy n uporzadkowanych liczb, ktore s3 pogrupowane (z zachowaniem
porzadku) w k +1 podgrupach:

X

X mk+1,...,xn

ml+l,...,x

X|5eer X my >+

my >
0raz my=n-p|, My =N-Po, ..., M =n-p; 1 0<py<p, <...<p; <p;,.; =1 Wtedy empi-

ryczna érednia rézmica 4" jest réwna (Yntema 1933)
-1
* n
£=(3) ZZp-x /-2,
i<j i#]

gdzie y; jest Srednia i-tej podgrupy i 4 jest srednia roznic i-tej podgrupy; y; jest proporcja
obserwacji w i-tej podgrupie (tzn. y,=p|, V=P~ P, - Vis1=1-p;). Wtedy
G=14'/2p).

k+1 5
pi— |+ YAy, (4)
i=1
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Wspolczynnik Giniego jest relatywnym indeksem nierownosci mierzacym skale proporcji
dochodow, a nie efektywna miare nierownosci. Krzywa Lorenza nie zmieni si¢, jezeli wektor
dochodow pomnozymy przez dowolna dodatnig liczbg rzeczywists. Indeks Giniego ma jednak
wazng wlasnosé: jezeli zrobimy transfer od osoby bogatszej do biedniejszej, to indeks si¢

pomniejszy i1 na odwrot. Zatem mozemy powiedzie¢, ze wspolczynnik Giniego jest indeksem

relatywnej nierdGwnosci.

Korzystajac z tego, ze jest on rowny stosunkowi pola koncentracji do pola potlowy kwa-

dratu jednostkowego, czyli ze jest rowny podwojonemu polu koncentracji, mozemy napisac:

1
GR=2[(p- L(p))ap.
0

W 1988 r. Satya R. Chakravarty zaproponowat uogolnienie indeksu Giniego:

I1Z=2 -ﬁ(p— L(p))adp}a -

0

Gdy a > o

15 —2- sup (p-L(p))
»€0,1]

— jest to podwojony indeks nierownosci Pietra.

W literaturze przedmiotu wystepuja nastgpujace indeksy nierownosci:

Indeks nierownosci Atkinsona (1970):

( 1/(1-¢)
1 < l-e
Jl—' i=1 , e>0,e=l,
A, = H
n 1
H(xi)”
1-=L e=1,
| H

gdzie e jest parametrem zaleznym od stopma awersji do nierownosci.

Gdy e > o, Ae—)l—mijn{yi}/y.

Indeks nierownosci Kakwaniego (1980):

1
K =
"oud,(r)

n
(u=x;)(n+1-i)",
i=l

n
gdzie r21i @,(r)=>.i".
i=1

Gdy k=1in—> o, to K, - GR — wspotezynnik Giniego.

(%)

(6)

(7)

(8)

©)
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Indeks nierownosci Shorrocka (1980):

[0 af(xy
- o -1, ¢c#0,c#1,
nc(c——l);(yj
1< u
S.=<{=) log| = |, c=0, 10
. nizzl g(x,-j (10)

2 o)
=) | —|-log| — |, c=1
i

Wychodzac od funkcji dobrobytu spotecznego Kai-Yuen Tsun wyprowadzil absolutny
indeks nierownosci (1995). W przypadku jednowymiarowym:

N
IA(x)=%M[%Zexp[c(,u—x,—)]} c>0. (11)
i=l

N

W przypadku wielowymiarowym
1 ] N K
1A=§ln WZexp ch(;zk—x,-k) : (12)

i=1 k=1

Parametry c; sa zmienne i dobiera si¢ je tak, aby funkcja dobrobytu:
K
U(x)=a] [exp(c,x; ) +b

k=1

byla rosnaca 1 wklesta.
W fizyce do pomiaru rdwnomiemosci rozkladu wykorzystuje si¢ pojgcie entropii.

n
Entropia wektora prawdopodobiedstw  x=(x; ... x,): X, 20 i > x;=1
k=1

n
H(x), X5, ..., x,) == x; logx, (13). Im wigksze jest H(x), x,, ..., x,), tym bardzej
k=1

rozklad jest rownomierny. Mozna pokazac, ze

H(1, 0, ..., 0)<H(x), xy, ..., xn)SH(l, 1. l)=

nn 7 n
n n
- Sy l-_1 ) P |
= Enlogn n;logn logn——)n_)oo ©.

Poniewaz wyniki rozkladu wynagrodzen GUS podaje w formie frakcji dla danych prze-
dzialow wynagrodzen, zatem mozna do tych wynikow zastosowaé wzor na entropi¢ — zastgpu-
jac prawdopodobienstwa frakcjami — do pomiaru absolutnej nieréwnosci rozkladu (lub upo-
rzadkowania wektorow wynagrodzen wzgledem wielkosci nierownomiernosci rozktadu).
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Do pomiaru nieréwnosci ekonomicznej stosowano rozme wskazniki. Niektére z nich
wymienione s3 nizej.
1. Wariancja

n

1 2
21X =13 (x-%)", (14)
i=1
1. Wspélczynnik zmiennoSci
1/2 /_
p200=[pi(]" fx (15)
2. Mierniki Simpsona
n 5
P3(x) =D x7, (16)

i=1

(x —1
(04("):%- (17)

Propozycja indeksu nieréwnosci ekonomiczne;j
Metoda przejscia od indeksu ubdstwa do indeksu nierdwnosci spotecznej jest zamiana linii
ubdstwa z na sredni dochdd p i liczby ubogich m przez liczbe catej populacji 7. W przypadku
propozycji indeksu ubdstwa indeks nierdwnosci bylby postaci
i LS AT
e, )= 10 = 2o (18)
Ale wtedy / moglby przyjmowac wartosci ujemne. Dlatego propozycja indeksu nieréwno-

$ci jest nastepujaca:

n 2
_ 1o 4x
I(x)_;,;(xiWJ . (19)

Indeks ten ma nastgpujac wlasnosct:

— spelnia aksjomat Daltona,
— gdy rozklad jest rownomiemny, tzn. Vix; = u, to /(x)=0,

2

—-X: -X; . , . .

— lim (ﬁ—’le 1 lim (,u %i ) =1, czyli skrajne ubdstwo 1 skrajne bogactwo ma te
x;—0\ X; + 4 x;—o\ X; + 1

sama wagg,
—0<I(x)<1.



4.3. Dobrobyt a indeksy ubdstwa i indeksy nieréwnosci ekonomicznych

Hipoteza Kuzuetsa (1955): rozktad dochoddéw krajow rozwijajgcych sie jest bardziej nie-
rownomierny niz krajow rozwinietych. Duza nieréwno$¢ dochoddw jest rezultatem koncentra-
cji dochodu w najwyzszej grupie dochodowej. To znaczy, ze osoby w $rednich grupach docho-
dowych w krajach rozwijajacych sie majg mniejszy procent catego dochodu niz w takiej samej
grupie w krajach rozwinietych.

Aby zademonstrowa¢ hipoteze Kuzuetsa bedziemy sprawdza¢ skos$no$¢ krzywych
Lorenza.

Krzywa Lorenza | jest bardziej sko$na w kierunku (0, 0), podczas gdy krzywa Lorenza 1l
jest bardziej sko$na w kierunku (1, 1).

Poréwnujac grupe o najnizszych dochodach (ponizej 20%) widac, ze cze$¢ dochodu jest
wieksza w krzywej Lorenza | niz w krzywej Lorenza Il. Podobnie poréwnujac grupe o naj-
wyzszych dochodach (powyzej 80%) wida¢, ze ta grupa w krzywej Lorenza | ma cze$¢
catkowitego dochodu dang przez dtugo$¢ BG, podczas gdy w krzywej Lorenza Il ma czesé
dochodu dang przez dtugosé BH. Czes$¢ dochodu grupy o najwyzszych dochodach jest wieksza
w krzywej Lorenza | niz w krzywej Lorenza Il. To pokazuje, ze srodkowa grupa ma mniejsza
cze$¢ dochodu z krzywag Lorenza, ktora jest bardziej sko$na w kierunku (0, 0) niz z krzywa
Lorenza bardziej skosngw kierunku (1, 1).

Podsumowujac: hipoteza Kuzuetsa méwi tyle, ze w krajach rozwijajagcych sie dochod
Srodkowej grupy rosnie. To implikuje rzeczywisty rozwdj ekonomiczny. Wtedy krzywa
Lorenza zmienia swdj ksztatt ze wzgledu na sko$nos¢ z (0, 0) w kierunku (1, 1). Jesli dwa
kraje majg krzywe Lorenza bardziej sko$ne w kierunku (0, 0), to ten, ktéry ma wiekszy stopien
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skosnosci jest rzeczywiscie (z tej hipotezy) mniej rozwinigty. Analogicznie, jesli dwie krzywe
Lorenza sg skosne w kierunku (1, 1), to ta z wigkszym stopniem skosnosci b¢dzie reprezen-
towala region bardzej rozwiniety.

Idealny stan wedlug tej hipotezy (dla regionow rozwinietych) to taki, w ktorym krzywa
Lorenza jest symetryczna wzgledem prostej AC.

Musimy tu zauwazy¢, ze z tej hipotezy wynika, iz rozwd) ekonomiczny jest rownowazny
wzrostowi ubostwa (mata skosnos¢ w kierunku (0, 0)) dla krajow rozwijajacych sig.

Wiadomo, ze wspotczynnik Giniego 1 krzywa Lorenza s3 miarami wzglgdnymi (tzn. nie-
czulymi na przeksztalcenia jednorodne dodatnie). Zatem porownywanie za ich pomoca pozio-
mu dobrobytu réznych populacji moze doprowadzi¢ do mylnych wnioskéow. Czy mozma po-
prawi¢ te miary, aby moc nimi mierzy¢ dobrobyt populacji (lub poréwnywac dobrobyty roz-
nych populacji).

Zalozmy, ze mamy 2 krzywe Lorenza dla dwoch rézmych populacji A i B. Bedziemy
mowi¢, ze rozklad populacji A dominuje nad rozkladem populacji B w sensie Lorenza
La(x)2 Lg(x) < krzywa Lorenza dla populacji A jest nad krzywa Lorenza dla populacji B
(jezeli si¢ przecinaja, to s3 nieporownywalne).

Jezeli U(x) jest uzytecmoscig dochodu x, a f{x) jest gestoscia rozktadu dochodow, to

srednig uzytecznos$¢ oblicza si¢ ze wzoru:

SW = jU(x) £ (x)dx (20)
0

1 mozna j3 nazwa¢ dobrobytem spolecznym.
Twierdzenie Atkinsona (1970). Niech F(x) 1 G(x) beda dystrybuantami dwdch rozktadow
dochodéw o takich samych dochodach przeciglmych u g = 1;. Wtedy

Lp(p)2 Lg(p) & [U(x)f(x)dx 2 [U(x)g(x)dx (21)
0 0

dla kazdej U(x) takiej, ze U(x) rosnie wklesle (U'(x)>01U"(x) <0).

Czyli dobrobyt populacji A (o rozkladzie dochodow F(x)) jest nie mniejszy niz dobrobyt
populacji B (przy takich samych dochodach przecigtnych) wtedy i tylko wtedy, gdy rozklad
populacji A dominuje w sensie Lorenza nad rozktadem populacji B.

Twierdzenie Atkinsona uogélnit Shorrocks (1983) wprowadzajac ,,uogélniong krzywa
Lorenza” GL(x) (por. S. Kot (1995):

GL(x)=pu-L(x), (22)

gdzie L(x) jest krzywa Lorenza, y jest dochodem przecigtnym.
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Twierdzenie Shorrocksa. Niech F(x) i G(x) beda dystrybuantami dwoch rozktadow
dochodow (f{x) i g(x) odpowiednio ich gestosci). Wowczas

GLr ()2 GLg(p) = [U(x)f(x)dx > [U(x)g(x)dx (23)
0 0

dla wszystich U(x) takich, ze U'(x)>0 i U"(x) <0, oraz dla kazdego p €[0, 1].
Zauwazmy, Ze aby otrzymaé uogolniona krzywa Lorenza mnozymy krzywa Lorenza
przez sredni dochdd p. Zatem wykres jej bedzie wewnatrz prostokata [0, 1] x [0, z].
Kontynuacja tego podejscia jest praca Fostera 1 Shorrocksa (1988). W tej pracy rozklady
dochodow sa reprezentowane przez dystrybuanty ze zbioru:
F = {F: R, —[0, 1]: F niemalejaca i prawostronnie ciagla; F(0)=01i F(sz)=1
dla pewnego sy <o},

pp = [sdF(s) i F~(p)=inf{s>0: F(s)2 p}, p [0, 1].
0

Indeks ubodstwa jest funkcja P: % xR, — N, ktorej wartosci P(F; ) s stowarzyszone
z dystrybuanta F przy ustalone;j linii ubdstwa z.

Przyklady:
1. B(F; z)=F(z) — jest to procent ubogich.

2. Luka dochodow ubogich

F(z)
B(F; =1 [ [:=F ' (p)d. (24)
0
3. Indeks typu Fostera:
F()
1 _ 2
B(F;2)== [ [z=F )] dp. 25)
20
4. Uogolnienie indeksu P
1 Fz) ~1 a-1
PF; == [ [-F7\p)] dp,az, (26)
2 0

ktory zawiera P, B 1 B;.

Na zbiorze .% okresla sie relacje porzadku, ktora okresla si¢ symbolem P(z), gdze z jest
ustalone, 1 z €Z. ,,2”” oznacza pewien ustalony przedzial mozliwych progow ubostwa. Relacja
ta zdefiniowna jest nastgpujaco (por. J. Foster, A. Shorroks (1988)):
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FP(z) G P(F;z2)<P(G;z),VzeZ (27)
1 P(F; z)< P(G; z) dla pewnego - €Z.

Zapis FP(z) G oznacza, ze populacja z rozkladem dochodow F ma mniejsze ubdstwo niz

populacja z rozktadem dochoddéw G ze wzgledu na indeks ubdstwa P 1 zbior Linii ubostwa Z.
Dla danego F € #niech F| = F oraz F, bedze zdefiniowane rekurencyjnie dla a>2

F(s)= £ F,_ (t)dt 28)
i Fi(s)=F(s).

Wowczas mozemy zdefiniowac relacj¢ dominacji stochastycznej D, stopnia a dla e N

nastepujaco:
FD,Ge Fy(s)<G,(s) dla wszystkich s>0
(29)
1 F,(s)<G,(s) dla pewnego s>0.
Zauwazmy, ze
207 (F; 2) = [(z= )7 1dF (). (30)
0
Calkujac przez cze¢sci prawa strong otrzymamy:
V4
[G-»laF () =(a-1D1F,(2), (31)
0
skad mamy
Whiosek 4.1. Dla dowolnego a e N
FP,GoFD,G. (32)

Zauwazmy tez, ze jeSli a<f, to FP, G=>F Py G. Zatem jesh dystrybuanta dochodow
F ma mniejsze ubdstwo niz G dla procentu ubogich P, to musi tez mie¢ mniejsze ubostwo dla
luki dochodéw P, idla P, .

Odpowiednios¢ pomigdzy porzadkami ubostwa P, i dominacjami stochastycznymi D,
daje mozliwo$¢ otrzymania interesujacej interpretacji P, w terminach funkcji dobrobytu
spolecznego. Zalozmy, ze % jest klasa funkcji dobrobytu postaci U(F) = _[u(x)a’F (x), gdze
u: R, — N jest funkcja ciagta. Niech 24 % bedzie klasa tych funkcji, dla ktorych u'(x)> 0 i
%4, < 74 Klasa tych funkcji, dla ktorych u” <0 1 24 % takich funkcji, ze " > 0.

Dla a =1, 2, 3 %, bgda cz¢sciowymi porzadkami zdefiniowanymi nast¢pujaco:

F %, GoU(F)>U(G) dla wszystkich U €%, . (33)
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Wykorzystujac znany wynik z dominacji stochastycznych (Brawa 1975) otrzymamy
Whniosek 4.2. Dlaa=1,2,3 FP, G F %, G.

Zatem stwierdzenie, ze [ ma muiejsze ubostwo niz G dla P, jest rownowazne
stwierdzeniu, ze /' ma lepszy dobrobyt niz G dla wszystkich funkcji dobrobytu z %3, .
Uogolniona krzywa Lorenza dla populacji o rozkladzie F jest definiowana nastepujaco:

P
GL(F; p)= [F~")q)dq, dia p €0, 1] (34)
0
1 stowarzyszony z nig czesciowy porzadek GL jest zdefiniowany nastepujaco:
F GL P GL(F; p)=2GL(G; p), Vp €[0, 1]

i (35)
GL(F; p)> GL(G; p) dla pewnego p €[0, 1].



5. ANALIZA UBOSTWA W POLSCE

5.1. Analiza wartoSci indeksow ubostwa

Wykresy ponizej przedstawiajq sytuacj¢ ubostwa w Polsce w latach 1992-1997. Z1 jest
linia ubostwa wzglednego (poziom standardu Zycia w spoteczenstwie). Z3 jest linig ubostwa
absolutnego (minimum socjalne). Do szczegdtowej analizy zostaly wybrane trzy mierniki
ubodstwa: frakcja ubogich, ktora mierzy rozleglos¢ zjawiska; indeks Blackorby'ego-Donaldsona,
ktory mierzy luke ,,reprezentatywnego’ dochodu ubogich i indeks ciggly, ktory jest , uczulony”
zarowno na glebokos¢ zjawiska, jak 1 na nierownos¢ ekonomiczna wsrod ubogich.

Pierwsze dwa wykresy (rys. 7.1 a i b) przedstawiaja frakcj¢ ubogich, ktora stanowi o
rozleglosci obszaru ubostwa w Polsce w tym okresie. Latwo zauwazyé, ze w marcu 1994 r.
zjawiskiem ubostwa by}a dotknieta najwieksza liczba 0sob — nie tylko ubostwem absolutnym,
ale takze ubostwem relatywnym. Od wrzesnia 1995 r. sytuacja w obszarze ubdstwa jest ustabi-
lizowana.

Nastgpne dwa wykresy (rys. 7.2 a 1 b) przyblizajq zjawisko ubostwa za pomoca indeksu
cigglego. Na pierwszym wykresie mozna zaobserwowal ogolng tendencje wzrostowa (po
lekkiej korekcie w wrzesniu 1994 r.). Swiadczy to o tym, ze poglebia si¢ ubozenie warstwy
sredniej, co nie jest dobrym wskaznikiem dla naszej gospodarki. Z hipotezy Kuznetsa taki stan
prognozuje staby rozwoj gospodarki, a co za tym idzie poglebianie si¢ bezrobocia i ubostwa.
,,P0zZytywniejszy” obraz daje nam wykres drugi, poniewaz od wrzesnia 1995 r. pokazuje staly
poziom dla ubdstwa absolutnego (na wysokosci 5%).

Nastgpne szes¢ wykresow (rys. 7.3 a, b, c, d, e, f) przedstawiaja wartosci indeksu
Blackorby'ego-Donaldsona. Wspotczynnik # jest parametrem opisujacym spoleczng awersje do
ubostwa. Warto zauwazyé, ze dla r = 1/2 przedzialy monotonicznosci wykresu pokrywaja si¢
z przedzialami monotonicznos$ci wykresu indeksu ciagtego, a dla r = 2/3 przedzialy monoto-
nicznosci wykresu pokrywaja sie z przedzialami monotonicznosci wykresu frakeji ubogich.
Mozma stad wnioskowaé, ze spoleczenstwo nie troszczy si¢ o ludzi ubogich, tylko boi si¢
wielkosci zjawiska, ktore, jak uczy historia, moze doprowadzié do nastgpnej krwawej rewolucji.

W tabelach 7.1 do 7.9 mozna znalez¢ wartosci niektorych indeksow ubdstwa i nierowno-
$ci ekonomicznych dla wybranych dzialdéw gospodarki i wybranych wojewodztw. Przypatrz-
my si¢ zjawisku ubdstwa w wojewddztwach (tabele 7.6, 7.7 i 7.9 dla roku 1995 i 1997

odpowiednio).
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Dla Warszawy obszar ubostwa relatywnego 1 absolutnego zmalal. Zmalata tez luka docho-
du ,,reprezentacyjnego” ubogich, ale niestety wzrost indeks ciagly, czyli wzrosta nierownosé
ekonomiczna wérod ubogich.

Dla Ciechanowa zmalal obszar ubdstwa relatywnego, ale niestety powigkszyl sie obszar
ubostwa absolutnego. Zmalata luka dochodu reprezentatywnego i zmalala tez nieréwnos$¢
wsrod ubogich, ale zwigkszyla si¢ nierownosé wsrod warstwy srednie;.

Dla Legnicy wzrost obszar ubdstwa relatywnego 1 absolutnego. Wzrosta tez luka dochodu
reprezentacyjnego ubogich i wzrosta znaczaco nierownosé wsrod warstwy sredniej, przy czym
zmalala minimalnie nieré6wnos¢ wsrod ubogich.

Dla Katowic wzrost obszar ubostwa relatywnego 1 absolutmego. Wzrosta tez luka dochodu
reprezentacyjnego ubogich 1 warstwy $redniej. Nierowno$¢ wsréd warstwy Sredniej
powigkszyla sig, ale minimalnie zmniejszyta si¢ wsrdd ubogich.

Dla Krakowa zmalal obszar ubdstwa relatywnego, ale powigkszyl si¢ obszar ubostwa
absolutnego. Powiekszyla si¢ luka dochodu najbiedniejszych oraz powigkszyla sig¢ nieréwnosé
wsrod warstwy Sredniej 1 zmalata wéréd ubogich.

Dla Nowego Sacza obszar ubdstwa nie zmienit si¢ — mimo swej wielkosci. Zmalata luka
dochodu reprezentacyjnego warstwy $redniej oraz wzrosta nierownosé w warstwie sredniej.

Dla Opola obszar ubostwa zmalal. Wzrosta luka dochodu reprezentacyjnego warstwy
$redniej i ubogich. Wzrosla tez nierdwnosé wsrod warstwy $redniej.
 Dla Przemysla wzrést obszar ubdstwa relatywnego i absolutego. Wzrosla luka dochodu
reprezentacyjnego i wzrosla tez nierownos¢ wsrod warstwy sredniej.

Dla Walbrzycha obszar ubostwa absolutnego i relatywnego powigkszyl sie. Nieznacznie
powiekszyla si¢ luka dochodu reprezentacyjnego i powigkszyla si¢ nierownos¢ w warstwie
$rednie;.

Dla Wroctawia obszar ubdstwa absolutnego i relatywnego powiekszyl sie. Nieznacznie
wzrosta tez luka dochodu reprezentacyjnego ubogich i warstwy sredniej. Wzrosta takze
niero0wnos$¢ ekonomiczna wsrod warstwy sredniej 1 nieznacznie zmalata wsrod ubogich.

We wrzesniu 1997 r. w wybranych wojewoddztwach kolejnosé pod wzgledem obszaru
ubdstwa (od najmniejszego) byla nastgpujaca:

Dla ubostwa relatywnego: Warszawa, Katowice, Krakow, Legnica, Opole, Wroctaw,
Watbrzych, Przemysl, Ciechanow, Nowy Sacz.

Dla ubéstwa absolutnego: Warszawa, Katowice, Opole, Legnica, Krakow—Walbrzych,
Wroclaw, Nowy Sacz, Przemysl, Ciechanow.

We wrzesni 1995 r. kolejnos¢ byla nastepujaca:

Dla ubdstwa relatywnego: Katowice, Warszawa, Legpnica, Krakow, Wroctaw, Opole,
Walbrzych, Przemysl, Nowy Sacz, Ciechanow.
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Dla ubdstwa absolutnego: Katowice, Krakow-Opole, Warszawa, Legnica, Wroclaw,
Walbrzych, Przemysl, Ciechanow, Nowy Sacz.

Z tabel 7.5-11 7.6-1 poréwnamy zjawisko ubdstwa w wybranych dzialach gospodarki we
wrzesniu 1994 1 wrzesniu 1995 r.

Dla gomictwa obszar relatywnego 1 absolutnego ubostwa pomniejszyt si¢. Luka dochodu
reprezentacyjnego tez si¢ pomniejszyta. Nierownosc wsrod warstwy sredniej powigkszyta sig, a
wsrod ubogich pomniejszyla sig.

Dla edukacji obszar ubostwa absolutnego 1 relatywnego pomniejszyt si¢. Luka dochodu
reprezentacyjnego tez zmalata. Nierownos¢ ekonomiczna wsrod warstwy Sredniej wzrosla, a
wsrod ubogich zmalata.

Dla ochrony zdrowia obszar ubodstwa absolutnego 1 relatywnego, podobnie jak dla
edukacji, pomniejszy? si¢. Luka dochodu reprezentacyjnego tez zmalata.

Dla rolnictwa obszar ubdstwa absolutnego 1 relatywnego pomniejszyt sie. Luka dochodu
reprezentacyjnego tez si¢ pomniejszyta. Nierownos¢ wsrod warstwy sredniej powigkszyla sie, a
wsrod ubogich pomniejszyla sig.

We wrzesniu 1994 r. kolejnos¢ byla nastepujaca (od najmniejszego):

Dla ubostwa absolutnego: gomictwo, transport, edukacja, ochrona zdrowia, administracja,
dzialalnosé produkcyjna, budownictwo, rolnictwo, handel i hotele.

Dla ubostwa relatywnego: goémictwo, administracja, transport, dziatalnos¢ produkcyjna,
budownictwo, edukacja, handel, rolnictwo, hotele, ochrona zdrowia.

5.2. Analiza ub6stwa i nieréwnosci ekonomicznych

Rysunki 7.4 do 7.35 przedstawiaja krzywe Lorenza 1 uogolnione krzywe Lorenza dla
Polski oraz wybranych wojewodztw i1 dziatlow gospodarki narodowej naszego kraju.

Na rys. 7.4 mozna zauwazyC tendencje do zmmniejszania ubdostwa w Polsce (skosnosc
w kierunku (0, 0) maleje) i zmniejszanie sfery najbogatszych (skosno$¢ w kierunku (1, 1)
rosnie). Druga tendencja wedlug hipotezy Kuzmetsa prognozuje zastdj gospodarczy, a co za
tym idzie zubozenie spoleczenstwa.

Na rysunkach 7.5 a i b mozna zauwazy¢ powigkszanie si¢ nierownosci ekonomicznych
w sektorze prywatnym 1 zmniejszanie nierownosci w sektorze publicznym. Z nastgpnych ry-
sunkow (c, d, e, f) wynika zmniejszanie si¢ nierdwnosci ekonomicznych w gomictwie 1 po-
wigkszanie nierownosci w dziatalnosci produkcyjnej. W handlu i budownictwie sytuacja wyna-
grodzen pod wzgledem nieréwnosci wyglada na ustabilizowana. W nast¢pne) serii wykresow
(g-1) mozna zauwazy¢ powigkszanie si¢ nierownosci ekonomicznych w hotelarstwie 1 rolnic-
twie (spowodowanych prywatyzacja). Z wykreséw 7.6 widaé, ze w sektorze publicznym pod
wzgledem nier6wnosci ekonomicznych jest tendencja stala z wyjatkiem gomictwa, gdzie jest
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tendencja malejaca. W sektorze publicznym dla administracji, edukacji 1 ochrony zdrowia pod
wzgledem nierownosci ekonomicznych sytuacja jest stala, a w rolnictwie powieksza sie.
Rys. 7.7 opisuje sytuacje w sektorze prywatnym dzialow gospodarki. Powigkszenie nierowno-
sci wystepuje w hotelarstwie, edukacji i w ochronie zdrowia. Rys. 7.8 przedstawia sytuacje do-
brobytows Polski. Od 1992 r. do marca 1994 r. dobrobyt w Polsce malal, a nastepnie powoli
wzrastal. Rys. 7.9 przedstawia sytuacje dobrobytu dla dzialéw gospodarki ogolem (sektor pu-
bliczny i panstwowy) w czasie (marzec 1994, wrzesien 1994 1 wrzesien 1995), W budownic-
twie, hotelarstwie, transporcie, edukacji, ochronie zdrowia 1 w rolnictwie byl wzrost, a w po-
zostatych dzalach (gomictwo, produkcja, handel, administracja) sytuacja byla stala. Z nastep-
nego rysunku mozemy dowiedze¢ si¢ o sytuacji w sektorze publicznym. Wzrost dobrobytu
byt w handlu i w stuzbie zdrowia, maly spadek w gomictwie i stala sytuacja w edukacji (przy
wzroscie w edukacji prywatnej). Sektor prywatny jest opisany na rys. 7.11. Mozna zaobserwo-
wac wzrost dobrobytu w budownictwie, administracji 1 w edukacji. Spadek w handlu, hotelar-
stwie i w ochronie zdrowia. Rys. 7.13 przedstawia porownania pod wzgledem nierdownosci
ekonomicznych dla roznych galezi gospodarki ogotem we wrzesniu 1995 r., a rys. 7.14 w sek-
torze publicznym i1 w sektorze prywatnym rys. 7.15. Z rys. 7.16 1 7.21 mozemy porownaé
nierownosci ekonomiczne dla roznych wojewodztw we wrzesniu 1995 r. Rys. 7.17 pokazuje
sytuacj¢ dobrobytowa we wrzesniu 1995 r. w Polsce. Dobrobyt sektora publicznego jest
wigkszy niz dobrobyt sektora prywatnego. Rys. 7.18 daje mozliwo$¢ poréwnania sytuacji
dobrobytu dla rézmych galezi gospodarki ogétem, rys. 7.19 w sektorze publicznym i rys. 7.20
w sektorze prywatnym. Pozostale wykresy (rys. 7.22 do 7.37) pozwalaja na poréwnania
dziatéw gospodarki Polski w sektorze publicznym 1 prywatnym we wrzesniu i w marcu 1994 r.

5.3. Ubodstwo w Polsce powigzane z polityka podatkowg

Zalézmy, ze wektor dochodéw x =(x; ... x,) jest realizacja zmiennej losowej X o roz-
kladzie F(X), i jest uporzadkowany niemalejaco; z jest zadang linig ubostwa. Wtedy F{(z) jest

procentem ubogich (H).
Jesli u jest érednim dochodem calej populacji i z* jest $rednim dochodem ubogich, to

indeks ubostwa moze by¢ postaci:

P=F(z)"_y_“ ; (1)

gdzie P jest interpretowane jako procent catego dochodu jaki musi by¢ transferowany do ubo-

gich, aby kazdy z nich mial dochod rowny z.
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Nastepnie jezeli podzielimy populacj¢ na & rozdzielnych podgrup, to oznaczajac
— H; jako $redni dochdd i-tej podgrupy,

— J; jako proporcj¢ i-tej podgrupy do catej populacj,

— F;(z) jako proporcje ubogich w i-tej podgrupie,

— 4} jako éredni dochéd ubogich w i-tej podgrupie,

mamy
k
F(2)=2 F(2)-f; (2)
i=l
i
H F(7)ZF( i f; - (3)
Podstawiajac (2) 1 (3) do (1) otrzymamy
Zu,f £, )
1 1
gdzie P, = Fi(z) ITH jest indeksem ubdstwa i-tej podgrupy.

i
Ubostwo jest maksymalne, jezeli wszyscy ubodzy maja zerowe dochody, w tym przypad-
ku x* = 0. Zatem goma granica dla indeksu ubdstwa powinna wynosi¢ F(z)-z/u. Jesli G” jest
indeksem Ginii nieréwnosci wsrod ubogich, to indeks ubdstwa powinien speliaé nastepujace

warunki:

. _ F(z)(z—,u*)
G =0, P=—————
y7]
s _F(z2)-z
2)PS—# (5)
c?P

Dowolny indeks ubostwa speliajacy powyzsze warunki powinien tez spelmiaé aksjomaty
monotonicznosci 1 transferu. Klasa indekséw ubdstwa spehiajaca te warunki moze by¢ zapisa-

Py =2z wg(c7)) ©

na w postaci:

gdzie g(G*) jest monotoniczng funkcja G™, taka ze
0<g(G*)<1, (7)

g(G*) =1jedli G* =0, (8)
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g(G™)<o. )
Najprostszym przykladem funkcji g spelniajgcym te trzy warunki jest
g(G*)=1-6",
ktora podstawiajac do (6) mamy
F (z)[ * * J
P = z—pu (1-G}|. 10
1=, M ( ) (10)

Wspolczynnik elastycznosci indeksu P ze wzgledu na G™ jest postaci:
_G* R _ 4G
A 66" (z-y*)+uG"

m

‘ktory jest oczywiscie mniejszy od jednosci. Zatem jesh indeks Giniego wsrod ubogich zreduku-
jemy o 1%, to indeks ubostwa zredukuje sie¢ o mniej niz 1%. Elastyczmos¢ daje nam informa-
cje, jaki wplyw na indeks ubdstwa ma indeks nierownosci wsérdd ubogich.

Altermatywny indeks ubostwa otrzymamy biorac

«\ 1
g(G )_1+G*’
1 wtedy
poFO. |
u 1+G”
G"r 5P2 _ IU*G*

7= Py 5G* (l+G*)(z—,u* +zG*),

ktory jest takze mniejszy od 1.
Porownujac elastycznosci zauwazamy, ze 77, < 7, co pokazuje, ze indeks ubdstwa B jest
bardziej czuly na zmiany w nieréwnosci wéréd ubogich niz indeks £ .
Funkcja poziomu dobrobytu spotecznego dla ubogich moze by¢ zapisana w postaci
W= F(z),u*(l— G*).

Gdy P jest procentem dochodu transferowanego od bogatych do ubogich (tak by zlikwi-
dowac ubdstwo), to dochod wszystkich ubogich wzrasta do z, i zatem funkcja dobrobytu ubo-
gich po transferze ma postac

W*=F(z)-z.
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Maksymalny dobrobyt calej populacji jest rowny 2. Zatem indeks ubdstwa P} jest rowny
zyskowi w dobrobycie ubogich (uzyskarego przez transfer od bogatych) w stosunku do
maksymalnego dobrobytu catej populacji.

Gdy funkcja dobrobytu bedze postaci

G
1+G*
wtedy otrzymamy taka samg interpretacj¢ ,,dobrobytows” dla indeksu P, jak dla indeksu F;.

Zalozmy, ze pewna rodzina ma dochdd na glowe¢ powyzej linii ubdstwa z, i jest ona
opodatkowana na ustalony procent . Po potraceniu podatku dochdd jej spadl ponizej linii
ubostwa. Rodzina ta otrzymala zasilek o ustalonej stopie S procent dochodu ponizej z. Zatem
dochdd rozporzadzalny rodziny, o dochodzie przed opodatkowaniem x jest rowny

d(x)=fpz+(1-p)x (11)
ze $rednim rozporzadzalnym dochodem
Mg =Pr+(1=-Pu. (12)
Zauwazmy, ze

d'(x)>0dla0<f<l.
Sredni rozporzadzalny dochéd rodzin ponizej linii ubostwa jest réwny

« _ 1
HTFG)

d(x)f(x)dx,

Ot

ktory z (11) mozna zapisa¢ w postaci
wa=u"+pz-p’) (13)

Poniewaz z > y*, réwniez to implikuje, ze po opodatkowaniu éredni dochéd rodzin ubo-
gich wzrosnie (przy zalozeniu, ze podatek przezmaczony dla ubogich dotrze do ubogich).
Teraz pokazemy, ze krzywa Lorenza dla calej populacji po opodatkowaniu ,,podniesie si¢ do

gory”, czyli zblizy si¢ do rozktadu rownomiemego (czego nalezalo oczekiwac).
Jesli przez Fl[d(x)] oznaczymy procent rozporzadzalnych dochodéw rodzin majacych

przed opodatkowaniem doch6d mniejszy badz rowny x, to
-z
F[d(x)]= F(x) +'i—d[F(x) - Fy(x)). (14)

Poniewaz krzywa Lorenza jest wypukla, F(x)> Fj(x), to rozklad dochodow rozporza-

dzalnych d(x), jest wigkszy w sensie Lorenza od rozktadu dochodow x. Wspoétczynnik Giniego
rozktadu dochodéw rozporzadzalnych wsrod ubogich jest dany przez
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z

2 F[d(x))f (x)dx
G*=1--2L
F(2)F[d(2)]
Poniewaz Fi[d(z)]= 4. 14
G* = M)*ﬁ*_@ (15)
iy

Podstawiajac (12), (13) i (15) do (10) z u, " i G™ zastapionych przez uy, uy i G*
odpowiednio, mamy indeks ubdostwa po opodatkowaniu

ﬁl :_(l,u__dﬂ)F(:)[:_#*(l —G*)}.

Zatem procentowa zmiana w indeksie ubdstwa wynosi

~

A-R___ B:
A Bz+(1-Pu’

To rownanie jest funkcja dwoch parametrow i 10

W powyzszym planie stopa podatku byla rowna stopie zasitku, co nie gwarantowalo, ze
suma dochodow po opodatkowaniu jest rowna sumie dochodéw przed opodatkowaniem. Jest
to efekt nieczystej redystrybucji. Aby calkowity doch6d byl staly, stopa podatku musi byé inna
od stopy zasitku. Zalézmy, ze stopa zasitku jest A, a J jest stopa podatku, wtedy rozporza-
dzalny dochoéd rodziny o dochodze przed opodatkowaniem x jest rowny

d(x)=x+A(z-x), gdy x<z,
d(x)=x-p(x-z), gdy x>z,

gdzie 1 A spelniaja rOwnanie

>

P jak w (1). Zauwazmy, ze ta relacja byla opisana przy zalozeniu, ze $redni dochdd calej
populacji przed opodatkowaniem jest rowny $redniemu dochodowi populacji po opodatko-
waniu (tzn. ze g = puy). Jesli A =1, to ubostwo zostaloby zupemie wyeliminowane. Réwnanie
(16) pokazuje, ze jesli A =1, f bedzie mniejsze od jednosci tylko wtedy, gdy z < u. Zatem
koniecznym warunkiem dla zlikwidowania ubdstwa poprzez mig¢dzyosobowy redystrybucije
jest to, aby poziom ubdstwa byl mniejszy niz sredni dochdd populacji. Ponadto mamy relacje
pomiedzy indeksami ubostwa przed i po opodatkowaniu:
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B =(1-1)A. (17)
Zatem
_AR-A
A= B
Czyli 100 A jest rowna procentowej zmianie ubdstwa (okreslonej indeksem P;) spowodowanej

planem transferéw dochodow.
Dla Polski w roku 1997, P=0,046, u =1046 zl, i z=485 zl (linia ubostwa absolutnego).

Z (16) stosunek stopy podatkowej do stopy zasitku jest rowny 0,046/[1—(485/1046) +0,046]=
=0,094, co oznacza, ze 9,4% stopy podatkowej wystarczy do eliminacji ubdstwa absolutnego
w Polsce. Zeby zredukowa¢ indeks ubdstwa tylko o 50%, korzystajac z rownania (17), w kto-
rym A=0.5, otrzymamy $=0,047. To ozmacza, ze 4,7% stopy podatkowej powinno zreduko-
wac ubostwo absolutne w Polsce 0 50%.



6. ZAKONCZENIE

Glowne zagadnienie ninijszej pracy dotyczy analizy ubdstwa 1 préby pomiaru tego zjawi-
ska w Polsce. Koniecznym warunkiem pomiaru na zadanym zbiorze obiektow jest znajomosc
relacji porzadku w tym zbiorze. W wielu przypadkach trudno jest poréwnac osoby lub rodziny
pod wzgledem ubostwa czy dobrobytu, zatem mozliwos¢ pomiaru zwiazana jest z pewna arbi-
tralnoscia ze strony mierzacego. Dla ubodstwa absolutnego (osob ponizej absolutnej linii ubo-
stwa) nie ma roznicy pomi¢dzy dochodem a wynagrodzeniem, wigc wybranie wynagrodzenia
jako czynnika preferencji wydaje si¢ by¢ dobrym rozwiazaniem. Autor jest $wiadom, ze wybor
ten jest daleki od doskonatosci, ale jest to rozwiazanie praktyczne z powodu dost¢gpu do infor-
macji.

Punktem wyjscia dla analizy jest rozklad dochodoéw badanej populacji. Wszystkie wartosci
sq zaczerpnigte z oficjalnych danych GUS-u.

Z przeprowadzonych obliczen mozna zaobserwowac $cisly zaleznos¢ pomiedzy wielko-
$ciami miernikOw ubostwa a uogolnionymi krzywymi Lorenza. Okazuje sig, ze ,,porzadek do-
brobytowy” indukowany na zbiorze populacji za pomoca uogélnionych krzywych Lorenza jest
»odwrotny” do porzadku indukowanego za pomoca indeksow ubdstwa. Porownujac rysunki
7.1,7.2,7.3,17.8 mozna zauwazy¢ t¢ zgodnos¢ dla ubostwa relatywnego dla wszystkich bada-
nych indeksow. Niezgodnos¢ wystepuje tylko w przypadku ubdstwa absolutnego we wrzesniu
1993 r. Z danych GUS-u wynika, ze wtedy nie bylo w Polsce ubdstwa absolutnego. Autor
podejrzewa, ze w tym okresie dane GUS-u zostaly obcigte.

Z hipotezy Kuznetsa mozna probowac prognozowaé wzrost gospodarczy (a co za tym
idzie mozliwosc zmniejszania ubdstwa) i wzrost ubdstwa. Hipoteza Kuznetsa nie sprawdza si¢
jednak dla sektorow publicznych panstwa, poniewaz wysokosci wynagrodzen nie zaleza od
wypracowanego dochodu. Poza tym dochod ten jest czgsto niemierzalny (na przyklad w edu-
kacji i stuzbie zdrowia). Dlatego zastosowano ja dla Polski ogolem. Analizujac rysunek 7.4 ilu-
strujacy krzywe Lorenza dla Polski w réznych latach mozna zauwazy¢, ze funkcja nachylenia
krzywej Lorenza w kierunku (1, 1) jest malejaca. Hipoteza ta dowodz, ze wzrost polskiej
gospodarki jest hamowany (przy wzroscie ogolnego dobrobytu), co daje mate szanse na popra-
we sytuacji ubogich. Niestety funkcja nachylenia krzywej Lorenza w kierunku (0, 0) jest funk-
cja rosnaca, co Swiadczy o relatywnym poglebianiu si¢ ubdstwa absolutnego. Uzyskane wyniki
s3 zgodne z wykresami wielkosci ubdstwa absolutnego dla indeksu ciaglego, dla indeksu
Blackorby’ego-Donaldsona (dla » = 0,5 i » = 0,33), oraz dla frakcji ubogich absolutnie.
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Whioski z tej pracy sa niestety smutne. Roznica pomigdzy warstwa bogatych 1 biednych
relatywnie si¢ powigksza, a potencjal ubogich naszego kraju jest wciagz niezauwazany przez
Panstwo.Instytucje spoleczne maja za male mozliwosci na konkretng pomoc w sferze ubostwa.
Warstwa bogata na ktorej lezy odpowiedzialnos¢ za rozwoj gospodarczy 1 tym samym za
powstawanie nowych miejsc pracy niestety bardzej zainteresowana jest konsumpcjq niz
produkcja. Rozwazajac przykra rzeczywisto$¢ naszego kraju warto przypomnie¢ zdanie
Joshuy Hechela ,niektorzy sa winni, wszyscy sa odpowiedzialni”.



6. ANEKS

W analizie podane sa wartosci mmdeksow ubostwa, indeksow nierownosci, wykresy
krzywych Lorenza oraz wykresy uogolnionych krzywych Lorenza. W celu latwiejszego
czytania przedstawonych tabel, nizej wymienia si¢ wszystkie zawarte w tych tabelach indeksy
ze wskazaniem stron pracy, gdzie sa omowione.

Uzyte s3 nastgpujace symbole:

— Z1 - linia ubéstwa wzglednego (s. 53-54),

— 72 — linia ubostwa subiektywnego (s. 54-58),

— Z3 - linia ubdstwa absolutnego (minimum socjalne) (s. 62-64),
- Ypér — $redni dochdd ubogich,

n

— stosunek Iuk dochodéw /=" (z-x;)/= (s. 72-73),
i=1

— PggT — indeks Fostera, Greera 1 Thorbecke

Prcr =13 8)" (wat 51y, 5. 87
FGT = 20| | (wzér (51), 5. 87),

=1\~
gdze g; = z-x;, a— parametr zalezny od awersji populacji do ubdstwa,
— P, — indeks Sena

P, = H[I +(1-1)G] (wzor (3), s. 73),

gdzie H — procent ubogich, G — wspolczynnik Giniego,
— Pgp — indeks Blackorby'ego i Donaldsona

L
PBD=:"—1(' 3 ](wzér(32), s. 82),

gdzie £P jest to jednakowy dochod wszystkich ubogich, przy czym taki, ze dobrobyt
spoleczny jest taki sam, jak przy roznych dochodach.

Ciagly indeks ubdstwa:
- P —lf 27X (wzor (85), s. 107)
37 S\ x;+2 T '

Indeks Kai-Yuen Tsuna (wzor (11), s. 114)
1, (1<
~-I,= Eln[;;exp[c(p - x,-)]:l, c>0,

gdze u— sredni dochédd populacii,
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¢ — parametr zalezny od awersji populacji do nieréwnosci.

Indeks Pietra

- S= sup (p-L(p)) (wzor (2),s. 112).
p€0,1]

Indeks Atkmsona (wzor (8), s. 113)

L 1/(1-e)
el
1-=—— , , e>0,e#1,
- A4, = H
n
[1(x)
1-=L e=1,
7,
gdzie e — parametr zalezny od stopnia awersji do nierdOwnosci.
Entropia
~G= | (wzér (11), s. 74 lub (12), 5. 75),
2m? Hi=1 j=
gdzie u — sredni dochod uboglch.
Ciagly indeks nierownosci

2
—I(x)= lz(x ﬂ:) (wzér (19), s. 115)

gdzie u — sredni dochod populacji.

— Krzywa Lorenza L(x) (s. 109-110).

— Uogo6lniona krzywa Lorenza GL(x)= ul(x) (wzor (34), s. 120),
gdzie u — sredni dochod populacji.
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Ubdstwo w Polsce we wrzesniu 1992 roku
okresione wedtug indeksow ubdstwa

oraz indeksow nieréwnosci ekonomicznej
(21 - linia ubéstwa wzglednego, 22 - linia ubostwa subiektywnego,

Z3 - linia ubostwa absolutnego)

Z1 zZ2 Z3
270 197 152 Ogétem
Procent ubogich Z1 44,6%
Z2 13,0%
Z3 3.4%
YpSr ¥4 200,63
22 150,31
Z3 117,65
Stosunek luk dochodow Z1 0,2569
z2 0,2370
Z3 0,2260
a
Peor Z1 1,00 0,0970
22 1,00 0,0227
Z3 1,00 0,0035
Z1 0,50 0,1954
z2 0,50 0,0525
Z3 0,50 0,0106
Z1 0,33 0,2544
Z2 033 0,0709
Z3 033 0,0157
Ps Z1 0,0289
22 0.0105
Z3 0,0032
r
Pep Z1 033 0,1423
22 033 0,0452
Z3 033 0,0170
Z1 0.50 0,1388
Z2 0,50 0,0427
Z3 0.50 0,0151
Z1 067 0,1361
Z2 067 0,0410
Z3 0,67 0,0137
Ciagly indeks ubdstwa 21 0,1536
22 0,0793
Z3 0.0406
|Dochody srednie 308,75
c
Indeks Kai-Yuen Tsuna 0,01 0,0500
(Absolutny) 1 5.4419
2 6,7382
|indeks Pietra 0,1700
e
Indeks Atkinsona 0,50 0,0464
1,00 0,9883
2,00 0,1662
0 0.8057
| Entropia 3,094439983
lindeks Giniego 0,2395
|Ciagly indeks nierownosci 0,9234

Tabela 7.1
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Tabela 7.2

Ubéstwo w Polsce we wrzeéniu 1993 roku
okre$lone wedtug indeksow ubéstwa

oraz indeksow nieréwnosci ekonomicznej
(21 - linia ubostwa wzglednego, Z2 - linia ubéstwa subiektywnego,
23 - linia ubdstwa absolutnego)

z1 22 z3
380 296 4 168 Ogoétem
Procent ubogich Z1 56,7%
22 28,0%
Z3 0,0%
Y sr 1 272,36
Z2 214,43
Z3 -
Stosunek luk dochodow Z1 0,2833
Z2 02766
Z3 1,0000
. a
Per 21 1,00 0,1903
Z2 1,00 0,0572
Z3 1,00 -
Z1 0.50 0,3071
Z2 0.50 0,1209
Z3 0.50 -
Z1 0,33 03722
zZ2 0,33 0,1590
Z3 0,33 -
Ps Z1 0,0368
z2 00157
Z3 -
r
Pgo z1 0,33 0,2289
Z2 033 0.1354
Z3 0,33 -
Z1 0,50 02113
z2 0,50 0,1208
Z3 0.50 -
Z1 0,67 0,1992
22 0,67 0,1105
Z3 067 -
Ciagty indeks ubostwa 21 0,2129
Z2 0,1169
Z3 -
|Dochody $rednie 398,63
c
Indeks Kai-Yuen Tsuna 0,01 0,0854
(Absolutny) 1 8,5444
2 10,4103
|indeks Pietra 0,1806
e
Indeks Atkinsona 0,50 0,0553
1,00 09872
2,00 02147
o 0,7742
|Entropia 3,26610446
|indeks Giniego 0,2572
|Ciqgly indeks nierownosci 0,9224
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Ubdéstwo i nieréwnos$ci ekonomiczne w Polsce

w marcu 1994 roku wraz z bezrobotnymi
(Z1 - linia ubostwa wzglednego, Z2 - linia ubostwa subiektywnego,
23 - linia ubodstwa absolutnego)

21 22 zZ3
5760 3231 2719 Ogblem
Procent ubogich y4) 78.2%
Z2 36.5%
Z3 28,5%
YoSr Z1 2878,76
22 152528
Z3 116857
Stosunek luk dochodow p4) 0,5002
22 0,5279
23 05702
a
Prer Z1 1,00 0,3599
Z2 1,00 0,1623
Z3 1,00 0,1324
21 0,50 0,5067
Z2 0,50 0,2240
Z3 0,50 0,1752
Z1 033 0,5805
Z2 0,33 0,2587
Z3 0,33 0,2007
Ps Z1 0.0674
Z2 0,0325
Z3 0,0251
r
Pep Z1 033 05498
Z2 0,33 03121
Z3 0.33 0,2615
Z1 0,50 0,5001
22 - 050 0,2831
Z3 0,50 0,2425
21 0,67 0,4658
Z2 " 0,67 0,2583
Z3 0,67 0,2234
Ciagly indeks ubéstwa 21 0,3387
22 0.1358
Z3 0,1032
[Dochody srednie 3965,388
c
Indeks Kai-Yuen Tsuna 0,01 0,4750
(Absolutny) 1 28,3586
15 29,4783
e
Indeks Atkinsona 0,50 0,1530
1.00 09754
2,00 0,8969
© 1,0000
|Entropia 2,992799044
[iIndeks Glniego 0,8336
|Ciagly indeks nieréwnosci 0,8458
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Tabela 7.8
Ubéstwo w Polsce we wrzesniu 1996 roku
okreslone wedtug indekséw ubdstwa

oraz indeksow nieré6wnosci ekonomicznej
(21 - linia ubéstwa wzglednego, Z3 - linia ubéstwa absolutnego)

21 Z3

873 407 Ogétem
Procent ubogich Z1 58,7%
Z3 4,5%

Yosér Z1 592,62

Z3 190,00

Stosunek luk dochodoéw z1 0,3212

Z3 0,5332

a

Prer 21 1,00 0,1663

Z3 1,00 0,0030

Z1 0,50 0,2945

Z3 0,50 0,0116

Z1 0,33 0,3659

Z3 0,33 0,0184

Ps 21 0,0474

Z3 0,0002

r

Pso Z1 0,33 0,2620

Z3 0,33 0,0449

Z1 0,50 0,2415

Z3 0,50 0,0449

21 0,67 0,2277

23 0,67 0,0449

Ciagty indeks ubdéstwa Z1 0,3494

Z3 0.0274
[Dochody srednie 901,86
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Ubd6stwo w Polsce (1992-1997) jako procent ubogich (rys. 7.1a 1 7.1b)

Rys. 7.1a

Rys. 7.1b

Z1 - Linia ubéstwa wzglednego
Z3 - Linia ubéstwa absolutnego



Ubdéstwo w Polsce (cd.), okreslone wedtug indeksu ciggtego
(rys. 7.2a 1 7.2b)

Rys. 7.2a

Rys. 7.2b

Z1 - Linia ubdéstwa wzglednego
Z3 - Linia uboéstwa absolutnego



Ubdostwo w Polsce (cd.), okreslone wedtug indeksu
Blackorby’ego-Donaldsona

Rys. 7.3a
FBD, r=1/3, Z3
0,00 A
1993 1993 1994 1994 1995 1995 1996 1996
Lata
Rys. 7.3b

Rys. 7.3c



Ubdstwo w Polsce (cd.), okreSlone wedtug indeksu
Blackorby’ego-Donaldsona

1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998
Lata
Rys. 7.3d
Rys. 7.3e
PBD, r=2/3, Z3
0,00
1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998
Laita

Rys. 7.3f



0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

09.92; Ogotem--------- 09.93; Ogotem-—---—---- 03.94; Ogotem
09.94; Ogotem--------- 09.95; Ogobtem
Rys. 7.4

Krzywe Lorenza dla Polski w latach 1992-1995

0,9



rrrrrrrr 03 94, Ogétem D: $¢ p i 09 94; Ogdlem D:
777777 09 95. Ogélem Dziatalnos¢ produkcyjna

--03 94; Ogétem Budéw nictw 0 ----—--- 09 94, Ogétem Budownictwo
--09 95; Ogétem Budéw nictwo

Rys. 7.5

Krzywe Lorenza dla dziatéw gospodarki w 03.94, 09.94 i 09.95
ogotem



~-03 94, Ogdlem Transport, gospodarka magazynowa itacznos¢

~-09 94. Ogélem Transport, gospodarka magazynow a ltacznos¢

———-03.94, Ogblem Hotele i restauracje——— 09 94, Oglem Hotele i restauracje

--09.95. Ogélem Transport, gospodarka magazynow a i kacznos¢

—  0995. Ogélem: Hotele irestauracje

0.10 0.20 0,30 0.40 0.50 0.60 0,70 0,80 0,90 1,00

rrrrrr 0394, Ogélem Administracja publiczna i obrona narodowa, gwarantow a ia praw nie opieka
socjalna

———-09.94, Ogdlem Administracja publiczna i obrona narodowa, gwarantowana praw me opieka
socjalna

09 95, Ogélem Administracja publiczna i obrona narédow a. gw arantowa la praw me opieka
socjalna

03 94. Ogotem Ochrona zdrow la i opieka socialna m 0394, Ogotem Roimctw o, fowiectw o i fleSmctw o
09 94, Ogétem Rolnictw o. low iectw o i fe$mctw o

0994, Ogélem Ochrona zdréw ia i opieka socjalna
0995, Ogélem Ochrona zdréw la i opieka socjalna ————-09.95, Ogélem Rolnictw o. low iectw o I leSmctw o

Rys. 7.5

Krzywe Lorenza dla dziatéw gospodarki
w 03.94, 09.94 i 09.95 ogdtem (c.d.)



777777 0394, Sektor pubkezny Handel--

77777 09 95. Sektor pobiezny Handel

77777 0394 Settor publiczny Hotele irestauracje

—-09 95, Sektor publiczny Hotele i restauracje

-03 94, SeMor publiczny Gomictwo i kopalnictw o
-09 94, Sektor publiczny: Gomictw o i kopalnictw o
~-09 95, Sektor publiczny Gérmictwo i kopalnictw o

---09 94, Sektor publiczny Handel

09 94, Sektor publiczny Hotele i restauracje

Rys. 7.6

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0,60 0.70 0,80 0.90

--03 94, Sektor publiczny Dziatalnos¢ produkcyjna
09 94, Sektor publiczny Dziatalnos¢ produkcyjna
77777 09 95, Sektor publiczny Dziaalnos¢ produkcyjna

0394, Sektor publiczny Transport, gospodarka magazynowa itacznos¢
09 94. Sektor publiczny Transport, gospodarka magazynowa itacznos¢

09 95. Sektor publiczny Transport, gospodarka magazynowa itacznos¢



0,10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0,90 100

-03 94, Sektor publiczny Admmstracja publiczna i obrona narodowa, gwarantowana praw me
opieka socjalna

-09.94; Sektor publiczny Admmstracja publiczna i obrona narodowa, gwarantowana praw me
opieka socjalna

-09.95. Sektor publiczny Admmstracja publiczna i obrona narodow a, gw arantow aria praw me
opieka socjalna

0.50

0.40

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 ofio 0.70 0.80 0.90 1,00

777777 03.94. Sektor publiczny Ochrona zdrowia i opieka socjalna
—  09.94, Sektor publiczny Ochrona zdréwia i opieka socjalna

77777 09 95. Sektor publiczny Ochrona zdrowia i opieka socjalna

Rys.

7.6

03 94. Sektor publiczny Edukacja
09 95, Sektor pubhczny Edukacja

09 94, Sektor publiczny Edukacja



~-——-03 94, Sektor pryw.
--09 94. Sektor pryw

———-09.95. Sektor pryw

————-03.94; Sektor prywatny Hotele i restauracje—

--09 95. Sektor prywatny Hotele i restauracje

atny Gormetw o i kopalnictw o
atny G6rmetw o i kopalnictw o

atny G6rmetw o i kopalmetw o

77777 09.94; Sektor pryw atny Handel

- 0994. Sektor prywatny Hotele i restauracje

Rys. 7.7

010 020 030 040 050 060 070 080 0.0
77777 03 94. Sektor pryw atny Dziatalnos¢ produkcyina
rrrrrr 09 94. Sektor prywatny Dziatalnosé produkcyjna
77777 0995. Sektor prywafriy Dziatalnos¢ produkcyjna

0394. Sektor prywatny Budownictwo——— 09 94, Sektor prywatny Budownictwo

1.00

0.10 0.20 0.30 0.40 0,50 0.60 0.70 0.80 0,90 1.00

77777 0394, Sektor prywatny Transport, gospodarka magazyn6w a i facznos¢

-09 94, Sektor prywatny: Transport, gospodarka magazynow atacznosé

-09 95. Sektor prywatny Transport, gospodarka magazynow a i tacznos¢



0.10 0.20 0,30 0,40 0,50 0.60 0,70 0,80 0,90 1,00

777777 0394. SeMor prywatny Administracja publiczna i obrona narodéw a, gw arantow ana praw nie
opieka socjalna

-09 94. Sektor pryw atny Administracja publiczna i obrona narodéw a. gw arantow ana praw nie
opieka socjalna

-09.95; Sektor pryw atny Administracja publiczna i obrona narodéw a, gw arantow ana praw nie
opieka socjalna

77777 03 94, Sektor prywatny Ochrona zdr6w la i opieka socjalna

09 94, Sektor prywatny Ochrona zdréw iai opieka socjalna

09 95. Sektor pryw atny Ochrona zdréw tai opieka socjalna

Rys. 7.7



09.92; Ogoétem-—--—--- 09.93; Ogotem---------- 03.94; Ogodlem
09.94; Ogoétem-—--—--- 09.95; Ogotem

Rys. 7.8
Uogodlnione krzywe Lorenza dla Polski w latach 1992-1995



-0394. Ogdlem sektor publiczny--
-09 95. Ogdlem sektor publiczny

-09 94, Ogélem sektor publiczny

rrrrrr 03 94. Ogélem: Gérmetw o | kopalnictw o —
77777 09 95. Ogélem: Gormetw o i kopalnictw o

~-09.94; Ogélem: G6rmetw o i kopalnictw o 0394, Ogétem Dzialalnos¢ produkcyjna-———09 94; Ogdlem: Dzialalnos¢ produkeyjna

~-09 95. Ogdlem Dziatalnos¢ produkcyjna

777777 03 94, Ogétem Budoéw nictw 0-——-09 94, Og6lem Budownictwo
-09 94. Ogélem Handel-——— 09 95. Ogétem Handel j - 09 95. Ogétem Budéw ructw o

—-03 94. Ogélem Handel-—

Rys. 7.9



———-03 94. Ogélem Transport, gospodarka magazynéw a i lacznos¢

77777 0394, Ogélem Hotele i restauracje——— 09 94. Ogélem Hotele i restauracje ~-09 94, Ogélem Transport, gospodarka magazynow aitacznosé

,,,,, 09 95. Ogdlem Hotele i restaurage --09 95. Ogétem Transport, gospodarka magazynow a i tacznosé

777777 0394, Ogélem Administracja publiczna i obrona narodow a; gw arantow ana praw me opieka
socjalna

7777777 09 94. Ogélem Administracja publiczna i obrona narédow a. gw arantow ana praw me opieka
socjalna

-09 95; Ogélem: Administracja publiczna i obrona narodow & gw arantow ana praw rie opieka
socjalna

-03 94, Ogélem Edukacja-———09 94, Ogélem Edukacja -——— 0995. Ogélem Edukacja |

03 94, Ogslem Ochrona zdréw la i opieka socjalna

-03 94, Ogétem  Rolnictw o.fow iectw oi fesmctw o
-09 94. Ogétem  Rolnictw o,low iectw oi feSmctw o
09 95, Ogdlem: Ochrona zdréw ia i opieka socjaina e 09 95. Ogétlem  Rolnictw o,low iectw oi feSmctw o

Rys. 7.9

09 94. Ogétem Ochrona zdréw lai opieka socjalna




03.94. SeMor publiczny Gérnictwo i kopalnictw o 03 94. SeMor publiczny Dzialalnos¢ produkeyjna

777777 0994, SeMor publiczny Gémictw o i kopalnictw o —-09 94; SeMor publiczny Dzialalnos¢ produkeyjna

09 95. SeMor publiczny Gornictwo i kopalnictw o —-09 95; SeMor publiczny Dziatalnos¢ produkeyjna

03 94. SeMor publiczny Handel—
-09 95. SeMor publiczny Handel = mm09 95. Sektor publiczny Budéw nictw o

0094, SeMor publiczny Handel e 03.94. SeMor publiczny Budownictwo-——-—09 94. SeMor publiczny Budownictwo

— 03 94; SeMor publiczny Transport, gospodarka magazynowa itacznosé

-03 94, SeMor publiczny Hotele i restauracje———09.94, SeMor publiczny Hotele i restauracje -09.94; SeMor publiczny: Transport, gospodarka magazynowa itacznosé

-09 95. SeMor publiczny Hotele i restauracje — 0995, SeMor publiczny Transport, gospodarka magazynowa itacznosé

Rys. 7.10

Uogodlnione krzywe Lorenza w dziatach gospodarki
w sektorze publicznym w 03.94, 09.94 i 09.95



-0394. Sektor publiczny Edukacja-——-—09 94. Sektor publiczny Edukacjaj

-09.95, Sektor publiczny: Edukacja.

777777 03 94. Sektor publiczny Ochrona zdréw la i opieka socjalna -——--0394. SektorpublicznyRolnictw o. low iectw o i feSmctw o

———-09 94, Sektor publiczny Ochrona zdrowia i opieka socjalna

--09 94, Sektorpubliczny:Rolnictw o, low iectw o i leSnictw o

--09 95. Sektor publiczny Ochrona zdréw la iopieka socjana e 09 95, Sektor publicznyRolnictw o, low iectw o i le$nictw o

Rys. 7.10



03 94, Sektor prywatny Dziatalnos¢ produkeyjna
-0 94, Sektor prywatny Dziatalnos¢ produkeyjna

-09 95. Sektor prywatny Dziatalnos¢ produkeyjna

—— 0394, Sektor prywatny Handel———-09 94, Sektor prywatny Handel --0394, Sektor pryw atny Budownictwo--——0994, Sektor prywatny Budownictwo

—— 0995, Sektor prywatny Handel --09 95, Sektor pryw atny Budownictwo

0394. Sektor prywatny Transport, gospodarka magazynéw a i facznos¢

09 94. Sektor prywatny Transport, gospodarka magazynw a i tacznosé

— 0995, Sektor prywatny: Transport, gospodarka magazynowa i facznos¢

Rys. 7.11

Uogdlnione krzywe Lorenza w dziatach gospodarki
w sektorze prywatnym w 03.94, 09.94 1 09.95



-03 94. Sektor prywatny Edukacja———09 94, Sektor prywatny Edukacja|

-09 95. Sektor prywatny Edukacja

777777 0394. Sektor prywatny Ochrona zdréw la i opieka soclaina ———-03 94. Sektor prywatny Rolnictwo, fowiectwo i lesnictwo
0094, Sektor prywatny Ochrona zdréwiaiopiekasocjana e 0994, Sektor prywatny Rolnictwo, fowiectwo i lenictwo
..0995; Sektor pryw atny: Ochrona zdréw ia i opieka socjalna —— 0995, Sektor prywatny Rolnictwo, lowiectwo i lesnictwo

Rys. 7.11



Rys. 7.12

Krzywe Lorenza dla Polski w 09.95 ogdlnie,
w sektorze publicznym oraz prywatnym



0.10 0.20 0,30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0,90 1.00

-09 95, Ogélem Budownictwo
-0995. Ogslem Dzialalnosé produkeyjna 09 95, Ogolem Hotele | restauracie
-0995. Ogélem Transport, gospodarka magazynéw a i lacznosé

———-09 95. Ogélem Gormetw o i kopalnictw o
———-09 95. Ogélem Handel

09 95. Ogélem Administracja publiczna i obrona narodéw a. gwarantéw ana praw me opieka socjalna
777777 09.95, Ogélem Edukacja -

--09.95, Ogdlem Administracja publiczna i obrona narédow a; gwarantowana praw me opieka socjalna

--09.95. Ogélem Ochrona zdréw la i opieka socjalna

~-09.95; Ogélem Ochrona zdréw la | opieka socjalna ———-09 95, Ogélem Rolnictw o, low iectw o I lesnictw o

Rys. 7.13

Krzywe Lorenza w 09.95 dla r6znych gatezi gospodarki ogétem



0,10 0,20 0,30 0,40 0.50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00

--09 95, Sektor publiczny Budéw ructw o
--09.95; Sektor publiczny Hotele i restauracje
—-00.95; Sektor publiczny: Transport, gospodarka magazynowa itacznosé

--09.95, Sektor publiczny Administracja publiczna i obrona narodowa, gw arantow ana praw nie opiete socjalna

0995, Sektor publiczny Administracja publiczna i obrona narodow a, gw arantow ana praw nie opieka socjalna

—— 0995, Sektor publiczny Edukacja

777777 0995, SeWor publiczny Hukacja
-09 95. Sektor publiczny Rolnictw o, low iectw o i le$nictw o

7777777 09.95; Sektor publiczny Ochrona zdrowia i opiete socjalna

Rys. 7.14



0.10 0.20 0,30 0.40 0.50 0.60 0,70 0,80 0,90 1,00

777777 09 95. Sektor pryw atny Budownictwo
777777 09 95. Sektor prywatny Hotele i restauracje

777777 09.95, Sektor pryw atny: Transport, gospodario magazynow a itacznosé

09 95. Sektor prywatny Administracja publiczna i obrona narodéw a, gw arantow ana prawnie opiek8 socjalna

-09 95. Sektor pryw atny Administracja pubticzna i obrona narod6w a; gw arantow ana praw nie opieka socjalna
09 95, Sektor pryw atny Edukacja

-09 95, Sektor pryw atny Edukacja
09 95. Sektor prywatny Ochrona zdr6w tai opieka socjalna

-09 95. Sektor pryw atny Rolnictwo, fowiectwo i lesnictwo

Rys. 7.15



Rys. 7.16

Krzywe Lorenza w 09.95 dla r6znych wojewddztw



09.95; Ogotem-------- 09.95; Ogoétem sektor publiczny--------- 09.95; Ogoétem sektor prywatny

Rys 7.17

Uogoblnione krzywe Lorenza dla Polski w 09.95 ogodlnie,
w sektorze publicznym oraz prywatnym



-09 95. Ogétem; Budéw nictwo

—09 95. Ogétem Gérmctw o i kopalnictw o - 9 95. Ogolem Dziatalno$¢ produkcyjna - 0995; Ogdlem Hotele i restauracje
09 95. Ogélem Handel - 09 95. Ogdlem Transport, gospodarka magazynow a itacznos¢
01 03 08 09
9 95. Ogélem Administracja publiczna i obrona narodow a. gwarantowana praw nie opieka socjalna 9 95. Ogélem Administracja publiczna i obrona narodow a. gw arantowana praw nie opieka socjalna
9 95. Ogélem Edukacja 0 95; Ogélem Ochrona zdréw la i opieka socjalna
9 95; Ogélem Ochrona zdréw lai opieka socjalna 0.95. Ogélem Rolnictw o. low iectw o i le$nictw o

Rys. 7.18

Uogoélnione krzywe Lorenza w 09.95
dla r6znych gatezi gospodarki ogotem



— 0995, Sektor publiczny Admmstracja publiczna i obrona narodow a, gw arantow ana praw me opieka socjalna -09 95, Sektor pubhczny Admmstracja publiczna i obrona narodow a, gw arantow ana praw me opieka socjalna

-09 95. Sektor publiczny Edukacja

09 95. Sektor publiczny Edukacja

—  0995. Sektor publiczny Ochrona zdrowia i opieka socjalna -09 95, Sektor publiczny Rolnictw o, low iectw o i leSnictw o

Rys. 7.19



-09 95. Sektor prywatny Budownictwo

—09 95; Sektor pryw atny Gornictw o i kopalnictw o -09 95. Sektor prywatny Dziatalnoé produkcyjna - 09.95, Sektor pryw atny Hotele i restauracje

09 95. Sektor pryw atny Handel —09 95, Sektor prywatny Transport, gospodarto magazynéw a i facznosc
- 0995. Sektor pryw atny Administracja publiczna i obrona narodow a; gw arantow ana praw me opieka socjalna —0995, Sektor pryw atny Administracja publiczna i obrona narodow a, gw arantow ana praw me opieka socjaina
- 0995, Sektor prywatny Edukacja -09 95. Sektor prywatny Edukacja
- 09 95. Sektor prywatny: Ochrona zdréwla i opieka socjalna —0995; Sektor pryw atny Rolnictwo. lowiectwo i lesnictwo

Rys. 7.20



Rys. 7.21

Uogodlnione krzywe Lorenza dla wojewddztw w 09.95



0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00

09.94; Ogotem------—-- 09.94; Ogo6tem sektor publiczny--------- 09.94; Ogobtem sektor prywatny

Rys. 7.22

Krzywe Lorenza dla Polski ogotem,
dla sektora publicznego i prywatnego w 09.94



9 94. Ogélem Budéw ructwo

-09 94. Ogélem Gomictw o i kopalnictw 0 ——— 09 94, Ogélem Ceialalnosc produkcyjna 9 94, Ogdlem Hotele i restauracje
- 09.94. Ogdtem Handel 994, Ogétem Transport, gospodarka magazynéw a i lacznos¢
0994. Ogélem Administracja publiczna i obrona narodow a. gwarantowana praw me opieka socjalna -———-0994. Ogélem Administracja publiczna i obrona narodow a. gw arantow ana praw me opieka socjalna
09 94. Ogélem Edukacja 09 94. Ogdlem Ochrona zdr6w ia i opieka socjalna
~--09 94. Ogélem Ochrona zdréw lai opieka socjalna 09 94. Ogdlem Rolnictw 0. low iectw o i le$nictw 0

Rys. 7.23

Krzywe Lorenza dla dziatow gospodarki ogoétem w 09.94



0,10 0.20 0,30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

--09 94. Sektor publiczny Budéw nictwo

-09 94. Sektor publiczny Hotele irestauracje

-09 94. Sektor publiczny Gomictwo i kopalnictw o ——— 09 94. Sektor publiczny Dziatalnos¢ produkcyjna
0004 Sekior publiczny Handel e 09 94. Sektor publiczny Transport, gospodarka magazynowa itacznosé

1.00 1,00
0.90 0.90
0.80 0.80
0.70 0.70
0.60 0.60
0,50 0.50
0.40 0,40
0.30 0.30
0,20 0,20
0.10 0,10
0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00 0,10 0.20 0.30 0.40 0.50 0,60 0.70 0.80 0.90 1.00

77777 09 94. Sektor publiczny Administracja publiczna i obrona narodow a, gw arantow ana praw me opieka socjalna
-09 94. SeMor publiczny Edukacja
-09 94. SeMor publiczny Ochrona zdréw ia iopiekB socjalna 09 94. SeMor publiczny Rolnictw o. low iectw o i lenictw o

994, SeMor publiczny Administracia publiczna i obrona narodow a. gw arantow ana praw me opieka socjalna
0994, SeMor publiczny Edukacja

Rys. 7.24



—09 94, Sektor pryw atny Budownictwo

Q94. Sektor pryw atny Goérmetw o i kopalnictw o - 994. Sektor prywatny Dziatalnos¢ produkcyjna —09 94, Sektor firyw atny Hotele i restauracje
i994. Sektor pryw atny Handel —09.94, Sektor prywatny Transport, gospodarka magazynow aitacznosé
00
- 0994, Sektor pryw atny Administracja publiczna i obrona narodow a. gw arantow ana praw nie opieka socjalna —09 94, SeMor prywatny Administracja publiczna i obrona narodow a. gw arantow ana prawnie opieka socjalna
- 0994, Sektor prywatny Edukacja —09.94, SeMor prywatny Edukacia

- 0994. Sektor pryw atny Ochrona zdréw ta i opieka socjalna —09 94, Sektor prywatny Rolnictwo, lowiectwo i fesmctw o



Rys. 7.26

Uogodlnione krzywe Lorenza dla Polski ogétem,
sektora publicznego i prywatnego w 09.94



—— 09.94. Ogélem Administracja pubhczna i obrona narodow a. gw arantow ana praw nie opieka socjalna 09.94; Ogélem Administracja publiczna i obrona narodow a. gwarantowana praw nie opieka socjalna

09 94. Ogétem Edukacja —— 09 94, Ogolem: Ochrona zdréw la i opieka socjalna

rrrrrrr 09 94, Ogélem Ochrona zdréw la i opieka socjalna -----09.94; Ogé6tem Rolnictw 0. low iectw o i lesnictw o

Rys. 7.27

Uogdblnione krzywe Lorenza dla dziatobw gospodarki ogétem w 09.94



(o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0,6 07 0.8 0.9 1

-09 94. Sektor publiczny Budéw ihQw 0
-09 94. Sektor publiczny Hotele irestauracje

-09 94. Sektor publiczny Gornictwo i kopalnictw o -
-09 94. Sektor pubkczny Handel

--09 94. Sektor publiczny Ceialalnos¢ produkcyjna

-09 94. Sektor publiczny Transport, gospodarka magazynowa itacznosc

~———-09 94. Sekt6f puDKZuy Adrrtnistracja publicZna i Obrona narodowa, gw alaniuw ana praw i»e Opieka $0¢jdkTa  -———09 94, Sektor' publiczny Administracja publiczna i obi ona naiddow a. gw aiafilow ana pi aw nie opieka socjalna
--09 94. SeWor publiczny Edukacja 09 94. Sektor publiczny Edukacja

~———-09 94. SeMor publiczny Ochrona zdrowia i opieka socjalna 09 94, Sektor publiczny Rolnictw o. low iectw o i le$nictw 0

Uogdlnione krzywe Lorenza dla dzialow gospodarki w sektorze
publicznym w 09.94



0.3 04 05

—09 94; Sektor pryw atny: Budw nictw o

- 09 94. Sektor pryw atny Gornictw o i kopalnictwo - -09 94, Sektor prywatny Dziatalnos¢ produkcyjna —09 94. Sektor prywatny Hotele i restauracje

- 09 94; Sektor prywatny Handel —09 94; Sektor prywatny: Transport, gospodarka magazynéw ai tacznosé

9 94. Sektor prywatny Administracja publiczna i obrona narodow a, gw arantow ana prawnie opieka socjalna —09 94. Sektor prywatny Administracja publiczna i obrona narodow a. gw arantow ai i praw nie opieka socjaina
9 94. Sektor prywatny Edukacja -09 94, Sektor prywatny Edukacja

994, Sektor prywatny Ochrona zdrow ia i opieka socjalna —09 94. Sektor prywatny Rolnictwo, fowiectwo i lesnictwo



Rys. 7.30

Krzywe Lorenza dla Polski ogotem,
dla sektora publicznego i prywatnego w 03.94



—0394. Ogélem Budownictwo

—03 94. Ogétem Goérmetw o i kopalnictw o -—------03 94; Ogdtem Dziatalnosé produkcyjna —03.94. Ogdlem Hotele i restauracje

03 94. Ogélem Handel —0394. Ogélem Transport, gospodarka magazynéw a i lacznosc
0394. Ogélem Administracja publiczna i obrona narodow a, gwarantowana praw nie opieka socjalna -———-03 94. Ogblem Administracja publiczna i obrona narodow a, gwarantowana praw me opieka socjalna
0394. Ogélem Edukacja ————-03.94, Oglem Ochrona zdr6w lai opieka socjalna

rrrrrr 03 94. Ogétem Ochrona zdréw ia i opieka socjalna -———-03.94; Ogélem: Rolnictwo, lowiectw o i lesnictw o

Rys. 7.31

Krzywe Lorenza dla dziatobw gospodarki ogoétem w 03.94



-03 94; Sektor publiczny Budownictwo

—0394. SeMor publiczny Gornictwo i kopalnictwo - 3 94. SeMor publiczny Dziatalnosé produkeyjna - 03 94. SeMor publiczny Hotele irestauracje

—0394. SeMor publiczny Handel -03 94. SeMor publiczny Transport, gospodarka magazynowa itacznose
-03 94. SeMor publiczny Admmstracja publiczna i obrona narodow a. gw arantow ai i praw me opieka socjalna —03.94. Sektor publiczny Admmstracja publiczna i obrona narodowa, gw arantow ana praw me opieka socjalna
- 03 94. SeMor publiczny Edukacja - 03 94. SeMor publiczny Edukacja

- 03 94. Sektor publiczny Ochrona zdrowia i opieka socjalna —03 94. SeMor publiczny Rolnictw o. low iectw o i lesnictw o



77777 03 94. Sektor prywatny Budéw mctw o

777777 03 94. Sektor prywatny Gormetw o i kopalnictwo-——— 03 94, Sektor prywatny Dziatalnosé produkeyjna -03 94. Sektor prywatny Hotele i restauracje

-03.94; Sektor prywatny: Transport, gospodarka magazynow a i tacznosé

77777 03.94, Sektor pryw atny Administracja publiczna i obrona narodowa, gwarant6w ana prawnie opieka socjalna| 0394, SeMor pryw atny Administracja publiczna i obrona narodow a. gw arantow ana praw me opieka socjalna

rrrrrr 03.94. Sektor prywatny Edukacja -03 94; SeMor pryw atny Edukacja

77777 0394. Sektor pryw atny Ochrona zdrow ia i opieka socjalna -03 94. Sektor prywatny Rolnictw 0. fowiectwo i lesnictwo

Rys. 7.33



Rys. 7.34

Uogodlnione krzywe Lorenza dla Polski ogdtem,
dla sektora publicznego i prywatnego w 03.94



~-03.94; Ogélem Budownictwo
--03 94, Ogdtem: Hotele i restauracje

-03 94. Ogélem Gormetw o i kopalnictw 0 ——— 0394. Ogélem Dziatalnos¢ produkcyjna
777777 03 94. Ogétem Handel

~-03 94. Ogélem Transport, gospodarka magazynow a i lacznosé

0.2 05 06 07 0.8 09
—0394. Ogdlem Administracja publiczna i obrona narodow a. gwarantowat i praw nie opieka socjalna - 0394. Oglem Administracja publiczna i obrona narodow a; gw arantowana praw nie opieka socjalna
- 0394. Ogélem Edukacja - 03.94. Ogélem Ochrona zdr6w iai opieka socjalna

- 0394. Ogélem Ochrona zdréw la i opieka socjalna - 0394. Ogslem Rolnictw o, low iectw o i lesnictw o

Rys. 7.35

Uogdlnione krzywe Lorenza dla dziatow gospodarki ogétem w 03.94



02 o: 08

—03 94. Sektor publiczny Budéw nictw o
—0394. Sektor publiczny Hotele i restauracje

—03 94; SeMor pubkczny Goérmetw o i kopalnictw o i394. Sektor publiczny Dziatalnos¢ produkeyjna
—03 94, Sektor publiczny Transport, gospodarka magazynowa itgcznos¢

- 0394. Sektor pubkczny Handel

—0394. Sektor publiczny Admmstracja publiczna i obrona narodowa, gn arantow ana prawnie opieka socjalna
—0394. Sektor publiczny Edukacja
—0394. Sektor publiczny Rolnictw o. low iectw o i lesnictw o

—03 94. Sektor publiczny Admmstracja publiczna i obrona narodowa, gwarantéw ana praw me opieka socjalna
—0394. Sektor publiczny Edukacja
—03 94, Sektor publiczny Ochrona zdréw la i opieka socjalna

Rys. 7.36

Uogdlnione krzywe Lorenza dla dzialow gospodarki
w sektorze publicznym w 03.94



—0394. Sektorpryw atny Budéw nictw o

—03 94. Sektor pryw atny: Gérmctw o i kopalnictw o —0394. Sektor prywatny Dziatalnos¢ produkcyjna -03 94. Sektor prywatny Hotele irestauracje
03 94. Sektor prywatny Handel —0394. Sektor pryw atny Transport, gospodarka magazynéw a ifacznosc
0.1 02 03 05 06 09
—03 94. Sektor prywatny Administracja publiczna i obrona narodow a. gw arantow ana prawnie opieka socjana —0394. Sektor prywatny Acfrmmstracja publiczna i obrona narodow a. gw arantowar i praw nie opieka socjalna
—03 94. Sektor pryw atny Edukacia -03 94. Sektor prywatny Edukacja

—03.94. Sektor prywatny Ochrona zdréw la i opieka socjalna —0394. SeMor pryw atny Rolnictw 0. fowiectwo i lesnictw o
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