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O DWOCH SPOSOBACH UWZGLEDNIENIA
NIEJEDNORODNOSC! OBSERWACIJI
W MODELU CZESTOSCI ZAKUPOW

Streszczenie: Dane dotyczace czestosci zakupow sa obecnie fatwo dostepne za sprawa Sys-
temoéw transakcyjnych, ktore je zbieraja i przechowuja. Dlatego potrzebne sa odpowiednie
narzedzia pozwalajace na ich analize. Czesto wykorzystywany model Poissona, ze wzgledu
na niejednorodnos¢ danych, jest nieodpowiedni. W tej sytuacji nalezy poszukiwac bardziej
ztozonych i zarazem bardziej wiarygodnych modeli. W pracy zaprezentowano dwa konku-
rencyjne modele pozwalajace na uchwycenie niejednorodnosci: mieszanki rozktadéw Pois-
sona oraz mieszane modele Poissona. Wychodzac natomiast od przestanek teoretycznych i
empirycznych, wskazano na podobiefstwa i réznice migdzy nimi.

Stlowa kluczowe: mieszanki rozkladow, mieszane modele, model Poissona.

1. Zarys problemu

Czestos¢ zakupOw nalezy utozsamia¢ z liczba dokonanych zakupdw, ktéra najcze-
sciej rozpatruje si¢ w pewnym przedziale czasowym. Przyktadem takich danych
moze by¢ liczba: uzy¢ karty kredytowej, tankowan na stacji benzynowej, transakcji
dokonanych w sklepie internetowym, zakupionych produktow okreslonego typu
itd. Rejestracja takich zachowan konsumentéw odbywa sie najczesciej z wykorzy-
staniem tzw. systemow transakcyjnych. Dzieki nim zgromadzone dane o dokona-
nych zakupach sa wiarygodne, a dostepnos¢ do nich jest niemal natychmiastowa.
To sprawia, ze Sa one cennym i zarazem fatwo dostgpnym zrédtem informacji, pod
warunkiem wykorzystania odpowiednich technik analitycznych.

Punktem wyjscia w analizie takich danych dyskretnych jest najczgsciej rozktad
Poissona:

PIX =x|z]=m/ﬂ, x=0,12,..
X!

w ktorym E(X) =4, Var(X)= A
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Ze wzgledu na szczeg6lna wiasnosé, rdwnos¢ wariancji i wartosci oczekiwa-
nej, cechuje go ograniczona mozliwos¢ aplikacyjna. Jesli analizowana populacja
wykazuje duze zréznicowanie, co jest zjawiskiem dos¢ czestym (por. [Agresti
2002, s. 7]), wtedy szczegblnego znaczenia nabieraja koncepcje i podejscia pozwa-
lajace taka niejednorodnosé uwzglednic.

Dlatego celem artykutu jest przedstawienie roznych podej$¢ do analizy niejed-
norodnych obserwacji zwiazanych z czesto$cia zakupdw. Zawiera on, oprocz roz-
wazan teoretycznych, materiat statystyczny pozwalajacy na wskazanie podo-
bienstw i réznic miedzy nimi.

2. Skonczone mieszanki Poissona

Podstawowe zatozenie, jakie w tym podejsciu sie przyjmuje, opiera sie na spo-
strzezeniu, ze badana populacje G mozna podzieli¢ na roztaczne podpopulacje:
G=G,uUG,U...uUG,AVG,NG, =0, s,c=1...,8S. (1)

S#C

Z tym podziatem zwiazana jest niepewnos$c¢, gdyz a priori nie jest znana liczba
podpopulacji (klas). Nie mozna rowniez wskaza¢ Kklasy, z ktorej obserwacja po-
chodzi. Dlatego wprowadza sie zmienna ukryta W, ktorej rola sprowadza sie do
podziatu badanej populacji na wzajemnie roztaczne, bezposrednio nieobserwowal-
ne podpopulacje zgodnie z koncepcja ujeta we wzorze (1). Zmienna ta przyjmuje
wartosci y,v,,...,s odpowiednio z prawdopodobienstwami

AT A

Przy tych zatozeniach prawdopodobienstwo zaobserwowania wartosci x pod
warunkiem, ze pochodzi ona z klasy G, wynosi:

Pr(X =X|T=ws)=%/ﬁ, x=0,1 2. @)

natomiast prawdopodobienstwo bezwarunkowe ma posta¢:

PR(X =X) = () PH(X =X| ¥ =)
&)

2217[(1//5)%1;-

W tym miejscu nalezy podkresli¢, ze przedstawiony model bazuje na koncepcji
klas ukrytych, dos¢ czesto wykorzystywanych na gruncie nauk spotecznych, a w
szczegdlnosci w psychologii i socjologii (zob. [Clogg 1995; Kapton 2002; McCu-
tcheon 1987]). Natomiast w literaturze traktujacej o skonczonych mieszankach
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rozktadow bardziej rozpowszechniona jest koncepcja, w ktorej explicite nie odwo-
1uje sie do zmiennej ukrytej (zob. [McLachlan, Peel 2000; Titterington i in. 1985]).
Nie brakuje réwniez opinii wyrazajacych poglad, ze skonczone mieszkanki rozkta-
déw sa synonimem analizy klas ukrytych [Vermunt 2004]. Cho¢ w pewnych sytu-
acjach mozna mie¢ watpliwosci, o czym pisze Kapton [2002], to jednak w wypad-
ku prezentowanego modelu nalezy si¢ z tym pogladem zgodzi¢. Z tego tez wzgledu
zasadne wydaje sie méwienie o skonczonych mieszankach rozktadéw Poissona,
pomimo wprowadzenia zmiennej ukrytej.

Obecnos¢ zmiennej bezposrednio nieobserwowalnej pozwala w atwy sposéb
obliczy¢ wartos¢ oczekiwana i wariancje zmiennej X. Wykorzystujac wzory (2) i
(3), otrzymujemy:

H= E[X]=ZH(V/S)E[X |V =yl =Z7T(!//s)/15v
o’ =Var(X) = E[Var(X | ¥)]+Var(E[X | ¥])

=ﬂ+Z(/’ts - u)z(y,).

Obliczone momenty pokazuja, ze w odréznieniu od rozktadu Poissona, wartos$¢
oczekiwana jest mniejsza od wariancji, przy zatozeniu, ze w populacji mozna wy-
rézni¢ przynajmniej dwie klasy. Stopien niejednorodnosci, mierzony wartosciami
estymowanych parametrow A ma decydujacy wptyw na wariancje — im wigksze
ich zréznicowanie, tym wigksza wariancja.

Cho¢ model jest dos¢ elastyczny i pozwala na uchwycenie niejednorodnych
populacji, to jednak nalezy pamieta¢, ze jego cecha szczegdlna jest multimodal-
nos¢, bedaca konsekwencja podziatu populacji na podpopulacje.

3. Mieszane modele Poissona

W odro6znieniu od poprzedniego modelu, w mieszanym modelu Poissona parametr
A ma charakter losowy. Przy tym zatozeniu rozktad czestosci zakupdw mozna wy-
razi¢ w ogélnej postaci (por. [Johnson i in. 2005, s. 345]):

Pr(X =x)=E,[Pr(X =x]|4)]. 4)

W zaleznosci od przyjetego rozktadu parametru A — dyskretnego lub ciagtego
— prawdopodobienstwo (4) przyjmuje odpowiednio postac:
Pr(X =x)= Pr(X =x|4)p(4)

i~0
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Oraz
Pr(X =x) = [Pr(X = x| ) (1)d 1

Niezaleznie od przyjetego rozktadu, wartos¢ oczekiwana i wariancje mozna
wyrazi¢ ogo6lnie:

E[X]=E[E[X [2]]= E[4],

Var(X) = E[Var[X | A]]+Var[E[X | 1]] = E[4] +Var(A4).

Okazuje sie, podobnie jak w poprzednim modelu, ze wariancja jest wicksza od
wartos¢ oczekiwanej. Co wigcej, jej wartos¢ jest zalezna od przyjetego rozktadu
dla parametru A.Tak wigc od jego elastycznosci zalezy stopien uchwycenia nie-
jednorodnosci.

Wsrdd wielu propozycji dotyczacych rozktadu parametru A, najbardziej roz-
powszechniony jest rozktad gamma, gdyz jego przyjecie prowadzi do ujemnego
rozktadu dwumianowego (NBD). Znany jest on jako model Ehrenberga i dos¢ cze-
sto wykorzystuje sie go w analizie danych dotyczacych czestosci zakupow [Ehren-
berg 2004]. Z kolei ztozenie, ze parametr w NBD ma rozktad Poissona, prowadzi
do powstania rozktadu Poissona—Pascala, co mozna zapisa¢ w nastepujacej se-
kwencji [Johnson i in. 2005]:

Poisson(4) /l\Gamma(Y, P) n Poisson(&)

Negative.Bionomial

Nie zawsze przyjecie rozktadu A prowadzi do otrzymania znanego rozktadu.
Co wigcej, powstaly rozktad moze nie mie¢ jawnej postaci. Przyktadem jest roz-
ktad log-normalny, ktéry zdaniem Winkelmanna [2008] jest bardziej elastyczny niz
NBD, jednak mato popularny w zastosowaniach praktycznych.

Z powyzszych ustalen wylania si¢ nastepujacy wniosek. Otdz, w wigkszosci
wypadkdw przyjecie rozktadu dla parametru prowadzi do innego znanego rozkta-
du. Niejednorodnos¢ obserwacji mozna wiec uchwycié¢ poprzez zwiekszona ela-
stycznos¢ powstatego rozktadu (zazwyczaj pojawia sie dodatkowy parametr). Ta
elastycznos¢ pozwala tez uwzglednic¢ tzw. dtugie ogony. Niestety, jesli rozktad ob-
serwacji wskazuje na multimodalnos¢, wtedy zaden z bardzo wielu rozktadow mie-
szajacych (kilkanascie takich rozktadéw prezentuja Johnson, Kemp i Kotz [2005])
nie sprawi, ze powstaly ze ztozenia rozkiad nie bedzie jednomodalny. Prawdziwy
jest rowniez wniosek ogolny: jesli rozktad mieszajacy jest jednomodalny, to powsta-
1y rozkiad réwniez taki bedzie. Dowiédt tego Holgate [1970, za: Gupta, Ong 2005].
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4. Przyklad

W kontekscie powyzszych rozwazan wiadomo, ze jesli rozktad czgstosci zakupow
jest przynajmniej dwumodalny, to mieszane modele Poissona nie sa w stanie tego
uchwycié. Z drugiej strony, jesli niejednorodno$¢ ma odzwierciedlenie w wysokiej
wariancji, bo wystepuja tzw. dtugie ogony, wtedy przyjecie odpowiedniego rozkta-
du mieszajacego daje szanse na uwzglednienie tej niejednorodnosci w modelu. Ro-
dzi sie wiec pytanie, jak w wypadku takiego typu danych zachowuje sie model Pois-
sona oparty na mieszankach rozktadow.

Aby na nie odpowiedzie¢, wygenerowano dane z rozktadu Poissona przy zato-
zeniu, ze parametr 4 ma rozktad lognormalny. Wybrano ten rozktad ze wzgledu
na relatywnie dtugi ogon. Nastgpnie oszacowano parametry mieszanego rozktadu
Poissona, przyjmujac od czterech do szesciu klas. Przyjecie mniejszej liczby pod-
populacji catkowicie dyskwalifikowato modele, biorac pod uwage na przyktad sta-
tystyke chi-kwadrat. Obliczenia wykonano w srodowisku R.

Analiza rys. 1 pokazuje, ze model o 4 klasach niezbyt doktadnie odzwierciedla roz-
kiad czestosci. Widoczne sa cztery wartosci modalne, chociaz rozkiad obserwacji wyraz-
nie wskazuje na jedna. Zwigkszenie o dodatkowa klase poprawito stopien dopasowania,
jednak dalej widoczne sa miejsca, w ktorych wystepuje wyrazne niedoszacowanie lub
przeszacowanie wartosci. Dopiero model o 6 klasach/podpopulacjach dobrze opisuje
rozklad czestosci zakup6w, co dodatkowo potwierdza wartos¢ statystyki chi-kwadrat.
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Rys. 1. Czestos$¢ zakupow podlegajaca rozktadowi Poissona-log-normalnemu (stupki)
oraz oszacowania na podstawie mieszanek rozktadéw Poissona

Zrédio: opracowanie wiasne.
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Okazuje sie wiec, ze model oparty na mieszankach rozktadéw Poissona jest
bardzo elastyczny i w zaleznosci od liczby przyjetych klas mozna osiagna¢ prawie
dowolny stopien dopasowania do danych. Nalezy jednak pamigtac¢, ze jego cecha
szczegOlna jest multimodalnos¢. Z tego wzgledu, gdy wystepuje duzy stopien nie-
jednorodnosci danych, nalezy przyja¢ relatywnie wiele klas, aby ,,pozby¢” sie war-
tosci modalnych. Wydaje sie, ze w takiej sytuacji bardziej naturalnym podej$ciem
jest wykorzystanie mieszanych modeli Poissona.

5. Podsumowanie

Jesli czestosci zakupow wykazuja sie¢ pewnym stopniem niejednorodnosci, wtedy
mozna wykorzysta¢ jedno z przedstawionych podej$¢. Nalezy jednak pamietaé, ze
mieszane modele Poissona maja zastosowanie tam, gdzie rozktad czestosci jest
jednomodalny. Wynika to z nastepujacej wiasnosci: jesli przyjety rozktad parame-
tru w modelu Poissona ma jedna mode, wtedy i rozktad ztozony bedzie miat jedna.
Te klase modeli mozna szczeg6lnie zarekomendowaé¢ w wypadku rozktadéw o
dtugich ogonach. Jesli oczekuje sig, ze istnieja przecigtne czestosci zakupdw, wo-
kot ktorych gromadzi sie znaczna czes¢ obserwacji — co wskazywatoby na istnienie
wielu wartosci modalnych — wtedy mieszanki rozktadéw Poissona sa naturalnym
wyborem. Jak pokazata analiza numeryczna, wspomniany model jest bardzo ela-
styczny w tym sensie, ze przyjecie dostatecznie duzej liczby podpopulacji pozwala
na bardzo dobre dopasowanie do danych, ktorych rozktad jest jednomodalny i ce-
chuje sie diugim ogonem. Tym samym model ten radzi robie bardzo dobrze w sy-
tuacjach, ktére wymagatyby zastosowania mieszanych modeli Poissona — odwrot-
ne stwierdzenie, ze te ostatnie moga sta¢ sie substytutem dla mieszanek Poissona,
nie jest prawdziwe.

W kontekscie powyzszych uwag pojawia sie pytanie natury aplikacyjnej: czy
zwiekszanie liczby podpopulacji/klas ma sens praktyczny, czy tylko jest sztucznym
zabiegiem, majacym na celu poprawe dopasowania modeli? Wydaje sie, ze dalsze
badania, zmierzajace do odpowiedzi na tak postawione pytanie, powinny by¢ pro-
wadzone.

Literatura

Agresti A., Categorical Data Analysis, Wiley-Interscience Publication, New Jersey 2002.

Clogg C.C., Latent Class Models, [w:] G. Arminger, C.C. Clogg, M.E. Sobel (red.), Handbook of Sta-
tistical Modelling for Social and Behavioural Science, Plenum, New York 1995, s. 311-359.
Ehrenberg A., My Research in Marketing: How It Happened, ,,Marketing Research” 2004, vol. 16,

S. 36-41.
Gupta R.C., Ong S.H., Analysis of long-tailed count data by Poisson mixtures, ,,Communications in
Statistics — Theory and Methods” 2005, no. 34, s. 557-573.



312 Robert Kapton

Holgate P., The modality of some compound Poisson distributions, ,,Biometrika” 1970, no. 57, s. 666-667.

Johnson N.L., Kemp A.W., Kotz S., Univariate Discrete Distributions, Hoboken, Wiley-Interscience,
N.J. 2005.

Kapton R., Analiza danych dyskretnych za pomocgq metody LCA, [w:] K. Jajuga, M. Walesiak (red.),
Klasyfikacja i analiza danych — teoria i zastosowania, Taksonomia nr 9, Prace Naukowe Aka-
demii Ekonomicznej we Wroctawiu, Wroctaw 2002.

McCutcheon A.L., Latent Class Analysis, Sage University Papers Series on Quantitative Applications
in the Social Sciences, 07-064, Thousand Oaks 1987.

McLachlan G.J., Peel. D., Finite Mixture Models, Wiley, New York 2000.

R Development Core Team. R: A language and environment for statistical computing. R Foundation
for Statistical Computing, Vienna 2009, URL.: http://www.R-project.org.

Titterington D.M., Smith A.F.M., Markov U.E., Statistical Analysis of Finite Mixture Distributions,
John Wiley & Son, New York 1985.

Vermunt J.K., Mixture Model, [w:] M. Lewis-Beck, A. Bryman, T.F. Liao (red.), Encyclopedia of Re-
search Methods for the Social Sciences, Sage Publications, New Bury Park 2004, s. 653.

Winkelmann R., Econometric Analysis of Count Data, Springer, Berlin 2008.

TWO APPROACHES FOR
MODELLING DATA HETEROGENEITY
IN A PURCHASE FREQUENCY MODEL

Summary: Purchase frequency data are easily available with respect to the transactional
systems that collect and store them. Thus, one needs suitable tools allowing for analyzing
such data. Frequently used Poisson model on account of the data heterogeneity is unsuitable.
This implies that the more complex and more reliable models are needed. In the paper we
describe two competitive models allowing for capturing heterogeneity: finite mixture Pois-
son and mixed Poisson model. We also show similarities and differences based on theoreti-
cal as well as empirical background.
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