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O KONSTRUKCJI UKLADU

ROWNAN LINIOWYCH BX =d,
ROWNOWAZNEGO DANEMU UKLADOWI AX = b
I ZASTOSOWANIACH TAKIEJ KONSTRUKCJI

Streszczenie: W artykule przedstawiono konstrukcje uktadu réwnan BX = d rownowazne-
go danemu uktadowi AX =b. W tym celu wykorzystano odpowiednia macierz brzegowa.
Uktad rownan BX =d ma nieosobliwa macierz podstawowa B stopnia n-tego, wektor d zas

otrzymujemy ze wzoru d = BA™'b. Aby wyznaczyé wektor d, stosujemy macierz brzegowa.
W literaturze znane sa macierze N, C i M, podstawiane w miejsce macierzy B.
W artykule zaproponowano przyjgcie macierzy Q postaci

qg 1 ... 1

1 g ... 1
0= ,
1 ... 1 ¢
gdzie g jest liczba naturalna wigksza od jednos$ci. Pokazano, ze macierz Q jest macierza nie-
osobliwa.

Stowa kluczowe: uktad rownan liniowych, macierz brzegowa, portfel akcji.

W niniejszej pracy przedstawiamy konstrukcje uktadu rownan liniowych BX =d, kto-
ry jest rownowazny danemu uktadowi takich rownan AX =b. Konstrukcje t¢ wyko-
rzystuje sie w teorii portfela akcji realizowanego w warunkach krotkiej sprzedazy [Sle-
szynski 2011] oraz do badania znaku i-tej sktadowej wektora X spelniajacego uktad
rownan AX = b [Kolupa 2004; 2008]. Zaktadamy, ze macierz 4 jest dana nieosobliwa
macierza stopnia n-tego, b za$ jest danym wektorem kolumnowym o n sktadowych.
Konstruowany uktad rownan BX =d rownowazny danemu ukladowi AX =b ma
réwniez nieosobliwg macierz podstawowa stopnia #, natomiast wektor kolumnowy d
o n sktadowych jest wektorem nieznanym i nalezy go wyznaczy¢. Dodajmy jeszcze, ze
macierz B musi by¢ tak dobrana, aby rozwiazanie uktadu BX =d byto znacznie
latwiejsze pod wzglgdem numerycznym od rozwiazywania danego uktadu AX =b.
Mozna to osiagna¢ przez zapewnienie, ze macierz B sklada si¢ z relatywnie duzej licz-
by zer i jedynek dobranych tak, aby zapewni¢ jej nieosobliwos$¢.
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Konstruujac uktad BX =d , rownowazny ukladowi AX =b, wykorzystamy
macierz brzegowa po to, aby wyznaczy¢ nieznany wektor d. Poniewaz wspomniane
uktady sa rownowazne, stad

X=4"b (1)
oraz
X=B4. (2)
Mamy wigc
B'd=A4"b. 3)
Otrzymujemy zatem
d=BA"b. 4)

Aby wyznaczy¢ wektor d dany wzorem (4), korzystamy z nastgpujacej macierzy

brzegowej
A |b
U:{_B 0}. )

Na elementach macierzy U wykonujemy przeksztalcenia elementarne typu o
(w ich wyniku macierz 4 przechodzi w gorna macierz trojkatna z jedynkami na
glownej przekatnej — oznaczamy otrzymana macierz przez 4°) oraz przeksztalcenia
typu B (w ich wyniku macierz —B przechodzi w macierz zerowa).

Wykonanie powyzszych przeksztalcen elementarnych na macierzy U danej
wzorem (5) powoduje, ze w rezultacie tych przeksztatcen otrzymujemy macierz U

postaci
U’ 4| 6

gdzie wektor d jest zdefiniowany wzorem (4), natomiast wektor b~ powstaje z wekto-
ra b w efekcie wykonania na wektorze b przeksztalcen a, przeprowadzajacych ma-
cierz A w macierz 4" .

Niezaleznie od propozycji zamieszczonych w pracach [Sleszynski 2011; Kolupa
2004; 2008], w ktorych znajduja si¢ informacje dotyczace konstrukcji macierzy B
(konstrukcje te przytaczamy w przyktadach 1, 2 oraz 3), proponujemy, aby jako ma-

cierz B przyja¢ macierz Q = [qy] , przy czym

nx

g dlai=j
- , 7
@ {ldlai;tj @)

gdzie g jest dowolna liczba naturalna wigksza od jednosci.
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Udowodnimy, ze macierz Q, ktorej elementy zdefiniowano wzorem (7), jest ma-
cierza nieosobliwa. W tym celu zapiszmy ja w postaci

0=0+pp', (8)

zas
lediag{q—l qg-1 ... q—l}. 9)

Zauwazmy, ze macierz O, jest macierza nieosobliwa, gdyz z zalozenia ¢ jest
dowolna liczba naturalna wigksza od jednosci.

Z kolei p jest n-wymiarowym wektorem kolumnowym, ktorego kazda sktadowa
jest rowna jeden. W dalszym ciagu wykorzystamy nast¢pujace twierdzenie:

Macierz Q dana wzorem (8) jest macierza nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
spetniony jest warunek [Kietbasinski, Schwetlick 1992]:

PO p=-L (10)
Zauwazmy, 7e
o -
o o ... 0
o o — ... 0 1
e p=[1 1 ... 1] qg-1 =
11
<L (1)
0 0 —
L q-1]
- #=—1.
qg-1
Warunek (11) daje
n#+—q+1 (12)
albo
n+q#1, (13)

a ten warunek jest zawsze spetniony.
Wektor wyrazow wolnych d uktadu

OX=d (14)

wyznaczamy na podstawie macierzy brzegowej U, analogicznej do macierzy (5)
postaci
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Sy
U, = . (15)

-0 0

Na macierzy brzegowej U; wykonujemy przeksztalcenia elementarne o oraz f.
Po wykonaniu tych przeksztalcen otrzymujemy

U’ A 16
Obecnie odwotamy si¢ do przyktaddw ilustrujacych opisane postgpowanie.

Przyklad 1.
Dany jest uktad réwnan

3x,+2x, =5
(17)

b
X +x,=2

4= ? |’ 18
1oy 2 (18)

Latwym rachunkiem sprawdzamy, ze

a zatem

X =x,=1 (19)

W nawiazaniu do wspomnianych juz prac [Sleszynski 2011; Kolupa 2004; 2008]
jako macierz B (zob. wzor (2)) przyjelibysmy

1 1 ... 1
o 1 ... 17, L.
B=N= [Sleszynski 2011]. (20)
1 0 1
0 1 1
1 0 ... 1
B=C= [Kolupa 2004]. (21)
1 1 0
2 1 1
1 2 ... 1
B=M= [Kolupa 2008]. (22)

H
—
N
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Podamy nastepne przyktady nawiazujace do przyktadu 1.

Przyklad 2.
Postuzymy si¢ danymi z przyktadu 1. Wéowczas na podstawie (20) mamy
1 1
B=N-= , 23
{ 0 J (23)
a zatem

1 1| x d,
= . (24)
0 1] x d,
Aby wyznaczy¢ wektor d stanowiacy prawa stron¢ uktadu (24), korzystamy
z macierzy brzegowej danej wzorem (5), ktéra teraz przyjmuje postac

(25)

Na macierzy U' wykonujemy przeksztatcenia elementarne o oraz . Mamy za-
tem

22 ]
303 | 22
1 |1 313
1 0 - |3
U' ~ 3 13(~]0 1]1 (25)
0 s 0 0|2
313 [0 01
10 —1]0]
Stad odczytujemy
d=2 d,=1. (26)

Woéwczas uktad (24) ma postac
1 1| x 2
= | 27
0 1| x 1

xl = x2 = 1, (28)

Stad

co pokrywa si¢ z rezultatem (19).
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Przyklad 3.
I tym razem wykorzystamy te same dane co w przyktadzie 1. Na podstawie (21)
mamy
B=C= 01 (29)
1o

i uktad BX = d ma postac

ﬁ (ﬂm :m (30)

Wektor d wyznaczamy, korzystajac z macierzy U” postaci
- A |b
dEans

Na macierzy U* wykonujemy przeksztatcenia elementarne typu o oraz . Mamy
zatem

(€1))

'1 2 5] i
3030 [, 2|3
0 1)1 313
U* ~ 313(~(0 11} (32)
0 -1]0 0 0|1
0 2150 [0 0]1]
L 3 13]
Stad odczytujemy
d=1 d,=1 (33)
Prowadzi to do warunku
0 1§ x 1
= | (34)
1 0] x, 1
Stad
x =x,=1 (35)

Oczywiscie wynik jest identyczny jak poprzednio uzyskane rezultaty.
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Nie bedziemy w tym miejscu pokazywac¢ postgpowania dotyczacego wykorzy-
stania macierzy M (zob. (22)), gdyz byloby to powtdrzenie tego, co zamieszczono w
cytowanej juz pracy [Kolupa 2008]. Zajmiemy si¢ natomiast wykorzystaniem macie-
rzy Q (zob. wzor (7)).

Przyklad 4.
Tym razem macierz B jest identyczna z macierza Q postaci

1
B:Q:ﬁ’ q}. (36)

Macierz U, ma teraz postaé

(37

Wykonujemy odpowiednie przeksztalcenia elementarne o oraz . Mamy zatem

22
3 3 B 2 5 ]
1 1 =1 3
0 - — 3 3
U, ~ 23 5_3~01 1, (38)
0 —g-1|—-g¢ 0 0|g+1
3 3
0 0|g+1
0 2_ N )
AR Y
czyli
d=qg+1, d,=q+l. (39)

Uktad rownan rownowazny uktadowi (14) przyjmuje postaé
1| x +1
S N S (40)
1 g x, qg+1

x =x,=1 (41)

Stad

Otrzymany rezultat pokrywa si¢ z poprzednio podanymi wynikami.
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Na poczatku naszych rozwazan wzmiankowaliSmy o mozliwych zastosowaniach
przedstawionej propozycji do badania koincydentno$ci zmiennych modelu ekonome-
trycznego, wyznaczania udzialow akcji w portfelu z krotka sprzedaza. Konstrukcje
uktadu rownan BX =d rownowaznego danemu uktadowi AX =b, niezaleznie od
tych zastosowan, mozna uzna¢ za nowa metode¢ rozwiazywania cramerowskich ukta-
dow réwnan liniowych. Ma zatem ona znaczenie uniwersalne i szerokie zastosowa-
nia, w tym w naukach ekonomicznych. Wystarczy chocby wspomnie¢ o szacowaniu
parametrow strukturalnych liniowego modelu ekonometrycznego metoda najmnie;j-
szych kwadratow.
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ABOUT CONSTRUCTION
OF SYSTEM OF LINEAR EQUATIONS BX=d
EQUIVALENT TO GIVEN AX =5 AND ITS USAGES

Summary: The article shows the construction of system of linear equations BX =d equiv-
alent to given AX = b. Adequate bordered matrix was used. The constructed system of equa-
tions BX =d has nonsingular n-grade fundamental matrix B, and vector d is unknown and
computed using: d = BA™'b. To determine vector d bordered matrix is used. In the literature

matrices N, C and M replacing matrix B are known. In the article the usage of matrix Q is
proposed

where ¢ is any natural number bigger than one. It was shown that matrix Q is nonsingular.

Keywords: system of linear equations, bordered matrix, portfolio theory.
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