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ZASTOSOWANIE METODY FROBENIUSA-SCHURA
DO WYZNACZANIA MACIERZY ODWROTNEJ
DO DANEJ MACIERZY BRZEGOWEJ

Streszczenie: W pracy podano zastosowanie metody Frobeniusa-Schura do wyznaczania
Al f
macierzy odwrotnej do macierzy brzegowej postaci: U = [#} Zastosowanie to polega

na wyznaczeniu blokéw o, B, Yy 1 O na podstawie réwnoSci macierzowe;j:

A4 flle B|_| 1, 0, . : .
= . Nastgpnie wykorzystano sposob wyznaczania wspomnia-
g z|y o 0 1

nych blokéw do wyznaczenia macierzy odwrotnej do macierzy B(k+1), gdzie

Bk +1)= { lef(g) Rol(k)}.

Stowa kluczowe: macierz odwrotna, macierz brzegowa, metoda Frobeniusa-Schura.

Ixn

Teoria macierzy brzegowych, jako bardzo wygodne i uniwersalne narzedzie do
wszelkich dzialan na macierzach, doczekata si¢ wielu publikacji (zob. np. [Kolupa,
Sleszynski 2010]). W niniejszym artykule podano sposob wyznaczania macierzy
odwrotnej do macierzy brzegowej, wykorzystujac metod¢ Frobeniusa-Schura. Za-
16zmy zatem, ze dana jest macierz brzegowa U postaci:

Al f
U{g Z}, (1)

gdzie A jest nieosobliwa macierza stopnia n, wektory f oraz g sa n-wymiarowymi
wektorami, odpowiednio kolumnowym oraz wierszowym, z zas jest liczba.
Udowodnimy nastepujace twierdzenie
Jesli liczba g postaci:

q=z-gA'f )

jest rozna od zera, to macierz brzegowa U jest macierza nieosobliwa.
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Dowod:

Na macierzy brzegowej U danej wzorem (1) wykonujemy przeksztalcenia ele-
mentarne typu o (w ich wyniku macierz A przechodzi w goérna macierz trojkatna
z jednostkowa glowna przekatna — oznaczamy otrzymana macierz przez A') oraz
przeksztatcenia typu B (w ich wyniku wektor — g przechodzi w wektor zerowy) Po
wykonaniu na macierzy U powyzszych przeksztatcen przechodzi ona w macierz U

postaci:
A
U = 3
atal >

/ powstaje z wektora f przez wykonanie na macierzy U przeksztalcen typu o
[Kolupa 1982]. Tam tez dowodzi sig, ze:

detU 0
=z—gA f=gq. 4
otd % f=q (4)
Ze wzoru (4) wynika, ze:
detU =(z-gd ' f)-det 4. (5)

Poniewaz z zatozenia det A # 0, stad z zalezno$ci (5) wynika teza twierdzenia.

Metoda Frobeniusa-Schura zastosowana do macierzy U w celu wyznaczenia ma-
cierzy do niej odwrotnej U (zakladamy, ze macierz U jest nicosobliwa) polega na
wyznaczeniu blokow a, f, y i  na podstawie rownos$ci macierzowej postaci:

A I, 0
RS
g zJly o] [0 1

Wykonujac podane w zalezno$ci (6) dzialtania, otrzymujemy nast¢pujace uktady
réwnan macierzowych:

Ao+ fy=1,
{ B (7)
ga+27/_01><n
oraz
A+ fo=0
IB f _nxl. (8)
gh+zo=1

Rozwiazujemy kolejno wyzej podane uktady.
Z pierwszego rownania uktadu (7) mamy warunek:

a=A"-A"fy, ©)

a po podstawieniu do drugiego roéwnania uktadu (7) warunku (9) otrzymujemy:
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gA —gd [y +zy=0,,, (10)
czyli
(z—gd'f)y=—g4™. (11)
Ostatecznie
A—]
- —g—,l- (12)
z—gd" f

Mianownik réwnania (12) na podstawie udowodnionego twierdzenia jest rozny
od zera, a to oznacza, ze blok y jest dobrze okreslony. Z kolei blok o dany wzorem
(9) otrzymuje postac:

A—] A—l
a=A"+ Lfl. (13)
z-gd f
Z tych samych co przy bloku y powodow jest on rowniez dobrze okreslony.
Przystgpujemy do rozwiazania uktadu (8). Mamy kolejno:
B=-A"f3, (14)
stad po podstawieniu (14) do drugiego réwnania uktadu (8) otrzymujemy:
—gA' fo+26 =1, (15)
czyli
(z—ga'f)s=1. (16)
Ostatecznie mamy wigc:
1
= (17)
z-gd f
Na podstawie (14) blok  ma postac:
A*l
p=—2T (18)
z-gd f

W mianownikach réwnosci (17) i (18), definiujacych bloki 0 i f, wystepuje licz-
ba g=z—gA"'f, ktéra w $wietle zatozenia o nieosobliwosci macierzy U jest nieze-

rowa, oznacza to, ze rowniez wspomniane bloki sa dobrze okreslone.
Zauwazmy, Ze zaproponowane postgpowanie mozemy stosowaé do wyznaczania
macierzy odwrotnej dla dowolnej macierzy nieosobliwej. Wystarczy ja podzieli¢ na
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bloki zgodnie ze wzorem (1) i jesli tylko macierz wewngtrzna tej macierzy jest nie-
osobliwa, wowczas zgodnie ze wzorami (13), (18), (12) oraz (17) wyznaczamy od-
powiednie bloki macierzy odwrotnej. Konsekwencja powyzszej uwagi sa szerokie
zastosowania zaproponowanej metody, w tym ekonometryczne.

Obecnie zastosujemy wzory (12), (13), (17) i (18) do wyznaczenia macierzy od-
wrotnej do macierzy B(k+1) postaci:

R(k) Ro(k):|. (19)

R'(k) 1

Macierz R(k) oraz wektor R,(k) sa elementami pary korelacyjnej (R(k), Ry(k)).
Macierz B(k+1) stuzy do wyznaczania wartosci wspotczynnika zbieznosci ¢’(k).
Jego warto$¢ otrzymujemy po wykonaniu na macierzy B(k+1) przeksztalcen elemen-
tarnych typu o oraz B. Wowczas w miejscu jedynki, podanej w macierzy B(k+1),
w macierzy przeksztatconej B (k+1) otrzymamy wspotczynnik zbieznosci ¢ (k).

Zachodzi przy tym:

B@+D={

#(k)=1-R, ()R (F)R, (k). (20)

Na podstawie wzoru (4) mamy:

detB(k+1)
QR =¢"(k) (21)
albo
det B(k +1) = ¢* (k) - det R(k). (22)

Zastosujemy wzor (6) do macierzy B(k+1) danej wzorem (19).
Wiedzac, ze

R(k)A(k) = Ry (k), (23)
na podstawie (13) otrzymujemy:
oo Ry R ORMR QR G o ADAH)
¢~ (k) ¢ (k)
Z kolei na podstawie wzoru (12) otrzymujemy:
__Ry (B)R" (k) _ A" (k) (25)

¢’ (k) o’ (k) -

Natomiast na podstawie (18) dostajemy zalezno$¢:
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g RORE __ 4K

¢ (k) ¢’ (k)

Na podstawie (17) otrzymujemy ostatni blok macierzy odwrotnej do macierzy
danej wzorem (19):

(26)

1

S=——.
¢ (k)

27

Zauwazmy ponadto, ze zachodzi
¢’ (k) =1-7r7(k). (28)
Ostatecznie macierz odwrotna do macierzy B(k+1) przyjmuje postac:

B | FOFOARAER - a®)]_1 9)
A (k) 0]

Sprawdzimy jeszcze, czy wyznaczona macierz odwrotna do macierzy B(k—+1)
spetnia warunek:

Blk+D)B ' (k+1)=B'(k+1)Bk+1)=1,,,. (30)

Sprawdzimy tylko, czy zachodzi:

Bk+)B'(k+1)=1,,,. (31)

Sprawdzenie, czy zachodzi:
B (k+D)Bk+1) =1, (32)
przebiega w sposob analogiczny do pokazanego nizej i dlatego zaniechamy jego

prezentacji.
Na podstawie wzorow (19) i (29) mamy:

R(k)  Ry(k) || R (k)g* (k) + A(k)A" (k) —A(k)| 1 :[a b} 33
R(k)y 1 —A" (k) 1 #k) |c d|

Pokazemy, ze:

a=1,, b=0, c=0, d=1. (34)
Mamy zatem:
a = ROE) (R () (k) + (k) 4" () ¢21(k) ~ R () A" (k) ¢2tk). (35)
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b 1
G RI0) (k) (36)
1
R, (k)(R ™' (k)¢* (k) + A(k) A" (k A" (k : 37
c=R," (k)| ()¢()+()())¢(k) Qe (37)
T 1
d=-R, (K)A(k)——+—— (38)
¢’ (k) ¢’ (k)’
Zauwazmy, ze na podstawie wzoru (35) mamy:
1 R(k)A(k)AT(k) R (k)4 (k
R(k)R (k)p~ (k - =
= ROROFBO 560 g 0 )
Ro(k)AT(k) R4 (k _ '
A0 A
Na podstawie wzoru (36) dostajemy'
1
) °(k)¢ o " (40)
Z kolei na podstawie wzoru (37) otrzymujemy:
1 &T(k)A(k)AT(k) A" (k)
kYR (k)p~ (k - =
CROEOIOLG T e pm
1-¢*(k))A" (k) 47
=AT(k)+( ¢ (2 )4 ( )_Az(k): an
¢ (k) ¢ (k)
:AT(k)(HWEM]:o
¢ (k)
Na koniec na podstawie wzoru (38) dostajemy:
P L N N (7 A GO “2)

¢’ (k) Fh) - F k) ¢’ (k)

Na podstawie (39)-(42) stwierdzamy wigc, ze spelniona jest rownosé (31).
Obecnie zaprezentujemy przyklad ilustrujacy podane wyzej postgpowanie.

Przyklad
Dana jest para korelacyjna (R(3), Ry(3)), gdzie macierz korelacji oraz wektor ko-
relacji przyjmuja postac:
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1 0,5 04 0,2
R3)=|0,5 1 08| R(3)=|0,4]. (43)
0,4 08 1 0,5

Wyznaczymy macierz odwrotna do macierzy stopnia 4 B(4), danej wzorem (19):

1 05 0,4(0,2

B(4) = R(3) R,(3)| (05 1 0804
- R'3 1 | |04 08 1 |05 (44)
02 0,4 05] 1
Wykorzystamy wzor (29). Mamy zatem:
B_1(4)={R o (3)T+ N _A(3)} 21 . (45)
—40) N PIE)

Zauwazmy, ze W parze korelacyjnej danej wzorem (44) macierz korelacji jest
macierza neutralng (sktadowe macierzy R(3) sa ilorazami odpowiednich sktadowych
wektora Ry(3)), stad wspodtezynnik determinacji #2(3) jest rowny kwadratowi najwyz-
szej sktadowej wektora korelacji, natomiast wektor oszacowan parametréw struktu-
ralnych ma wszystkie sktadowe zerowe z wyjatkiem odpowiadajacej najwyzszej
sktadowej wektora korelacji — jest ona rowna tej sktadowej. Mamy wigc:

0
#*(3)=0,75, AQ3)=| 0 |. (46)
0,5

Bezposrednim rachunkiem wyznaczymy macierz odwrotng do macierzy R(3).
W ogélnym wypadku zalecamy tutaj wykorzysta¢ macierze brzegowe.

42
3 3
2 28 20
R'Q)=|-= — -=| 47
3 3 9 5 (47)
o 20 25
L 9 9 ]

Aby wyznaczy¢ macierz B'\(4), zgodnie ze wzorem (45), obliczamy jej lewy
gorny blok. Na podstawie (46) oraz (47) otrzymujemy:
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42
3 3 0
R-1(3)¢2(3)+A(3)AT(3)=E _2o28 20, 0 [0 0 05]=
4/ 3 9 9 0.5
o 20 2
L 9 9
- 01
2
I I A
2 3 3
o -2 7
L 3 3]
W efekcie mamy wigc:
_ - [ 2 ]
1 —% 0 0 3 3 00
N A R T e
R'#=—] 2 3 3 =
3 20 28 2
0o -2 1 s |" 9 9 T3
303 ’
0 0 -05 1 o o -= =
- - L 3 3]
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APPLICATION OF FROBENIUS-SCHUR METHOD
IN DERIVING INVERSE MATRIX OF GIVEN BORDERED MATRIX

Summary: The paper describes the application of Frobenius-Schur method in deriving in-

Al f
verse matrix of bordered matrix given as: U = ‘:i?} This application consists in deriving
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. : o4 fille Bl_| 1, O
blocks a, f, y and ¢ using matrix equality: =10 . Then the way
g

z }/ 5 Ixn 1
those blocks were derived was used for deriving inverse matrix of matrix B(k+1),
R(k) R, (k)
where: B(k +1) = { .
R'(k) 1

Keywords: inverse matrix, bordered matrix, Frobenius-Schur method.
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