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1. Wstep

W artykule pokazano relacj¢ pomigdzy okresowa korelacja a integracja szeregu
czasowego. Jest to temat majacy wazne znaczenie w analizie szeregéw czasowych, a
wigc znajdujacy zastosowanie w analizie danych dotyczacych rynkéw kapitatowych.

Autorki podjely temat badania szczeg6lnego rodzaju szeregu czasowego — szere-
gu, ktéry ma okresowg funkcj¢ korelacji (szeregu okresowo skorelowanego). Trady-
cyjne podejscie do badania takich szeregéw bazuje w znacznej mierze na analizie
spektralnej i najczgsciej modeluje si¢ je szeregami PARMA (periodic ARMA). Przy
estymacji wspSiczynnikéw takich modeli wystepuja jednak duze bledy ze wzgledu
na znaczng liczb¢ estymowanych parametréw. Dlatego podjeto prébe innego podej-
$cia do szeregéw okresowo skorelowanych. Autorki dowodza, ze szeregi te mozna
podzieli¢ na zintegrowane podszeregi. Istnieja zatem réwniez podstawy do badania
ich kointegracji. Podejscie takie moze mie¢ kluczowe znaczenie w analizie danych
wykazujacych réznego rodzaju okresowosci. Jest to nowe i oryginalne ujecie, wiaza-
ce si¢ z ciekawymi badaniami, ktére moga da¢ interesujace wyniki.

W pierwszej czgsci pracy oméwiono wiasnosci proceséw okresowo skorelowa-
nych oraz przedstawiono jedng z metod oparta na analizie spektralnej, stuzaca do
wykrywania okresu funkcji korelacji. Metode t¢ wykorzystano do zbadania okre-
sowej korelacji w danych rzeczywistych opisujacych srednie dzienne spotowe ceny
energii elektrycznej na Gieldzie Nord Pool z okresu od 30 grudnia 1996 r. do
1 grudnia 1998 r. W drugim punkcie zaj¢to si¢ zagadnieniem integracji oraz zba-
dano ja dla podszeregéw wyznaczonych z szeregu wyjsciowego. Podszeregi te
opisuja spotowe ceny energii w poszczegélnych dniach tygodnia. Na zakonczenie
omoéwiono zjawisko kointegracji i przetestowano hipotezg¢ o jej istnieniu.
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2. Procesy okresowo skorelowane

Analiza szeregéw czasowych w znacznej mierze bazuje na stacjonarnosci da-
nych. Jednak w wigkszosci przypadkéw zalozenie, ze badany szereg jest stacjonar-
ny (to znaczy jego srednia i kowariancja s3 niezmiennicze na przesunigcia [Hamil-
ton 1994]) jest uproszczeniem i moze prowadzi¢ do blgdnych analiz. Procesy okre-
sowo skorelowane sa klasa proceséw, ktére generalnie sa niestacjonarne, ale wyka-
zuja wiele whasnosci proceséw stacjonarnych. Spotykane s3 m.in. w klimatologii,
hydrologii i ekonomii.

Definicja 1. Proces stochastyczny {X(¢), ¢ € I} o skonczonym drugim momencie
nazywany jest okresowo skorelowanym (ang. periodically correlated) z okresem T,
jesli T jest najmniejsza liczba taka, ze dla kazdych ¢ oraz u ze zbioru / spetnione sq
nastgpujace warunki [Gladyshev 1961]:

@ m@O=EX@)=my¢+T),
(i) R,(t,u)=E(X(@®)—my (XX W) —my (u))=R, (¢t +T,u+T).

Szereg czasowy okresowo skorelowany jest stacjonarny dla 7= 1.

Ponizej przedstawiono algorytm wykrywania okresowej korelacji dla zadanego
szeregu czasowego {X(1),X(2) ,...,X(N)} o sredniej m,(n)=0 (n =1, 2, ...).
Jest to metoda oparta na analizie spektralnej [Broszkiewicz-Suwaj i in. 2004; Hurd,
Gerr 1991].

Schemat algorytmu

N
1. Wyznaczamy dyskretng transformat¢ Fouriera I, (@)= ZX (n)exp(—iaXn—1))

n=1

2n(k —1)

w punktach @, = , k=12,..,N.

2. Obliczamy dwuwymiarowg statystyk¢ zwana koherencja prébkowa (ang.

sample coherence)
2

M- —_—]
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M@, Y| (@)
m=0

m=0

w kazdym punkcie (p,q).

3. Wyznaczamy wartosci jednowymiarowe;j statystyki koherentnej (ang. cohe-
rent staristic) |7(0, (od,N)|2. Statystyka ta przyjmuje wartosci z przedzialu [0.1].
Jezeli na wykresie pojawia si¢ wyrazne ,,piki” w punktach @,,2®,,3@,,..., to zna-

czy, iz zadany szereg jest okresowo skorelowany z okresem T = L .
a)d
Istnieja réwniez inne metody wykrywania okresowej korelacji oparte na anali-
zie spektralnej [Broszkiewicz-Suwaj 2003: Broszkiewicz-Suwaj i in. 2004; Hurd,
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Gerr 1991]. Na potrzeby artykulu zbadano okresowg korelacje danych pochodza-
cych ze skandynawskiej gieldy energii (Srednie dzienne spotowe ceny z okresu od
30 grudnia 1996 r. do 1 grudnia 1998 r.). Wybrano tutaj dane z rynku energii elek-
trycznej ze wzgledu na fakt, ze wykazuja one okresowos¢. Poprzez zré6znicowanie
danych z siedmiodniowym op6znieniem przeprowadzono opisany test.

Szereg Czasowy Statystyka Koherentna
50 0.2 r
0.1
_50 A s N 0
200 400 600 17 27 37
t 0]

d

Rys. 1. Szereg czasowy przedstawiajacy dzienne zréznicowane tygodniowo ceny z Gietdy Nord Pool
oraz wykres statystyki koherentnej dla tego szeregu
Zrédlo: opracowanie wlasne.

,Piki” wystepujace w czestotliwosciach 1/7, 2/7,... wskazuja na okres funkcji
korelacji, ktéry jest réwny 7 dni (tygodniowa okresowa korelacja).

3. Integracja i kointegracja

W tej czgsci pracy zostana oméwione zagadnienia integracji i kointegracji oraz
metodologia zwigzana z testowaniem tych zjawisk w danym szeregu czasowym.
Ponadto zostanie pokazany zwiazek pomigdzy okresowa korelacja a integracja.

Definicja 2. Szereg niestacjonarny {X(n), n € Z}, ktéry mozna sprowadzi¢ do
szeregu stacjonarnego, obliczajac przyrosty (AX(n)=X(n)—X(n—1)) d razy,
nazywamy szeregiem zintegrowanym stopnia 4 i oznacza si¢ go X(n)~I(d) [Cha-
remza, Deadman 1997; Engle, Granger 1987; Welfe 1998].

Istnieja testy, ktére pozwalaja na zbadanie stopnia integracji, np. test Dickeya-
-Fullera (DF) oraz rozszerzony test Dickeya-Fullera (ADF) [Charemza, Deadman
1997, Gladyshev 1961]. Do prostego testowania, czy szereg jest zintegrowany,
mozna zastosowac test oparty na statystyce Durbina-Watsona:

) (X(m)—-X(n—-D)
> (X (n)—X(m)’
Jesli wartos¢ statystyki IDW jest mniejsza niz 0,5, istnieje podejrzenie braku in-
tegracji, natomiast gdy jej wartos¢ jest bliska 2, wéwczas mozna przyjaé hipotez¢ o
zintegrowaniu szeregu [Charemza, Deadman 1997].
Uwaga 1. Okresowa korelacja danego szeregu niestacjonamego X(n), w ktérym
wykryto okresowa korelacjg, jest réwnowazna integracji I(0) jego podszeregéw,
powstatych w nastgpujacy sposéb:

IDW N
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Yv,n)=X(T+v) v=12,.,T. 2)

Dowod
Wi1asnos¢ ta wynika z nastgpujacych zaleznosci, ktére spetnione sa dla dowol-
nych n i k ze zbioru liczb naturalnych:

my,,(n) =my (nT +v)=m, (kT +v) =my, (k) = const
Ry, (n,k)= Ry (nT +v,kT +v)= R, (v,|k —n|T +v)=R,, (0,| k —n|).

Zatem dla kazdego v = 1, 2, ...T szereg { ¥(v,n)} jest stacjonarny.

Dla rzeczywistych danych okresowa korelacj¢ uzyskujemy dopiero po zrézmi-
cowaniu zadanego szeregu, co moze spowodowaé utrate dlugookresowych zalez-
nosci. Interesujace moze by¢ zatem zachowanie podszeregéw powstatych jak we
wzorze (2) dla niezréznicowanego szeregu pierwotnego.
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Rys. 2. Dwa przyktadowe (piatek, sobota) podszeregi powstate z szeregu opisujacego ceny energii na
. Gieldzie Nord Pool
Zrédlo: opracowanie wiasne.

Ponizej przedstawiono wyniki otrzymane przy badaniu integracji dla podszere-
gow opisujacych ceny energii z Gieldy Nord Pool w poszczeg6inych dniach tygo-
dnia (7 podszeregéw). Do badania stopnia integracji wykorzystano szybka metode
badania hipotezy o kointegracji oparta na statystyce Durbina-Watsona oraz wykre-
sy funkcji autokorelacji (ACF).

Tabela 1. Wartos¢ statystyki IDW dla szeregéw obejmujacych ceny w poszczeg6lnych dniach tygodnia

Cena Poniedziatek | Wtorek Sroda | Czwartek | Pigtek Sobota | Niedziela

IDW 0,2187 0,1819 0,2470 0,2606 0,2034 0,1507 0,1955

Zrédto: opracowanie wiasne.

Wartos¢ statystyki /DW dla danych pierwotnych (tab. 1) jest istotnie mniejsza
niz 0,5 dla kazdego z szeregéw, zatem mozemy odrzuci¢ hipotez¢ o integracji
stopnia O dla kazdego z nich. Wartosci statystyki IDW dla przyrostéw pierwszego
rzgdu poszczegblnych szeregéw (tab. 2) wskazuja na fakt, ze szeregi te s stacjo-
narne, zatem mozna wnioskowac o integracji I(1) poszczeg6lnych podszeregéw.
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Tabela 2. Wartos¢ statystyki /DW dla przyrostéw szeregéw obejmujacych ceny w poszczegdlnych
dniach tygodnia

Cena Poniedziatek | Wtorek Sroda | Czwartek | Piatek Sobota | Niedziela
IDW 2,1190 1,9728 2,1501 2,3200 2,2453 1,8699 2,1508

Zré6dto: opracowanie whasne.

ACF

0 50 100

Rys. 3. Przykladowy wykres funkcji autokorelacji dla podszeregu w wersji niezr6znicowanej (panel
lewy) i zréznicowanej (panel prawy). Przerywana linia oznacza 95% przedziaty ufnoéci dla ruchu
Browna
Zré6dto: opracowanie wiasne.

Dla wszystkich badanych podszeregéw wykresy funkcji autokorelacji maja
zblizong postaé. Podobnie jak poprzedni test, wskazuja one na brak stacjonarnosci
przed r6znicowaniem i jej obecnos¢ po zréznicowaniu.

Z pojeciem integracji jest scisle zwiazane zagadnienie kointegracji.

Definicja 3 [Hamilton 1994]. Méwimy, ze szeregi czasowe Y(1,n), Y(2,n),
....Y(m,n) s skointegrowane stopnia d, b, gdzie d > b > 0 i piszemy Y(1,n), Y(2,n),
. Y(mn) ~ CI (d, b), jezeli:

1) sa one zintegrowane stopnia d,

2) istnieje kombinacja liniowa tych zmiennych, np. a,Y(1,n) + a,Y(2,n) + ... +
anY(m,n), ktéra jest zintegrowana stopnia d - b. Wektor [a,, a;, ..., a,] nazywamy
kointegrujacym.

Test kointegracji przebiega dwuetapowo. W pierwszym etapie badamy stopien
zintegrowania poszczegdlnych szeregéw, co daje wskazéwki do dalszego badania
kointegracji. W drugim etapie nalezy wyestymowa¢ wektor kointegrujacy majacy
postaé [1, — ay, —a,, ..., —ag), ktéry pojawia si¢ w nast¢pujacym modelu regresji:

Y(L,n)=aY¥(2,n)+a,Y(3,n) +...a,Y(7.n) +v(n). 3

Moima go estymowac, uzywajac metody najmniejszych kwadratéw, a nast¢pnie
testowa¢ hipotez¢ o kointegracji z uzyciem testéw Dickeya-Fullera. Inna prosta
metoda testowania tej hipotezy jest uzycie analogonu statystyki Durbina-Watsona.
Test ten polega na wyznaczeniu statystyki Durbina-Watsona w celu oszacowania
odchylen szeregu od gléwnej trajektorii, ktére przy zalozeniu prawdziwosci hipo-
tezy o kointegracji sg stacjonarne [Charemza, Deadman 1997]

Y- W(n)—v(n—1))°
> @y =7 (n))

CIDW = “4)
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gdzie V(n) sq resztami wyznaczonymi metoda najmniejszych kwadratéw dla réwna-
nia (3). Jesli wartos¢ statystyki CIDW jest mniejsza od wspéiczynnika determinancji R

Y ()

Y ¥m)—-Ydn)?*’

postuluje si¢ odrzucenie hipotezy o kointegracji. W przeciwnym wypadku, gdy
CIDW >R?, kointegracja moze wystgpowaé [Charemza, Deadman 1997].

2

Tabela 3. Wartosci wspétczynnikéw kointegracji

al a2 al a4 as ab
1,3473 —0,3781 0,0246 -0,0376 0,2434 -0,2087

Zrédto: opracowanie wiasne.

W analizach badamy kointegracj¢ szeregéw, ktére opisuja ceng energii elek-
trycznej w poszczegllnych dniach tygodnia. Za zmienng opisywana przyjmujemy
ceny z poniedziatku; pozostale szeregi tworza zmienne opisujace. Dla takiego
przypadku wspélczynnik determinancji wynosi 0,9524, a wartos¢ statystyki CIDW
jest réwna 2,1523, zatem szeregi te sa skointegrowane CI(1,1). Wspétczynniki
kointegracji dla tego modelu umieszczone sa w tab. 3.

4. Podsumowanie

Przeprowadzona analiza wskazuje, ze okresowa korelacja jest scisle zwiazana z
zagadnieniem integracji, a co za tym idzie — z kointegracja. Szereg okresowo sko-
relowany mozna przetransformowac na zbiér podszeregéw, ktére wykazuja wias-
nos¢ integracji. Ponadto podszeregi w swej niezréznicowanej postaci moga by¢ ze
soba skointegrowane. Nalezy podkresli¢, ze sama okresowos¢ szeregu nie wystar-
cza do tego, by byt on ztozeniem podszeregéw zintegrowanych. W pracy analizo-
wano szereg okresowo skorelowany opisujacy spotowe ceny energii elektrycznej.
Przedstawiona metodologia pozwala na badanie i opisywanie proceséw wykazuja-
cych okresowa korelacj¢ bez utraty zaleznosci dtugookresowych. Stuzy ona takze
jako potwierdzenie stusznosci metod wykrywania okresowej korelacji opartych na
analizie spektralnej. Ma ona réwniez wazne znaczenie w analizie szeregéw czaso-
wych, ktére wykazuja okresowosci, a oryginalne podejscie do tematu moze mieé
istotny wplyw na dalszy rozwdj badan szeregéw okresowo skorelowanych.
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PERIODIC CORRELATION - INTEGRATION AND COINTEGRATION

Summary

In this paper we present a new approach to integration and cointegration. We show that a periodi-
cally correlated time series can be divided in a natural way into subseries that are integrated. More-
over, with high probability they are cointegrated. Thercfore it is enough to show periodic correlation
of the original series to conclude that the subseries are integrated.

In the first part of the paper we present the main features of periodically correlated processes and
a method of detecting periodic correlation. We iliustrate it using a data set of spot electricity prices
from the Nord Pool Power Exchange. In the next section we show that the subseries (one for each day
of the week) exhibit integration as well as cointegration.
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