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1. Wstep

Niekorzystne zmiany cen lub stép zwrotéw cen spot instrumentéw finansowych
moga by¢ z powodzeniem zabezpieczane za pomocg kontraktéw terminowych.
Najistotniejszym zagadnieniem w stosowaniu tego typu instrumentéw finansowych
jest dobranie odpowiedniego udzialu instrumentu (lub instrumentéw) futures w
portfelu zabezpieczanym. Dla inwestora, ktéry charakteryzuje si¢ rosnaca i jedno-
cze$nie wklesta funkcja uzytecznos$ci, optymalizacja relacji, liczby kontraktéw spot
do liczby kontraktéw futures (wsp6lczynnika zabezpieczenia) odbywa si¢ dla mi-
nimalnej wariancji portfela. Najprostszym sposobem szacowania wspétczynnika
zabezpieczenia, zastosowanym przez Ederingtona (1979), jest regresja liniowa
pomig¢dzy przyrostami cen spot oraz przyrostami cen futures. Parametr strukturalny
takiego oszacowania okresla poziom wspétczynnika zabezpieczenia. Wada rozwig-
zania zaproponowanego przez Ederingtona jest to, ze zakltada sie, iz faczny rozktad
cen spot i futures jest niezmienny w czasie, co w konsekwencji implikuje stato$é
wspolczynnika zabezpieczenia. Empiryczne wlasnosci szeregdw czasowych stép
zwrotéw spot oraz futures przecza tezie o niezmiennosci tacznego, warunkowego
rozkladu cen spot i futures. Skupienie zmiennosci, leptokurtoza, grube ogony bez-
warunkowych rozktadéw wskazuja na potrzeb¢ innego od zaproponowanego przez
Ederingtona modelowania oraz szacowania wspé6iczynnika zabezpieczenia. W
opracowaniu zaproponowano dwa modele, ktére zastosowano do szacowania
wspdlczynnikéw zabezpieczenia. Sa to BEKK-GARCH(p, ¢) z gaussowskim wa-
runkowym rozkladem reszt oraz --BEKK-GARCH(p, ¢) z warunkowym rozktadem
reszt t-Studenta.
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2. Zagadnienia teoretyczne

Modele uwzglgdniajace warunkowa wariancj¢ procesu sa czgsto wykorzystywa-
nymi rozwiazaniami w zakresie wyceny aktywéw, modelowania i prognozowania
zmiennosci oraz zarzadzania ryzykiem. Model uogdlnionej autoregresyjnej warunko-
wej heteroskedastycznosci (GARCH) zostal wyprowadzony przez Bollersleva (1986) i
zyskat duza popularno$¢ w zastosowaniach teoretycznych i praktycznych. Do dzisiaj
powstalo wiele modyfikacji tego modelu, pozwalajacych na uwzglednienie wielu wia-
snosci szeregéw czasowych, ktérych wystgpowanie zostalo potwierdzone badaniami
empirycznymi. Naturalnym rozszerzeniem modeli jednowymiarowych jest ich zasto-
sowanie dla dwdch i wigcej wymiaréw. Engle i Kroner (1995) wprowadzili model
wielowymiarowy, ktéry pozwala na taczne modelowanie warunkowych rozkiadéw
prawdopodobienstw dwdch i wigcej proceséw. Pierwotnym zalozeniem w rozwaza-
niach dotyczacych modelowania warunkowego, wielowymiarowego, tacznego rozkla-
du prawdopodobienistwa proceséw za pomoca BEKK-GARCH bylo przyjecie wielo-
wymiarowej normalnosci innowacji. Gagnon i Lypny (1995) dopuscili mozliwosé
zastosowania wielowymiarowego rozkladu z-Studenta, ktéry mégiby opisywa¢ warun-
kowe, laczne rozklady sktadnikéw stochastycznych modelu.

Rozpatrzmy przypadek inwestora, ktdry posiada pozycj¢ long spot dla danego akty-
wa. Dodatkowo przyjmijmy, ze wielkos¢ pozycji spot jest stala (liczba instrumentéw) dla
wszystkich rozpatrywanych okres6w. Inwestor moze zabezpieczy¢ pozycjg long spot za
pomoca krétkiej pozycji w kontrakcie futures (short futures). Celem inwestora jest mi-
nimalizacja zmienno$ci pozycji spot, co jest rtéwnowazne minimalizacji wariancji stopy
zwrotu (ceny) long spot. Formalnie mozna to zapisa¢ w nastgpujacy sposéb.

W.,=0p,.. )
gdzie W,_; oznacza wartos¢ portfela w momencie -1, Q oznacza wielkos¢ pozycji
spot, p,,, 0znacza warto$¢ (cen¢) spot w momencie -1,

Wartos¢ oczekiwana (r,) oraz wariancja stopy zwrotu z portfela skiadajacego

sie z long spot oraz short futures wyrazaja si¢ nast¢pujacym wzorem:

E(rp | Q,_l) = Q(E(P:_x l Qy-] )— | )= h(E(pf_, l Qr—l )— Py ), V)]
o—z(rp,: I Ql—l) = QZG(’;,I I Ql—l) - hrz-lo-(rf.l I Qr—l ) - 2h'_1QC0V(I:u 4 rf‘l I Ql—l )’ (3)

gdzie E(.) oznacza operator wartosci oczekiwanej, cov(.,.) oznacza kowariancjg,
rs — StOpg ZWrotu z pozycji spot, ry — stopg zwrotu z pozycji futures, £, — informacje
dostgpne w momencie 1, b, — wsp6tczynnik zabezpieczenia w czasie ¢, ¢ — wariancje.
W momencie 7 inwestor jest zainteresowany optymalizacja nast¢pujacego wyrazenia:
max[E(r, |1Q_)-¥ao'(r,1Q,.)) 4)
gdzie ¥ oznacza wspélczynnik awersji do ryzyka.

Optymalizacja wyrazenia (4) prowadzi do nastgpujacej formuty:

. Qcov(r,,,r;, Q,) _ E(p,, |1Q,_)— Py

- )
: az(rf,: |Qr-1) ‘PO’Z(I'_“ IQr—l)
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Optymalny wspétczynnik zabezpieczenia sklada si¢ z dwéch elementéw.
Pierwszy element wyrazenia (5) to warunkowy wsp6iczynnik zabezpieczenia mi-
nimalizujacy wariancj¢ stopy zwrotu portfela. Drugi element wynika ze spekula-
cyjnego popytu na instrument typu futures i roénie, jezeli E(p,, |Q,_,) rosnie i

maleje, jezeli ryzyko futures rosnie lub wspéiczynnik awersji do ryzyka rosnie.
Jezeli proces ceny futures jest martyngatem, to E(p,, 1Q,_)= Py, €0 powodu-

je, Zze wartosé drugiego elementu wyrazenia (5) wynosi 0.
Stopy zwrotéw dla kazdego z proceséw mozna opisa¢ za pomoca nastgpujacej formuty:
’;,1 = E(’:\‘I | Q:—l) + 8:,1 ’ (6)

r., =E(r, |Q_)+e,,, )

gdzie € oznacza wartos¢ reszty, przy czym zaklada si¢, ze warto$¢ oczekiwana w
réwnaniach (6) i (7) jest wartoscia stala.

Dla dwéch réznych modeli wektory innowacji (e, ,&r. )’ beda reprezentowane
przez nastgpujace réwnania.

gs.l
|Q,_, ~N(O,H), @)
£,
dla modelu uwzgledniajacego warunkowa wielowymiarowa normalno$¢ innowacji,
gdzie H, oznacza macierz wariancji-kowariancji dla wektora (e, ,&; )’, N(0,H,) ozna-
cza dwuwymiarowy rozklad normalny o sredniej O i macierzy wariancji-kowariancji H,

gs 4
[ ' ]|Q,_1 ~t(0,H,,v), )]
€ 7
gdzie H, oznacza macierz wariancji-kowariancji dla wektora (e, ,&;, )', v oznacza
parametr okreslajacy liczb¢ stopni swobody lacznego rozkladu reszt (e, ,&; ),
t(0,H,, v) oznacza dwuwymiarowy rozklad t-Studenta o sredniej O, v stopni swo-
body oraz macierzy wariancji-kowariancji H,.

W wielowymiarowym modelu GARCH warunkowa macierz wariancji kowa-
riancji dla dwdch modeli zdefiniowana jest za pomoca nastgpujacego wzoru.

9
vech(H,) = vech(C) + Zl",.vech(.‘z‘,.‘,_le',._,_1 )+ i:D,.vech(H,_1 ) (10)

i=l i=l
gdzie C, I', D oznaczaja macierze parametréw, H, oznacza macierz wariancji ko-
wariancji w momencie ¢, operator vech(.) przeksztalca elementy dolnej czgsci sy-
metrycznej macierzy w wektor.

Macierz wariancji-kowariancji okreslona za pomoca réwnania (10) zalezy od prze-
szlych jej wartosci oraz od przeszlych wartosci reszt modelu. Parametryzacja modelu
zaproponowana w pracy [Engle, Kroner 1995] zaklada, ze macierze C, I', D sa syme-
tryczne, a macierz H; jest dodatnio okreslona dla kazdej wartosci innowacji oraz prze-
szlej wartosci H, ;. Jak wskazuja Tse i Tsui (2001) jest to istotne dla procesu szacowa-
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nia parametréw modelu, gdyz ujemne wartosci elementéw macierzy wariancji-
kowariancji uniemozliwityby osiagni¢cie zbieznosci w procesie optymalizacji.

Estymacji parametréw modeli opisanych réwnaniami (6-10) dokonano za po-
moca metody najwiekszej wiarygodnosci'.

3. Opis danych

Analiz¢ przeprowadzono na podstawie szeregéw czasowych spot kursu akcji TP
SA oraz odpowiedniego szeregu czasowego instrument6w futures, dla ktérych in-
strumentem bazowym jest TP SA. Dane sa notowaniami dziennymi wspomnianych
szereg6w czasowych z okresu 22 stycznia 2003 r. — 24 stycznia 2005, co daje 1007
notowan. Do analizy wybrano dane dzienne, gdyZ zapewniaja one wigksza wartosc¢
informacyjna niz dane tygodniowe lub miesigczne. Wybér danych dziennych jest
réwniez podyktowany wymogiem co do liczby obserwacji niezbednych do estymac;ji
parametréw dwuwymiarowych modeli GARCH. Jak wskazano w pracy [Tse, Tsui
2002], minimalna liczba obserwacji to 1000. Rozwazania dotyczace danych tygo-
dniowych lub miesigcznych nie moglyby by¢ przeprowadzone ze wzgledu na brak
wystarczajacej liczby obserwacji szeregu futures. Szereg notowan futures zbudowa-
no na podstawie metody zaproponowanej w [Taylor 1986]. Polega ona na uwzgled-
nianiu serii notowan kontraktu furures, dla ktérego termin wygasnigcia wynosi przy-
najmniej jeden miesiac, do dnia begdacego pierwszym dniem miesigca, w ktérym
nast¢puje rozliczenie kontraktu (lub dostawa). Zmiana serii kontraktu odbywa si¢ w
pierwszym dniu miesiaca rozliczenia lub dostawy, przy czym jest wybierana seria,
dla ktérej termin wygasnigcia wynosi minimum 4 miesigce.

4. Metoda badawcza

Dla kazdego szeregu czasowego obliczono podstawowe statystyki opisujace
statystyczne wiasnosci. Dodatkowo przeprowadzono test Ljunga-Boxa dla st6p
zwrotéw oraz dla kwadratéw stép zwrotéw poszczegSlnych notowan. Zastosowano
réwniez test wykrywajacy efekt autoregresyjnej warunkowe;j heteroskedastyczno-
sci (efekt ARCH) dla st6p zwrotéw. Ponadto dla kazdego szeregu stép zwrotéw
przeprowadzono test Jarque-Bera, dla ktérego hipoteza zerowa jest normalnosé
badanego rozkladu realizacji zmiennej losowe;j.

Na podstawie oszacowanych parametréw modeli BEKK-GARCH(p, ¢g) oraz
-BEKK-GARCH(p, ¢) zostata przeprowadzona symulacja Monte Carlo obejmuja-
ca okres 10 oraz 20 dni. Na podstawie otrzymanych wynikéw (warunkowych ma-
cierzy wariancji i kowariancji) oszacowano warunkowe wartosci wspétczynnik6w

! Pakiet komputerowy, kt6ry zostat wykorzystany do szacowania parametréw opisywanych mo-
deli, znajduje si¢ na www .kevinsheppard.com.
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zabezpieczenia (h) dla kazdego dnia. Wartosci te zostaty nastgpnie wykorzystane w
strategiach zabezpieczajacych obejmujacych okres 10 i 20 dni, przy czym, ze
wzgledu na warunkowy charakter wspéiczynnikéw zabezpieczenia, przyjeto, ze
inwestor aktualizuje swoja pozycj¢ w kontrakcie futures (liczba kontraktow futu-
res) zgodnie z warto$cia oszacowanych wspétczynnikéw h.

Nastepnie, wykorzystujac dane rynkowe (10 i 20 dni sesyjnych) z okreséw przy-
padajacych po ostatnim dniu, z ktérego dane wykorzystane zostaty do szacowania
parametréw, policzono wariancj¢ portfeli sktadajacych si¢ z long spot i short futures.
Dla obliczonych wariancji obliczono miary efektywnosci zabezpieczenia (hedging
effectiveness) zgodnie z metoda zaproponowang przez Bera, Garcia i Roh (1997).

5. Wyniki badan i wnioski

Dla odpowiednich danych obliczono szeregi logarytmicznych stép zwrotéw.
Wartosci podstawowych statystyk, zawarte w tab. 1, wskazuja na leptokurtyczny
rozklad stép zwrotéw zaréwno spot, jak i futures. Wartosci kurtozy, odpowiednio
4,25 oraz 4,87 oraz dodatnia skos$nos¢, wskazuja na odbiegajacy od normalnego
bezwarunkowy rozklad prawdopodobienstwa. Prawostronna sko$nos¢ wskazuje na
asymetryczny rozkiad prawdopodobienstwa.

Tabela 1. Podstawowe statystyki szeregéw czasowych TP SA spot oraz TP SA futures*

~Srednia Kurtoza Skos$nosé
TPS -0,00012354 4,2529 0,2696
FTPS -0,00015906 4,8749 0,3800
Q Ljung-Box TPS FTPS Krytyczna
10 9,749 9,690 15,987
15 11,458 13,046 22,307
20 27,044 21,602 28,412
25 41,451 33,243 34,382
30 43,686 34,984 40,256
Q° Ljung-Box
10 156,806 112,335 15,987
15 205,942 150,509 22,307
20 270,131 180,182 28,412
25 345,171 242,877 34,382
30 377,042 268,237 40,256
Jarque-Bera 77,828 171,222 6,000
ARCH(5) 69,434 39,860 9,236
ARCH(10) 86,668 68,071 15,987
Bera-John** 346,07355 13,277

* Poziom istotnosci dla testu Q-Ljunga-Boxa (stopy zwrotu i ich kwadraty) wynosi 0,1.
** Na poziomie istotnosci 0,01 i dla 4 stopni swobody rozktadu y°.

Zrédio: opracowanie wlasne.
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Statystyki testéw Q-Ljunga-Boxa dla st6p zwrotéw wskazuja, Zze hipoteza zerowa o
braku autokorelacji szeregéw nie moze zosta¢ odrzucona na poziomie istomosci 0,1 dla
rz¢déw opéznien 10, 15 i 20 zar6wno dla szeregu spot, jak i szeregu futures. Dla rzgdow
opdznien 25 i 30 wspomniana statystyka odrzuca hipoteze zerowa dla szeregu spor.

Wyniki testu Q-Ljunga-Boxa przeprowadzonego dla kwadratéw stép zwrotéw
szeregdw wskazuja na wystgpowanie warunkowej heteroskedastycznosci dla
wszystkich rzedéw opéznien i dla wszystkich szeregéw. Na uwage zastuguja duze
wartosci statystyki Q, przewyzszajace wielokrotnie wartosci krytyczne. Dodatko-
wy test wykrywajacy efekty warunkowej heteroskedastycznosci (ARCH) potwier-
dza wyniki osiagnigte przez test Ljunga-Boxa dla kwadratéw stép zwrotéw.

Dla kazdego z szeregéw statystyka Jarque-Bera jest istotnie wi¢ksza od 6, co powo-
duje odrzucenie hipotezy zerowej zakladajacej normalnos¢ stép zwrotéw. Testowanie
wielowymiarowej normalnosci stép zwrotéw (w tym przypadku sa tylko dwa wymiary)
przeprowadzono za pomocg testu Bera-John. Wysoka wartos¢ statystyki testu Bera-John
wskazuje na odrzucenie hipotezy zerowej zakladajacej dwuwymiarowa normalnos¢.

Oszacowane parametry dwéch modeli znajduja si¢ w tab. 2. Do analizy wybrano
modele, ktérych rz¢dy autoregresji (macierz D) oraz sredniej ruchomej (macierz I')
wynosza 1. Wartosci przyjete do badania wynikaja z zastosowania kryterium Akai-
kiego oraz Schwarza do wyboru rzedu modeli’. Dla jednego modelu nalezy wyesty-
mowa¢ (k(k+1))/2+pk2+qk2+1 parametréw (gdzie k oznacza liczbe szeregéw czaso-
wych), stad optymalizacja kryteriéw wyboru zachodzi przy wartosciachp =g =1.
Tabela 2. Wartosci parametréw modeli BEKK-GARCH (1,1) dla warunkowego rozktadu normalnego
reszt oraz t-Studenta z v stopniami swobody*

Estymatory parametréw | BEKK-GARCH | Blad standardowy | --BEKK-GARCH | Blad standardowy
Cy 0,000391 0,000117 0,000295 0,000000
Csf -0,000087 0,000046 0,000497 0,000000
cg 0,000070 0,000055 -0,000002 0,000000
Vs 0,261092 0,018344 0,277241 0,032056
Vst 0,119439 0,016672 0,114084 0,035390
V55 -0,337346 0,041854 -0,376721 0,024196
Vg -0,197231 0,037560 -0,219420 0,056013
dy 0,949877 0,000003 0,950794 0,000000
dy -0,037859 0,000920 -0,034439 0,000007
dy, 0,048044 0,002755 0,045486 0,000011
dg 1,032239 0,000002 1,027150 0,000000
v 7,626968 48,290093

Log-likelihood 5959,6 6005,7

AIC . -11897,18 -11987,40

BIC -11843,13 -11928,44

Bera-John** 12,234 11,183

* AIC oraz BIC oznaczaja statystyki kryterium Akaikiego oraz Schwarza, bgdace podstawa do wybo-
ru rz¢du autoregresji (p) oraz sredniej ruchomej (g) w modelach GARCH.
** Na poziomie istotnosci 0,01 i dla 4 stopni swobody rozktadu x>

Zrédto: opracowanie wiasne.

? Odpowiednie wyliczenia dostgpne sa u autora.
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Wartosci kryteriow Akaikiego oraz Schwarza wskazuja, ze najlepiej dopasowa-
nym modelem jest --BEKK-GARCH z warunkowym rozkladem reszt r-Studenta z
7,62 stopniami swobody. Liczba stopni swobody wskazuje, ze rozklad ma cechy
rozktadu z grubymi ogonami (faf tails), co moze wyjasnia¢ wysokie wartosci staty-
styk kurtozy oraz brak dwuwymiarowej normalnosdci w facznym, bezwarunkowym
rozkladzie prawdopodobienstwa szeregow spot 1 futures.

StatystyKki testu Bera-John dla standaryzowanych reszt modeli nie powoduja od-
rzucenia hipotezy zerowej o ich tacznym, normalnym rozkladzie prawdopodobien-
stwa. Swiadczy to o tym, ze modele s3 dobrze dopasowane do danych rzeczywi-
stych i moga opisywac proces stop zwrotow oraz warunkowe wariancje i kowa-
riancje proceséw stop zwrotow TP SA oraz futures TPSA.

Z przeprowadzonych symulacji Monte Carlo obliczono wspélczynniki zabez-
pieczenia dla okreséw 10 i 20 dni i zastosowano je do budowy portfela inwestycyj-
nego skladajacego si¢ z dlugiej pozycji spot oraz krétkiej pozycji futures. Wyniki
osiagnigte dla kazdej ze strategii przedstawiono w tab. 3. Efektywnos$¢ zabezpie-
czenia obliczona jest na podstawie formuly zaproponowanej w pracy [Bera, Garcia,
Roh 1997]. Polega ona na obliczeniu wariancji portfela sktadajacego si¢ z pozyc;ji
spot oraz portfela uwzgledniajacego krotka pozycj¢ zabezpieczajaca w kontrakcie
Jutures, zgodnie z nastepujaca formula:

2

o,
HE=1-—, (11)
s
gdzie o, oznacza odchylenie standardowe pozycji spot, o), — odchylenie standardo-
we portfela z pozycja zabezpieczajaca.
Tabela 3. Estymatory wariancji oraz wartosci oczekiwanej strategii zabezpieczajacej wraz z warto-
sciami efektywnosci strategii

10 dni o (r) E(r) Efektywno$é
Spot 0,012761136 0,012405265 0,00000%
BEKK-GARCH 0,010014102 0,003444842 21,5266%
-BEKK-GARCH 0,010007947 0,003490439 21,5748%
20 dni
Spot 0,015042765 0,008981125 0,0000%
BEKK-GARCH 0,010349331 0,000766943 31,2006%
-BEKK-GARCH 0,010333598 0,000821563 31,3052%

Zrodto: opracowanie wiasne.

Pomimo dobrego dopasowania modeli do danych empirycznych skuteczno$é
strategii zabezpieczajacych jest stosunkowo mata. Model uwzgledniajacy warun-
kowy rozktad normalny jest gorszy, jezeli inwestor bierze po uwagg tylko poziom
wariancji zabezpieczonego portfela. Roznica pomigdzy stopniem redukcji ryzyka
w portfelach dla dwoch réznych portfeli jest odpowiednio 0,0482% dla strategii
10-dniowej oraz 0,1046% dla strategii 20-dniowe;j.
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Korzysci z zastosowania do$é zlozonych i wymagajacych zastosowania skom-
plikowanych algorytméw modeli moga by¢ dyskusyjne, jednakze nieuwzglednie-
nie wielu wlasnosci empirycznych szeregéw czasowych moze prowadzi¢ do decy-
zji obarczonych duzym btedem. Poniewaz badanym szeregiem czasowym sg stopy
zwrotu cen akcji przedsigbiorstwa, w literaturze przedmiotu proponuje si¢ stoso-
wanie modelu uwzgledniajacego tzw. efekt dzwigni (levarage effect), co ma od-
zwierciedlenie w réwnaniu opisujacym proces warunkowej wariancji. Wptyw do-
datnich oraz ujemnych st6p zwrotu ma rézny wplyw na poziom warunkowej wa-
riancji. Rozwiazanie to zostalo zastosowane w pracy [Gagnon, Lypny, McCurdy
1998], w ktérej wykazano, ze model uwzglgdniajacy efekt dzwigni lepiej opisuje
dynamike tacznego rozktadu stép zwrotéw szeregu spot oraz futures.

6. Zakonczenie

Metoda oparta na uwzgl¢dnieniu warunkowej wariancji i kowariancji proceséw
Stop zwrotéw spot oraz futures pozwala na lepsze dopasowanie modelu do danych
empirycznych wzgledem modeli zakladajacych homoskedastycznos¢ innowaciji.
Ekonomiczna korzy$¢ z zastosowania warunkowych wspéiczynnikéw zabezpie-
czenia, ktére determinuja jednoczesnie dzienne korekty pozycji w kontrakcie futu-
res, moze zosta¢ zmniejszona wymogiem czasochlonnej estymacji wielowymiaro-
wych modeli oraz koniecznoscia ponoszenia wysokich kosztéw transakcyjnych.
Przydatnos$é tej klasy modeli do zastosowan w zakresie zarzadzania ryzykiem ryn-
kowym powinna by¢ przedmiotem dalszych badah majacych na celu wskazanie
takiego modelu, ktéry pozwoli na estymacj¢ wspéiczynnikéw zabezpieczenia za-
pewniajacych maksymalna efektywno$¢ zabezpieczenia.
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MINIMIZING A STOCK'S MARKET RISK AND CONDITIONAL
VARIANCES AND COVARIANCES OF THE PROCESSES

Summary

Two models to modeling conditional variances and covariances of two processes are presented.
Two bivariatt GARCH models are considered, one with conditional normal distribution of innova-
tions and second with t-Student conditional distribution. They are used to estimate optimal, mini-
mum-variance hedge ratios. An out-of-sample hedging strategy is implemented and the hedging
effectiveness is measured. Dynamic models are found to give good description of the joint distribu-
tion of spot and furtures returns but the hedging effectiveness is found to be low.
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