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1. Wstep

Wartoscia zagrozong (wartoscia ryzykowana) — w skrécie VaR — nazywa si¢
maksymalna kwote, ktéra mozna straci¢ w wyniku inwestycji w portfel o okreslo-
nym horyzoncie czasowym i przy zalozonym poziomie ufnosci [Best 2000]. Kazdy
inwestor zdaje sobie sprawe z tego, iz jego portfel jest narazony na ryzyko, i na
pewno chcialby, aby to ryzyko bylo jak najmniejsze. Uzasadnione jest zatem do-
bieranie struktury wartosciowej portfela w taki sposéb, aby ryzyko zwiazane z tym
portfelem (w tym przypadku VaR) bylo jak najmniejsze przy zadanym poziomie
ufnosci. Kiedy inwestor jest w stanie zaakceptowac strate z portfela na zatozonym
przez niego poziomie, portfel mozna optymalizowaé ze wzgl¢du na prawdopodo-
bienistwo wystapienia zatozonej straty. Bardzo czgsto inwestorzy rozwazaja portfe-
le, w ktérych zakladaja pewne ograniczenia na parametry portfela, np. mozna na-
rzuci¢ warunki zaréwno na dryf portfela, jak i na jego zmiennos¢. Ograniczenia
moga by¢ jednostronne i dwustronne.

W artykule rozpatrzono dwie strategie doboru struktury wartosciowej portfela
(sktadajacego si¢ z akcji) z narzuconymi ograniczeniami na jego dryf:

— minimalizacj¢ prawdopodobienstwa przekroczenia przez VaR z géry zadane;j

wartosci,

— minimalizacj¢ wartosci VaR przy zadanym poziomie ufnosci.

Dobierajac strukturg wartosciowa portfela z uzyciem pierwszej strategii, otrzy-
mywano najmniejsze prawdopodobienstwo zdarzenia, w ktérym wartos¢ portfela
bylaby mniejsza od wartosci ustalonej przez inwestora. Korzystajac z drugiej stra-
tegii, dobierano taki sklad portfela, w ktérym — przy ustalonym przez inwestora
prawdopodobienstwie a— warto$¢, ponizej ktérej nie spadnie wartos¢ portfela (z
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prawdopodobienstwem 1-@), byla jak najwyzsza. W obu przypadkach mozna byto
zadac, aby dryf portfela byt nie mniejszy niz wczesniej zalozony.

W dalszej czgsci pracy przyjeto zalozenie, ze wartosé poczatkowa portfela jest
wigksza od zera, a dynamika cen akcji opisana jest geometrycznym ruchem Brow-
na [Wilmott 2000].

2. Prawdopodobienstwo osiagnigcia przez portfel okreslonej wartosci

Niech dynamika cen instrumentu bedzie opisana geometrycznym ruchem
Browna [Wilmott 2000]:

%=/ldt+adW, (N

gdzie: S — wartos¢ akcji,
M — wspéiczynnik dryfu,
o— wspdlczynnik zmiennosci,
W (t) - proces Wienera.

Gdy portfel inwestycyjny sklada si¢ z n instrumentéw réznych podmiotéw (o
dymnice opisanej geometrycznym ruchem Browna), wéwczas korzystajac z wias-
nosci procesu Winera, dynamikg portfela moina wyrazi¢ nastgpujaco [Czemik
2004]:

% = Y dt + o, dW, 2)
gdzie 44 i onsq odpowiednio dryfem oraz zmiennosci portfela i przyjmuja wartosci:
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jest korelacja pomigdzy stopami zwrotu instrumentu i-tego i j-tego, aw; i € {1, 2,
..., n} sa wagami struktury wartosciowej portfela:

iw‘. =1. (6)
=1

Obie strategie omawiane w dalszej czgsci beda sig¢ opieraty na utrzymaniu statej
struktury wartosciowej portfela w czasie, co implikuje stalos¢ parametréw un i o
w czasie trwania strategii.
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Korzystajac z réwnania Kotmogorowa, mozna wyznaczy¢ rozkiad prawdopo-
dobienstwa wartosci portfela [Gardiner 1986], a nastepnie samo prawdopodobien-
stwo zdarzenia, polegajacego na tym, iz dla ustalonego czasu ¢ warto$¢ portfela nie
przekroczy wartosci IT:

N@=—= [ 7ax ™

NeZES

gdzie:
I 1 _,
In(—)— ——Oop Nt
(Ho) (U > n)

z= ®
out
Dla IT=TII, — Allréwnanie (8) przybiera postac:
In(1 —;]E) — (U —%O'nz)t
L &)

=
ot

Oczywiscie prawdopodobiefistwo tego, iz portfel w chwili 7 przybierze wartos¢
wigksza od I1 lub réwna I1, wynosi:
1-N(2) (10
dla z opisanego wzorem (9).

3. Minimalizacja prawdopodobieristwa dla ustalonej wartosci VaR

Strategia ta polega na minimalizacji prawdopodobienstwa przekroczenia przez
VaR z géry zadanej wartosci. Struktura wartosciowa portfela inwestycyjnego musi
zosta¢ dobrana tak, aby dla ustalonej wartosci AIT (wartos¢ Al reprezentuje akcep-
towalny poziom VaR) prawdopodobienstwo ¢ dla ktérego wartosc portfela w
chwili ¢ nie bedzie wigksza od wartosci I1—AIl, bylo minimalne. Do obliczen be-
dzie uzywana wzgledna wartos¢ wartosci narazonej na ryzyko do poczatkowej
wartosci portfela — AIT/T,.

Po skorzystaniu z wlasnosci dystrybuanty rozkladu normalnego minimalne
prawdopodobienstwo a=N(z) zostanie osiagni¢te dla minimalnej wartosci argu-
mentu z [Papoulis 1972). Nalezy zatem znalez¢ wartos¢ minimalna funkcji:

AlIl 1 _,
o ) ln[l no] [ﬂn 20}, ]t
(W, W, o 7 ,

gdzie u4 i on sa wyrazone odpowiednio wzorami (3) i (4). Zatem w;, i = {1, ..., n},dla
ktérych funkcja (11) osiagnie minimum, ustala strukturg¢ wartosciowa portfela, w ktérym

an
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VaR moze przekroczy¢ AIl z minimalnym prawdopodobienstwem o (wartos¢ portfela
moze spa¢ ponizej ustalonej granicy I'li—AIl z minimalnym prawdopodobienistwem o).

W strategii tej mozna rozwazaé portfele z ograniczeniami dryfu zar6wno jedno-
stronnymi, jak i dwustronnymi. Nalezy wéwczas przy przeprowadzanych oblicze-
niach doda¢ odpowiednie zalozenia co do dryfu portfela. Przy zalozeniu, iz dryf
portfela przybierze okreslona przez inwestora wartos¢, pochodna funkcji opisanej
wzorem (11) dla dowolnej wagi w;, i = {1, ..., n} wyraza si¢ nastgpujaco:

[,U +la 2]t—ln{l—An]
az(w,,...,w")= ntomn N, J|9op, dlai={1,...,n}. (12)

(9W,. Unz\/t- awi

Spelnienie nieréwnosci:

[pn +%an2]t—ln[1—;]ﬂo >0, 13)
ktéra po przeksztalceniach przybiera posta¢:
I [,un +%an2]r
o€ > 11, — AIl, (14)
bedzie oznaczaé, iz spetniona bedzie nastgpujaca nier6wnoscé:
[ﬂn + %a,,’]t - ln[l - f_l—n
2> 0. (15)

o\t

Przy takich zalozeniach punkty podejrzane o ekstremum w*=(w,*,...,w,*) dla
funkcji (11) sa réwnoczesnie punktami podejrzanymi o ekstremum dla zmiennosci
portfela of; — opisanej wzorem (4).

Pamietajac, iz przy spetieniu nieréwnosci (14) zachodzi réwniez nieréwnosé
(15), mozemy wyciagna¢ wniosek, iz osiagniecic minimum w punkcie
w¥=(w*,...,w,*) przez funkcje (11) jest réwnowazme z osiagni¢gciem minimum
zmiennosci portfela w punkcie w*=(w*,...,w,*) i odwrotnie. W takim przypadku
wyznaczanie struktury wartosciowej portfela, dla ktérego VaR moze zosta¢ prze-
kroczony z minimalnym prawdopodobienstwem ¢ jest rtownowazne z wyznacze-
niem takich wag, kt6rych zmiennos¢ portfela b¢dzie minimalna.

4, Minimalizacja wartosci VaR przy ustalonym prawdopodobienstwie
Strategia ta polega na takim dobrze wag w, i = {1, ..., n}, aby dla ustalone;j
wartosci prawdopodobienstwa a wartos¢ AIT/II, byla minimalna. Zatem dla usta-

lonej wartosci prawdopodobienistwa & nalezy znalez¢ warto$é funkcji odwrotnej do
dystrybuanty rozktadu normalnego:
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z=N"'(a). (16)

Po przeksztalceniu réwnania (8) i podstawieniu réwnania (16) otrzymano:

-1 1_,
A oy =1 g otz a7
rIO
gdzie 4 i on sa wyrazone odpowiednio wzorami (3) i (4).

Po wyznaczeniu wag w;, i = {1, ..., n}, dla ktérych funkcja (17) osiaga mini-
mum, otrzymano struktur¢ wartosciowa portfela, w ktérym wartos¢ narazona na
ryzyko jest minimalna dla ustalonego poziomu prawdopodobienstwa o.

Dla krétkich czaséw wielkosé¢ AIVTI, opisang wzorem (17) mozna przyblizy¢
réwnaniem:

An -1 1 2 -1 2
W) % =N ()0t ~lu+- 0" (N @) =D (18)
0

Z powyzszego wzoru wynika, ze dla matych ¢, przy ustalonej wartosci prawdopo-
dobienstwa a minimalizacja wartosci AIT/I], jest rownowazna minimalizacji zmien-
nosci portfela o (pierwszy czlon rozwinigcia we wzorze (18) ma decydujace zna-
czenie). Nalezy jeszcze podkresli¢ to, ze dla @ <0,5, N™'(a) <0 i w takim przy-
padku szukana granica, ponizej ktérej moze spas¢ wartosc portfela z prawdopodo-
bienstwem ¢, znajduje si¢ ponizej poczatkowej wartosci portfela lub jest jej réwna.

Roéwniez w tej strategii mozna rozwazaé portfele z ograniczeniami dryfu za-
réwno jednostronnymi, jak i dwustronnymi. Zauwazono ponadto, ze w tym przy-
padku minimalizacja wartosci AI/T1, sprowadza si¢ do maksymalizacji wartosci:

N~ (@)o Vt + (i —%anz)t. (19)

Z powyzszego wzoru wynika, ze dla ustalonego czasu ¢ i dla dryfu portfela okreslo-
nego przez inwestora na statym poziomie oraz przy spelnionej nieréwnosci @ <0,5
(wéwczas N™' (@) < 0) maksymalizacja wartosci opisanej wzorem (19) jest réwnowaz-
na minimalizacji zmiennosci portfela. Zatem w tym przypadku dobér struktury warto-
sciowej portfela, w ktérym przy ustalonym prawdopodobienistwie @ wartos¢ narazona na
ryzyko jest minimalna, sprowadza si¢ do dobrania takich wag w;, i = {1, ..., n}, dla kté-
rych zmiennos¢ portfela réwniez bedzie minimalna. Dla stalego dryfu portfela, przybie-
rajacego wartos¢ okreslona przez inwestora bez wzgledu na horyzont czasowy, powyz-
szy problem sprowadza si¢ do skonstruowania portfela metoda Markowitza.

Uwzgledniajac w obliczeniach warunek (6), w obu strategiach mozna liczbe
zmiennych zredukowa¢ do liczby n—1. Ponadto obie te strategie nie wykluczaja krot-
kiej sprzedazy, a wigc wagi moga by¢ ujemne. Wykluczenie krétkiej sprzedazy pole-
gatoby na wprowadzeniu dodatkowego zalozenia o nieujemnosci wszystkich wag.

Nalezy zwrécié jeszcze uwagg na to, ze w obu strategiach trudno jest przeprowadzi¢
obliczenia, nie uzywajac metod numerycznych (przynajmniej dla wigkszych n).

198



5. Aplikacje

Na potrzeby symulacji stworzono portfel sktadajacy si¢ z akcji pigciu przedsig-
biorstw. Liczba spélek wchodzacych w sklad portfela nie moze byé w tym przy-
padku mniejsza od trzech ze wzgledu na liczbe stopni swobody budowanego port-
fela (jedna zmienng mozna wyeliminowaé, korzystajac z zalozenia o sumie wag, a
druga — z zalozenia o stalym dryfie portfela). Nalezy zauwazy¢, iz czas potrzebny
na obliczenia ros$nie wykladniczo w miarg wzrostu liczby spétek w portfelu. Dlate-
go w symulacji ograniczono t¢ liczbg do pigciu, nie tracac na ogélnych zlozeniach.
Ze wzgledu na podgladowy charakter symulacji wybdr spétek wchodzacych w
sktad portfela nie mial znaczenia, dlatego losowo wybrano: Pekao SA, PKN Orlen
SA, Telekomunikacj¢ Polska SA, KGHM Polska Miedz SA, Netie SA. Notowania
akcji z okresu 20.02.2004 r.- 04.05.2004 r. zostaly pobrane z GPW w Warszawie.
Korzystajac z metody momentéw, oszacowano wspéiczynniki dryfu i zmiennosci
cen akcji [Czernik] na podstawie ostatnich 50 notowan sesyjnych w badanym okre-
sie. Ze wzoru [Czernik 2004]:

AS, AS,
cov|—,—=%
S, S
0,0,At
policzono korelacj¢ wartosci instrumentéw, natomiast As = 1/250.

Na rysunku 1 przedstawiono minimalng warto$¢ prawdopodobienstwa &, jaka
moze zostac przyjeta przy ustalonym AIl/IT, = 0.1.

P = 20)

— i prawdopodabienstwo dla dryfu swobodneg
s minimalne prawdopodobiensto dla stalego dryfu
inimalne prawdopodobicistwo dla dryfu z jed ym Ograni
008 T —
0.06 R, e
\(u »=0,3
0.04 \
o~ » - swobodn \
L - i ‘{1/ ,\:‘/l‘ Swi Y \
0.02 7 \
: AN \
P % u, 20,3
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WY e N,
0 R i B % L S P ———— .-
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Rys. 1. Minimalne prawdopodobienstwo dla ustalonej wartosci VaR (AILTI;=0,1)
Zrédto: opracowanie wlasne.
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Na rysunku 1 wida¢, ze wszystkie trzy wykresy dla poczatkowych 7 (+ mniejsze
od ok. 0,4 — okres ok. 10 pierwszych dni) prawie si¢ pokrywaja. Mozna wlasciwie
zaobserwowag, ze dla tych czaséw wykresy dryfu ustalonego na poziomie 0,3 oraz
ograniczonego jednostronnie (wigkszy od 0,3 lub réwny mu) sa takie same. Z kolei
po przekroczeniu tego czasu wartos¢ prawdopodobienstwa a w przypadku dryfu z
ograniczeniem jednostronnym i w przypadku dryfu swobodnego jest takie samo.
Wiadomo, ze dla dryfu okreslonego na staltym poziomie wyznaczanie struktury
wartosciowej portfela sprowadza si¢ do wyznaczenia tej struktury z jednoczesnym
minimalizowaniem zmiennosci portfela. Wynika z tego, iz w pozostatych przypad-
kach dla krétkich czaséw minimalizacja prawdopodobiefistwa réwniez sprowadza
si¢ do konstrukcji portfela metoda Markowitza. Mozna zauwazy¢ takze, ze dla +—0
oraz t—w prawdopodobienstwo a dazy do 0. Jest tez pewien horyzont czasowy
inwestycji, dla ktérego — w zaleznosci od ograniczen dryfu — prawdopodobienstwo
o jest najwigksze. Horyzont ten w tym przyktadzie wynosi odpowiednio okoto
miesiaca dla dryfu swobodnego lub z ograniczeniem jednostronnym i czterech
miesi¢cy dla dryfu okreslonego na poziomie 0,3.

Na rysunku 2 umieszczono wykres przedstawiajacy minimalna wartos¢ ATT/TL,,

Jjaka moze zosta€ przyj¢ta przy ustalonym prawdopodobienstwie a
=== minimalny VaR dla dryfu swobodnego

s minimalny VaR dla dryfu okredlonego na statym poziomi
AT, minimalny VaR dla dryfu z ograniczeniem jednostronnym
o - - -
/i /’\\\
0,08 ———
s \
/ 3 ®>=0,3
o \
A i, - swobodny
0.04 — // : \o/ § Seing R/
- \ w, 0,3
’M ./ ?
0 i e e Rabi ks G gand
0ot 0,01 or |\ 1 { 10
‘ \
_o‘m S— ! ——— \n_w -——

s [t]

Rys. 2. Minimalny VaR dla ustalonego prawdopodobiefistwa o = 0,005
Zrédlo: opracowanie wiasne.

W strategii tej wykresy kroétkich czasé6w si¢ pokrywaja, a wyznaczanie wag mi-
nimalizujacych AITTI, w tym okresie mozna sprowadzi¢ do wykorzystania metody
Markowitza. Réwniez w tej strategii od pewnego czasu ¢ wartosci AILTI, w przy-
padku dryfu z ograniczeniem jednostronnym i w przypadku dryfu swobodnego sa
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takie same. Dla t—o wartos¢ All/[Ty——o0, warto$ci ujemne AIl/TI, oznaczaja, iz
poziom [T—AIl, ponizej ktérego portfel moze przyjmowaé wartosci w czasie f z
ustalonym prawdopodobienstwem «a jest wigkszy od wartosci poczatkowej portfe-
la. Z uwagi na ten sam sklad portfela co w strategii pierwszej najbardziej nieko-
rzystne ze wzgledu na VaR sa inwestycje o horyzoncie czasowym odpowiednio:
okolo miesiaca dla dryfu swobodnego lub z ograniczeniem jednostronnym i okoto
czterech miesiecy dla dryfu okreslonego na poziomie 0,3.

== minimal dopodobicnstwo dla dryfu swobod z krotka sprzedaza

P P

P 8

~— minimalne prawdopodobi dla dryfu swobod: bez krotkiej sprzedazy
0,08 DR

/i
/ \
0.04 / \\‘

0.02

0,001 0,01 0,1 1 10
czas (]

Rys. 3. Minimalne prawdopodobiefistwo dla ustalonej wartosci VaR (AI1/T1p = 0,1)
Zrddlo: opracowanie wiasne.

Na rysunku 3 przedstawiono minimalne prawdopodobienstwo « dla ustalonej
wartosci AT/, = 0,1 w portfelu z uwzglednieniem krotkiej sprzedazy instrumen-
tow i bez krotkiej sprzedazy. Roznice migdzy tymi prawdopodobienstwami sa
znaczne. Jak nalezalo przypuszczaé, po wyeliminowaniu krétkiej sprzedazy in-
strumentéw (nalozono na wagi dodatkowe ograniczenia) minimalne prawdopodo-
bienstwo przekroczenia przez VaR ustalonej wartosci powigkszylo si¢ w stosunku
do tego samego prawdopodobienstwa liczonego dla portfela z krotka sprzedaza.

6. Podsumowanie

Strategie opisane w pracy pozwalaja inwestorom zarzadza¢ warto$cia narazona
na ryzyko w skonstruowanych przez nich portfelach. Symulowany portfel przed-
stawiony w pracy skiladal si¢ z pigciu roznych instrumentéw. Liczba stopni swobo-
dy tego portfela pozwala na wprowadzanie, oprocz standardowego zatozenia doty-
czacego sumy wag, dodatkowych zalozen. W tym przypadku dodatkowe zatozenia
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dotyczyly dryfu portfela, a dokladniej jego ograniczen, ktére mogly by¢ zaréwno
jednostronne, jak i dwustronne. Okazuje sig, ze dla okreslonego dryfu portfela wy-
znaczanie struktury wartosciowej portfela — zar6wno przy minimalizacji warto$ci
VaR przy ustalonym prawdopodobienstwie ¢, jak i przy minimalizacji prawdopo-
dobienstwa « dla ustalonej wartoéci VaR — jest rwnowazne z dobraniem takich
wag, dla ktorych zmienno$é portfela jest minimalna (w drugim przypadku musi
by¢ speiniana nieréwnosé (13), ktéra wprowadza do$¢ naturalne zalozenie co do
warto$ci narazonej na ryzyko). Takie dodatkowe zalozenia pozwalaja precyzyjniej
okresli¢ oczekiwania inwestora odnosnie do portfela. Ponadto opisywane strategie,
oprocz minimalizowania ryzyka, informuja rowniez o wielko$ci mozliwej straty w
danym portfelu oraz o prawdopodobienstwie jej wystapienia. Cecha ta wyrdznia
VaR na tle klasycznych miar ryzyka. Istotna wada opisywanych strategii sa obli-
czenia, ktdre, niestety, w wigkszosci nalezy wykona¢ numerycznic.

Dalsze badania powinny objaé¢ instrumenty o nieliniowej dynamice. Wowczas
w sklad rozpatrywanych portfeli moglyby wchodzi¢ np. opcje.
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VaR - OPTIMAL SECURITIES PORTFOLIO WITH CONSTRAINTS

Summary

The article presents the optimization of securities portfolio process with constraints. Taking into
account the VaR the optimization concerns the value’s portfolio structure. Two strategies are consid-
ered by the author:

— setting a VaR the minimization of the probability that the VaR excide the value,

— sctting a probability level the minimization of VaR value.

First strategy enables building the portfolio structure which value would be less than the value
settled by the investor with minimal probability. Second strategy begins with setting probability a.
Next step is to build such a portfolio structure that the value limit beneath which the portfolio value
would not decrease (with probability 1-a) will be at the maximum level. In both cases the required
drift of the securities portfolio should not be lower than determined earlier.
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