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1. Opis problematyki i cel pracy

1.1. Wprowadzenie

W identyfikacji i modelowaniu ukladéw mechanicznych dominuja obecnie me-
tody zwiazane z eksperymentalna analiza modalna. Jak wiadomo, metoda ta
umozliwia wyznaczenie tzw. ,modelu modalnego”, a $ciSle] — wyznaczenie jego
parametréw: czestosci drgan whasnych oraz wspétczynnikéw macierzy modalnej,
ktérej kolumny koresponduja z okreslonymi formami drgan. Nalezy zaznaczyc,
ze tak wyznaczony model umozliwia wyznaczenie odpowiedzi ukladu na dowolne
wymuszenie dynamiczne zaréwno typu deterministycznego, jak i losowego [15, 27,
60, 74, 86, 106, 106, 108, 109]. Wylania sie przy tym pytanie na ile doktadnie tak
zbudowany model odzwierciedla wlasciwosci badanego rzeczywistego uktadu. Je-
§li uwzgledni sie fakt, ze wyprowadzono go na gruncie teorii uktadéw liniowych,
to stosowanie analizy modalnej w przypadku ukladéw nieliniowych sprowadza
sie do poszukiwania liniowego modelu optymalnego, w ktérym efekty nieliniowe
jednak nie wystepuja. Uzyskany w ten sposéb model jedynie w przyblizeniu opi-
suje drgania uktadu. Ma to praktyczne zastosowanie, kiedy uktad rzeczywisty
dziala w obszarze ograniczonych wymuszen. Nalezy podkredli¢, ze model mo-
dalny nie jest otrzymywany na podstawie znajomosci struktury badanego uktadu
(ktéra umozliwia uzyskanie modelu matematycznego w postaci réwnan rézniczko-
wych), lecz przez stosowanie badan eksperymentalnych, w ktérych uktad
traktuje sie jako tzw. ,,czarng skrzynke”. Metoda eksperymentalnej analizy
modalnej spelnia swa role w identyfikacji chwilowych charakterystyk badanego
uktadu w zadanym zakresie wymuszen.



Ze wzgledu na zastosowania techniczne modelowanie lub tez identyfikacja od-
nosi skutek, jesli opisuje w miare dokladnie zachowanie si¢ badanego obiektu
w ustalonym przedziale czasu jego dzialania (np. czas eksploatacji maszyny).
Mozna przyjac, ze wiekszoS¢ wytworzonych obiektow inzynierskich spelnia za-
réwno warunek linjowosci (warunek superpozycji obciazen), jak i warunek nie-
zmienniczoéci w czasie (time invariant condition) w przypadku matych drgan
i dla zdefiniowanego (skoriczonego) czasu ich obserwacji. Jednakze nieco od-
mienng sytuacje mamy wtedy, gdy zachodza zmiany w elemencie maszyny pod
wplywem dlugotrwaltych obciazen. Jak wiadomo, w takich przypadkach podsta-
wowym miernikiem zmian moze by¢ energia strat. Jej prawidlowe oszacowanie
wymaga jednak wprowadzenia doktadnego modelu tlumienia drgai, z uwzgled-
nieniem nie tylko tarcia wiskotycznego, ale takze np. oporéw ruchu zwigzanych
z tarciem suchym. W konsekwecji prowadzi to do zastosowania modelu nielinio-
wego. Niezmiernie interesujgce jest okreslenie zmian nieliniowych cha-
rakterystyk sprezysto-tlumigcych badanego elementu az do momentu
jego zniszczenia. Dokonujace sie z uplywem czasu zmiany tych charak-
terystyk, moga by¢ Zrédlem istotnych informacji o trwaloéci badanego
elementu i wykorzystane w jego diagnostyce.

Rozwijajace sie tendencje budowy ukladéw samodiagnozujacych znalazly tez
juz odzwierciedlenie w prowadzonych badaniach. Pierwsze w Polsce prace doty-
czace modeli umozliwijacych diagnostyke opublikowal Tylikowski [120, 121].

Istotny rozwéj w takim kierunku bedzie w pelni mozliwy, jesli uda sie rozwi-
na¢ metody modelowania i identyfikacji dynamicznych uktadéw mechanicznych
zgodnie z odpowiednia réznorodnoscia modeli nieliniowych.

W niniejszej pracy podjeto prébe przedstawienia caloksztaltu opracowanych
procedur, stuzacych do rozszerzenia zakresu badan dynamicznych rzeczywistych
ukladéw w takim wiasnie kierunku. Duza cze$¢ tych procedur (ich koncepcje,
podstawy teoretyczne, eksperymentalna weryfikacja) byta wielokrotnie oddziel-
nie przedstawiana na réznych konferencjach [4-7, 10, 12-14, 53, 57, 59, 61-66,
68-73, 75, 76, 79-80, 83, 84|, a takze publikowana [55, 56, 58, 60, 67, 74, 77,
78, 81, 82]. Jednakze ich zbiorcze przedstawienie, zawierajace zestaw specjalnie
zaprojektowanych sekwencji procedur stuzacych do celéw praktycznych zastoso-
wan z rozwinieciem takze na uklady zdegenerowane, wydaje si¢ wysoce pozadane.
Daje to bowiem mozliwo$¢ opisu uktadu w szerszym zakresie wymuszeni, takze
§ledzenie zmian jego charakterystyk, a wiec zastosowari do celéw diagnostycznych
[18, 24, 25].



1.2.Ujecie problemu

W analizie drgan ukladéw mechanicznych zwykle stosowano znane metody
matematyczne zwiazane z analizag widmowg, teorie ukladéw liniowych, technike
operatorowg Laplace’a, czy tez analizg korelacyjna [29, 30, 31, 32, 35, 36, 46, 109,
113, 114, 124, 125]. Postugiwanie si¢ tymi metodami daje bardzo dobre rezultaty
w przypadku analizy ukladéw liniowych, niezaleznie od liczby stopni swobody
i struktury tych modeli. W przypadku ukladéw silnie nieliniowych i dla zlozo-
nych struktur poszczegdlnych elementéw sprezysto-ttumiacych nie jest mozliwe
otrzymanie rozwigzan analitycznych, a w zwiazku z tym dokonanie pelnej analizy
i syntezy takich ukladéw.

Rzeczywisty uktad fizyczny jest postrzegany jako pewna konfiguracja wy-
réznionych mas (punktéw materialnych lub cial sztywnych), potaczonych mie-
dzy soba elementami sprezystymi i dyssypatywnymi liniowymi lub nieliniowymi
o roznorakiej ich konfiguracji. Obserwacje obiektu rzeczywistego, np. przez po-
miar wielkoéci mierzalnych, takich jak przemieszczenie, predkosé i przyspieszenie,
temperatura itp., ktérych zmiany sa wywolywane odpowiednimi wymuszeniami,
umozliwiaja zbudowanie modelu, ktéry moze by¢ (i najczesciej jest) podstawa
doglebnej analizy. Modele takie mozna budowa¢ w przypadku badan statycznych
(np. rozciaganie probek), jak i dynamicznych (np. pojazd poddany wymuszeniom
losowym lub element konstrukcyjny poddany obcigzeniom dynamicznym).
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Rys. 1.1. Pogladowy schemat procesu identyfikacji i modelowania uktadu mechanicznego



W celu wyjasnienia stosowanych w niniejszej pracy oznaczeti i symboli, od-
noszacych sie do ukladu badanego lub/i jego modeli, nalezy powtérzyé znane
spostrzezenia.

Typowo empirycznym ujeciem w analizie uktadéw mechanicznych od czaséw
Wienera jest traktowanie ukladu jako ,czarnej skrzynki”. Pogladowo schemat
procesu identyfikacji mozna przedstawic¢ jak na rysunku 1.1. Schemat ten jest
stosowany zaréwno w badaniach statycznych, jak i dynamicznych (rys. 1.2). Mo-
delowanie dotyczy zaréwno wielkosci wejsciowych, jak i wyjSciowych oraz samego
uktadu. W tym ujeciu obiekt przeksztalca obserwowane przebiegi wejiciowe na
sygnaly wyjsciowe. Model obiektu podaje zaleznos¢ wejsé i wyjs¢ wprost w jezyku
matematyki [31, 35, 36, 38, 42, 94-96, 123, 124].
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Rys. 1.2. Ogdlny schemat obiektéw dynamicznych

W przypadku ukladéw dynamicznych wielkoéci wejsciowe () i wyj-
§ciowe %(t) modeluje sie funkcjami czasu deterministycznymi lub lo-
sowymi (procesy losowe). Budowa modelu adekwantnego do analizowanego
zjawiska (lub zjawisk) wymaga poznania i wykorzystania wielu metod ekspe-
rymetalnych, zasad projektowo-konstrukcyjnych obiektéw dynamicznych, metod
wytwarzania itp.

Przykladowo, jedli wezmie sie¢ pod uwage typowy uktad drgajacy zbudowany
z masy m podtrzymywany przez pewien element o wlasciwosciach sprezysto-ttu-
migcych (patrz rys. 1.3), to réwnanie réwnowagi dynamicznej masy m zgodnie
z drugg zasada dynamiki Newtona mozna zapisa¢ w postaci

mi + F(7) = p(t), (1.1)

w ktorej poszczegélne symbole oznaczaja: m — zmienna rzeczywista opisujaca
wartos¢ masy m, & — funkcja zmiennej rzeczywistej czasu t opisujaca przyspiesze-
nie @, F(?) — funkcja o nieznanych argumentach (przyjmowana najczesciej jako
funkcja predkosci Z i przemieszczenia Z masy m), opisujaca sile oddzialywania
elementu na mase m, p(t) - funkcja rzeczywista opisujaca sitle wymuszajaca (wy-
muszenie zewnetrzne) (np. p(t) = 0,p(t) = Psinwt itp.).



W zastosowaniach inzynierskich przyjmuje sig, ze wlasciwo$ci dynamiczne ele-
mentu sprezysto-tlumiacego opisuja dwa wspélczynniki:

e ¢ — sztywnosé,
e k — tlumienie drgan.

Ujecie takie jest zwiazane z przyjeciem (intuicyjnym) modelu liniowego o kon-
figuracji réwnoleglej (patrz rys. 1.3 model (a)). Jednakze réwnie dobrze mozna
przyja¢ w tym przypadku model w postaci (b), (c) lub innej. Przyjecie mo-
delu o konfiguracji réwnoleglej (model (a)) jest na ogél powszechne w uktadach
ztozonych o wielu stopniach swobody. Taka posta¢ modelu elementu sprezysto-thu-
miacego maszyny prowadzi do ukladu réwnan rézniczkowych liniowych o stalych
wspoétczynnikach. Nalezy zauwazy¢, ze w celu wyznaczenia wspolczynnikéw ta-
kiego modelu stworzono profesjonalna metode analizy do$wiadczalnej uktadéw
dynamicznych, znana jako , Esperymentalna Analiza Modalna” [1, 2, 22, 28, 37,
92, 106, 111]. Teoretyczne podstawy tej metody mozna znalez¢ miedzy innymi
w wielu pracach (np. [19, 107, 116, 126]). Zastosowanie praktyczne metody eks-
perymentalnej analizy modalnej wymaga odpowiedniego wyposazenia aparaturo-
wego (analizatory wielokanalowe, mlotki udarowe, akcelerometry).

Istnieja jednakze sytuacje, w ktorych stosowanie modeli liniowych bedzie zbyt-
nim uproszczeniem. Jako przyklad mozna rozpatrzy¢ uktad z rysunku 1.3, ktory
jest opisany réwnaniem

mi + hsgni + ki & + ks’ + ksz° + cz = p(t). (1.2)

Zalézmy, ze pod wplywem ciaglych obciazen cyklicznych wlasciwosci dynamiczne
tego uktadu ulegaja powolnym zmianom (starzenie si¢ materialu, ostabi~nie, zme-
czenie, pelzanie, relaksacja itp.) [18, 21, 41, 98, 99, 103, 104, 105] (patrz rys. 1.4).

Wiasciwoéci dynamiczne uktadu dynamicznego (1.2) okreslone sa przez para-
metry h, ky, ks, ks, ¢ pewnej (nieliniowej!) funkcji F'(z, ). Jedli wiec wlasciwodci
dynamiczne uktadu rzeczywistego ulegaja zmianie (zjawisko zmeczenia), to para-
metry h, kq, k3, ks moga sie powoli zmienia¢ w czasie (patrz rys. 1.4).

Mozna oczekiwa¢ zmian postaci funkcji i zmian wartosci parametréw. Najla-
twiej zmiany te mozna uchwyci¢, stosujac mozliwie skomplikowang posta¢ funkcji
ttumienia, np.

Fy(%) = hsgn & + k& + k3g® + ks®. (1.3)

Zauwaza sie, ze zmiany funkcji tlumienia moga dac istotne wskazéwki co do ko-
niecznoéci wymiany badanego elementu sprezysto-ttumiacego (EST) maszyny.
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v/
(a) mi + ki + ce = p(l),
—
F = F(z,2)
c
mZ + kz+

—F—(—m T +p) = p(l),
0

F = F(3, & p)

. . k
mi+ ki + iz — —
co

X(=m T 4¢3 + p) = p(t),

F=F(z, &, p)

inne (np. nieliniowe) <= mi + F(?) = p(t)

Rys. 1.3. Mozliwe struktury rozpatrywanego
uktadu (EST - element sprezysto-ttumiacy)

Aby to jednak stwierdzié¢, trzeba wyznaczyé postaé funkcji ttumienia intere-
sujgcego elementu sprezysto-tlumigeego (EST) maszyny w dowolnym czasie jej
eksploatacyi © wartosci jej wspotczynnikow.

Implikuje to konieczno$¢ opracowania nowych procedur identyfikacyjnych,
opartych na zlozonych nieliniowych modelach dynamicznych.
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1.3.Cel i uklad pracy

Koniecznos¢ opracowania mozliwie uniwersalnych metod identyfikacji ukla-
déw fizycznych w mechanice wymaga, jak to wykazano w punkcie 1.2, wprowa-
dzenia do modeli czlonéw nieliniowych o odpowiedniej strukturze i konfiguracji.
Takie ujecie bylo wykorzystane juz w pracach Kulisiewicza [49-51]. Przedstawione
tam metody polegaly na wykorzystaniu odpowiednich réwnan identyfikacyjnych
dla czestosci rezonansowych i tzw. czestosci rezonanséw symulowanych (uktady
o duzej liczbie stopni swobody). Nalezy jednak podkresli¢, ze realnie istniejace
uktady fizyczne (np. materialy konstrukcyjne) charakteryzuja sie réznymi wia-
sno$ciami dynamicznymi dla réznych czestoéci drgan. Wynika z tego koniecznosé
opracowania takich algorytméw identyfikacyjnych, ktére bylyby oparte na bar-
dziej uniwersalnych zwiazkach waznych nie tylko w obrebie rezonanséw, ale takze
poza nimi. Algorytmy takie moglyby stuzy¢ nie tylko do szeroko rozumianej iden-
tyfikacji, lecz takze do weryfikacji modelu dynamicznego uzyskanego np. metoda
rezonansowa. Model taki méglby w sferze zastosowan spetnia¢ taka sama role jak
model modalny, jednakze w duzo szerszym zakresie. Nalezy réwniez podkresli¢
fakt, ze wielokrotnie w badaniach rzeczywistych uktadéw drgajacych obserwuje
sie wystepowanie efektéw nieliniowych, ktérych metody wykrywania sa dobrze
znane [33, 47, 89, 90, 91, 93, 127].

W niniejszej pracy podjeto probe opracowania metod i algorytméw identyfi-
kacji, formalizujacych opis badanych uktadéw, odpowiednio zblizony do obserwo-
wanego nie tylko w obszarze rezonanséw, ale takze poza nimi, w szerokim zakresie
wymuszen.

W pracy zatem:

e Opisano koncepcje wykorzystania réwnan bilansu energii i mocy do identy-
fikacji uktadéw dyskretnych, przedstawionych w rozdz. 2. Podano warunki stoso-
wania metody bilansu energii i mocy. Wybrano do identyfikacji przyklady ukta-
déw o konfiguracji rénolegtlej i strukturze kaskadowej o wielu stopniach swobody
z elementami silnie nieliniowymi. Badania i weryfikacje uktadéw od jednego do
czterech stopni swobody przeprowadzono dla wymuszen okresowych.

e Wyprowadzono uérednione réwnania bilansu mocy i bilansu energii w przy-
padku wymuszen nieokresowych (rozdz. 3). Do testowania zaproponowanej me-
tody wykorzystano wymuszenia niecharmoniczne, wymuszenia losowe stacjonarne.
W tym ostatnim przypadku réwnania bilansu energii i bilansu mocy oparto na
wartosciach oczekiwanych odpowiednich kombinacji sygnatéw odpowiedzi uktadu
i wymuszenia. Metode uogdlniono na uktady o wielu stopniach swobody o struk-
turach kaskadowych. Badano do$wiadczalnie skutecznoé¢ tak zaproponowanego
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algorytmu dla wymuszen losowych typu biatego szumu, rézowego szumu oraz
wymuszen losowych wybuchowych (tzw. wymuszen ,Burt Rondom” [34]).

e Podano procedury identyfikacyjne w przypadku uktadéw, ktérych liczba
stopni swobody nie jest liczba catkowita (patrz rozdz. 4) (nazwano je uktadami
zdegenerowanymi). Réwnania identyfikacyjne wyprowadzono dla znaczaco réi-
nych struktur (kombinacji elementéw sprezysto-ttumiacych) analizownych ukla-
déw. Uogdlniono metode na uklady wielomasowe o strukturach kaskadowych.
Procedury identyfikacyjne oparto takze na réwnaniach bilansu energii i bilansu
mocy. Algorytmy wyprowadzono dla wymuszen okresowych. Latwo mozna je za-
adaptowac takze do wymuszen losowych, stosujac technike uéredniania opisana
w rozdziale 3.

Ograniczeniem opracowanych metod jest fundamentalne zalozenie dotyczace
warunkow okresowosci rozwiazan przy obciazeniach okresowych w przypadku al-
gorytméw opartych na okresleniu pét petli histerezy, w przypadku zas obciazen
losowych ograniczenie to sprowadza si¢ do stacjonartodci odpowiedzi i wymuszeri.

i

Wroct




2. Proces identyfikacji w przypadku
wymuszen periodycznych
dowolnego ksztaltu

2.1. Wprowadzenie. Idea rozwigzania

W pracach [48-51] pokazano pewne rozwiazania procesu identyfikacji uktadéw
mechanicznych o wiasciwosciach silnie nieliniowych. Przedstawione tam rozwia-
zania wymagaja wprowadzenia odpowiednio sterowanych wymuszei harmonicz-
nych albo tez specjalnego wymuszenia dodatkowego, generujacego drgania czysto
harmoniczne.

W niniejszym rozdziale pokazano odmienne ujecie stosowane w identyfikacji
ukladéw poddawanych wymuszeniom okresowym dowolnego ksztaltu. Réznica
w podejsciu polega gtéwnie na catkowaniu réwnan rézniczkowych ruchu, a nie na
analizie ich rozwiazan. W ogélnym zarysie koncepcja tego rozwiazania polega na:

e zastosowaniu w rozpatrywanym ukladzie dowolnego wymuszenia okresowego
p(t) (typu ciaglego badz ciagu impulséw o dowolnej postaci),

e przeanalizowaniu odpowiedzi Z(t) badanego ukladu w celu sprawdzenia, czy
speliony jest warunek okresowosci, tzn. warunek

z(t)=z(t+T), gdy pt)=p(t+T), (2.1)

e apriorycznym przyjeciu dowolnie nieliniowej postaci modeli,

e wyprowadzeniu réwnania bilansu energii przyjetej postaci modelu i wyzna-
czeniu odpowiednich petli histerezy,

e okresleniu sposobu pomiaréw zmiennych wystepujacych w rownaniu energii
i opracowaniu algorytmu identyfikacji,

e eksperymentalnej weryfikacji zbudowanego algorytmu.
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Ujecie takie wynika przede wszystkim z potrzeby opracowania globalnej proce-
dury identyfikacji wlasciwosci dynamicznych wiskoelastycznych materiatéw, sto-
sowanych w elementach sprezysto-tlumiacych maszyn (np. w uktadach zawiesze-
nia).

Przyktadowo w ukladach zawieszen maszyn pojawiaja sie dwa zasadnicze pro-
blemy:

a) wplyw rodzaju zawieszenia na dzialanie maszyny,
b) analiza dzialania zawieszenia w warunkach eksploatacji (Zywotnosé, zmiany
wlasciwosci dynamicznych itp.).

W obydwu tych przypadkach proces modelowania moze odbywac sie podob-
nie. Jednakze nalezy zauwazy¢, ze o ile w przypadku a) dostateczna doktadnosé
otrzymuje sie nawet przez proste modele liniowe, o tyle w przypadku b) najcze-
$ciej przyblizenia liniowe nie daja satysfakcjonujacych rezultatéw.

Wymagania techniczne stawiane obecnie nowoczesnym ukladom dynamicz-
nym, a dotyczace gléwnie oszczednodci energii i materialéw (konstrukcje lek-
kie), ciagle rosna. Zadowalajace rozwigzania wymagaja stosowania do-
kladnych, najczesciej nieliniowych modeli dynamicznych, co stwarza
dodatkowe trudnosci w sferze modelowania i identyfikacji elementéw
sprezysto-ttumigcych maszyn.

p(t) = ZZP,, cos(wy + @)

v=1

|

l m
; z(t) i
A
wiskoelastyczny F(?)
cee material

% 7=

a) b)

Rys. 2.1. Schemat przyjetego modelu b) ukladu fizycznego a)

W nastepnym punkcie skoncentrowano si¢ przede wszystkiem na przypadku
ogblnym, waznym dla nieliniowych charakterystyk tlumienia i sprezystosci dowol-
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nego ksztaltu [21, 55, 58, 63, 96]. Przyjeto wiec, ze oddzialywanie elementu
sprezysto-ttumigcego na ruch masy m (patrz rys. 2.1) opisuje sie funkcja
F(z, ), zalozywszy jej addytywnosé

F(z,&) = Fy(z) + F,(3). (2.2)

Zalozenie to jest powszechnie stosowane w dynamice ukladéw mechanicz-
nych [30, 96]. Funkcje Fs(z), Fi(2) opisuja oddziatywania sprezysto-ttumiace ele-
mentoéw maszyn, zwane dalej charakterystykami sprezysto-tlumiacymi. Idee roz-
wiazania wyjasniono na przyktadzie modelu opisanego réwnaniem

m# + k& + k3i® 4 1z + ¢c32° = p(t), (2.3)

w ktoérym k;j, ks, c1, c3 state wspotczynniki.

Przyjeto, ze wymuszenie p(t) i odpowiedZ z(t) tego uktadu sa opisane przez
dowolne funkcje okresowe o okresie T'. Zauwazono, ze poczawszy od dostatecznie
dlugiego czasu t, w ktérym odpowiedZ ukladu jest niezalezna od warunkéw pocza-
tkowych, zatozenie to jest na ogél spetnione w wiekszosci uktadéw fizycznych.

z(t) T

p(t)
Uklad
I t

/vy B

Rys. 2.2. Podstawowe zalozenie metody

Przyjeto wige, ze w badanym uktadzie jest spelniony warunek (2.1) (patrz rys.
2.2). Identyfikowany uktad nieliniowy moze by¢ réwniez traktowany jako operator
przeksztalcajacy sygnal wejéciowy okresowy p(t) w sygnal wyjsciowy z(t) réwniez
okresowy, lecz o innej postaci.

Réwnanie bilansu energii uktadu (2.3) uzyskuje si¢ po wymnozeniu réwnania
rézniczkowego ruchu przez elementarne przemieszczenie dz = zdt i scatkowaniu
po okresie T' [56-58, 61, 62, 83]. Latwo jest wykazaé, ze w przypadku drgan
okresowych dowolnego ksztaltu zachodzi

T Vi
/0 miidt = /0 (o124 eaad)zdt = 0, (2.4)
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skad otrzymuje sie réwnanie bilansu energii w postaci
ky O + k3Ol = Q. (2.5)

Symbole (X oznaczajg zmienne, ktérych przyklady przedstawiono na rys. 2.3.

v
] . / )
a;:/ mdt:/ viz =
O v \__/

,03
5 T «(T) %x
o :/ '3'dt:/ 3y = v
e A ) %

p

T z(T)
ar :/ pedt :/ pdz ==
0 z(0)

Rys. 2.3. Przyktady zmiennych wystepujacych w réwnaniach (2.5)

8

Nietrudno zauwazy¢, ze z powodu warunku okresowosci (patrz rys. 2.2) catki
przedstawione na rys. 2.3 powinny by¢ réwne zeru, poniewaz z(0) = z(T') oraz
v(0) = v(T). Jednakze zaleznodci v(z), v3(z), p(z) nie przedstawiaja zwyklych
zaleznosci funkcyjnych, lecz pewne krzywe zamkniete. Zaleznoéé v(z) przedstawia
portret fazowy, p(z) — dynamiczna petle histerezy. Wartosci tych calek sa réwne
polom ograniczonym przez odpowiednie krzywe zamkniete (petle).

Podobnie, po wymnozeniu réwnania (2.3) przez di = Zdt i scalkowaniu otrzy-
muje sie

T
/0 (k1 + kai®)3dt = 0, (2.6)
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skad réwnanie bilansu mocy przyjmuje postaé
mO2 + ¢;QF + c3QF = Q. (2.7)

Przykladowe zmienne (X wystepujace w réwnaniu (2.7) przedstawiono na
rys. 2.4.

T v(T) a
Q= / b / ady = (o) v
0 v(0)

T v(T)
Qg = / pidt = / pdv =
0 v(0)

Rys. 2.4. Przyktadowe zmienne wystepujace w réwnaniu (2.7)

Uzyskane réwnania (2.5) i (2.7) sa algebraicznymi réwnaniami o nieznanych
staltych ky, ks oraz m, ¢y, c3. Moga by¢ uzyte do wyznaczenia tych statych, jesli
wartosci zmiennych Q¢7, Oéf, QF oraz O, O, Oéﬁa, QP uzyskano w drodze
eksperymentu w przypadku réznych wymuszen okresowych p(t).
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Zauwazono takze, Zze w sensie fizycznym réwnanie (2.5) przedstawia bilans
energii dostarczonej do uktadu (zmienna Q¢2) i straconej (lewa strona réwnania).
W réwnaniu (2.7) poszczegélne sktadniki oraz prawa strona ((¢f) ma natomiast
wymiar mocy. Réwnanie (2.5) nie zalezy od stalych funkcji sprezy-
stoéci 1 masy, rownanie (2.7) za§ — od stalych tlumienia k; i k3. Stad
tez réwnania te beda podstawa konstrukcji odpowiednich algorytméw
identyfikacji.

2.2. Rozwiazanie ukladu o konfiguracji rownolegtej

Przedstawiona w punkcie 2.1 idee postepowania mozna rozszerzy¢ na funkcje
thumienia F;(Z) i sprezystosci Fs(z) dowolnej postaci. Przyjeto wiec, ze funkcje
te sa opisane przez wyrazenia

Fi(i) = hsgnd + Y _ k", Fy(z)=)_ 2", (2.8)
v=1 v=1
stala h okresla wartosé tzw. tarcia suchego, a n, ¢ — to dowolnie duze liczby natu-
ralne. W przypadku funkcji (2.8) réwnanie rézniczkowe ruchu modelu przyjmie
postac
n q
mi + hsgni + Z k,z¥ 4 Z eyx” = plf). (2.9)
v=1 v=1
Przykladowa funkcje ttumienia Fi(z), dla ktérej wykonano badania symulacyjne
pokazano na rysunku 2.5. W przypadku uktadu opisanego réwnaniem (2.9), przed-
stawiony sposéb daje dwa nastepujace réwnania identyfikacyjne

ho™ + 3 ko = o, (2.10)
v=1
q v
mQg + Y e, =08, (2.11)
v=1

w ktorych zmienne af(”), Oézu, O{ﬁ” oznaczaja
T

T T
a§<v):/ i, a;“:/ id, QF :/ 2 idt, (2.12)
0 0 0

a O P, Q2 sy okreslone wzorami, ktére podano na rysunkach 2.3 1 2.4. Zauwa-
zono, ze rtownania (2.10) 1 (2.11) - to rozseparowane réwnania algebraiczne. Z tego
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wzgledu s3 one wygodne do wyznaczenia statych h, k, oraz m,c,, (v = 1,2,...,n
lub ¢) w przypadku, gdy wartosci odpowiednich zmiennych & pochodza z po-
miaru.

Wielkosci (X mozna zmierzy¢ w prosty sposdb, przyjmujac, ze wartosdci catek
w réwnaniu (2.7) w przypadku dowolnych drgari okresowych sa réwne polom
ograniczonym przez krzywe zamkniete odpowiednich zaleznosci (patrz rys. 2.4).
Przyklady tych zaleznosci dla ukladéw o nieliniowej charakterystyce tlumienia
(patrz rys. 2.5) przedstawiono na rysunkach 2.6 i 2.7. Badania wykonano me-
toda symulacyjng (za pomoca programu TUTSIM [122]), przez zastosowanie wy-
muszeni harmonicznych. Wyznaczone w symulowanym eksperymencie wartoéci
af(”), &ZV, &’; oraz aﬁ, ajy, af,’ w przypadku réznych wymuszeri okresowych
(np. rézne wartosci czestosci wymuszenia badz rézne rodzaje wymuszed) tworza
dwie macierze obserwacji o nastepujacej postaci

[ =S()I I —~v"]  —~pl ]
ST Tk o G
T T &, a,
A, = ,
~SW)N N —~v"N  —~pN
. 1 o ! (2.13)
r —~Q —— T /\p -
«, % a, «,
pll  —zll g™ —pll
v v «, &,
Ay = .
—~aN —~zN —~z"N  —~pN
«, v . Q, a,

gdzie: N - liczba eksperymentéw, réwna liczbie wymuszed, (X — odpowiednia
zmienna O wyznaczona z pomiaru.

Optymalne wartosci parametréw h,k,, (v = 1,2,...,n) w przypadku danych
macierzy A, (oraz wartosci parametréw m,c, dla danych macierzy A,) mozna
uzyska¢ przykladowo metoda najmniejszych kwadratéw, oddzielnie do réwnania
(2.10) i do réwnania (2.11).
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T 0,15
Fi(2)
Fy(z) =0,11252 — 0,43423 + 0,422z5
I—l,O z
T 1
1,0
T -0,15
Rys. 2.5. Zadana funkcja ttumienia badanego ukltadu
5 3 ——
15 = "
1
0.5 \ !
e | sl
\ Q2 =6,01354 C Y = 20,2856 /
0.5 \ 4
-1 /
15 = /
. 2 \
5 a1 05 0 05 15 32 10 1 2 3
x
u / 0.8 N
4 N 0. R
\
2 / / \
© o< eet35-16575 & o [/a'g 765502 /|
2 < // :g:i \ /.
el \ /
-4 ¢ N
08
3 2 1 0 1 3 o 21 6 1 3 3
xT x

Rys. 2.6. Przykladowe petle ukladu nieliniowego o konfiguracji réwnoleglej
podczas wymuszeni harmonicznych dla danej funkcji thumienia z rys. 2.5
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' [ v \ ' !/ n/v3 j\
o J o2 \ ' ] T \
Y / e
s I~ T~
| \\J “.I 7
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Rys. 2.7. Przyklady petli uzyskanych eksperymetalnie dla pewnego uktadu
rzeczywistego (podkladka gumowa)

Algorytm ten stanowi podstawe wielowymiarowej analizy regresji (por. np.
(39, 87, 116]), ktérej zastosowanie w tym przypadku umozliwia takze odpowied-
nig redukcje zmiennych w réwnaniach (2.10) i (2.11), a w nastepstwie odpo-
wiednie uproszczenie modelu wyjsciowego (2.9). Przedstawiona metoda jest dosé
wygodna w zastosowaniach praktycznych. Nie wymaga bowiem stosowania wymu-
szeft dodatkowych, generujacych drgania harmoniczne w uktadach nieliniowych,
a ponadto jest dobra przy wymuszeniach okresowych dowolnej postaci, co zwiek-
sza uniwersalno$¢ jej wykorzystania. Przykladowe petle z badan symulacyjnych
pokazano na rys. 2.7 1 2.9.
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I S
Fi(z) = 0,95z — 3,8%% + 7,25¢° F(z)
40,2
L . é
T l &
F
-0,7 e o
F

Fy(Z) = 1,205415% — 4,16268%° + 7,37481%

Rys. 2.8. Wyniki identyfikacji ttumienia metoda bilansu energii uktadu nieliniowego
podczas wymuszeri niecharmonicznych

-
(I
34

SR

[

3
<
1

Rys. 2.9. Przyktady petli uzyskanych eksperymetalnie przy wymuszeniach
»prostokatnych”

Przyktadowo wykonano odpowiednie badania symulacyjne na obiekcie silnie
nieliniowym, o nieliniowej funkcji restytucyjnej Fs(z) i dyssypacyjnej Fy(z)
w postaci

Fy(z) = c17 + co2? + c323,

Ft(l‘) == kll‘ + k3£i)3 + k5i5.



24

Wykazano na podstwawie badan, ze w przypadku wymuszen nieharmonicz-
nych, lecz okresowych w postaci symetrycznych lub/i niesymetrycznych impulséw
prostokatnych uzyskano réwniez zadawalajace wyniki (por. rys. 2.8 i rys. 2.10).

Badania symulacyjne prowadzono miedzy innymi przy wymuszeniach ,pro-
stokatnych” niesymetrycznych okresowych o okresie T' postaci:

T
a dla te(0, -2-), p(t)
p(t) = T ) a
0 dla te (§7T),
T
T/2 '
A F,(.’L‘)
Fy
40,3
Fy(z) = 0,56z — 1.142% + 1.0223 R
Fy
L 0 i zr
T D
-0,65 1,0

F,(£) = 0.490111% — 1.06884%2 + 1.0037633°

Rys. 2.10. Wyniki identyfikacji funkcji restytucyjnej metoda bilansu mocy uktadu
nieliniowego przy wymuszeniach nieharmonicznych
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2.3.Rozwigzanie ukladu o zlozonej konfiguracji
z elementem Reida

Przedstawiona metode w punkcie 2.2 mozna zastosowac takze w ukladach
o konfiguracji zlozonej (nieréwnoleglej). Jako przyktad rozpatrzono uktad przed-
stawiony na rysunku 2.11.

Ip(t)

R(z,z) = hgSgnz + h;|z|Sgn &

m

SRS,
RS
US|
8
—_
~
-

R(z)
rozcigganie (¢ > 0)

$ciskanie (¢ < 0)

Rys. 2.11. Schemat uktadu zdegenerowanego z nieliniowym elementem Reida (a)
i charakterystyka statyczna elementu R (b)

Uktad ten jest szczegdlnym przypadkiem modelu ogélnego o postaci
mZ + S(7) = p(t), (2.14)

w ktorym sita S(?) okresla wplyw wiskoelastycznego materialu na ruch masy m
(tys. 2.12).

Warto przypomnieé, ze istnieja dwie podstawowe przyczyny, ktérych analiza
przypadku ogdlnego jest wazna:

a) dokladne okreslenie drgain masy m potrzebne np. do optymalizacji lub
modyfikacji badanego uktadu rzeczywistego,

b) dokladne zdefiniowanie funkcji S(?) konieczne do wyznaczenia np. czasu
zycia wiskoelastycznego materiatu lub/i jego zmian zmeczeniowych.

Szczegdlnie w przypadku b) zmiany energii strat sg bardzo istotne i ich pra-
widlowy matematyczny opis jest bardzo wazny. Dlatego zastosowanie metody bi-

lansu energii w procesie identyfikacji wydaje sie wlasciwa droga w modelowaniu
ukladéw fizycznych tego typu.
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W pracy [49] pokazano procedure identyfikacji uktadéw fizycznych opisanych
przez model (2.14), w ktérym funkcja S ma ksztalt

~ k Loood
S=R+ ki - mzT dtRerJ, (2.15)

gdzie: k,co, m — pewne rzeczywiste state dodatnie, p(t) — czlon wymuszajacy,
R — nieliniowa funkcja wiskoelastyczna przemieszczenia z i predkosci # o postaci

R =cz + (ho+ hy|z|)sgnz = cz + R(z, &), (2.16)

gdzie ¢, hg, hy — stale rzeczywiste.
Mozemy zauwazy¢, ze dla hg = 0 jest

widetildeR(z, &, hog = 0) = cz + hy|z|sgnz = c(z + g|z|sgnz), (2.17)

gdzie g = hy/c.
Funkcja (2.17) przedstawia tzw. sprezyne Reida, ktéra w dziedzinie probleméw
flatterowych jest uzywana do opisu strat energii w materiatach konstrukcyjnych [18].

77 zawieszenie,

material

' ng?’) — i + 5(7) = ()

l‘ 1ﬁ(t)

z(1)

Rys. 2.12. Schemat typowego ukladu fizycznego

Nietrudno zauwazy¢, ze réwnanie (2.14), w ktérym S jest postaci (2.15) opi-
suje ruch ukladu pokazanego na rys. 2.11. W dodatku dla hg = hy = 0 uklad
staje sie liniowy, a jego konfiguracja odpowiada uktadowi o 1,5 stopnia swobody
(konfiguracja uniwersalna). Wiadomo, ze zmienna & (por. z rys. 2.11) nie moze
by¢ mierzona, wiec z tego powodu problem identyfikacji jest zlozony.

Odpowiednig procedure identyfikacji, w ktorej musi by¢ stosowane dodatkowe
wymuszenie nieharmoniczne w celu uzyskania czysto harmonicznej odpowiedzi
pokazano w pracy [49]. W niniejsze] pracy przedstawiono natomiast inny sposéb
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identyfikacji, ktéry moze by¢ uzywany alternatywnie. Zaklada sie jednoczesnie,
ze dla okresowego wymuszenia p(t) odpowiedz Z(t) uktadu fizycznego jest takze
okresowa. Réwnanie bilansu energii zdefiniowano nastepujaco

T T
/ Sidt = / pidt, (2.18)
0 0

w przypadku drgan okresowych dowolnego ksztaltu i sity S o postaci (2.15) przyj-
muje postac

T T T T
c/ wz’dt+h1/ ]ac|(sgn:b)idt+h0/ (sgnm'):icdt+k/ #2d1
0 0 0 0

k T T g T 7
_E —m/ w:idt—/ = [R(z,4)] dcdt+/ Gt :/ pidt.  (2.19)
Co 0 o dt 0 0

Zauwazano, ze dla czysto harmonicznych drgan, ktére moga by¢ uzyskiwane
w nastepstwie pewnych nieharmonicznych wymuszen, na podstawie (2.19) otrzy-
mano zaleznosc

T T
/ pidt — 8hoX — 8hy X / pidt
0 _ JO

_ 2y G0
(o) + T - IrwX? =Zoxz " 220

w ktérej w, X — state odpowiedzi harmonicznej z(t) = 2X cos(wt + ).
Jesli stale cq, ho, h1 sa znane z eksperymentu statycznego, to réwnanie (2.20)
umozliwia okreslenie stalych

bo=—(co+c), by=m, by= %. (2.21)
Wtedy zmienne
T T
/ pidt — 8hoX — 8h1 X? / pidt
— 2 _Jo _Jo
nE=en o = drwX? » P T arwx? (2.22)

muszg by¢ mierzalne. W przypadku nieharmonicznych (ale okresowych!) drgan
cztony catkowe w réwnaniu (2.19) przyjmuja natomiast postaé

T
/ zidt =0, (2.23)
0
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T z(T)
/0 (sgnz)idt = /z(O) (sgnv)dz = QSW), (2.24)
! Nadi— [T 15(0)
/0 |z|(sgn z)zdt = /z(O) |z|(sgnv)dz = QL , (2.25)
T z(T)
$2dt = vdz = O, (2.26)
0 z(0) ‘
T v(T)
/ § ddt = —/ adv = L2, (2.27)
0 v(0)
T 4 ~ o(T) _ 3
/ —R(z, z)2dt = -—/ R(z,v)dv= -Q, (2.28)
o dt v(0)
T T v(T)
/0 o= —/0 PBE = —/U(O) pdv = —Q2, (2.29)
T z(T)
/0 Pt = / o Pl=00 (2.30)

gdzie S(v) = sgnv.
Na podstawie (2.28) i (2.16) zmienna Q¢ mozna rozpisaé¢ jako

— fo (z, 2)Edt = cfo zidt + hy fo |z|(sgn 2)&dt
(2.31)

+ho [T (sgn )&dt = —cQl? + h 15,

Po uwzglednieniu zwigzkéw (2.23)+(2.30) oraz (2.31), ze wzoru (2.19) otrzymano
k
hoQS®) + hQEISC) 4kt — = [mais - cOit + ma50) - ) = oz,
Co

co po uporzadkowaniu réwnanie mozna zapisa¢ w postaci

—(co + ) O + mO® + %’ (@ — hoQS®™ — py OleISW)]
(2.32)

= oz - h oS

lub
bo + b1y1 + b2y2 =z, (233)
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gdzie bg, b1, by — okreélone wzorami (2.21), a zmienne y;, ys, z — zdefiniowane za-
leznoéciami

Qg 0 — ho@ts™ — h 1S or — byl

v
== Y2 = y 2= . (2.34
o o o (2.34)

Mozna zauwazyc¢, ze w przypadku czysto harmonicznych drgai, zmienne (2.34)
przyjmuja postac (2.22). Réwnanie (2.20) jest wiec szczegélnym przypadkiem
réwnania (2.32) bedacego réwnaniem bilansu energii dla dowolnych (okre-
sowych) wymuszen dynamicznych.

Przeanalizowany model Reida nie w petni uwzglednia wszystkie zjawiska roz-
praszania energii. Przyktadowo, w potaczeniach elementéw maszyn tarcie kon-
strukcyjne zalezy takze od historii obciazen, co wymagaloby dodatkowej kom-
plikacji modelu, np. przez wprowadzenie stalych hg, h; zaleznych od czasu [96].
W wiekszosci jednak przypadkéw zmiany ho(t), hi(t) sa na tyle powolne, Ze nie
wplywaja na szybkie ruchy drgajace, ktére stosuje sie w proponowanym tutaj
procesie identyfikacji.

2.4.Przyklady rozwiazan w ukladach
o wielu stopniach swobody

W ztozonych uktadach dynamicznych, takich jak maszyny robocze, zurawie,
pojazdy samochodowe itp. mozna wyrézni¢ pewne podatne elementy, ktére absor-
buja energie wymuszen typu impulsowego (uderzen). Elementy te (zwane w pracy
elementami sprezysto-tlumiacymi) sa tatwo deformowalne, ich za$ charaktery-
styki w znacznym stopniu okreslaja dynamiczne zachowanie si¢ calej maszyny
(np. zawieszenia samochodu). Dlatego wlasciwa identyfikacja dynamicznych cha-
rakterystyk takich elementéw staje sie niezmiernie wazna. Jednakze obserwacja
zmian takich charakterystyk podczas eksploatacji maszyny moze wnosi¢ réwniez
wiele warto$ciowych informacji, na podstawie ktérych mozna wyznaczyé czas zy-
cia lub/i koniecznoé¢ napraw i wymiany okreslonych elementéw maszyny. Stad
potrzeba opracowania réznych metod badawczych opartych na tzw. passywnym
eksperymencie, w ktérych to metodach stosowanie wybranych wymusze nie jest
mozliwe (np. wymuszen czysto harmonicznych).

Zalozono wigc, ze badany element sprezysto-ttumiacy maszyny (uktadu tech-
nicznego) dziata w uktadzie realnie istniejacych ttumikéw i sprezyn o charaktery-
stykach liniowych oraz masach my i mg, jak w konfiguracji na rysunku 2.13 [59].

Przyjety model jest uktadem dyskretnym o dwu stopniach swobody, ktérego
ruch opisuja funkcje £(t) i z(t). Funkcja z(t) opisuje jednoczesnie ruch masy m,
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oraz odksztalcenie badanego elementu sprezysto-ttumiacego, podczas gdy funkcja
&(t) — ruch masy m;. Przyjeto, ze wyrazeniem

F(.’L‘, .Z‘) = CcoT + 63I3 + k‘o.ﬁL‘ + k‘3.’i‘3 (235)

mozna dostatecznie dokladnie opisac sile oddzialywania elementu sprezysto-tlu-
miacego na mase my. Zgodnie z zasada réwnowagi sil (patrz rys. 2.14) réwnania
rozniczkowe ruchu opisujace uktad sa nastepujace

mlé-i— k‘lf — k‘z((L‘ - §) + € — 02(77 = 5) =M (t)’ (2'36)

mak + (&) + Fi(e) + kalé — ) +cae — € =pa(0),  (237)

w ktdrych przez Fy(z) i Fy(z) oznaczono funkcje tlumienia i sprezystosci, aprok-
symowane zgodnie z (2.35) nieliniowymi wyrazeniami w postaci

Fy(2) = kot + k32°, Fis(z) = coz + caz®. (2.38)

badany element

A ~ sprezysto-ttumiacy

Rys. 2.13. Schemat rozpatrywanego ukladu fizycznego
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Zgodnie z koncepcja réwnari bilansu energii przyjmuje sie, ze na uktad dzialaja
wymuszenia okresowe o dowolnej postaci i Ze wymuszenia te realizuja odpowiedz
rowniez periodyczng. Dokladniej, ze T} jest okresem wymuszenia p;(t), Tp za$
okresem wymuszenia ps (), okres odpowiedzi T moze rézni¢ sie od Ty i Ty, jednak
musi zachodzié

z(t)=xz(t+T) oraz E@)=€&F+T)
sl p@)=pi(t+T) i pt) =pa(t+7) (2.39)
przy czym T jest wspdlna wielokrotnoscia 77, 15,
T = n1T1 == TLQTQ, (240)

gdzie ny,ny — liczby naturalne, ¢ - czas. Zauwazno, ze zalozenie o badanym
ukladzie postaci (2.39), (2.40) jest zalozeniem doé¢ stabym i na ogél zawsze
spelnionym przez uklady fizyczne po dostatecznie duzym okresie od momentu
startu dziatania ustalonych wymuszen pq, ps.

£(%)

Ek

|
Jpl(

§ aale

% i p2(t) - — z(t)

Rys. 2.14. Model strukturalny ukladu o dwdch stopniach swobody

F,

Po scalkowaniu réwnania (2.36) (w skoficzonym przedziale czasu T'), po ko-
lejnym wymnozeniu najpierw przez £dt oraz idt otrzymano dwa réwnania alge-
braiczne postaci
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(k1 + k2) O — ka O — co00F = QY (2.41)

my O + (k1 + k2) O + (c1 + c2) 04 — ky Q% = O, (2.42)

gdzie symbole ¢y (y=zlub & z = z,i,pl,f,f, {) oznaczaja pola ograniczone
przez petle zaleznoScia z(y), uzyskane po wyrugowaniu czasu t z funkcji z =
z(t) i y=y(t). Jedli zmienne O} sa mierzalne, to zaleznodci (2.41), (2.42) moga
by¢ wykorzystane do oszacowania stalych wspélczynnikéw tych réwnan, czyli

(k1 + k2), k2, c2 — z réwnania (2.41),

my, (k1 + k2), (¢1 + ¢2), k2 — z réwnania (2.42).

Podobne obliczenia wykonane dla réwnania (2.37), po uwzglednieniu postaci
(2.38), otrzymuje sie

m201§ + (ko + k‘g)ag + k‘gafs + (CO + 02)a§ e c;;Ckfs e kgag = Cl(? (243)

Ooraz

(Ko + k2) OF + ks O — kOl — 0,0 = QeP2, (2.44)

Zaleznosci (2.43)1 (2.44) wystarczaja do wyznaczenia pozostatych parametréw
(ko, k3, ma, co, c3) badanego ukladu, a wiec nieznanych funkeji Fy(z) i Fi(2) ba-
danego elementu sprezysto-tlumiacego.

N e 7\
\‘\ 600 }
\ 4060 /
\ 200

0

200

—_
(=

%

400

\\\ 600 (/ //

AN 800 4

020 0010 0000 0010 0020 0000 o010 0000 0010 0020
X1 X1

Rys. 2.15. Przykladowe petle histerezy badanego uktadu (X1 =¢, Al = £, P2= p2)

A7

o & b S DA O ®
/|
P2

L=
oo

Badania symulacyjne przeprowadzono za pomocg blokéw operacyjnych sys-
temu TUTSIM wedtug réwnan (2.36), (2.37), przyjeto za$ nastepujace dane licz-
bowe:
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e stale sprezystosci

co = 50000 kg/s2,

c1 = 20000 kg/s?,
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Rys. 2.16. Przyktadowe petle badanego uktadu
(X1=¢, V1=¢, Al=¢, X2=2,V2=12,A2=12,))

(2.45)
cp = 10000 kg/s?, ¢z = 15000 kg/(s% - m?),
e stale tlumienia
ko = 100 kg/s, ki =200 kg/s,
(2.46)
ky =50 kg/s, ks =20 (kg-s)/m?,
e masy
my = 20 kg, my =40 kg. (2.47)
2.5 0.8 p—
2.0 y, .
7] 0.6
12 / / 04 / ™
77
0.0 X oo
-05 // ¥ 02
e / 04 \
'1‘5 // . \ /
e 0.6 s
20020 0010 0000 0010 oo B0z 0010 0600 0.010 0.020
X1 X1
0.4 / 0.03
b \ 0.02 4
02
A AN R Z,
0 / / ?j 0.00 / /
01 A / /
\ / .01
02 A /
R \ 0.02
04 0.03
20020 0010  0.000 0.010 0.020 0020 0010  0.000 0.010 0.020
X1 X1
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Badania uktadu prowadzono dla wymuszen czysto sinusoidalnych p; () i po(2),
przy czym zmieniano tak czesto$¢ wymuszenia, aby okres T byt zawarty w prze-
dziale T € (0,104 s, 0,280 s). W zakresie tym wybrano 24 wartosci okresu.
Wartoéci pél ¢} odpowiednich petli liczono automatycznie za pomoca programu
IUDRBE [6]. Po wstawieniu tych wartosci do rownan (2.41), (2.42), (2.43), (2.44)
uzyskano cztery uklady algebraiczne réwnan liniowych (po 24 réwnan w kazdym
uktadzie), ktére niezaleznie rozwigzywano metoda analizy regresji {39, 87, 116].
Nastepnie z wartosci wystepujacych kilkakrotnie (np. ks i ¢3) wyznaczono wartosé
$rednia. Przyktadowe petle histerezy (dla p;(¢) = 01 pa(t) — wymuszenie harmo-
niczne) pokazano na rysunkach 2.15 i 2.16. Wyniki wyznaczonych wartoéci para-
metréw ukladu przedstawiono w tabeli 2.1, przy czym osobno podano wartosci
dla nastepujacych zestawéw wymuszen:

o [zestaw I]: pi(t) i p2(t) — harmoniczne przesunigte w fazie wzgledem siebie
0 90°,

o [zestaw II]: p;(¢t) — harmoniczne, py(t) = 0 lub/i pi(t) = 0, p2(t) — harmo-
niczne.

Tabela 2.1. Wyniki weryfikacji doswiadczalnej dla wymuszen harmonicznych

Wartosci parametréw

Parametr Zadane Zestaw | Zestaw 11

obliczone | blad [%] | obliczone | blad [%]
my, kg 20,0 19,9993 0,0035 19,9991 0,0045
ma, kg 40,0 40,0001 0,0003 39,9991 0,0045
ko, kg/s 50,0 49 8813 0,2374 50,2623 0,5246
ky, kg/s 200,0 200,315 0,1575 199,796 0,102
ko, kg/s 100,0 98,9468 1,0532 99,8692 0,1308
ks, (kg's)/m? 20,0 20,1234 0,617 19,9877 0,0615
cs, kg/s? 10000 10014,1 0,141 10005,8 0,058
c1, kg/s? 20000 19986,6 0,067 19993,9 0,0305
co, kg/s? 50000 49986,0 0,028 50009,4 0,0188
c3, kg/(s*m?) 15000 14999,2 0,0053 15419,2 2,7947

W wyniku symulacji stwierdzono, ze przedstawiona metoda funkcjonuje po-
prawnie w przypadku wymuszeii harmonicznych bez wzgledu na to, do ktorej
masy (mj i my) wymuszenia te sg przykltadane. Najwieksza réznice wyniku stwier-
dzono w ocenie parametru cs oraz k. Bledy te jednak nie przekraczaja 3% (patrz
tabela 2.1 pomiaréw). Z badan wynika, ze technika i oprogramowanie procedury
eksperymentalnej jest w pelni realizowalne technicznie itatwe do wykonania.
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Nalezy réwniez podkresli¢, ze opracowana metoda identyfikacji nie wymaga
specjalnie sterowanych wymuszen, ktére znacznie komplikuja eksperyment.

Przyjdzmy teraz do opisu rozwiazania identyfikacji dowolnego elementu spre-
zysto-ttumiacego w uktadzie wielomasowym o strukturze kaskadowej [6, 73].

Element sprezysto-tlumiacy w zlozonym uktadzie wielomasowym taczy pewien
wielomasowy podukiad A z innym (na ogdl réwniez wielomasowym) ukladem B
(por. rys. 2.17). Jedli przyjac, ze inercja tego elementu jest mala, to wektory
oddzialywania F tego elementu na obydwa poduktady spelniaja warunek w kazdej
chwili ¢

FA(t) = -Fp(t). (2.48)

badany element
sprezysto-ttumigcy

.......

Rys. 2.17. Funkcjonowanie elementu sprezysto-tlumiacego w zlozonym
(tréjwymiarowym) ukladzie wielomasowym (rysunek pogladowy)

Jesli wektory aktywnych wymuszen p,(t) i P;(t), dzialajace na obydwa po-
duklady A i B sa niekontrolowane (a jedynie biernie obserwowalne), parame-
try za$ elementu sprezysto-tlumiacego (sztywnos¢, zdolnos¢ rozpraszania energii)
nieznane, to wyznaczenie funkcji F(¢) (dla znanych wektoréw F4(t) i 75(t), opi-
sujacych ruch punktéw A i B), jest trudne do wykonania.
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Rozpatrzono przypadek ukladu wielomasowego w przestrzeni jednowymia-
rowej o strukturze kaskadowej ktérego schemat pokazano na rysunku 2.18 (tzw.
chain-like system [67]). Dla przyjetych wspélrzednych uogélnionych zy, 24, ..., z,,
ktore opisuja wzajemne przemieszczenia sasiednich mas skupionych my, mo, ...,
m,, rOwnania rézniczkowe ruchu maja postac

myay + Fi(z1, 1) = p1,
maag + Fa(zg, £2) = pa + Fi(z1, &1),

C ssesvers s et e e s B e s s e es s sie s e e s . (249)

Mplp + Fn(l'n’ wn) = Pn + Fn—l (mn—l, in—l)-

W réwnaniach (2.49) przyspieszenie a; dowolnej (i-tej) masy m; wyraza sie

przez wspolrzedne z1,z9, ..., T, W sposob nastepujacy
n
i = &p+ Epa +- -+ Ei =) F,, (2.50)
v=1t
sity zas Fy,..., F,, sa nieznanymi, dowolnie nieliniowymi funkcjami zmiennych

T1,...,Zn badZ ich pochodnych.

Sily te opisuja wlasciwosci sprezyste i dyssypatywne elementéw sprezysto-thu-
miacych. Kazda taka sile mozna wyrazi¢ za pomoca niezaleznych sit aktywnych
py(t) oraz (réwniez niezaleznych) przyspieszen a,(t), odpowiednich mas m;.

Na podstawie ukladu réwnan (2.49) mamy

Fy =p1 — may,
F; = py — maag + Fy

= p1+ p2 — (Mia; + maay),
............................. (2.51)

F; = p;i — ma; + F;_
= Epl, + Z(—myau).
v=1 v=1

Pierwszy skladnik wymuszenia (2.51) jest w sensie fizycznym wypadkowa
wszystkich sit aktywnych dzialajacych na poduklad wielomasowy B, drugi skla-
dnik za$ jest wypadkowa wszystkich sil bezwladnosci tego poduktadu
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Rys. 2.18. Uklad wielomasowy
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Rys. 2.19. Ruch srodka masy czesci
odciete] (poduktad B) okresla site F;
i-tego elementu sprezysto-thumiagcego
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E(_muau) = b, Zpu = w;. (2.52)

v=1 v=1

Postugujac si¢ definicjg $rodka masy poduktadu B (o catkowitej masie mp),
mamy spelnione réwnanie

mBpB = E my Py, (2.53)

v=1

gdzie mp = Y'_, m,, za$ p, oznacza polozenie v-tej masy m, wzgledem in-
ercjalnego ukladu odniesienia (por. rys. 2.19). Po rézniczkowaniu dwukrotnym
réwnania (2.53) otrzymano

d? d? i
E (meB) = E Z mypy
v=1

skad

mpag = Z mya, = —b;. (2.54)
v=1
PowyzZsze rozwazania uzasadniaja pewna procedure eksperymentalnego wy-
znaczania przebiegu czasowego funkcji E w sposob przedstawiony na rysunku
2.20. Realizacja techniczna takiego pomiaru nie powinna stanowi¢ wiekszego pro-
blemu w przypadku malej liczby z.

pi(t)
. ~
- P2(t) _E_(t)
. Al

Rys. 2.20. Schemat pomiaru sity F; w i-tym elemencie sprezysto-tlumiacym
ukladu kaskadowego
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Jedli przyjmiemy, ze sila F; zalezy jedynie od przemieszczenia wzglednego z;
oraz predkosci wzglednej v; = &;, czyli

F; = Fi(zi, 24), (2.55)
to do wyznaczenia tej zaleznosci konieczne sa (oprécz sygnatu Fj(t)) takze po-
miary Z;(t) 1 z;(t) [49].

Zalezno$¢ (2.55) mozna eksperymentalnie wyznaczy¢ dla znanych wartodci
F,,,Z;y, ;, w okreslonej chwili ¢, to jest dla wielkosci

Eu = ﬁi(tv)a {iiu = Ei(tu), aiu = ﬁi(tu)y (256)
gdzie v = 1,2,...,v. W takim przypadku konieczne jest uzycie profesjonalnego

ukltadu komputerowego (z odpowiednia klasa dokladnosci) i z odpowiednim pro-
gramem aproksymacji funkcji w przestrzeni tréjwymiarowej (np. identyfikacja
na podstawie wielomianéw Czybyszewa [99, 100]). Jesli klasa funkcji F;(z;, @;)
jest znana (np. wyznaczona w ukladzie jednomasowym za pomoca opracowa-
nych metod identyfikacyjnych [56, 61, 64]), to mozna zastosowal i w tym przy-
padku procedury modelowania, wykorzystujac dynamiczne petle histerezy [54,
65, 77, 97]. Przyjmujemy wiec dla przykladu, ze funkcja F;(z;, Z;) ma czlon czy-
sto sprezysty Fs;(z;) oraz czysto tlumiacy Fi;(2;) dowolnie nieliniowy, tzn. daje
sie opisa¢ wyrazeniem

n q
F;(z;,v;) = hisgnv; + Z ki of + Z Gl - (2.57)
u=1 p=1
Posta¢ funkeji F;(z;,v;) jest zdeterminowana przez stale (nieznane co do war-
todci) parametry hy, ki, cipy ktorych licznosé okreslaja dowolnie duze liczby na-
turalne n, g. Po podstawieniu (2.57) do réwnania (2.51) otrzymuje sie

n g
h;sgnv; + Z ki vl + Z Gtk = wilt) + bit). (2.58)
p=1 p=1
Jesli zbiér wymuszen pi(t),...,pn(t) realizuje okreslony stan drgari okreso-
wych dowolnego ksztaltu o okresie T
;(t) = zi(t+T), wi(t)=wi(t+T), bi(t) =bi(t+T), (2.59)

przy czym T jest dowolnie duze, to réwnanie bilansu energii dla kazdego dowol-
nego i otrzymano w postaci

RO £ S kO = Q4 i (2.60)

p=1
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w ktérym wartosci zmiennych Q2 (z; = S(v;), v, wi, b;) sa okredlone przez pola
odpowiednich krzywych zamknietych zaleznosci z;(z;).

Wymnozenie wyrazenia (2.58) przez elementarng predkoéé dv; = i#dt oraz
scatkowanie w czasie t € (7,7 + T') daje réwnanie algebraiczne

q
3 e, O = Q4 o, (2.61)
p=1
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Rys. 2.21. Przyktady peth uzyskanych eksperymetalnie

dla pewnego uktadu rzeczywistego (podktadka gumowa)

Réwnanie (2.60) stuzy do wyznaczania stalych ttumienia h;, ki1, kso, . . ., ki, odpo-
wiedniej charakterystyki dyssypatywno-sprezystej i-tego elementu sprezysto-ttu-
miacego badanego ukladu, réwnanie (2.61) za$ do wyznaczenia stalych sprezy-
stosci ¢;1, ¢i2, - - ., Ciq tego elementu [6, 68, 74].

Wykonany eksperyment w przypadku uktadu dwumasowego potwierdzil przy-
datnoé¢ opracowanej metody. Oszacowane parametry nie przekroczyly bledu 3%.
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7 przeprowadzonej symulacji komputerowej pokazano na rysunku 2.21 przyktla-
dowe petle badanego ukladu.

Wyprowadzony algorytm dla ukladu kaskadowego przyktadowo wykorzystano
do uktadu o czterech stopniach swobody, ktérego schemat pokazano na rysunku
2.22.

Rys. 2.22. Schemat modelu o czterech stopniach swobody

Réwnania rézniczkowe ruchu tego uktadu sa nastepujace

mlzz,, + [Fa (21 )+ Fa(z1)] = m(t),
ma Z Z, — [Fu(21) + Fa(z1)] 4 [Fa(22) + Fea(z2)] = pa(t),

(2.62)
ms Z i, — [Fio(22) + Fea(z2)] + [Fis(23) + Fsa(z3)] = pa(t),

L Z Z, — Ft3 t3) + Fsa(fﬂs)] + [Ft4($4) + Fia(za)] = pa(?t)
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lub
miay + [Fii (21) + Fa (21)] = p1(2),

maay + [Fa(22) + Fya(z2)] = pa(t) + [Fr(21) + Fa(z1)],

(2.63)
maas + [Fia(23) + Fsa(z3)] = p3(t) + [Fia(22) + Fs2(22)],
maay + [Fia(24) + Fsa(z4)] = pa(t) + [Fia(23) + Fz(23)],
gdzie
a1 = ) + Z2 + #3 + 4,
ay = Ly + T3+ Z4,
(2.64)

az = I3+ I4,
ag = 124
Na podstawie wczesniej wyprowadzonych réwnai (2.60) 1 (2.61) mozna réwnani
bilansu energii i bilansu mocy dla ¢-tej masy ostatecznie zapisaé jako
S - v
OGS + 3 ki O = Qi
p=1

p " (2.65)
Y O = o 4 ol

v1)
u=1

gdzie wartosci zmiennych Q% (z; = S(v;), z!', v/, w;, b;) sa wyznaczone przez pola
odpowiednich krzywych zamknietych zaleznosci z;(z;), w; i b; za$ oznaczaja

by = —myay,
by = by — maay,
b3 = by — maas,
by = bz — myay,
(2.66)
w1 = P1,
Wy = P1 + P2,
w3 = p1 + P2 + P3,

wy = p1 + P2 + p3 + ps.
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Nalezy pamietac, ze w przyjetych wspdtrzednych uogdlnionych relacja miedzy
przyspieszeniami a przemieszczeniami jest okre$lona réwnaniami (2.64). Przyjmu-
jemy, ze funkcje Fy; i Fy; (1=1,2,3,4) sa postaci

ez, Fu(2y) = hysgnéy + ky2,

. ‘ (2.67)
=cy123, Fi3(€3) = k3123 + ksai3 + kasi3,

Fy (1)

Fyp(z2) = c1%2 + 2273 + 2325,  Fia(22) = ka1,
(z3)
(z4)

ca1z4,  Fra(ts) = kary.

Po rozpisaniu pierwszego réwnania (2.65) i uwzglednieniu (2.67), otrzymano
nastepujacy uklad réwnan bilansu energii

hOE™ 4 kY = 9 + o = qth

kay QU2 = O2 + ag = Og;}gﬁbz,
v3 45 . ; (2.68)
k31 O + kasOlg) + kasOlgy = Q2 + OF = at;;+ 3,

kg Q% = Q%% + Qe = Quaths,
Réwnania bilansu mocy za$ przyjma dla zadanych funkcji (2.67) postac
e = QU 4+ Qb = Qe th

102 + e20Q] + o3y} = Q2 + 04222 = aﬁ’z”b?, 5,69
b b
C31a5§ = CYL”; + vag = Oé;"a“ 3,

by __ b
c4105f1;‘ = Oévw: + av‘; = Cl;‘;‘” s

W celu identyfikacji i-tego elementu sprezysto-ttumiacego (¢ = 1,2,3,4) na-
lezy wybraé odpowiednie réwnanie bilansu energii i bilansu mocy. Zasadnicze]
komplikacji ulega jedynie pomiar prawej strony tych réwnai (zmiennych Oé’;’:“"
lub Qui+bi),

Weryfikacje prowadzono na symulowanym ukladzie komputerowym z wyko-
1zystaniem specjalnego oprogramowania IUDRBE [4] oraz blokéw operacyjnych
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TUTSIM [122]. Przyjeto w badanym ukladzie nastepujace dane liczbowe

my =10 kg, Fy(z,) = 4000z;, Fj;(¢;) = 0,8sgnz; + 1204,

mg =2 kg, Fy(zz) = 1000025 — 20000023 4+ 200000023, Fio(iq) = 200,
m3 =5kg, Fy(z3)=5000z3, Fi3(i3) = 50023 — 65033 + 35013,

myg =2 kg, Fss(zg) = 500024, Fia(z4) = 18024.

Badania prowadzono podczas wymuszen harmonicznych o zmiennej amplitu-
dzie i czestodci [6]. Do wyznaczenia statych wystepujacych w réwnaniach bilansu
energi i bilansu mocy (odpowiednie pola petli histerezy 62) wykorzystano opro-
gramowanie Quattro Pro [112], do wyznaczenia za$ parametréw badanego uktadu
wykorzystano analize regersji [117].

Na podstawie prowadzonych badan stwierdzono, ze im dalej jest przylozone
wymuszenie od identyfikowanego elementu sprezysto-ttumiacego, tym dokladnosé
uzyskanych wynikow jest gorsza. Dotyczy to przede wszystkim charakterystyk
restytucyjnych silnie nieliniowych. Z symulacji komputerowej uzyskano charakte-
rystyki sprezystosci i ttumienia, w przypadku gdy wymuszenie sinusoidalne przy-
tozono do masy my. Sa one nastepujace

Fyy = 4109,044%,, F,y = 0,8sgnz; + 120,0003&;,
F,5 = 10000, 04Z, — 20178222 + 6,13 x 101°25, F,; = 200,001z,

~

Fi3 = 5000,083, Fi3 = 500,008 — 650, 9097, + 3844, 70135,
Fy4 = 5000,00224, Fy4 = 180,00z4.

Prowadzono ponadto badania, gdy wymuszenie sinusoidalne przylozono do
masy mq i my4 bez przesuniecia fazowego i do kazdej masy oddzielnie.
Wyznaczona charakterystyka ttumienia (gdy p2 # 0,p1 = p3 = ps = 0) jest
nastepujaca
F3 = 500,00&5 — 650, 9097, + 8717,

Przykladowe funkcje ttumienia zadane i wyznaczone z eksperymentu (z badan
symulacyjnych) pokazano na rys. 2.24.
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Rys. 2.23. Przyktady wyznaczonych eksperymetalnie zaleznoéci badanego uktadu

pokazanego na rys.2.22
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300

-0.6

Fy(2)

06

-300

3(&3) = 50023 — 650435 + 350}
3(33) = 500%5 — 651340 + 3847,
5(33) = 50025 — 65130 + 8717,

Rys. 2.24. Wyniki identyfikacji funkcji ttumienia Fis w badanym ukladzie kaskadowym
(wymuszenie do uktadu przylozono do masy ms)

Krzywe nie zawsze sie zamykaly (a tak naprawde krzywe niedomkniete), co
$wiadczy¢ moze o w nieidealnym spetnieniu w tym przypadku zalozenia okreso-
wosci analizowamym zakresie drgan (patrz rys. 2.23). Dlatego wystapity wyrazne
roznice w uzyskanych wynikach wspélczynnikéw. Byly one zwlaszcza wyraznie

widoczne dla wyzszych poteg predkosci i przemieszczen, ktére decyduja o zacho-
waniu sie charakterystyk w poblizu kofcéw przyjetych zakreséw drgan.



3. Proces identyfikacji w przypadku
stacjonarnych wymuszen losowych

Opisana procedure identyfikacji parametrycznej przy wymuszeniach perio-
dycznych (rozdz. 2) mozna zastosowac takie w przypadku wymuszen losowych,
opisanych stacjonarnymii ergodycznymi procesami stochastycznymi. Wyniki
w przypadku wymuszen losowych przedstawione w niniejszym rozdziale sg dalsza
kontynuacja i rozwinieciem we wczesniej publikowanych pracach [48, 49, 67, 68].

Réwnania bilansu energii i bilansu mocy umozliwily osobne poszukiwanie
optymalnych parametréw, opisujacych ttumienie drgan (funkcje dyssypacji) w od-
seperowaniu od parametréw opisujacych czyste oddzialywanie sprezyste (funkcji
sprezystosci). Podstawowym warunkiem ich konstrukcji byl warunek okresowosci
zaréwno wymuszenia, jak i odpowiedzi badanego uktadu. Jednakze w przypadku
ukladéw silnie nieliniowych, w ktérych na przyktad charakterystyka tlumienia
nie jest monotonicznie rosngca (rys. 3.1), moga wystepowac liczne przypadki od-
powiedzi nieokresowych, dla ktérych réwnanie energii czy bilansu mocy nie be-
dzie formalnie spetnione (stany nieustalone). Drugim aspektem dotychczas nie-
poruszanym byl fakt mozliwosci wystepowania skltadowych podharmonicznych
w odpowiedzi obiektu, tzn. jesli p(t) = p(t + T), to z(t) = z(t + vT), gdzie
v=2,3,4,.... Powoduje to, ze pojedyncza petla histerezy p(z) nie jest zamknieta
po uplywie okresu 7' wymuszenia p(t) (patrz rys. 3.2).

W badaniach rzeczywistych uktadéw fizycznych moga pojawiaé sie pewne
przypadkowe zaburzenia ruchu, ktére rowniez utrudniaja warunek okresowosci.
Wszystkie odpowiedzi, w przypadku ktérych warunek okresowosci nie jest for-
malnie spelniony, moga by¢ usuwane ze zbioréw danych.
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Rys. 3.1. Funkcja ttumienia z ,siodtem”

Jednakze mozliwe jest réwniez pewne
yusrednienie” wynikéw, uzyskanych z du-
zej liczby zarejestrowanych petli. Poka-
P zano réwniez, ze taka modyfikacja metody

v
) jest mozliwa z zastosowaniem odpowied-

niej wyspecjalizowanej aparatury badaw-
czej. W ten sposéb mozna otrzymac odpo-
wiednie rownania bilansu energii i bilansu
mocy dla wymuszen losowych, o dowol-

Rys. 3.2. Zalenosé (,petla”) nym stacjonarnym rozkladzie prawdopo-
w obrebie pojedynczego okresu T nie dobienstwa, ktére realizujg stan ustalony
musi sie zamyka¢ badanego uktadu.

3.1.Usrednione réownanie bilansu energii i mocy

Opisana metoda identyfikacji uktadéw dynamicznych na podstawie réwnania
bilansu energii i bilansu mocy jest uwarunkowana przez spetnienie okresowosci
(por. rozdz. 2) w odpowiedzi i wymuszeniu ukladu. Zaklada sig, Ze zamiast mie-
rzy¢ odpowiednie pola petli X w obrebie jednego pelnego okresu Ty, bedzie sie
to czyni¢ w czasie T >> Tg, przy czym T nie musi by¢ wielokrotnoscia okresu Tg

(n — liczba naturalna). Aby skupi¢ uwage, przykltadowo przyjeto dowolny (np.
v-ty) skladnik réwnania energii nastepujacego uktadu

mi+Fi(i)+Fs(z):p(t)v (32)
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w ktérym

Z cive”, Fi(&;) = hisgn &; + Z k;,zv. (3.3)

v=1

W tym przypadku réwnanie bilansu energii ma postac
g v
has®) + 3 k0 = aF. (3.4)
v=1
Dowolna zmienna QY w tym réwnaniu byla zdefiniowana w nastepujacy

sposob
. z(To) To T
oy E/ v”dzz/ v dt = /ov"“dt. (3.5)

z(0) 0 dt 0

Wartoéé érednia < v*+! >¢ sygnalu v¥*1(t), wyznaczonego w dowolnym czasie
T >> Tp, zdefiniowano w sposob nastepujacy (patrz rys. 3.3)

1 T
T >0= T/o vt dt (3.6)

mozna zalozy¢, ze
T=nTo+7, 71¢€/(0,Tp). (3.7)

Na podstawie (3.6) i (3.7) jest

wik S 1 /T V+1dt 1 /nTo+'r V+ldt
) = = v = ()
ah 0 T Jo nTo+ 7 Jo
S / " g / e (3.8)
— nTo+7 |Jo 0 ' )

Po uwzglednieniu zwiagzku (3.5) otrzymuje sie

1 v T
v+1 = (6’5 V‘Hdt:l
<w >0 wTotr [n 5 +/0 v

v T )l/+1
nQL /0 v’ dt
TLTO +T7 T .

(3.9)
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Uu+1

nlb T

Rys. 3.3. Interpretacja wartoéci éredniej < v**! >o w przypadku T # nTp
(To — okres funkcji)

Z réwnania (3.9) wynika, ze im wiekszy jest czas obserwcji T', tym mniejszy
jest udzial drugiego skladnika w sumie < v**! >q (patrz rys. 3.3 — pole gedciej
zakreskowane i pod innym katem).

Gdy czas T dazy do nieskonczonosci, wéwczas otrzymamy

, ay
lim < v*t! >q= ==

Jim - (3.10)

Podobnie dla pozostatych czlonéw réwnania bilansu energii postaci (3.4) otrzy-
mano

S(v)
li == :
Jim < Jol >0= =F—, (3.11)
_ P
jll_r’noo < pu >o= To{' (3.12)

Po podzieleniu réwnania (3.4) przez czas T oraz uwzglednieniu (3.10)+(3.12),
réwnanie to zapisuje sie w zmodyfikowanej formie

g
h< vl >0+ k, <0t >o+ < pv>g +e, (3.13)

v=1

btad € dazy do zera, gdy czas uSrednienia 7' dazy do nieskoriczonosci, tzn.

lim € = 0. (3.14)

T—oco

Podobne postepowanie w przypadku réwnania bilansu mocy (patrz rozdz. 2)

q
mQ + Y e, 0F = O, (3.15)

v=1
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daje
q
m < a? >g + Z ¢, < 77a >0=< pa >¢ +e. (3.16)
v=1
Budowa odpowiednich algorytméw identyfikacji na podstawie usrednionych
réownaf (3.13) i (3.16) znacznie ulatwia eksperyment, w ktérym zamiast mie-
rzy¢ pola odpowiednich petli mozna wyznaczy¢ wartoéci $rednie odpowiednio
skonstruowanych przebiegéw czasu. W dalszym ciaggu pracy pokazano przyklady
takich algorytmoéw.

3.2.Przyklady zastosowania usSrednionego réwnania
bilansu energii

Jako przyklad rozpatrzono uktad opisany réwnaniem (3.2) (rys. 3.4 wraz z da-
nymi liczbowymi).

Fy(z) = cz,

/ F (I) =k + k3i3 + k‘5j25,
c — Fi(2)
y—l ki =1kg/s, ks = —5,12 kgs/m?

ks = 7,24 kgs®/m*, m =1 kg,

5 LE— z(t) ¢ = 62 kg/s?

Fi(v)

0,55 -+ (a) (b)

| v

(.
>

I

I
0,6 0,85

Rys. 3.4. Badany uklad dynamiczny z dana charakterystyka ttumienia (a)
1 wyznaczong przez procedury identyfikacyjne (b)
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Uktad badany potlaczono z analizatorem dwukanatowym (CH1 i CH2), wypo-
sazonym w generator sygnaléw (S) (analizator HP 35665A [34]). Analizator byt
wyposazony w odpowiednie oprogramowanie umozliwiajace tworzenie szerokiej
gamy réznych operacji matematycznych na sygnatach wejsciowych. Dzieki temu
wyznaczenie odpowiednch wartosci érednich uérednionego réwnania bilansu ener-
gii bylo dos¢ proste. Polegalo ono na:

e utworzeniu odpowiednich sygnaléw przebiegéw czasowych (np. v2, pv itp.),
e wyznaczeniu wartosci Srednich tych sygnaléw droga analizy spektralnej.

v(t)
CH2
Badany

uktad

Analizator

CH1 dwukanalowy

S

Rys. 3.5. Schemat uktadu badanego w potaczeniu z analizatorem dwukanalowym

Azeby proces ten dalo sie zrealizowaé, nalezalo potaczy¢ analizator z uktadem
badanym, zgodnie ze schematem pokazanym na rys. 3.5. Sygnal z generatora (S)
analizatora wprowadzono jako sygnal wymuszajacy p(t) na badany obiekt oraz
na kanal I (CH1) analizatora. Na kanat II (CH2) wprowadzono za$ predkos¢ v(t).
W rozwazanym przypadku (por. rys. 3.4) usrednione réwnanie bilansu energii
zgodnie z réwnaniem (3.13) ma postac

< pv >o=ky < v2 >g +k3 < v? > +ks < 08 >0 4. (3.17)
Za pomocy odpowiedniego podprogramu ANALYS, ktéry jest na wyposazeniu

analizatora widmowego (tzw. display hardkey ANALYS) skonstruowano nastepu-
jace operacje:

F1 = TIME2*TIME2 - przebieg czasowy sygnalu — kwadrat predkosci v?,
F2 = FFT(F1) - transformata Fouriera kwadratu predkosci v?,

F3 = FFT(F1*F1) - transformata Fouriera sygnatu v*,

F4 = FFT(F1*F1*F1) - transformata Fouriera sygnatu v®,

F5 = FFT(TIMEI*TIME2) - transformata Fouriera iloczynu sygnaléw
piv.
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Na rysunku 3.7 pokazano przyklady przebiegéw uzyskanych w ten sposéb
funkeji (np. F1itp.) w przypadku wymuszenia harmonicznego o czestosci zblizo-
nej do czestosci drgan wlasnych badanego uktadu (okoto 1,25 Hz). Wymuszenie
p(t) pokazano na wykresie (a) (rys. 3.6), na wykresie (b) za$ — odpowied? (pred-
kod¢ v(t)) na to wymuszenie. Obydwa przebiegi byly rejestrowane w czasie okolo
8 sekund.

s 7.592z
Rys. 3.6. Przyktad sygnaléw wejSciowych 1 wyjsciowych badanego uktadu

Na wykresie (c) przedstawiono natomiast przebieg kwadratu predkoéci, po-
zostale za$§ wykresy przeksztalcaja widma odpowiednich przebiegéw, przy czym
tzw. MARKER ustawiono zawsze na czestotliwosci 0 Hz, azeby odczytaé¢ odpo-
wiednig wartoé¢ $rednia (wartoéé Y). Na podstawie tych wartoéci dla 48 réznych
co do czestosci 1 amplitudy wymuszed (po odpowiednim przeliczeniu jednostek
elektrycznych na mechaniczne i zastosowaniu analizy regresji zgodnie z réwna-
niem (3.17)) uzyskano nastepujace wartosci estymatoréw (patrz [47]) ky, ks, ks

k1 =1,00F 0,06, k3 = —528 F 0,15, ks = 7,22 F 0,16. (3.18)

Wykres estymaty ﬁ’t(v) w przypadku uzyskanych danych (3.18) pokazano
W celu poréwnania na rys. 3.4.
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ms Y:29.693%9 VYpk™2
46 : : : : : :
vpk~2l i — o g 1 RPTS S R E s 0
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7.95275

“Tonz
Y:426.186 V272

I E ) ' ' ' ' BEE
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kY32
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2
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/div
B
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Rys. 3.7. Przyktad funkcji F1+ F4 uzyskiwanych z eksperymentu
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3.3.Przyklad zastosowania usrednionego
réownania bilansu mocy

Zstosowanie usrednionego réwnania bilansu mocy pokazano na przyktadzie
uktadu opisanego réwnaniem

mi + hsgni + ki + c1z + c37° = p(t). (3.19)

Uktad zamodelowano na maszynie analogowej, przy czym dane liczbowe pa-
rametrow h, cz ustalono tak, aby uzyska¢ wyrazne nieliniowe efekty w odpowie-
dzi uktadu [66]. Przyjeto wiec dane liczbowe, ktére przedstawiono lacznie z wy-
kresami charakterystyk ttumienia i sprezystosci uktadu pokazanego na rys. 3.8.
Wplyw nieliniowych czlonéw najlepiej jest widoczny w przebiegach czasowych
przyspieszenia przy wymuszeniach czysto sinusoidalnych (patrz rys. 3.9). Dla ba-
danego uktadu uérednione réwnanie bilansu mocy (patrz (3.16) i (3.19) przyjmie
postac

m < a® >o 4¢; < za >g 43 < 220 >9=< pa >¢ (3.20)

— -~ —

Fi(z) = c1z + c3z3

=
‘ﬂ
A

Fi(t)=hsgnz+kz

m = 8 kg, h = 15 kg/s, k = 85 kg/s

c1 = 10% kg/s?, c3 = 107 kg/s? - m?

100 N
300 N +
T 15 .
— 0,03 m / ~15 1 lm/s,

Rys. 3.8. Badany uktad dynamiczny
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GHICHL Titig X: 8 5 ¥:1.3394¢6 V
2.5 : ; : : : : : : :

Rys. 3.9. Przebiegi wymuszenia i odpowiedzi uktadu dla modelu (3.19)

W tym przypadku konieczny jest jednoczesny pomiar trzech zmiennych: wy-
muszenia — p(t), przemieszczenia — (t) oraz przyspieszenia — a(t). Dlatego, ko-
rzystajac z analizatora dwukanalowego, nalezato na kanale pierwszym powté-
rzy¢ kilkakrotnie eksperyment, przy zastosowaniu tego samego wymuszenia p(t).
W zwiazku z tym na kanale pierwszym analizatora rejestrowano kolejno wymusze-
nie p(t), lub tez przemieszczenie z(t), podczas gdy na kanale drugim rejestrowano
zawsze przyspieszenie a(t) (por. rys. 3.9).

W celu wyznaczenia stalych w réwnaniu (3.20) utworzono nastepujace funk-
cje:

o 1" = p-a - sygnal utworzony z iloczynu sygnaléw p - a,
e F'1” = z - a - sygnal utworzony z iloczynu sygnaléw z - a,
e 2" = FFT(F1') - oznacza transformate Fouriera sygnaléw p - a,

o ['2” = FFT(F1”) - oznacza transformate Fouriera sygnatéw z - a,



e F3 = z° - a — sygnal utworzony z iloczynu sygnaléw przemieszczenia z
i przyspieszenia a,

F4 = FFT(F3) - oznacza transformate Fouriera sygnatu z2 . a,
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3

e F5' = a? - sygnal utworzony z podniesienia sygnatu przyspieszenia do po-

tegi drugiej.

F5 = FFT(F5’) - oznacza transformate Fouriera sygnatu a?.

Analizator
CHI1

CH2

Badany

uklad

Rys. 3.10. Schemat potlaczenia analizatora dwukanalowego z badanym uktadem
w przypadku identyfikacji charakterystyki sprezystosci

Przyktady wybranych funkcji (F1’, F2”, F4, F5) otrzymanych przy wymu-
szeniach czysto sinusoidalnych dla réznych czestosci i amplitud (3 Hz-10 Hz)
pokazano na rys. 3.11. Uzyskane w ten spos6b wartosci srednie (wartosci dla ze-
rowej czestosci na wykresach czestotliwosciowych) staly sie podstawa dalszych

obliczeri, realizowanych zgodnie z metoda analizy regresji oparta na réwnaniu

(3.20).

Dla liczby wymuszen 24, por. [66]) uzyskano nastepujace wartoéci estymato-

IOW M, ¢; C3

¢1 = 1099 F 73 kg/s2,

M = 8,15F 0,15 kg.

¢3=(9,4F0,1)-10° kg/(s* - m?),

(3.21)

Na rysunku 3.12 przestawiono F;(z) zadang oraz F,(z) uzyskang dla estymo-

Wanych parametréw.
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mypk™2
/divy

=145
Ypk~2

Rys. 3.11. Przyktad funkcji F1+F5 badanego uktadu uzyskany
przy wymuszeniach harmonicznych
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300
Fy(z)
200 a
1001
xz
oo 0lo2 001 3.46945E18  0.01 0.02 0.03

Rys. 3.12. Ksatalt uzyskanej estymaty F,(z) = 1z + 323 (a)
w poréwnaniu z dang funkcja F,(z) (b)

3.4. Réwnania bilansu energii i bilansu mocy
w przypadku wymuszen losowych

Usrednione réwnania bilansu energii i bilansu mocy mozna stosowa¢ takze
w przypadku wymuszen niekoniecznie czysto sinusoidalnych, lecz réwniez dla
wymuszen losowych stacjonarnych [62, 67, 68, 71, 82]. Zalézmy wiec dalej, ze
wymuszenie p(t) w réwnaniu postaci:

g 9
mZ + hsgn & + Z k,z” + Z g8" = p(t) (3.22)

v=1 v=1

Jest stochastycznym procesem stacjonarnym oraz e jednowymiarowy rozklad
prawdopodobiefistwa procesu p(t) jest niezmienniczy wzgledem czasu. Jest to
proces ergodyczny. O uktadzie dynamicznym zaklada sie, ze jest asymptotycznie
stabilny, tzn. osiaga stan ustalony, gdy t — oo. Jak wiadomo ustalona odpowied?
ukiadu jest takze procesem stacjonarnym, a zwlaszcza statystyczne momenty od-
powiedzi ustalonej (tzn. momenty samego procesu i jego pierwszej pochodnej) sa
stale.

Po wymnozeniu réwnania (3.22) obustronnie przez elementarne przemiesz-
Czenie dz = zdt i uérednieniu w pewnym skoficzonym przedziale czasu t € T,
otrzymuje sie
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1 T 1 /T 1 T8 ,
— [ izar h—/ sgn éidt —/ k, & ddt
mT/O rzdt + T Jo g + T Jo ;
1 T g L T p
— c, 2'zdt = = t)zdt.
o/ Se 0
Gdy zalozymy, ze stacjonarny proces odpowiedzi jest takze ergodyczny, mozna
operacje usrednienia po czasie zastapi¢ odpowiednimi operacjami na wartosciach
oczekiwanych. Mozna wtedy zauwazy¢, ze pierwsza calka i czwarta grupa calek po

lewej stronie réwnania (3.23) beda réwne zeru. I tak w przypadku catki stojace;
przy stalej m bedzie

1 T
Tjgnoo I:T/zzdt

0

(3.23)

ld

= Blid] = S

E[z?]. (3.24)

Sygnal predkosci v(t) = @(t) jest procesem stacjonarnym, wiec musi spetniaé
warunek

d .. .
EE[::"’] ={. (3.25)

Podobnie dla kazdej z calek o dowolnym wspdlczynniku ¢, musi zachodzié

1 T
Th_r)noo [T/x zdt

0

L4 v (3.26)

= Biete] = 1/+1r—1;

Stosowana w (3.26) przemienno$¢ operacji usredniania z operacja rézniczko-
wania jest uzasadniona, gdy proces z(t) ma rézniczkowalna funkcje korelacji [113].
Jest to dodatkowe zalozenie o odpowiedzi z(t), ktére przyjmujemy dalej, ze jest
spetnione.

Ze wzgledu na stacjonarno$¢ procesu z(t) warto$é¢ oczekiwana E[z¥*!] musi
by¢ takze stala, wiec 2

v+17 _
ZElz"]=0. (3.27)
Réwnanie bilansu energii w przypadku wymuszen losowych stacjonarnych i ergo-
dycznych jest nastepujace
9
hE{]v]]+ Y k, E[v**'] = E[pv]. (3.28)

v=1

Stosowanie réwnania (3.28) do wyznaczenia stalych wartosci h,k, funkcji
Fy(v) jest mozliwe, jesli wartosci oczekiwane odpowiednich sygnaléw (sygnatow
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odpowiednio utworzonych z sygnaléw predkosci v(t) i wymuszenia p(t)) beda
mierzone.

Réwnanie bilansu mocy otrzymuje si¢ po wymnozeniu réwnania (3.22) obu-
stronnie przez elementarna predko$¢ dv = &dt i usrednieniu w przedziale czasu
t € (0,7), mamy wtedy

17 1f 11
mTO/zzdt+ ThO/sgn Tidt + T/ E_l k,z"Zdt
0 v=

1 ’ 1 ’
o / S e avidt = /p(t)gzdt.
0 0

v=1

(3.29)

M|

W przypadku stacjonarnych i ergodycznych proceséw operacje usredniania
w réwnaniu (3.29) mozna zastapi¢ wyznaczeniem wartosci oczekiwanej. Wartosci
te beda réwne zeru jedynie tam, gdzie wystepuja wspotczynniki h, k, w réwnaniu
(3.29). 1 tak w przypadku drugiego cztonu calki (3.29) (stata h) bedzie

T d
Tli_r)noo ’ (sgn v)odt = E[S(v)9] = EE[IUI] (3.30)
Jedli v(t) jest procesem stacjonarnym, to warto$¢ oczekiwana E[|v|] jest stala
1 otrzymujemy
d
— = (. 31
< Bljol) = 0 (3.31)
W przypadku za$ trzeciego cztonu catki (3.29) (stala k,) warto$¢ oczekiwana
obliczymy jako
L 1 d

i Yodt = —E[vt =o0. .32
i ] v = e o @

Po uwzglednieniu obydwu wynikéw (3.31) i (3.32) z réwnania (3.29) otrzymuje
sie rownanie bilansu mocy w postaci

m E[a?] + Z ¢, E[z"a] = E[pal, (3.33)

Przy czym a — przyspieszenie masy m.

Uzyskane réwnania bilansu energii i bilansu mocy sg spelnione takze w przy-
padku wymuszen losowych dowolnego ksztattu (typu ciaglego badz impulsowego),
Jesli generuja one w badanym uktadzie odpowiedz ustalona. Ich wykorzystanie
do okreélenia wartosci nieznanych parametréw h, k,, m,c, badanego ukladu jest
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mozliwe wtedy, gdy réwnania (3.28) i (3.33) tworza uklad réwnan liniowo nie-
zaleznych i jesli wartodci oczekiwane wystepujace w tych réwnaniach sa dane
(np. z badari eksperymentalnych). Weryfikacje opracowanych algorytméw prze-
prowadzono na uktadzie pokazanym na rysunku 3.13 o nastepujacych danych

F’t(IL') = k‘lill + k‘3fi)3 + k5i§5, Fs(.’E) =cr,
m =8 kg, ¢ =9800kg/s?, k; =260 kg/s, (3.34)
k3 = —320 (kg-s)/m?, ks = 340 (kg-s%)/m*.

Fi(z) F4 Fy(&)

I
% [0 =)

Rys. 3.13. Badany uklad dynamiczny

Uktad zamodelowano na maszynie analogowej, na ktdrej nastepnie wykonano
badania testujace. Trzy parametry (ki, ks, ks) okreslaja nieliniowa funkcje thu-
mienia F(z), ktérej wykres dla danych wartosci (3.34) przedstawiono na rys.
3.14 (wykres a)).

Aby wyznaczy¢ eksperymentalnie ksztalt tej funkeji, zastosowano dwa typy
wymuszen losowych:

e bialy szum (Random Noise Ezcitation — RN),
e rozowy szum (Pink Noise Ezcitation — PN).

Réwnanie bilansu energii (por. réwnanie (3.28)) w rozwazanym przypadku
przyjmuje uproszczona postac

kv E[v?] + ks E[vY] + ks E[v®] = E[pv). (3.35)

Do pomiaréw czterech wartoéci $rednich E[v?], E[v?], E[v®], E[pv] wystepuja-
cych w réwnaniu (3.35) podobnie jak dla wymuszen harmonicznych (por. punkty
3.2, 3.3), uzyto odpowiednio oprogramowanego analizatora, dzieki ktéremu utwo-
rzono nastepujace funkcje sygnaléw v(t) i p(t):



F1 = TIME2-TIME2 - kwadrat sygnatlu predkosci (v2(t)),
F2 = FFT(F1) - spektrum kwadratu sygnatu predkosci,
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F3 =FFT (F1.F1) - spektrum sygnatu predkosci podniesionego do potegi

czwartej (v*(t)),

F4 = FFT (F1-F1-F1) — spektrum sygnaltu predkosci podniesionego do po-

tegi szdstej (v8(t)),

F5 = FFT(TIME1-TIME2) - spektrum iloczynu sygnaléw p(t) i v(t).

a) = Fy(z) = 2602 — 32023 + 340z°
b) = F(¢) = 265,42 — 4512° + 425,82° = RN
A ¢) = Fy(z) = 258,1z — 309, 823 + 251,25 = PN
Fi(2) d) = Fy(2) = 261,282 — 37623 + 340, 162° = RN + PN
1000
c)
d)
a)
T 0,28 b)

1,0

Rys. 3.14. Charakterystyki tlumienia dane 1 otrzymane z eksperymentu
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Przyktady takich funkcji uzyskane w eksperymencie przedstawiono na rys. 3.15.

W tabeli wartosci $rednich (tab. 3.1) podano przyktadowe dane uzyskane na
podstawie wykreséw funkcji F'2, ..., F5. Przykladowo dane w pozycji 6 tej tabeli
uzyskano w nastepujacy sposob:

1) na podstawie wykresu funkcji F2 (rys. 3.15) otrzymano Y:
2,69503 szk, skad E[v?] = 0,0269503(m /s)?

2) na podstawie wykresu funkeji F3 (rys. 3.15) otrzymano Y:
11,4359 V32, skad E [v*] = 0,0114359(m/s)*

3) na podstawie wykresu funkcji F4 (rys. 3.15) otrzymano Y:
80,3181 kaz, skad E[v®] = 0,00008032(m/s)®

4) na podstawie wykresu funkcji F5 (rys. 3.15) otrzymano Y:

0,8037 V%, skad E[pv] = 0,008037((N-m)/800 s)

W podobny sposéb uzyskano zestawienie danych dla w przypadku wymusze-
nia typu szumu rézowego, oznaczone jako PN (patrz tab. 3.2). Na rysunku 3.16
przedstawiono przykladowe funkcje F1+F5, jakie uzyskano w tym przypadku.

Na podstawie réwnania (3.35) i uzyskanych danych (tabele 3.1 3.2) obliczono
wartosci estymatoréw El, E3, ks parametrow kq, k3, k5. Oszacowania te wykonano
osobno w przypadku wymuszenia szumem bialtym (RN), osobno dla wymuszenia
szumem rézowym (PN) oraz razem dla obydwu wymuszen. Wyniki wszystkich
trzech przypadkéw w celu poréwnania przedstawiono na wspdlnym rysunku (por.
rys. 3.14), doktadny za$ opis eksperymentu jest opisany i podany w pracy [72, 75].

Tabela 3.1. Przykladowe wartosci uzyskane w eksperymencie

Lp. | F2 = E[v?] | F3 = E[vY] | F4 = E[+] | F5 = E[pv]
1 0,18966 | 0,051314 |  0,021031 |  0,045425
5: 0,090996 0,015095 0,0042637: 0,02219§
6 0,02695 | 0,0011436 | 0,00008032 |  0,008040
32: 0,10614:[ 0,015914:; 0,0034727: 0,02755;




B: FEI
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Rys. 3.15. Przyktadowe funkcje F1,..., F5 otrzymane z eksperymentu
przy wymuszeniach stochastycznych typu RN (tab. 3.1, poz. 6)

65



66

Bz ) TS N ) ) ' ZB0nz

Rys. 3.16. Przyktadowe funkcje F1,..., F5 otrzymane z eksperymentu
przy wymuszeniach stochastycznych typu RN (tab. 3.2, poz. 18)



Tabela 3.2. Przyklady wartosci srednich uzyskanych w eksperymencie

(szum rézowy-PN) z wykorzystaniem funkcji F2, ..., F5
Lp. | F2= E[v?] | F3 = E[v*] | F4 = E[+®] | F5 = E[pv]
1 0,131721 0,026851 | 0,00927514 | 0,0338197
2 0,16147 | 0,0435021 | 0,0177616 0,039988
3 0,20299 0,069316 | 0,0406493 0,049971
18 0,121022 | 0,0259927 | 0,0088572 0,031827
32 0,251428 | 0,0753756 | 0,0309312 0,062872

(z ang. Burst Random-BR) (a) oraz odpowiedzi badanego ukladu (b)

7.99225

Rys. 3.17. Przyktad wymuszenia typu detonacje losowe
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CHIF1 FFT(MAGITI - ¥:1.45712 V

Rys. 3.18. Przykladowe odpowiedzi badanego uktadu (funkcje F1, F2, F3
przy wymuszeniach typu detonacje losowe (BR)

W celu rozszerzenia klasy wymuszen wykorzystano mozliwosci posiadanej
aparatury (analizator HP 35665A [34]) i badania prowadzono dla wymuszen nie-
typowych, charakteryzujacych sie pojawianiem przerywanych sygnaléw losowych,
ktére nazwano detonacjami losowymi (z ang. Burst Random). Badany uktad zo-
stal pobudzony takim wymuszeniem. Byl to ukiad opisany réwnaniem

mi + Fy(2) + Fy(z) = mi + hsgn & + ki + ¢12 + c3z° = p(t),
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a do symulacji przyjeto nastepujace wartosci parametréow
m=8kg, h=15kg/s, k=85kg/s, c1 =10° kg/s?, c3= 107kg/(s’m?).

Przyktad wymuszenia i odpowiedzi uktadu przedstawiono na rys. 3.17 i 3.18.
Réwnanie bilansu energii jest w tym przypadku nastepujace

hE[v])+ kE[v"] = E[pv],
wymagalo to wiec skonstruowania trzech nastepujacych funkeji F1, F2, F3

a0 F1 - spectrum sygnalu |v],
O F2 - spectrum sygnatu v?,
O F3 - spectrum sygnatu pv.

Przyktady funkcji F1, F2, F3 dla tego typu wymuszen przedstawiono na rys.
3.18, wyniki za$ obliczen identyfikacyjnych na rys. 3.19.

45

Rys. 3.19. Charakterystyka ttumienia wyznaczona przy wymuszeniach typu BR:
(a) — wynik identyfikacji, (b) — charakterystyka dana

3.5. Uogolnienie metody dla ukladow
o N-stopniach swobody

Przedstawiono metode identyfikacji charakterystyk dynamicznych elementéw
sprezysto-ttumiacych w uktadzie wielomasowym poddanym ergodycznym stacjo-
flarnym wymuszeniom stochastycznym o dowolnym rozkladzie prawdopodobien-
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stwa. W metodzie tej przyjeto, ze zaréwno odpowiedz ukladu, jak i wymusze-
nie moga by¢ mierzone w skoficzonym (dostatecznie dlugim) przedziale czasu T,
w ktérym stan ukladu jest ustalony [67, 71, 74].

Interesujacy i-ty element sprezysto-ttumiacy, ktérego charakterystyke dyna-
miczng (funkcje Fi(z;, %;)) naleZy w spos6b eksperymentalny wyznaczyé, dziata
w pewnym ukladzie wielomasowym o konfiguracji przedstawionej na rys. 3.20.

Rys. 3.20. Schemat uktadu o konfiguracji kaskadowe]

Przyjmijmy przemieszczenia wzgledne z, sasiednich mas jako baze wspoirzed-
nych uogélnionych, réwnania rézniczkowe ruchu uktadu dla dowolnych oddziaty-
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wan F,(z,,%,) i dowolnych wymuszen p,(t) (dla v = 1,2,...,n) mozna zapisaé

w postaci

mya; + Fi(z1,21) = p1,
maoag + Fy(zq, T2) = po + Fi(z1, 21),

m;a; + Fi(zi, &) = pi + Fio1(zi-1, #i1), (3-36)

My ay + Fn(xm xn) =pnt+ Fn—l(xn—lv i‘n—l)a

gdzie przez a; oznaczono przyspieszenia bezwzgledne
n
B= Y G (3.37)
v=1

Kazda sile oddziatywania F,(z,,2,) mozna wyrazi¢ na podstawie uktadu réw-
nai (3.36) za pomoca wymuszeri i przyspieszefi odpowiednich mas w nastepujacy
sposob

Fi(z1,21) = p1 — miay,

Fy(zg, &9) = pa — maag + Fy = p1 + p2 — (mia; + maaz),

F; (l‘i, (1:2) = Zpy + Z(_mual/), (338)

l'naxn Zpu+z muau

W przypadku dowolnie wybranego i-tego elementu sprezysto-ttumiacego, funk-
cje oddzialywania F;(z;, ;) podukiadu A na poduktad B (por. rys. 3.20) mozna

zapisaé w postaci

F,'(IL‘,‘, z'i) = w,»(t) + bi(t), (339)
gdzie w;(t) — wypadkowa wszystkich sit wymuszajacych, dzialajacych na podu-
ktad A, b, - wypadkowa wszystkich sit bezwladnosci tego poduktladu,

7

= i?u(t)» bi(t) = ) (-mua). (3.40)

v=1
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Wartosci funkeji w;(t) 1 b;(t) ponadto mozna mierzy¢, jesli odpowiednie masy
my, Mg, ..., m; sa znane. Wybrana i-ta funkcja oddziatywania sktada sie z nie-
liniowego cztonu czysto sprezystego Fs(z;) i nieliniowego czlonu czysto dyssypa-
tywnego Fi(&;)

q g
Fs(l'z) = Z ciux“, Ft(xz) = h; sgn ; + Z kiui‘u. (3.41)
=1

p=1

Réwnanie (3.39) przyjmuje wtedy postac

g q
hisgn @i+ Y kiud* + ) ciua® = wi(t) + bi(t). (3.42)

=1 p=1

W rozdziale 2 pokazano, ze wyprowadzajac dla réwnania (3.42), tzw. réw-
nanie bilansu energii oraz tzw. rownanie bilansu mocy mozna okresli¢ nieznane
parametry h;, ki, ¢;, obydwu funkcji (3.41) dla dowolnych wymuszen okresowych.

Przyjeto, ze na rozpatrywany uklad (rys. 3.20) dziataja wymuszenia opisane
stacjonarnymi i ergodycznymi procesami stochastycznymi o dowolnym rozkltadzie
prawdopodobienistwa, pod wptywem ktérych odpowiedz ukladu daje sie opisal
stacjonarnymi funkcjami losowymi. Wéwczas prawa strona réwnania (3.42) jest
réwniez procesem stacjonarnym (patrz wyrazenie (3.4)). Po wymnozeniu réwna-
nia (3.42) obustronie przez elementarne przemieszczenie dz; = #;dt i scatkowaniu
w czasie T (gdzie T" jest pewnym czasem obserwacji uktadu) mozna napisaé

T 9 T 9 T
hi/ (e &:) et + ka/ s 4 Zcm/ 2t ;dt
’ w0 gt =0 (3.43)
T T
:/ wi.’i)idt+/ b;z;dt.
0 0

Po podzieleniu obustronnie réwnania (3.43) przez T i dokonaniu przejscia gra-
nicznego T — o0, otrzymuje sie

g q
hiE[(Sgn ii)i,‘] + Z kqu[i‘§t+1] + Z C,‘uE[zfi‘i] = E[wiii] + E[bi.i‘i], (3.44)

u=1 p=1

gdzie EJ...] — warto$¢ oczekiwana odpowiedniego sygnatu losowego.
W przypadku E[zz;] dla dowolnego i oraz dowolnej potegi p prawdziwa jest
zaleznosc

. 1 d
E[z%#;] = ma—tE[zf“]. (3.45)



73

+

Warto$¢ $rednia sygnatu ! ! jest stala (proces stacjonarny), zatem

Elzf'i;] p+1th[I' I=1. (3.46)

Uwzgledniwszy wynik (3.46), mozna réwnanie (3.44) zapisa¢ w postaci

hiE[liiJ,'l] + Zg: ki#E[i}?-}'l] = E[(w,- + bi)ii}. (3.47)
p=1

Réwnanie (3.47) przy mozliwosci pomiaru wartosci funkeji w;(t) i b;(¢) moze
by¢ wykorzystane do okrelenia statych h;, k;,, jesli odpowiednie wartosci $rednie
E[...] beda uzyskane eksperymentalnie. Rownanie to zalezy jedynie od stalych
odpowiedzialnych za dyssypacje energii.

Podobnie po wymnozeniu réwnania (3.42) obustronnie przez elementarna
predkos¢ dv; = &;dt otrzymuje sie

1 (T 9 1 T
hi {Eﬁ /0 sgnz'i‘idt] +“§k-,-# [f /0 ig‘f,-dt]
: L (T . I 1 (T
+uz=:10,-u [T/o i xidt] — T/o w;T;dt + T/o b;;dt,

nastepnie po dokonaniu przejécia granicznego I' — oo pierwszego wyrazenia
rownania (3.48) otrzymano

(3.48)

T

.1 . Y .  J—
Tll—l;noo 7 ), (sgn #;)%;dt = E[(sgn &;)%;] = EEHQ:A] = (3.49)

1 podobnie dla drugiego wyrazenia réwnania (3.48)

1 d

1T, o
lim —/0 ziz,dt_E[xizz]_——u_*_l%

T—oco

E[z;#*1] =0. (3.50)

Po uwzglednieniu powyiszych wynikéw réwnanie bilansu mocy ostatecznie przyj-
mie postaé

Y ciuElatii) = E[(wi + b)) (3.51)

Réwnanie (3.51) spelnione w przypadku wymuszei stochastycznych jest odpo-
wiednikiem wczeéniej wyprowadzonego réwnania bilansu mocy (2.61) dla wymu-
szen zdeterminowanych. Nie zalezy ono jak wida¢ od stalych h, k;,, opisujacych
mechanizm tlumienia drgas.
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Rozwaza sie przyktad uktadu o dwoéch stopniach swobody typu kaskadowego
[69]. Kolejno (prawe strony réwnania (3.47)) dla # = 1 oraz 1 = 2 (n = 2)
otrzymuje sie

El(wy + b1)21] = E[(p1 — mia1)d4],

) . (3.52)
E[(w2 + b2)32] = E[(p1 + p2 — mia1 — maaz)ds).
Jesli ay = Zq, to
. - 1d _, .,
E[ag.’liz] = E[$2z2] = §E£E[I2] = 0,
stad drugie réwnanie (3.52) przyjmie postaé
E[(’U)z + b2)$2] = E[(pl + P2 — mlal)ig]. (353)
Podobnie prawe strony réwnania (3.51) zapisuje sie jako
E[(w1 + b])il)l] = E[(pl - mlal):il], (354)
E[(’wz + bz)wz] = E[(pl + p2 — miay — mgag)fé2]. (355)
Uwzgledniwszy podane wyniki, w przypadku ¢ = 1 otrzymuje sie kolejno:
e réwnanie bilansu energii w postaci
g
hE(|31]]+ Y k1, E[#17) = E[(py — m1a1)d4], (3.56)
p=1
e rownanie bilansu mocy w postaci
q
my Elayé] + Y e, ElzE] = Elpiy), (3.57)
u=1
oraz podobnie, gdy 1 = 2
g
haEl22|] + Z kau E[#57"] = E[(p1 + p2 — maar) 2], (3.58)
p=1
q
moElasis] + Z c2,E[zh3s] = E[(p1 + p2 — m1a;)is). (3.59)
p=1

Réwnania (3.56)+(3.59) umozliwiaja pelna identyfikacje uktadu dla dowol-
nych wymuszen stacjonarnych, gdy odpowiednie wartoéci $rednie wystepujace
w tych rownaniach sa mierzalne. Algorytm takiej identyfikacji przedstawiono
w tabeli 3.3. Odpowiednie sygnaly (druga kolumna tabeli) powinny byé mie-
rzone réwnoczesnie. Stad tez uzycie odpowiednich analizatoréw wielokanatowych
okreslonej klasy jest w eksperymencie konieczne.
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Tabela 3.3. Schemat algorytmu identyfikacji uktadu o dwdch stopniach swobody

Etap | Sygnaly mierzone Wyznaczane Stosowane | Parametry
(réwnoczesnie) wartosci réwnanie | obliczone
1 a1,Z1,p1, 1 Ela12,], E[z]Z,] (3.57) my, Cly
Elp1,]
2 i’laplyaly [Izll] E[ #+1]) (356) hl)klp
El(py — mia1)a1]
3 ag,.;l:'z,i‘g E[agxz],E[l‘gl‘z] (359) ma,Cay
(p1+p2) a1 E[(p1 + p2 — mia1)y]
4 T, p1 + P2, a1, El|z,]], E[$”+l 1, (3.58) ha, kay
E[(p1 + p2 — mia1)z,]

Badania symulacyjne prowadzono dla uktadu o dwéch stopniach swobody, ko-
rzystano z wezedniej wyprowadzonych réwnan dla ¢ = 1 oraz i = 2 (n = 2) (por.
rownanie 3.36). W badanym ukladzie przedstawiono identyfikacje gérnego po-
duktadu, przy wymuszeniu dzialajacym na mase my. Réwnania ruchu badanego
uktadu sa nastepujace

mya; + Fi(z1, 1) = p,
(3.60)
maoay + Fy(zq, 2) = po,

|g Zy+ 21

T2

\\%&[}—

Pz(t)

I___

st
!

Rys. 3.21. Schemat badanego uktadu dynamicznego
o dwdch stopniach swobody
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gdzie ay = Ty + 29, ay = L9, V1 = &1, Oraz

Fi (.’L‘l,i‘l) = k1% +cyz1 + hsgnzy,
(3.61)
Fy(zg,22) = ka@2 + coa.

Przyjeto, ze py = 0, po = p # 0, nastepnie wyznaczono z pierwszego réwnania
(3.60) F; i podstawiono do réwnania drugiego (3.60),

mya; + moay + Fy (21 + Fa(zg, 22) = p(t). (3.62)

Réwnanie (3.62) nie jest najwygodniejsze do analizy w przypadku, kiedy np. nie
jest znane wymuszenie p(t), co moze sie zdarzy¢ w warunkach rzeczywistych. Dla-
tego rownanie bilansu energii wyprowadzono w przypadku réwnania opisujacego
ruch masy m; po uwzglednieniu (3.61) jako

m1:}51+m1§52+k1;i:1+c1z1+hsgn:i71 =0. (363)

Po wymnozeniu réwnania (3.63) przez elementarne przemieszczenie dz, = #dt
i scatkowaniu w czasie T, a nastepnie podzieleniu przez T oraz dokonaniu przejécia
granicznego 1' = oo, otrzymuje si¢ réwnanie bilansu energii

aoE[|i1]] + a1 E[¢]] = — E[£31] (3.64)

w ktérym ag = h/my, a; = k1/m; moga by¢ wyznaczone, gdy odpowiednie war-
toéci oczekiwane agE[|21]], a1 E[2?], E[Z2d1] beda wyznaczone eksperymentalnie.
Réwnanie (3.64) zapisuje sig¢ jako

a+ a; X =-Y, (3.65)
w ktérym
BRI, B
Elj,]]’ ET|24(]

Uktad przedstawiony na rys. 3.21 zamodelowano na maszynie analogowej,
wymuszenia rejestrowano miernikiem sygnaléw, a ich przetwarzanie realizowano
na analizatorze widmowym HP 35665A. Obliczenia wykonano dla nastepujacych
danych

my =10 kg, my=15kg, ¢ =3,0-10% kg/s?,

ky = 300 kg/s, h =50 kg/s,
Cy = 2- 103 kg/Sz, kz =160 kg/S
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Schemat konfiguracji aparaturowej stosowany w badaniach tego uktadu przed-
stawiono na rys. 3.22.

Rézne co do ksztaltu sygnaly wymuszajace p(t) realizowano, za pomoca gene-
ratora wymuszen (blok source — S). Poziom (wzmocnienie) tych sygnaléw regulo-
wano w sposob ptynny, tak azeby uzyska¢ drgania uktadu na zadanych zakresach
(zakres 0 < |v;| < 1 m/s). Na kanal pierwszy (CH1) analizatora przesytano
zawsze sygnal przyspieszenia dolnej masy (sygnal #;). Na kanal drugi (CH2)
przesytano natomiast zawsze sygnal predkosci (sygnat v;).

j C BEH
. _RAR] ~
Analizator g‘:’ - e % (t) UKLAD
HP 35665A | |2 500 —==1
C 4

O—— @ [® ®
_..&, —P(t)

7 -

Rys. 3.22. Uktad pomiarowy

Identyfikacje ttumienia badanego uktadu prowadzono w przypadku wymuszen
czysto sinusoidalnych, jak i wymuszen w postaci losowej serii impulséw. Pozwolito
to na poréwnanie wynikéw uzyskanych z obydwu typow wymuszeni dynamicznych.
Wymuszenia losowe p(t) realizowano za pomoca generatora sygnaléw analizatora
drgai, pomnozono czeéé¢ rzeczywisty z pierwiastka kwadratowego procesu stacjo-
narnego przez sygnal czysto sinusoidalny, czyli

p(t) = Real[\/proces stacjonarny] x sygnal harmoniczny (w). (3.66)

Losowym procesem stacjonarnym byt szum rézowy (PN). W czlonie harmo-
nicznym ustawiano odpowiednio czestoé¢ w, tak by uzyskaé¢ zmienng intesywnosé
Pojawiania sig impulséw (patrz rys. 3.23). Wykonano badania dla nastepujacych
Czgstosci cztonu harmonicznego: 5, 10, 20, 30, 40 Hz.

W przypadku wymuszeri czysto harmonicznych badania wykonano dla cze-
stosci zblizonych do rezonansu zmiennej z;(t), to jest dla wartoéci 9, 11,13 Hz.
Stosowano oprogramowanie analizatora (opcja szybkiej transformaty Fouriera
FFT) i uzyskano podwd6jne wartosci Srednich sygnatow |v1[,v12,fc'2v1 konieczne
do identyfikacji. Wartosci te uzyskiwano przez zaprogramowanie na analizatorze
Nastepujacych operacji (funkcji):
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Real

F1 = MAG(TIME2) - przebieg sygnatu |vj],
F2 = TIME2*TIME2 - przebieg sygnatu v?
F3 = FFT(F1) - widmo przebiegu sygnatu v,

F4 = FFT(F2) — widmo przebiegu sygnatu v?,
F5 = FFT(TIMET*TIME2) — widmo przebiegu sygnalu Zsv;.

......................... | | G | ey | punme | || CYRR ] PR | SRR | S
1 o I 1 |
V35 . -
sdivi -t A .; ..............................................
I e TR 3 . WO O SO | WO | i SO W
o S fliat e St et S S LR

Rys.

259.5117ms
Y:-468.792 my~3

R,ea.lv Nsm ..........

..............................................................................................

Bs ) ' ' ) ’ ' 759, 5117ms

3.23. Przyktad tworzenia stosowanych wymuszen losowych
(czestosé czlonu sinusoidalnego w = 20 Hz)
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Przyktady uzyskanych w czasie eksperymentu funkcji F4 i F5 w przypadku
wymuszen czysto harmonicznych przedstawiono na rys. 3.24, dla impulsowych
za$ wymuszen losowych na rys. 3.25, 3.26, 3.27 i 3.28.

Przez zmiane poziomu i czestodci wymuszen uzyskano zbiér wartosci Srednich
(okoto kilkunastu dla kazdej czestosci), na podstawie ktérych obliczono odpowia-
dajace im wartoéci X,Y (patrz réwnania (3.65)).

e,

Rys. 3.24. Widmo sygnatu v# (a) i sygnatu Z5v; (b)
wyznaczone przy wymuszeniach harmonicznych (11 Hz)

Rys. 3.25. Przyktad przebiegu predkosci vy przy impulsowych wymuszeniach losowych
(czestos¢ czlonu harmonicznego 30 Hz)
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Kazdy pomiar wykonywano dwukrotnie dla kazdego poziomu wymuszenia
w celu sprawdzenia powtarzalnosci wynikéw.

Uzyskane zaleznosci Y (X) w przypadku stosowanych wymuszeri przedsta-
wiono na rys. 3.29 i 3.30. Zaleznosci te aproksymowano metoda regresji liniowej
osobno dla kazdego z wariantu wymuszen.

KT

"

¥:2.28919 ¢

Bz — 5oonz
Rys. 3.26. Przyktad sygnalu przyspieszen z, (a) oraz widmo sygnatu predkosci vy (b)
przy impulsowych wymuszeniach losowych (czestos¢ cztonu harmonicznego 30 Hz)

L2 = 050530972

Rys. 3.27. Przyktad funkcji F4 uzyskanych przy impulsowych wymuszeniach losowych
(czesto$¢ cztonu harmonicznego 30 Hz)
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W wyniku przeprowadzonych badan mozna stwierdzié, ze réwnanie bilansu
energii (3.64) jest praktycznie spelnione zaréwno przez wartoéci oczekiwane uzy-
skane przy wymuszeniach czysto harmonicznych, jak i losowych wymuszeniach
impulsowych.

¥i-4.33538 Ypk~2

....................................................................................................

.....................................................

Bz ' D ' ) ' EO0HZ

Rys. 3.28. Przyktad funkcji F5 uzyskanych dla impulsowych wymuszeri losowych
(czestosé czlonu harmonicznego 30 Hz)

350 T T T T T T
Rodz. 7 - ]'s? :z" ©
. " 5
- "13 Hz" o
308 - 9Hz |(54,6F2,4 |290,9F6,5 295. 7%x+54.,5 e 4
300%x+50
11 Hz |55,3F 1,1 [294,0F 2,5
250 |
13 Hz (54,57 0,4 |299,9F1,1
Regresja
360 |- kblorezs 54,5F 0,8 [295,7F 2,1

(o]
(&)
T

Wartosci zadane

h = 50 kg/s,c = 300 kg/s

50 . .
Wymuszenia czysto harmoniczne

e — I ! I | L i
© 8.1 0.2 0.3 9.4 8.5 8.6 0.7
Rys. 3.29. Uzyskane eksperymentalnie zaleznosci Y (X) przy wymuszeniach czysto
sinusoidalnych oraz wyniki ich aproksymacji
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Jesli przy wymuszeniach harmonicznych wyniki aproksymacji sa prawie ide-
alne (rys. 3.29), to w przypadku dowolnych wymuszeni impulsowych wyniki te s
obarczone juz wiekszym btedem.

350 T 1 T T
- ! PR .
Rodz. wym. h C 19 Hz" M
28 Hz" i
spg |8 42,5F0,8 |436,8 F 15,7 '3 ot x
||4@ HZH A‘_,‘
10Hz  |41,3F1,3 |409,8F 14,9 S B s
20Hz  |56,2F1,1 |318,4F5,4 300%x+5@"
250 4
30Hz  [54,3F 1,1 [311,9F6,2 :
40Hz  |51,6F1,1 [313,4F8,2
2o - Regresia 46 50 6 (357,85 3,9 7

150 -

Wartoéci zadane
1o6 h =50 kg /s, c = 300 kg/s

% 2 o
2B Losowe wymuszenia impulsowe

G L I I ! I 1
%) 0.1 8.2 9.3 0.4 9.5 B.6 8.7

Rys. 3.30. Uzyskane eksperymentalnie zaleznosci Y (X) przy losowych wymuszeniach
impulsowych oraz wyniki ich aproksymacji

Blad ten jednak wyraznie maleje wraz ze wzrostem intensywnoéci pojawiania
sie impulséw. Najbardziej zblizone do danych sa wartosci }Al, ¢ uzyskane dla inten-
sywnosci 30 i 40 Hz, najmniej za$ doktadne wyniki uzyskano przy intensywnosci
5 Hz. Wyraznie widac, ze jest to zwiazane z uzyskanym w czasie badafi zakresem
zmian zmiennej X . Zakres ten zalezy wyraznie od intensywnosci pojawiania sie
impulséw (patrz rys. 3.30). Widaé, ze w przypadku intensywnosci 51 10 Hz, zakres
zmian zmiennej X jest zbyt maly, aby uzyska¢ zadowalajace rezultaty z aproksy-
macji. Nawet w przypadku regresji zbiorczej wykonanej dla wszystkich wymuszei
losowych zakres zmiennej X jest o polowe mniejszy od zakresu uzyskanego przy
wymuszeniach czysto harmonicznych.



4. Procedury identyfikacji uktadow
zdegenerowanych

4.1. Wprowadzenie

Zjawisko rozpraszania energii w dynamicznie obcigzonych elementach ma-
szyn nalezy do najtrudnieszych zadan identyfikacji. Punktem wyjsciowym pro-
cesu identyfikacji ttumienia drgan takich elementéw jest prawidlowe zalozenie
modelu oddzialywan sprezysto-tlumiacych. Model taki na ogét zalezy od rodzaju
materiatu, z ktorego wykonany jest badany element. Wiaze sie to z przyjeciem
okreslonych modeli reologicznych materialu (tarcie wewnetrzne) [21], a takze
z modelami rozpraszania energii w utwierdzeniach badanych elementéw (tarcie
konstrukcyjne).

Wilasciwosci sprezysto-ttumiace wspolczesnych materiatéw konstrukcyjnych
znacznie  odbiegaja od tradycyjnych zalozen zwigzanych z liniowym prawem
Hooke’a i Kelvina. Nieodwracalne procesy, jakie zachodza podczas obciazen dy-
namicznych wymagaja stosowania bardziej ztozonych modeli reologicznych. Jed-
nakze przyjecie bardziej zlozonego modelu reologicznego materiatu prowadzi
W konsekwencji do przyjecia modelu dynamicznego o odpowiednio zlozonej kon-
figuracji. Przyktadowo zatozenie modelu Zenera (tzw. cialo standardowe [21])
W przypadku preta poddanego np. cyklicznym obcigzeniom rozciagajacym (patrz
rys. 4.1a) prowadzi¢ powinno do przyjecia modelu dynamicznego drgan masy
Przytwierdzonej do tego preta (rys. 4.1b) w postaci modelu zdegenerowanego (rys.
4.1c). Umozliwia to identyfikacje dynamiczng elementéw maszyn po uprzedniej
identyfikacji wlagciwosci dynamicznych materialu i odwrotnie: na identyfikacje

materiatu po wczeéniejszej identyfikacji whasnosci sprezysto-ttumiacych elementu
maszyny.
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Stwarza to jednak koniecznoéé opracowywania metod identyfikacji ukla
déw zdegenerowanych liniowych, a takze zwlaszcza w przypadkach
wiekszych amplitud, ukladéw zdegenerowanych o elementach nielinio-
wych.

Generalnie uktadem zdegenerowanym posiadajacym niecatkowita liczbe stopni
swobody, bedziemy nazywa¢ uktad liniowy lub nieliniowy, charakteryzujacy sie
tzw. elementem Maxwella. Podstawowa wlasnoscia takiego uktadu jest to, ze ma-
cierz mas i macierz sztywnosci, nie s3 dodatnio okreslone.

g g

. Co
cialo

Zenera C1

0 __11)(” p(t)

(a) (b) (c)
Rys. 4.1. Model dynamiczny drgani masy m wynikajacy
z modelu reologicznego materialu preta

Jest to istotna réznica w stosowanych dotychczas w mechanice procedurach
identyfikacyjnych, ktére polegaja gléwnie na wykorzystaniu modelu liniowego
o konfiguracji réwnoleglej [42, 86, 124] badZ tez nieliniowego, w ktérym sita od-
dzialywania elementu sprezysto-tlumiacego na mase m zalezy jedynie od prze-
mieszczenia z i predkosci ¢ (S = S(z,z)). W niniejszym rozdziale przedstawiono
procedury identyfikacji ukladow sprezysto-ttumiacych elementéw maszyn opar-
tych na modelach zdegenerowanych z czlonami nieliniowymi, np. w postaci tar-
cia suchego. Koncepcja budowy tych procedur, polega na wykorzystaniu réwnaf
bilansu energii i bilansu mocy, ktére zostaly dotychczas wyprowadzone i przete-
stowane dla uktadéw niezdegenerowanych (patrz rozdz. 2, 3).

Oméwiono wstepnie dwa przyktady uktadéw zdegenerowanych przedstawio-
nych na rys. 4.2. Uktady te sa identyczne w sensie liczby réwnan opisujacych ruch
masy skupionej m. Réznica polega jednak na odmiennym opisie samych oddzia-
tywan sprezysto-ttumiacych, co jest zwigzane z rézna konfiguracja tych uktaddéw,
a konkretnie na zastapieniu elementu sprezystego o sztywnosci c;, elementem
ttumiacym o wspdtczynnniku k; [14].
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4.2.Identyfikacja ukladéw zdegenerowanych
z wykorzystaniem réwnan bilansu energii

Réwnania bilansu energii przyjetych (rys. 4.2) najprostszych uktadéw zdege-
nerowanych mozna wyprowadzi¢ na podstawie odpowiednich réwnan rézniczko-
wych drgan masy m. Réwnania takie mozna uzyskac przez wprowadzenie zmien-
nej ¢ opisujacej ruch masy fikcyjnej mo = 0 (rys. 4.2) z dwu réwnan réwnowagi
sit zapisanych odpowiednio dla masy mg i masy m. Jest to konieczne ze wzgledu
na to, ze zmienna ¢ jest (np. w przypadku badan materialéw) niemierzalna.

/
|
Co kl E:l' Cp
C1 mo h mo h
3 £
e =,
m — m —
z(t) z(t)
Uktad 1 Uktad II

Rys. 4.2. Schematy zdegenerowanych modeli
w proponowanych procedurach identyfikacyjnych

W uktadzie rzeczywistym obserwowany jest ruch jedynie masy m (patrz rys.
4.1). Ujecie to pokazano w przypadku ukladu I (rys. 4.2). Réwnania réwnowagi
sit tego ukladu zapisano jako

mo + cof — ko(¢ — €) =0, (4.1)

mi + ko(& — €) 4+ c1z + hsgnz = p(t), (4.2)

¢, ¢ — state okreslajace charakterystyki sprezystosci, ko, k1 — wspétczynniki ttu-
mienia wiskotycznego, h — wspdlczynnik tarcia suchego.
Jesli mg = 0, to
co€ = ko(z — §). (4.3)

Z réwnania (4.2), po uwzglednieniu réwnosci (4.3), otrzymuje sie

mi + co€ + cyz + hsgnz = p. (4.4)
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Po wyznaczeniu z réwnania (4.4) zmiennej &, a nastepnie zrézniczkowaniu

otrzymano

. dE 1 d
=—=—|p-mZ—c;t—h—(sgnz)|. 4,

€ a o |P 1 dt( gn i) (4.5)

Przez podstawienie zmienne] € z réwnania (4.4) do réwnania (4.2), otrzymuje sie

jedno réwnanie rézniczkowe ruchu masy m w postaci

ym T +mZ + (ko + yc1)Z + hsgnz + ¢jz + 7ha—t—(sgn T) =p+vp, (4.6)

w ktérym v = ko/co. Po zastosowaniu wprost II zasady dynamiki dla uktadu
rzeczywistego (rys. 4.1b) mozna napisaé

mi + S = p, (4.7)

gdzie S — sila oddzialywania elementu sprezysto-tlumiacego na mase m.

Z poréwnania obydwu réwnan (4.6) i (4.7) wynika, ze S jest funkcja nie tylko
predkosci & i przemieszczenia z, ale takze trzeciej pochodnej Z przemieszczenia
z wzgledem czasu, a doktadnie

d
S =5(#,4&,%,% p) =3m F (ko +7cl):i+hsgn:ic+c1x+7ha sgni —yp. (4.8)

Réwnanie bilansu energii otrzymuje sie po wymnozeniu réwnania réznicz-
kowego drgan ukladu przez elementarne przemieszczenie dz i scalkowaniu po
jednym pelnym okresie drgann T'. W rozdziale 2 i 3 do wyprowadzenia tych réw-
nan korzysta sie jedynie z zalozenia stabilnoéci uktadu, tzn. istnienia okresowej
odpowiedzi uktadu podczas wymuszen harmonicznych lub okresowych

z(t)=z(t+T) jesli p(t) = p(t + T), (4.9)

gdzie T — dowolnie duzy (skoificzony) przedzial czasu.
Takie postepowanie w przypadku réwnania (4.6) daje

T a(T)
/ B gt == / vda = Q7 (4.10)
0 a(0)

T v(T) ’02
/ G / =
0 v(0) 2

bez wzgledu na postaé funkcji v(t), poniewaz v(0) = v(T'),

=0 (4.11)

T «(T)
/ padt = / vde =, (4.12)
0 z(0)



T z(T)
/ sgn tzdt = / (sgnv)de = Q&Y
0 z(0)

T z(T)
/ zidt = / zdr = —
0 z(0)

podobnie i ten wynik nie zalezy od funkcji z(t), gdyz z(0) = z(T),

2 Ja(1)

z(0) =0

T d o(T)

—(sgn &)zdt = / (sgnv)dv = —|v|
dt v(0)

T z(T)
/ pidt = / pdz = O,
0 z(0)

(T)
/ pedt = / pdv = —QF,
(0)

z(T) _
z(0) =0,

0
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(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

gdzie (¢; — pola zamknigte przez petle zaleznosci zmiennych z(y) (np. QY —
pole zamknigte wewnatrz portretu fazowego v(z), Q2 - pole zamkniete wewnatrz
dynamicznej petli histerezy p(z) itp.) Otrzymujemy réwnanie bilansu energii dla

ukladu 1 w postaci
TmQ, + (ko + ve1) O + ROGE™ = OF — yOEb.
Podobne postgpowanie, ale w przypadku modelu II, daje:
e réwnania réwnowagi sit
mo€ + cof — ko(¢ — €) =0,
mi + ko(t — €) + k13 + hsgni = p(t)

¢ réwnanie rézniczkowe ruchu masy m trzeciego rzedu

(4.18)

d .
ym T +(m 4+ vky)E + (ko + ky )z+hsgnz+7hd (sgnz) =p+vyp, (4.19)

, k
W ktérym y = -2,
Co
e sita S jest réwna

S =(ko+ k1)t + hsgnz +vy[mz +k;Z + hd—t(sgn &) — p).

(4.20)
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e a réwnanie bilansu energii przyjmie postac

TmQy + (ko + k1) Oy + hOGE" = QF — yOUb. (4.21)

0.15

4
-40 -20 ©

Rys. 4.3. Przyklady petli uzyskanych eksperymentalnie dla pewnego uktadu
rzeczywistego (podktadka gumowa)

Obydwa réwnania bilansu energii (4.18) i (4.21) sa w sensie matematycznym
identyczne. Réznica polega jedynie na odmiennej interpretacji wspotczynnika dla
zmiennej (Y. Dlatego eksperyment obydwu modeli bedzie identyczny. Polega on
na pomiarze w obu przypadkach tych samych zmiennych, to jest zmiennych

Q. Qf, QET R, QP (4.22)
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Pomiar zmiennych (4.22) mozna dokonac, stosujac rézne wymuszenia p(t) za-
rowno w sensie réznych czestotliwosci i amplitud, jak i postaci stosowanych wy-
muszeni. Technika pomiaru tych zmiennych jest obecnie zautomatyzowana kom-
puterowo za pomoca odpowiednich programéw (por. rys. 4.3). Konieczne jest
jednak opracowanie programu dalszych obliczei pod katem wykorzystania tych
petli w sposéb wynikajacy z wyprowadzonych réwnan bilansu energii dla ukla-
dow zdegenerowanych. Zaréwno w przypadku modelu I (réwnanie (4.18)), jak
i w przypadku modelu II (réwnanie (4.21)) réwnanie identyfikacyjne przyjmie

postac
a0+ a1 X1+ a X9+ a3 X3 = Y, (423)
gdzie
(6% ocsenv ar 874
X1 =22, X,=-—X£ ==Y =_%= 24
1 a;a 2 a; ) X3 azv Y a;a (42)
a; =ym, ay =h, a3 =7, (4.25)
o dla modelu I
ag = ko + v¢1 (4.26)
¢ dla modelu II
ap = IC() + kl- (427)
Wspdlezynniki tego réwnania ag, @y, ..., a3 sa mozliwe do wyznaczenia me-

toda analizy regresji dla réznych wartosci zmiennych Xy, X3, X3,Y tworzacych
macierz wartosci eksperymentalnych postaci

)?lia)?%yjzl%i,?i y i=1,2,...,V, (4.28)
[ }

gdzie v - liczba réznych wymuszen dynamicznych stosowanych w eksperymencie.

Nalezy jednak zauwazyé, ze rézne wartoéci tej macierzy mozna uzyskaé dla
roznych wymuszefi dynamicznych zaréwno harmonicznych, jak i zlozonych nie-
sinusoidalnych, albowiem réwnanie identyfikacyjne (4.23) jest spetnione dla wy-
muszen dynamicznych p(t) i odpowiedzi z(t) dowolnie ztozonych.
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4.3. Metoda identyfikacji nieliniowego ukladu
zdegenerowanego o zlozonej konfiguracji

W niniejszym punkcie wykazano, zZe stosowanie réwnania bilansu energii i bi-
lansu mocy jest mozliwe takze w przypadku ukladéw zdegenerowanych o bardzie]
ztozonej konfiguracji elementéw sprezysto-ttumiacych niz te, ktére przedstawiono
na rys. 4.2. Schemat takiego wybranego do analizy ukladu przedstawiono na
rys. 4.4.

Rys. 4.4. Schemat ukladu zdegenerowanego o ztozonej konfiguracji

Roéwnania ruchu dla tego modelu sa nastepujace
moé + co = k(& — €) + ca(e - €),
mi + Fi(z) 4 co€ = p(t).

(4.29)

Po wyznaczeniu £ z drugiego réwnania (4.29) oraz przyjeciu za my = 0, otrzymuje
sie
1 - :
£ = —[p-mi - F()],
Co
po zrozniczkowaniu zas
1

: i e

Po wstawieniu £ i § do pierwszego réwnania (4.29), otrzymuje si¢ ostatecznie
réwnanie ruchu, opisujace ruch uktadu (rys. 4.4) w postaci
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[p — mi — Fy(2)]

k k .o d
U R [‘i)—mz ——Ft(i:)].
dt
Z poréwnania réwnania (4.30) z II zasada dynamiki otrzymuje sie wyrazenie
na site S

(4.30)

T
co+¢q4 o+ ¢g co+ ¢y

C4Co kco

i+ Fi(d) +

= T
co+ ¢4 co+c4 co + ¢q dt

.o d
{m § 4% Fy(3) p] L (a31)
Przyktadowo, gdy przyjmiemy funkcje tlumienia w postaci
F,=hsgn &4k &+ksd3+ ks 2°, (4.32)

wtedy réwnanie bilansu energii dla ukladu (4.29) lub (4.30) po odpowiednich
przeksztalceniach przyjmuje postaé

X k
hOS® 4 (ky + —2 )Y + k3O’ + ks’
co+ ¢4
. . (4.33)
ar - s = Qe

cotecqg U cotey

W rozwazanym przypadku do badan przyjeto model, w ktérym funkcja ttumie-
nia byla w postaci F;(z) = hsgn z, czyli przyjeto ki = ks = ks = 0. Ostatecznie
wiec réwnanie (4.33) mozna zapisaé jako

kCO k mk

haS) 4 QL+ ar - Q= Qe (4.34)
co+ ¢y co+ ¢4g co+¢q

gdzie zmienne O (y = z,v lub 2 = q, v,p, sgnv = S(v),) - pola ograniczone
krzywymi zamknietymi (petlami) odpowiednich zaleznoéci dynamicznych z(y).

Réwnanie (4.34) jest w rézny sposéb wykorzystane w zaleznoéci od tego, co
mozna zmierzyé w warunkach obciazen statycznych. W przypadku szeregowych
polaczen sprezyn sztywno$é zastepcza zapisuje sie w postaci

Cd4Co
Co+ ¢4

Przy zalozeniu, ze z badan statycznych zostanie zmierzone ¢, i h réwnanie iden-
Wfikacyjne (4.34) zapisuje sie w postaci

ALO + A Q0 + A Q% = O — heS™), (4.35)
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gdzie

ke k —-mk
Al=—"—, A= , Ag=——,
co+ ¢y co+ ¢q o+ ¢q
Jak latwo zauwazy¢, parametry ukladu oblicza si¢ z zalezno$ci

Al -A3 C,Co
-—_— _— = — k = . .
A, y m A, y Cd o — C, ’ A?(CO + cd) (4 36)

Co =

Przy zalozeniu za$, ze wyznaczy sie¢ parametry z badan statycznych c,, h 1 m, to
réwnanie identyfikacyjne (4.34) mozna zapisa¢ w postaci
]CCO k

v QP — al — (yP — S(v) )
o+ cg T co +Cd[ v mav] ar haa: (4 37)

lub w sposéb uproszczony
A00 + Ay (08 — mOl) = O — hSW).

Parametry ukladu cg, k, ¢4 obliczymy z zaleznosci (4.36). Podzielmy réwnanie
identyfikacyjne (4.37) przez QC}

k koojor-mas]  [az - hal®

c0+cd+c0+cd ay a’

Parametry cg, cq, k¥ uktadu obliczamy podobnie jak poprzednio z zaleznosci
(4.36). Rownanie (4.34) po uporzadkowaniu mozna przedstawi¢ takze w postaci

By [hQS®) — Q] + B, + BsQt2 = —c. QL (4.39)
przy czym
Cq C4 mceyq
Bi=-=2, By= , By=-— .
YTk YTt co+ ¢4

Dla znanych parametréw h, c,, podobnie jak dla réwnania (4.35), pozostale pa-
rametry wyznaczono ze zwigzkow
_ B, C2Co

B3 Cd
===, £g eq= k=

—-—m = ) ) ) - X5 °
By €y co— C, B,

Po dokonaniu podobnej analizy przez scalkowanie réwnania ruchu (4.30) (po
uprzednim wymnozeniu przez Zdt) uzyskano réwnanie bilansu mocy (po zatozeniu

ky = k3 = ks = 0) w postaci

mQ;, +

[z - eS| + .0z = . (4.40)
¢o+ ¢y
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Warto tu zaznaczy¢, ze catki z funkcji Fi(Z) sa réwne

iy T duv vy
/ Ft(:i:)a'c'dt:/ F;(u)—dt:/ Fy(v)dv = 0,
0 0 dt

/—E Vidt = Fy(3) /Ft )i dt = —QuF,

W przypadku funkcji danej réwnaniem (4.32) ostatnia calke rozpisano naste-
pujaco \ ;
Ot = hOsE™ 4 QY + ks QXY + ksQlY .
Przy zalozeniu, ze mozna z badan statycznych wyznaczy¢ h,c, réwnanie (4.40)
zapisano w formie

m—+

P_has]  [or - a0
k [a“ ] = [* C ] . (4.41)

co + ¢4 Qs Qs

Wszystkie zmienne (X tego réwnania mozna wyznaczy¢ eksperymentalnie.

Ze wzgledu na brak dobrego oprogramowania, stuzacego do wyznaczania pola
petli histerezy na podstawie danych liczbowych punktéw, nalezacych do krzywej,
zmodyfikowano metode bilansu energii (por. rozdziat 2 i 3). Modyfikacja ta po-
lega na tym, ze pola petli histerezy, uzyskane z metod bilansu energii i mocy, sa
zamieniane na calki liczone w granicach od 0 do 7. Mozna przy tym wykorzy-
stac fakt, ze pola petli histerezy, okreslone w réwnaniach bilansu energii i bilansu
mocy, mozna zastapi¢ pomiarem wartosci $rednich odpowiednich sygnatéw (co
wykazano w pracach [6, 8, 60, 62]). Sygnaly te sa specjalnie tworzone przez od-
powiednia kombinacje mierzonych wielkosci, a takze sily wymuszajacej. Dzieki
zastosowaniu analizatora widmowego wykorzystanie tego pomystu w praktyce
staje sie do$¢ tatwe i proste. W prowadzonych badaniach odpowiednie pola petli
odpowiadaja wartosciom érednim w nastepujacej relacji

1 T
[T‘/ a2dt

10T
[Tf padt
T

[ / S(v)adt

0

T
= Efa?] = O, [% / v2dt} = E[v} = o,
0

T
/ pudt
0

T
1
= E[S(v)a) = a5, {T / padt
0

= Elpa] = Qx, { = E[po] = O,

o | R

= E[pa] = Q2

S =




94

T
{% / S(v)vdt| = E[jv]] = a3,
0

Badania weryfikujace wykonano na obiekcie rzeczywistym, ktorego schemat
pokazano na rys. 4.5 [79].

czujniki pomiarowe

-~ Belka wspornikowa
35 g A
120 g
=600 A /
cewka AR

/wzbud. 10

100 g

b=50

Rys. 4.5. Schemat badanego obiektu

Obiektem tym byta belka przektadkowa zamocowana sztywno o nastepujacych
danych:

e dlugosc belki 1 = 600 mm,

e szeroko$¢ belki b = 50 mm,

e grubosc belki h = 10 mm,

e grubos¢ blach wykorzystanych na zewnetrzne okladziny ¢g; = 0,5 mm,
e masa belki m = 120 g,

e masa czujnika zawieszonego na koncu belki m; = 35,38 g,

e material wypelniacza — spieniony polistyren.

Eksperyment przeprowadzono w taki sposéb, ze przylozono obcigzenie har-
moniczne do korica belki. W obciazeniu tym zmieniano amplitude i czestost.
mierzono za$ skojarzone ze soba rézne sygnaly, ktére sa miarg pola histerezy.
Fragment wynikéw z badanej belki podano w tabeli 4.1.
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Przykltadowe petle histerezy dla badanej belki podano na rys. 4.6. Na pod-

stawie analizy regresji z rownan identyfikacyjnych (4.37) i (4.39) ostatecznie wy-
znaczono parametry badanego ukladu (patrz tab. 4.2).

Tabela 4.1. Wartosci calek dla badanej belki

Lp. | E[v]]= @™ | E[v2) = Y | E[pa] = O | E[a?] = Q° | E[pv] = OF
1 0,626357 0,240881 -220,021 2702,754 1,286456
2 0,708509 0,310106 -228,451 3382,262 1,717767
3 0,820562 0,415349 205,328 4559,651 2,588357
4 0,897093 0,497321 -111,999 6218,727 3,410727

47 0,25428 0,039943 -105,704 585,7491 0,199322
48 0,28978 0,051876 134,34 757,2218 0,241887
49 0,323092 0,064491 -164,830 935,1308 0,292141
50 0,355447 0,078066 -197,827 1147,998 0,344072
51 0,390245 0,094115 -234,413 1341,634 0,403034
52 0,424895 0,111569 ~275,106 1588,876 0,470499

Rys. 4.6. Przykladowe petle histerezy wyznaczone dla dwéch czestosei sity
wymuszajace] badanej belki
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Tabela 4.2. Wyznaczone parametry badanego ukladu

Parametry wyznaczone
z badan statycznych

Parametry wyznaczone
z réwnan identyfikacyjnych

h =0,0305 m=0,1279 | co = 9646,28 k= 8,36 rownanie
¢, =401,75 cq= 418,393 (4.37)

c, =401,75 m =0,1147 k= 8,43 rownanie
h=0,030 co = 7485,63 ¢4 = 423,70 (4.35)

nastepujacy wniosek:

parametry ukladu.

w praktyce opracowanych algorytmoéw.

sprezysty nieliniowy (patrz rys. 4.7).

Na podstawie prowadzonych badan eksperymentalnych mozna sformulowac
Na podstawie opracowanych metod przy zalozeniu, ze z pomiaréow
statycznych wyznaczymy sztywnos¢ zastepcza c, oraz parametr tarcia
suchego h, mozemy oszacowaé¢ z réwnania bilansu energii pozostale

Przeprowadzone badania eksperymentalne sa skuteczna préba wykorzystania

Rozpatrzmy dodatkowo przyktad uktadu zdegenerowanego, ktory charaktery-
zuje sie tym, ze zamiast nieliniowego tlumienia (por. rys. 4.6) jest teraz element

Co

lx(t)

Rys. 4.7. Schemat ukladu zdegenerowanego o ztozonej konfiguracji
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Ruch masy m w tym przypadku mozna opisa¢ za pomoca nastepujacego
ukladu réwnan

mof + cof = k(¢ — €) + calz - £),
mZ + Fs(z) + cof = p(t).
Wyznaczamy z drugiego réwnania wspoélrzedng € i wstawiamy do pierwszego
z téwnan (4.42) oraz przyjmujemy mg = 0, otrzymujemy

(4.42)

p(t) — m& — Fy(z)
_ coCd cok . k d_ . (4.43)
Tt co+c¢z+00+0dzl?[mz+Fs(z)_p(t)]'

Z poréwnania powyzszych wynikéw z réwnaniem

mi+S=p

uzyskujemy wyrazenie na sile S w postaci

CoCd Cok . [ d ]
S = F; z T +—F, —p|. 4.44
(r)+60+c,zx+00+cfz +CO+Cd m +dlt v (4.44)

Gdy funkcja sprezystosci Fi(z) jest postaci
Fi(z)=c1z+c3 23+ c5 2%, (4.45)

wtedy réwnanie bilansu energii dla uktadu (4.43), po odpowiednich przeksztalce-
niach, wyprowadzono podobnie jak w poprzednich przypadkach. Po wymnozeniu
kazdego wyrazenia réwnania (4.43) przez elementarne przemieszczenie dr = Zdt
otrzymujemy réwnanie bilansu energii

BiQU + ByOtl + BoOll + +By Q5™ + BsOE™ = O, (4.46)
gdzie
k k k
Blzﬂl—),Bzz— , B3 = m’
co+¢d o+ ¢y co+cq
k k
By 2R g o O
co + ¢4 co+ ¢4

Zmienne Oéff” 1 Oéf’” s3 odpowiednimi catkami postaci
T T
/ s2iadt = O, / sieadt = O
0 0
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Umozliwia to:

e wyznaczenie stalych cs, c5 ze zwigzkow

*B; =-3 3 Bz = —5C5,
stad
_ 1By _ 1Bs
“="35 38,
e wyznaczenie stalej (co + ¢1)
B,
o+ = ~B,
e wyznaczenie masy m
= “B,

Problemem pozostaje wyznaczenie stalych cg, c;. Na podstawie jednak wzoru
na site S postaci (4.44) w warunkach obciazen statycznych jest
CoCy

CoCd 3 5
- }1 _r = ! = D,
S (z)+co+0dz (c1+CO+Cd)r+C3$ +cs52° =p

Jesli ¢3, ¢s5 s3 znane, to zmienna zalezna Y przyjmie ksztalt
Y =p— 3z — 5z,
sztywnos¢ zastepcza jest postaci

CoCqd )

Cc; = (¢ + .
(e1 co+ ¢4

Sztywnos¢ te mozemy wyznaczy¢, aproksymujac zaleznos¢ Y (z) funkcja li-
niowa postaci
Y(z) =¢3. (4.47)
Jednakze wyznaczenie stalej ¢, réwniez nie pozwala na wyznaczenie wszyst-
kich stalych ¢y, cg, 4. Sprobowano wykorzystac jeszcze réownanie bilansu mocy.
Réwnanie bilansu mocy wyprowadzono w podobny sposéb, ale mnozymy réwna-
nie (4.43) przez elementarna predkos¢ dz = Zdt

ﬁ [p(t) — mé — Fy(z)] )
(4.48
=cqz + ki - kd (t) = m& — Fy(z)].

Co dt
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Dokonujemy catkowania poszczegdlnych wyrazei réwnania (4.48), pamietajac
jednoczesnie, ze Fy jest dana réwnaniem (4.45) i otrzymujemy kolejno

T

/pzdt ok,
0

T T
/:iéa‘c'dt o /idv - oz,
0 0

T
/Fs(z):'zidt =00 + C3Gf§3 + csOéfjs,
0

T T
/a’::idt:/vdv:O
0 0

T T 7 (4.49)
dp .. . , .
/—tzdt:pz, /pzdt:O—O{Z/xdp:
0 0 0
T di T
& e /ada =,
dt
0 0
d rd
a0 _ o 3 51 «
/ thszdt / o [clz + c32° + sz } Zdt (4.50)
0 0

2

= 3c3(— Q%) 4 5es(—202™).
Catke wyrazenia (4.50) rozpisano szczegélowo w kolejnosci poszczegdlnych
skladnikéw. Dla pierwszego 1 drugiego skladnika otrzymano
T T

/ CII .’Edt /Cl.’E.’L’dt = cllvdv: 0,

K d > 0 (4.51)
/E- caz3)Edt = 3C3/z2a’cidt = 363(—05?)2)-
0

Z kolei po rozpisaniu szczegétowo ostatniej catki wyrazenia (4.51) otrzymano

T T
/(z%)idt = ¢(z%2)|T - /i(Qza'ci + z%%)dt
0 8 (4.52)

T
=0- /mzzdt Q/zz
0 0
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a wiec

T T
2 f z?Fdt = ~2 / zildt = —202Y. (4.53)
W przypadku skladnika trzeciego (wyrazenie (4.50)) otrzymano
T T
d 4y o o 1’31/2
/E_ csx JEdt = /(055:1: J&idt = —10cs Q5 Y (4.54)
0 0

po scatkowaniu przez czesci otrzymuje sie

T T T T
/ [z%¢)3dt = £[z*E] )g - / t[4z3i 4 o1E]dt = 0 — [ / 4z353dt + / :v4:'iza':dt} ,
0 0 0 0
a po dalszych przeksztalceniach
T T
2 / shRar = =i / 33t (4.55)
0 0
stad
T
/ pliidt = —205°7. (4.56)
0

Ostatecznie réwnanie bilansu mocy uktadu, opisanego réwnaniem (4.42), po
uwzglednieniu powyzszych obliczen oraz po uporzadkowaniu, przyjmuje nastepu-
jaca postac

3 5
Oéfj == mO(Z - clOéﬁ — C3Oé§ - Oéfj

i (4.57)

- [a“ +3e3027 + 105 Q=" ] +
co+ ¢4

T
v

C4Co
co+ ¢y

Przyjmujemy, ze stale m,c3, cs sa znane na podstawie réwnan bilansu energii,
zmienna Y za$ jest postaci

Y = QP - mQ® — ;0% — QF . (4.58)

Zmienna Y musi spelnia¢ wyprowadzone réwnanie mocy postaci

CoCq k
Y:(c + )OZﬁ— X, 4.59
! co+¢qg co+ ¢4 ( )
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gdzie
3.2

X = O + 3c3027 4 106,027
7Z réwnania (4.59) mozna jedynie wyznaczy¢ stale

k CoCq
1
co+ cd’ co+ecd’

co nie wnosi nic nowego w identyfikacyje ukladu, albowiem state te mozna wy-
znaczy¢ z réwnania bilansu energii (stala Bjy) oraz z badan statycznych (stata
c.). Tak wiec mozliwa jest w tym przypadku jedynie identyfikacja czeéciowa, po-
legajaca na wyznaczeniu nie wszystkich parametrow uktadu.

W podobny sposéb przeanalizowano uklad dynamiczny pokazany na rys. 4.8
réznigcy sie tym od poprzedniego (por. rys. 4.7), zZe element liniowy sprezysty
zamieniono na element ttumiacy réwniez liniowy. Dla tego uktadu wyprowadzono
rownania bilansu energii i bilansu mocy.

"

my

1
(1)

Rys. 4.8. Schemat ukladu zdegenerowanego o zlozonej konfiguracji
z elementami nieliniowymi

Model ten mozna przedstawi¢ za pomoca nastepujacego ukladu réwnan

mo€ + ko€ = k(& — €) + ca(z — £),
. (4.60)
mi + Fs(z) + ko€ = p(t).
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Pierwsze réwnanie (4.60) rézniczkujemy wzgledem czasu i przyjmujemy mg = 0,
po uporzadkowaniu otrzymujemy

(ko + k)€ = ki + cq(3 — ). (4.61)
Po wyznaczeniu ¢ z drugiego réwnania (4.60) i podstawieniu do réwnania (4.61)

otrzymano

(ko + k) — [p i -iFs] — Wi Ep-mi-F @], (46
ko it o

7 poréwania powyzszych wynikéw z réwnaniem

mi+S=p
uzyskano wyrazenie na sile S w postaci
koCd . kok‘ - ]C0+k [ d
— Fs = - — 5, 4s . .
S k0+kz+k0+kx+ (z) s p—mI th(x) (4.63)

Funkcje sprezystosci Fs(z) dla tego ukladu przyjeto w postaci réwnania (4.45).
Réwnanie bilansu energii dla ukltadu (4.62) wyprowadzono podobnie jak w po-
przednich przypadkach, mnozac kazde wyrazenie tego réwnania przez elemen-
tarne przemieszczenie dz = zdt. Po odpowiednich przeksztalceniach otrzymano
réwnanie bilansu energii postaci

ko + k ko + k
[k0+(k0+k)cl]a§— (ko + )ma$+363( o+ )Oéf“
Cq Cq Cd
(4.64)
+§€5(k°_+k)ai"v + Mag = Q.
cd cd
Réwnanie (4.64) mozna zapisaC réwniez w postaci
Ao+ A1 X1+ Ay Xo+ A3 X3+ Ay Xy =Y, (465)
gdzie
o o oz
Xl—a;, X2 e X3 = ar
(074 (614
X, = v = T
4 Oé;’ a;?
(4.66)
ko + k ko + k
Ao = ko Ko Rer ) (ot k)m 2:3c3(k0+k),
Cd ¢4 Cd
A3_505(k0+k)’ A4:k0+k
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Wyrazenia Otiz” i Oéf” oznaczaja odpowiednie calki
T T
/ 2iidt = O, / stiadt = Q™.
0 0

Ostatecznie algorytm umozliwia wyznaczenie nastepujacych stalych:

O stalych Ag, Ay, ..., A4 metoda analizy regresji, jesli wartosci (¢ s3 znane
z eksperymentu,
O wyznaczenie wspolczynnikéw m, ¢3, ¢c5 ze wzoréw

A] 1 A2 1 Ag

m::4—4, C3:§—A—4, Csng—4.

Réwnanie bilansu mocy wyprowadzono po wymnozeniu réwnania (4.62) przez
elementarng predkos¢ di = Zdt, dokonaniu odpowiednich obliczeri (korzystano
z juz wezeéniej obliczonych calek (4.49) i (4.50) i uporzadkowaniu, otrzymano
rownanie postaci

kko

Cd

[m + ] AL+ O + 03()éﬁs + csO[ﬁs

4.67
+(]C0 -+ k‘)3C3 0552” i 565(k0 -+ k) af;v n ko + k‘az _ aﬁ ( )
cd Cd Cd
Proces identyfikacji uktadu opisanego réwnaniem (4.62) mozna podzieli¢ na
nastepujace etapy:
1. Wykorzystanie obliczonych statych Aj, A3, A4 z réwnania bilansu energii
(4.65) (na podstawie tych stalych wyliczono c3 i ¢s). Zauwazono przy tym, ze

réwnanie bilansu mocy, z uwzglednieniem tych stalych mozna zapisaé¢ w postaci

kk
[+ 22 o + a0 = 0 - 405 - e - a0z (468)
d

2. Konstruowanie zmiennych X,Y postaci

QF — A, Q5" - A0 — A0
a;

ay

Y = a:

) H=

Réwnanie (4.68) zapisano teraz w sposéb
Bo+ B1 X =Y,

. kk
glee Bo =m+ ———9', By =q.
Cd



104

3. Wyznaczenie statych By, B; metoda analizy regresji. Dla znanych stalych
By, By oraz stalych wyznaczonych z réwnania bilansu energii (4.64) Ao, Ay, ..., A4
mozna obliczy¢ tzw. mase dodatkowa m* w sposéb

kko Ay

c_d:Bo'—A—4:Bo—m=m.

4. Wyznaczenie pozostatych statych parametréw uktadu z zaleznosci
Ao = ko + A4By = ko = Ao — A4By,

_ ko(BoAs — Ay)
kOAZ — (BoA4 — Al)’
.ICO k ko m* kO + k

a+a=‘c'd-+—k-(;-=>cd: A,

k

Ag=

Koficzy to procedure identyfikacji tego modelu.

W bardzo podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ procedury identyfikacyjne
réznorakich modeli zdegenerowanych jeszcze bardziej zlozonych. Podane przy-
ktady sa wybidrcze. Jednakze realizacja tych procedur jest jak wykazano mozliwa
w przypadku zatosowania metod bilansu energii i bilansu mocy dla réznorakich
wymuszen.

Podane przyktady rozwijajg techniki identyfikacji oparte na rownaniach bi-
lansu energii 1 bilansu mocy ukladow zdegenerowanych. Tym samym umozliwiajq
znaczne rozszerzenie badan dynamicznych uktadow rzeczywistych.

Nalezy jednak zaznaczy¢, ze nie we wszystkich rozpatrywanych przypadkach
mozna wyznaczy¢ wszystkie parametry. Czesciowa identyfikacje mozna przepro-
wadzi¢ w przypadku ukladu zdegenerowanego, przedstawionego na rys. 4.7 2,
sktadajacego sie z dwu sprezyn dzialajacych réwnolegle badz szeregowo na mase m.
Identyfikacja statych c; i ¢y jest niemozliwa.

4.4.Uogolnienie metody na uklady
o N-stopniach swobody

Zajmiemy sie teraz rozszerzeniem metody identyfikacji charakterystyk dy-
namicznych elementéw sprezysto-ttumiacych ukladéw wielomasowych typu kas-
kadowego, o schemacie jak na rys. 4.9. Kazdy element spre zysto-tlumiacy tego

17 podobna sytuacja ma sie do czynienia w przypadku ukladu oscylatora harmonicznego
postaci mZ + (c1 + ¢2)z = p(t).
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uktadu moze mie¢ konfiguracje ukladu zdegenerowanego opisanego réwnaniami,
np. (4.6), (4.19), (4.42) lub (4.53). Zaréwno odpowiedz uktadu, jak i wymusze-
nie moga by¢ mierzone w skoriczonym (dostatecznie dtugim) przedziale czasu T,
w ktérym stan ukladu jest ustalony. Interesujacy nas ¢-ty element sprezysto-ttu-
miacy (ktorego charakterystyke dynamiczna chcemy w sposéb eksperymentalny
wyznaczy¢), dziala w pewnym ukladzie wielomasowym o konfiguracji przedsta-
wionej na rys. 4.9. Dodatkowo przyjeto, ze do kazdej masy jest przylozone wy-
muszenie okresowe p(t) o okresie 7.

P1 a1

In

P

Rys. 4.9. Schemat uktadu o konfiguracji
kaskadowej ktdrego elementy sa uktadami zdegenerowanymi

Przyjeto przemieszczenia wzgledne z, sasiednich mas jako baze wspéirzednych
uogélnionych, réwnania rézniczkowe ruchu ukladu w przypadku dowolnych od-
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dzialywan S, i dowolnych wymuszen p,(t) (dla v = 1,2,...,n) sa nastepujace
mia; + S1 = pi,
maaz + Sz = p2 + 51,

(4.69)

Mpan + Sy = Pn+ Sn—la

przez a; oznaczono przyspieszenia bezwzgledne, czyli

n
;= ) i (4.70)
v=1i
Kazda site oddzialywania S, mozna wyrazi¢ za pomoca wymuszen i przyspie-
szefi odpowiednich mas w nastepujacy sposéb
S1=p1 — may,

Sy = py — maag + Sy = p1 + p2 — (Mmyag + maas),

Spe= Zpy + ) (-mya,), (4.71)

S, = Ep,, + Z(—m,,a,,).

Wyprowadzmy réwnania bilansu energii dla elementu sprezysto-ttumiacego
dowolnie wybranego. Niech bedzie to i-ty element, ktéry znajduje sie miedzy
masa m; a masa Mm;yq, O strukturze pokazanej na rys. 4.10. Site oddzialywarn
elementu sprezysto-ttumiacego miedzy masg m; a masa m;4; zapisano jako

Si = e12; + cofzi — &),
_ (4.72)
k& = co(zi — &),

przy czym: z; — wspotrzedna okreslajaca polozenie masy m; wzgledem masy m;41,
& — wspélrzedna okreslajaca polozenie masy mg; wzgledem masy m;yg.
Wyznaczono z pierwszego réwnania (4.72) zmienng §;

&= Ci[(Co + ¢)z; — Si].
0



Po zrézniczkowaniu zmiennej & wzgledem czasu

éi = Ci [(Co + Cl)fili — S‘]

0

oraz po podstawieniu & i §; do drugiego réwnania (4.72) otrzymano

k ) :
. [(Co + )i — Si] = cot; — [(co + 1)z — Si] = Si — ¢17;.
0

Si 1 Pi—
ﬂ |
e
S; %
il & mo;
[—r
Si T ai41
2 my41 i
Sit1

Rys. 4.10. Struktura poduktadu zdegenerowanego
wybranego z uktadu kaskadowego elementu
umieszczonego pomiedzy masa m; a masg Mmj4;

Po zrézniczkowaniu i-tego réwnania uktadu (4.71) otrzymuje sie

S,’ = Zp,, + Z(—m,,d,,).
v=1 v=1
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(4.73)

(4.74)

(4.75)

Réwnanie (4.74) po uwzglednieniu zaleznoéci (4.75) oraz po uporzadkowaniu

mozna zapisa¢ w postaci

Si:Zpu—{—Z(—myau):lem-}-cﬁo C0+Cl Zpu+zmuau ) 476)

przez ¢; oznaczono sume wymuszen dziatajacych na masy powyzej masy m;, to

jest

g = i pu(t)
v=1

(4.77)
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gdzie p, — dowolne wymuszenia okresowe przylozone do poszczegdlnych mas
my,ma,...,Mm,.
Drugi sktadnik lewej strony réwnania (4.76) przedstawia sume sit bezwtadno-
sci b; dzialajacych na masy powyzej masy m;, czyli
i

by = Z(—mua,,). (4.78)

v=1
Jesli znane sa wszystkie wymuszenia p;y,pz,...,p; oraz wartosci mas my,
ma, ..., m;, to znajomo$¢ (np. przez pomiar) przyspieszei a,as,...,a; UMoz-

liwia konstrukcje pseudowymuszenia w;(t) ,dzialajacego” na mase m; postaci

i) = i) + 5(0) = L5 (0 + 3 (-m) (4.79)

Schemat eksperymentalnego wyznaczenia pseudowymuszenia w;(t) przedsta-
wiono na rys. 4.11.

pi(t)  ay(t)
a1

my —

p2(t)  ax(t)

. ()
<—Qi(t) umator ’ : Sumator m wilt)
: qi(t
L W

Rys. 4.11. Schemat ideowy pomiaru pseudowymuszenia w;(t) dla i-te] masy
Po uwzglednieniu oznaczenia (4.79), réwnanie (4.76) przyjmie postaé
k " .
c1zi + ;—[(co +¢1)Ei — W] = w;. (4.80)
0

Réwnanie bilansu energii uzyskano przez wymnozenie réwnania (4.80) przez
#,dt i scatkowanie po okresie T

T z;(T)
/ T;Z;dt = / z;dz; = ‘CL‘?
0 &

i(0)

zi(T
=0 (4.81)




109

T T 2i(T)
/@@mz/"ﬁa:/ vidz; = Q¥ (4.82)
0 0 z;(0) ‘

T
/ w; T;dt = w;T;
0

zg(:’) / w. T dt — O — /Ui( ) d — —O[ : ( 83)
L = w;av; _‘, 4.
%i(0) 0 v;(0) v

T zi(T)
/ w; T;dt = / widz; = QL (4.84)
0 z;(0) :

Po uwzglednieniu wynikéw (4.81)+(4.84) réwnanie bilansu energii przyjmie po-
stac

—(Co -+ Cl)az: + —aﬁ' = a;}:. (485)
Co Co

Réwnanie (4.85) moze stuzy¢ do wyznaczenia stalych k/cq, co + ¢;.
W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ réwnanie bilansu mocy, ktére po
odpowiednich podobnych wyprowadzeniach przyjmie postaé

ok ,
— O+~ = O (4.86)
0

Réwnanie to umozliwia wyznaczenie stalej ¢, co w konsekwecji daje mozli-
wos$¢ oszacowania statych co, k.

Przykladowo badany element jest pierwszym z géry elementem ukladu (ele-
ment najwyzej polozony) z rys. 4.9 (i = 1), wéwczas otrzymano

w; 'i:l =p1 — mia,

_ vi(T)
O iz = Q) = / (p1 — miay)du,
v (0) (4.87)
v (T) vi(T)
:/ prdv; — m1/ miaydvy = O} — m; Q71
v1(0) v1(0)

Qg iz = O} = Q) - m Qg
co po uwzglednieniu réwnania (4.85) dla 7 = 1 daje postac
k v1 k P1 k ai P1 a)
a(CQ-F C‘l)()fx1 + aavl - Zamlavl = Oézl — mlaxl. (488)

Réwnanie (4.88) jest réwnaniem uzyskanym przez metode bilansu energii. Jest
ono spelnione w przypadku dowolnych wymuszen i odpowiedzi okresowych.
Réwnanie (4.88) mozna zapisa¢ w postaci przydatnej do identyfikacji w sposéb

Ao+ A1 X =Y,
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gdzie
k
Ay=—(co+c1), Ar=—,
Co ()

P1 ay
_ & -mQ,

P1 _ ay
X _ Ckxl mlazl

Y =
vy ! V1
a oz

Mierzac zmienne X,Y (masa m; jest znana) mozna, metoda analizy regresji,
obliczy¢ stale Ag, A;. Pozostate state uktadu wyznacza si¢ z réwnania bilansu
mocy, ktore dla ¢ = 1 jest postaci

k
—aQ + —Qpt = Qi Y, (4.89)
Co
gdzie
Oé;.”ll = aﬁ: o mlazj, Oévwl‘ p— aﬁ} = mlaﬁf.
Réwnanie to mozna zapisaC dla oznaczen
X=0qp, Y=03" - A0
jako
—CIX =Y
stad dla zmierzonych X,Y mozna wyznaczy¢ c;, a nastepnie state &, co.

Wplyw tarcia suchego oraz elementu sprezystego nieliniowego znajdujacego
si¢ miedzy masami m; a m;;; przeprowadzono na ukladzie pokazanym na rys.
4.12.

Podobng analize wykonano dla uktadu pokazanego na rys. 4.12. Wyprowa-
dzono réwnania ruchu oraz réwnania identyfikacyjne pozwalajace wyznaczy¢ jego

parametry. Zwiazki te bez wyprowadzen podajemy ponizej. Site oddzialywan ele-
mentu sprezysto—-ttumiacego miedzy masa m; a masa m;4+1 zapisuje sie jako

Si = Fuizi + +co(zi — &) + hsgn i, k& = co(zi — &). (4.90)

. d o
waga: vy # ai, lecz vy = —-(T1) — Jest to przyspleszenie wzgledne masy m; wzgledem ms.
Ay 1 = t gledn gled
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/ Si—1 i
Si
Co
Ti Fy &i mo; |1 h
[—
S; ' Qi1

2 Mi41 -
Sit1
Rys. 4.12. Struktura podukladu zdegenerowanego

wybranego z uktadu kaskadowego elementu
urmieszczonego pomiedzy masg m; a masa m;

Wyrazenie na site S;, po odpowiednich przeksztalceniach, przyjmie postaé
Si = Fsi(z;) + hsgnz; + ki,

. (4.91)
S [F ( )+h_sgnzz Zpu+zmuau:|-

Co

Po uwzglednieniu zaleznosci (4.71), (4.75) oraz (4.79), réwnanie (4.91), opisujace
dynamike masy m;, przyjmie postac

k.- d
w; = Fsi(ﬂh') + hsgn z; + ki; + — [Fsi(zi) + hgt- Sgn &; — u')i] . (4.92)
Co

Wykonano mnozenie réwnania (4.92) przez elementarne przemieszczenie dz =
zdt i elementarna predko$¢ di = Zdt oraz przyjeto, ze funkcja sprezystosci Fi;
jest dana réwnaniem (4.45), skorzystano z wczesniej wykonanych obliczen (por.
rownania (4.81) + (4.84)) po uwzglednieniu, ze

T d T dq
/0 = Fulbibidt =0, /0 Slsgn d)aide =0,
réwnanie bilansu energii przyjmie postac

_ .k A z3 73 k .
hOE ™ + kOt;’; + - [—claﬁ; — 3y — csav;] + c—C\f}jﬁ' = Q% (4.93)
0 0
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a réwnanie bilansu mocy mozna zapisaé jako
3 s kh A
claf,." + c;;C!ff; + Csai’ - ‘—azg_’”"
T CO £
(4.94)
k 1‘21/,' Iq‘Ua’ k Wy Wy
+— 3C3a,l‘}I + 5C5a,0.' + ‘_a,{}.‘ = au.'.
CO t 1 CO 1 1
Przyktadowo, jesli badany element jest najwyzszym elementem ukladu (naj-
wyzej polozonym) z rys. 4.9 (i = 1) oraz c3 = ¢5 = 0, to réwnanie bilans energii
jest postaci

k v sgn v k a a
a(CQ + cl)Olz‘l + hOér‘i 1 + C—O (Oéﬁ: — mlavl‘) = Oé’;‘l — mlari ¢ (495)

Réwnanie (4.95) mozna tez zapisa¢ w postaci

Ag+ A1 X1+ A Xy =Y,

w ktorej
k k
Ap=—(co+c1), Ar=h, Ay=—,
Co Co
Qsgenn QP — m Y QaPr — m, %
X]. = zl‘ul ) X2 — L ’U11 - bl y = = Ull =1
aIl aﬂ?l al‘l

Eksperymentalnie zmierzone zmienne X, X,,Y (masa m, jest znana), pozwalaja
metoda analizy regresji wyznaczyc¢ stale Ag, Ay, Ay, co w konsekwencji umozliwia
wyznaczenie parametréw h, k/cq, (co+c1). Aby jednak wyznaczyé pozostale state
uktadu, skorzystano z réwnania bilansu mocy, ktére dla ¢ = 1 bedzie w postaci

; k kh
a0l 4 2o - Do = (4.96)
Cp Co

Roéwnanie to mozna dla oznaczen

X =0

xry)

Y = 0%+ 414,008 — A0

zapisaé jako
—CIX = Y,

po zmierzeniu X,Y mozna wyznaczy¢ c;, a nastepnie stale k, cq.
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Teraz przeprowadzimy analize ukladu, w ktérym masa m; z masa m;y; jest
polaczona nie elementem sprezystym, lecz elementem tlumiacym o charaktery-
styce opisanej stalymi k; i h. Powtarzajac podobng analize otrzymano dla analizo-
wanego ukladu w kolejnosci réwnania i zwiazki matematyczne, ktére bez wypro-
wadzeni podano ponizej. Sile oddziatywan elementu sprezysto-tlumiacego miedzy
masa m; a masa m;y; zapisano jako

ISz'—l

a;

ky Eﬂ lSi Co

& "

—

S; ai41

mi4 ]

Sii1

Rys. 4.13. Struktura poduktadu zdegenerowanego
wybranego z uktadu kaskadowego elementu
umieszczonego pomiedzy masg m; a masa mjy;

S; = kz; + CQ(SII,' — f,) + hsgn Ti, kéi = Co(z,' — 61) (4.97)
Po odpowiednich przeksztalceniach site S; tego ukladu wyrazimy w postaci
. : kki. khd .
S; = (ki +k)z; + hsgnz; + ?xz + wdl sgn &;
(4.98)

k[ . .
_E" EPUJF Z(—muau)
0 =1 v=1

Po uwzglednieniu zaleznosci (4.71), (4.75) oraz (4.79) réwnanie (4.98) przyjmie
postac

" . kky. khd ) k .
w; = (ky + k)&; + hsgnz; + L+ ——sgnd; — —i). (4.99)
Co Co dt Co
Mnozymy réwnanie (4.99) przez elementarne przemieszczenie dz = zdt i ele-
mentarna predko$¢ dié = Zdt po uwzglednieniu wczedniej wykonanych obliczen
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(patrz réwnania (4.81)+(4.84)) réwnanie bilansu energii przyjmie postaé
. ok
hOUE"™ + (ky + E)OUE + Z-Oéiﬁ' = O0;7, (4.100)
0

rownanie za$ bilansu mocy

kh . kk -k , .
_ ____a?fnm + __laz: 4 —a&“’" = 0", (4.101)
Co Co o '

Przyktadowo, jesli badany element jest najwyzszym elementem uktadu (najwyzej
polozonym) z rys. 4.9 (¢ = 1), to réwnanie bilansu energii zapiszemy

k
(k1 + k)OL + hOGE™™ + p [QBr —my ] = QB — my Qg (4.102)

Réwnanie (4.102) mozna zapisa¢ w postaci

Ao+ A1 X1 4+ A2 Xy =Y,

gdzie
k
A0:k1+k7 A1:h1 A2:—1
Co
Qv ar - m Qe an —m oo
Xl = alU) 3 4X2 = "“"-—__I a'ull : 5 Y = "——_1 avll L .
ry Ty (|

Dokonujac eksperymentu pozwalajacego mierzy¢ zmienne X, X, Y (masa my
jest znana) mozna korzystajac z analizy regresji obliczy¢ state Ag, Ay, Az, co pro-
wadzi do wyznaczenia parametréw h, k/cq, (k; + k). Aby jednak wyznaczyé pozo-
stale stale uktadu, musimy zastosowac réwnanie bilansu mocy, ktére w przypadku
gdy ¢ = 1 bedzie postaci

kh kky k

— — QB O 4 — Q2 = (M, (4.103)
o 1 Co 1 co v 1

Rownanie to mozna dla oznaczen

X =0

zy!?

1 w
Y= Qi+ Ao - o

zapisa¢ rowniez

kX =Y.
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Dla znanych X,Y oraz wczesniej obliczonych statych Ag, A; mozna wyznaczyé
ki, a nastepnie state k, co.

Podobng analize wykonano dla uktadu o strukturze bardziej skomplikowanej,
gdzie elementy tej struktury sa dodatkowo nieliniowe (patrz rys. 4.14) w poréw-
naniu z uktadami pokazanymi na rys. 4.12 lub 4.13.

Si—1

a;

NN NN

x; Fs

a1

Z mi+1 —
JSi+1
Rys. 4.14. Struktura poduktadu zdegenerowanego

wybranego z ukladu kaskadowego elementu
umieszczonego pomiedzy masa m; a masg m;4)

Site oddzialywan na masy ukladu elementu sprezysto-tlumigcego miedzy masa
m; a masg m;4, zapisano tym razem jako

S; = Fsi + co(z; — &) + hsgn &,
, (4.104)
cabi + k& = co(zi = &).

Po wyznaczeniu &; z pierwszego réwnania (4.104) i zrézniczkowaniu, zmienne
& i & podstawiono do drugiego réwnania (4.104) i otrzymano

¢4+ co
Co

[Cofl?i + hsgn z; + Fsi(l',') - Si]
(4.105)

k . d ) d :
+g [coac1 + ha sgn &; + EF“(L) - Sl] = CpZ;.
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Po uporzadkowaniu réwnania (4.105) i uwzglednieniu zaleznosci (4.65), otrzy-
mamy wyrazenie na sile S; w postaci

d
S; = c,z; + hsgni; + &; + Fsi(z:) + [ ] hdt Sgn ;

o+ ¢4 ¢4+ co
(4.106)
+ A dF-( ; Z +Z —-m,a
Cd+C0 dt St ‘t Cd+CO U—lpll v l/ )
w ktorej
_ CoCq
i C0+Cd.

Po uwzglednieniu zaleznodci (4.71), (4.75) oraz (4.79) réwnanie (4.106), opi-
sujace dynamike masy m;, mozna zapisa¢ w postaci
C()k . k‘h
T +
co+¢q cqg+codt

w; =c,T; +hsgna; + Fy + - SgN I;

4.107
k d k ( )

—Fg; — ——i)].
+Cd+codt o cqd+ co ]

Réwnanie bilansu energii wyprowadzono po wymnozeniu réwnania (4.107)
przez elementarne przemieszczenie dz = zdt i elementarng predkos$é di = Zdt
oraz scatkowaniu po okresie T'. Po uwzglednieniu réwnania (4.81)--(4.84) i przyje-
ciu funkcji sprezystosci Fi;(z;) w postaci (4.57) réwnanie bilansu energii przyjmie

postac

cok . k
hQYEM + (Y - 8 el
cgt+co ' citco
(4.108)
[Cla?. + 3030{ + S¢ 50(2' U'jl = a;”',
Co t+ ¢4 ' '
réwnanie za$ bilansu mocy
. z3 8 k :
e, O + 30l + cs Q! + sy
' ¢d+co
(4.109)

[35‘ (~Q&%) + 5c (—Qar?”f)] =
cotegl” 00 ° A

Jesli badany element jest najwyzszym (najwyzej potozonym) elementem uktadu
z rys. 4.9, to réwnanie bilansu energii, dla ¢ = 1, przyjmie postac

cok k
o 4 g
catco ' cagtco

[ag) - m Q]
(4.110)

zvl

[Cla;lx + 303Oé + 5c 5(11-1

— P1 __ a)
+ = Oérl m1C¥rl,

co+ ¢4
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rownanie za$ bilansu mocy jako

3 5
T T
QT + 3Ot + c5O0T + ozt —my ag;]

cqd+ ¢
k z

2 (4.111)
v 31}2 a
P 3c3Qly, ' + 105y ‘] = Q- m Q.

Z ostatnich dwéch réwnan (4.110) i (4.111) wyznaczono parametry ukladu,
przy zalozeniu, Zze masa m; jest znana, a pseudowymuszenie w; jest mierzalne.
Réwnanie (4.108) mozemy zapisa¢ réwniez w postaci

Ao+ A1 Xy + A Xo + Az X3 + As Xy =Y,

w ktdrej
cok + c1k k k
AO = = (CO + cl)a Al — h7 A2 == y
o+ ¢y e co+ ¢cq
_ kCg A= kC5
3_00+Cd’ 4_Co+0d,
sgn v P1 _ a
x,= o 0y, G oy
g az,
2 4
oQen o odt o om-mom
3 — 4 — s —
a; ’ agt az

Jedli na podstawie eksperymentu zmierzymy zmienne Xy, X5, X3, X4, Y (masa
m, jest znana), to metoda analizy regresji da sie obliczyc stale Ag, Ay, Ag, A3, As.
Prowadzi to do wyznaczenia parametréw uktadu h, ¢, ¢s, k/(co + cq), (co+ ¢1).
Azeby jednak wyznaczyé pozostale state uktadu, korzystamy z réwnania bilansu
mocy (4.111). Réwnanie to mozna zapisa¢ proéciej

(c:+c)X =Y,
gdzie
- CoCq . X =0,
co+cq !
Y = Q7! e — A, (P o % 1 As Oéﬁ
- v —m v 2[ Lt —m Ul] _§A_2 v1
1 1'5 T ’U2 Ia‘Uz
Ao 4 as0m 4 4,000

__gA_z
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Wykorzystamy wczesniej obliczone state Ao, ..., A4 1 wyznaczymy c,, a nastepnie
o, €1 1 k. W ten sposéb wyznaczono wszystkie parametry badanego uktadu.

Innym uktadem dynamicznym jest uklad, ktérego masy m; i m;y; sa po-
laczone elementem tlumiacym nieliniowym (patrz rys. 4.15), zamiast elementu
sprezystego nieliniowego jak pokazano na rys. 4.14. Wykonano podobna analize
jak dla ukladu 4.14. Wyprowadzono podstawowe rownania opisujace uktad oraz
réwnania identyfikacyjne pozwalajace wyznaczy¢ jego parametry.

Sita oddziatlywan elementu sprezysto-ttuniacego miedzy masa m; a masa m;4
jest opisana zaleznoSciami

S; = Fyuti + co(z; — &),

cabi + k€ = co(zi — &).

Wyznaczamy z pierwszego rownania (4.112) &;, a nastepnie rézniczkujemy po

czasie i podstawiamy do drugiego réwnania (4.112), otrzymujemy po uporzadko-
waniu wyrazenie na site S; w postaci

keo . kE d

(4.112)

=Gty b Pyl ’ —F;i ()
S c,Ti + t(z)+6d+co$ +cd+codt e
Y 1. (4.113)
— D, + —mya,)| -
e [ Bt
ﬁ Si—1 ”
)
zi| p,
ai+1
2 Mit1 —
Siti

Rys. 4.15. Struktura podukltadu zdegenerowanego
wybranego z uktadu kaskadowego elementu umieszczonego
pomiedzy masg m; a masa m;4;
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Po uwzglednieniu zaleznosci (4.71), (4.75) oraz (4.79) wyrazenie (4.113) przyj-
mie postaé

k k
2 g, L P - —

Wy = €0 -+ Fy(Z:) + T; + —
(&) cd + co cq+codt cqd+co

Wi (4.114)

Mnozymy (4.114) przez elementarne przemieszczenie dz; = z;dt i calkujemy po
okresie T', przy zalozeniu, ze funkcja ttumienia ma postaé

Fyi = hsgna; + ky&; + kai? + ksi? (4.115)

oraz po uwzglednieniu wcze$niej wykonanych obliczeii (patrz réwnania od (4.81)
do (4.84)), réwnanie bilansu energii mozna zapisa¢ w postaci

3 v?
ha;%ﬂvi + k1O + k3 Qg + ksQey,

e (4.116)
o oy = O,
co+eca T cote o
a réwnanie bilansu mocy jako

k :
g0 + o
1 CO + Cd 1]

) (4.117)

3 5
— hOUE™ Y + kO + k3Ot + ks Qlal | = QU
0

Przyktadowo, jesli badany element jest najwyzej potozonym elementem uktadu
zrys. 4.9 (i = 1), to po uwzglednieniu wczeéniej wykonanych obliczefi réwnania
bilansu energii i bilansu mocy przyjma postac

’(J3 ’U5 k
ROUEM™ kO + ksl + ks QL + — 2,
. (4.118)
A = Q.
+Co +ecg 1
k
Czazll +C + p ﬁwll
0 . ’ (4.119)

1.!3 ’U5
hOSE™ 4 ky QY + kaQlyh 4 ks Qg | = Q1.
Co + cq 1 1 1
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Z dwéch ostatnich réwnarn (zaklada sie, Ze znana jest masa uktadu m;) mozna
oszacowa¢ parametry ukladu, w tym celu wyznaczamy z eksperymentu odpo-
wiednie pola petli histerezy (X oraz wykorzystamy z analizy regresji. Procedura
kolejnosci wyznaczania parametréw jest bardzo podobna do poprzedniego przy-
ktadu z rys. 4.14.

Przedstawione uklady elementarne oraz wyprowadzone algorytmy identyfika-
cji przekonuja, ze struktury zlozone i nieliniowe mozna identyfikowac, choé w nie-
ktorych przypadach nie wszystkie parametry ukladu mozna wyznaczyé. Mozna
ponadto budowac bardzo ztozone uklady kaskadowe, sktadajace sie z zapropono-
wanych uktadéw elementarnych w réznej konfiguracji (patrz rys. 4.2, 4.7+4.10,
4.12+4.15). Przyjecie mniej lub bardziej zlozonego modelu zalezy od badanego
uktadu rzeczywistego. Zaproponowane modele w duzym stopniu zapewniaja moz-
liwos¢ identyfikacji rzeczywistych uktadéw dynamicznych.

4.5.1dentyfikacja ukltadu zdegenerowanego
dwumasowego

Na podstawie zaproponowanych modeli mozna zbudowa¢ dowolny uktad ka-
skadowy wielomasowy. W celu weryfikacji wybrano uklad dwumasowy o réznych
strukturach kazdy, gérny jako poduktad I zgodnie z rys. 4.10, dolny za$ zgodnie
z rys. 4.15 jako poduktad II. Dla tak zbudowanego ukladu dwumasowego (rys.
4.16) skorzystamy z wczesniej wyprowadzonych réwnai, aby pokazaé jak nalezy
z nich korzysta¢ w konkretnym przypadku. Zgodnie z wprowadzonymi oznacze-
niami uklad sklada si¢ z dwéch podukladéw: pierwszego (gérny) n = 2, ¢ = 1
oraz drugiego n = 2,1 = 2.

Z réwnan (4.69) opisujacych uklad kaskadowy z rys. 4.9 oraz réwnarn opisuja-
cych poszczegdlne poduklady (patrz np. rys. 4.12+4.15) wyznaczono i sformuto-
wano réwnania ruchu jak i réwnania identyfikacyjne uktadu dwumasowego (rys.
4.16)

Réwnania ruchu dla poduktadu I (masa m,;) sa nastepujace
mya; + €121 + co1 (21 — &1) = pi,
, (4.120)
k111 = cor(z1 — &1),

poduktadu II sa postaci

maay + Fip(22) + coa(z2 — &) — c121 — k1néy = pa,
(4.121)

kzéz = cga22 — (Co2 + cd2)&a.
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Korzystamy z wczesniej wyprowadzonych réwnan poduktadu I (rys. 4.10)
w formie ogdlnej (4.85) i (4.86) (lub szczegdlowej zapisanych w postaci réwnan
(4.88) 1 (4.89)), poduktadu Il zas w postaci réwnar (4.116) i (4.117). W przypadku
poduktadu I wprowadzono oznaczenia: ¢ = co1, k = k11, ¢; = ¢, w przypadku
za$ podukladu II oznaczenia: k = ky, ¢g = cq2, co = o2, a funkcja ttumienia jest
postaci

th = hsgn ii‘g + kglj?g.

P1
—
/ L 7
g
Co1
T & &1 - :

s, ] | a2

Ty | Fio %_

Rys. 4.16. Schemat analizowanego uktadu
zdegenerowanego dwumasowego

Réwnania bilansu energii obu podukladéw przyjma wowczas nastepujaca po-
stac

k11 k1 w
a;(cl + co1) O, + aag’; =,

(4.122)
k2

Co2 + C42

k
[k21 + 2€02 ] a;}% _*_haig;lvz + ag’; = a;;z

Co2 + €42
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Réwnanie bilansu mocy otrzymano za$ w postaci

k
oy - o = o,
C
\ o . (4.123)
Q2  —2 02 - —2 — [hOE ™ — 2] = a2,

Coo+caa " co2+cqn
przy czym

Wy = p; — M@y, Wy =P+ Pz — Ma; — Maay,a; = &1 + I, @z = Iy,

_ Cp2C42 " dz 1 . d ddfz . d

2 = 602+cd2, = gt—, U1 = B—t(zl), U2 = -Et_’ Uy = d—t($2)

Roéwnania bilasu energii i bilansu mocy zapisano dla poduktadu I w postaci

A O + A0 = O

(4.124)
A Q0 + A3 Qi = QG
przy oznaczeniach

k k
A= e ten), Az=-=2, A3=-—q.
€o1 o1

Odpowiednie réwnania bilansu energii i bilansu mocy w przypadku poduktadu
IT w postaci

Blag + BQaig;‘Uz + BBC(:;UQQ = Q¥

2

(4.125)
B3QY;? + ByQO42 + Bs QUGS ™ + BeQl2 = QU2
przy oznaczeniach
k k
Bl=k21+ﬂ, By=h, By=—>—, By=c,
Co2 + €42 Co2 + Cd2
koh ko1k
Bs=-————=-hBg=~B;B;, Bg=—2"— =y Bs.
Co2 + Cd2 Co2 T Cd2
Na podstawie analizy regresji mozna wyznaczy¢ stale réwnan (4.124) i (4.125) A;
(t=1,2,3)i B; (j=1,...,6), co w konsekwencji pozwoli wyznaczy¢ parametry
tego uktadu. W przypadku poduktadu I otrzymano
k11 Ay
~u A = =L
- 2, €1+ c¢co A2 )
A
c1=As, co1 = —As, ki = A - AyAs,
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za$ w przypadku podukladu II bedzie

Bs Bs C02Cd2
by =28 BB g TEGE g
27 By By' “T wntem =
_ B1B3 — Bs _ Bacoz By(B1Bs — Bs)
C2=—py » C2= = 2
B3 co2— By  (B1Bs — Bs) — B4Bj

ky = Bs(coz + cq2).

Badania eksperymentalne przeprowadzono wykorzystujac oprogramowanie Simu-
link [112]. Opracowany algorytm identyfikacji przetestowano uktad dwumasowy
o0 nastepujacych wartosciach staltych

c1 =5-10% kg/s?, co1 =5-10% kg/s?, cop = 5-10* kg/s?,
ki1 =100 kg/s, h=>5kg/s, m;=8kg, ca =510 kg/s?,
ka1 =100 kg/s, ko =100 kg/s, my = 10 kg.

Badania prowadzono dla dwéch wariantéw. W pierwszym przyjeto wymusze-
nia sinusoidalne w taki sposéb, ze wymuszenie p; # 0, p; = 0; w drugim odwrotnie
p1 = 0, p2 # 0. Zmieniano przy tym amplitude wymuszenia oraz okres. Wyniki
przeprowadzonych badai w postaci wyznaczonych pdl a podano w tabeli 4.3,
przykladowe za$ petle histerezy przedstawiono na rys. 4.17.

Tabela. 4.3. Wybrane wartosci (¢ badanego uktadu

Lp. v o o o o
1 2,9707x10% | -2,4791x10% | 4,9637x 108 2,0850x 108 6,20308 x 10°
2| 45379x108 | -3,2376x10° | 8,1103x10® | 2,91402x108 8,10134x10°
29 | 2,37719x103 | -6,1477x10° | 6,4385%x 103 | 8,41668x10'2 | 1,53903x10*
30 | 1,93136x10'3 | -4,3587x10° | 5,5144x10'3 | 6,2943x1012 1,09125x101*

Do wyznaczenia stalych badanego ukladu wykorzystano analize regresji, spro-
wadzajaca sie do wyznaczenia stalych réwnan identyfikacyjnych A; i B;. Wartosci
tych stalych zestawiono w tabeli 4.4.
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Rys. 4.17. Przyktady petli histerezy otrzymane z eksperymentu

Tabela. 4.4. Wyznaczone parametry badanego ukladu

Parametry zadane
dla badanego uktadu

Parametry wyznaczone
z réwnan identyfikacyjnych

k1;=100,0,

m;=8,0, ¢,=50 000, co1=50 000

c1 = 50 000, ¢o1=>50 000,3
k1,=100,0006

ma=5, c¢g2=50 000, ¢o2=50 000,
k2=100, h=5,0, k2;=100,

car=53 802,07, cos=46 700,2
k;=100,502 h=4,9808, ko1=103,3

Oszacowane parametry na podstawie przeprowadzonego symulowanego ekspery-

mentu potwierdzaja skuteczno$¢ opracowanych algorytmow.




5. Podsumowanie. Aspekty
zastosowan. Wnioski

W niniejszym rozdziale przedstawiono wnioski i uwagi dotyczace stosowania
zaproponowanych wczesniej metod. Przyjmuje sie, ze w zadaniach identyfikacji

e najpierw proponuje sie konkretna posta¢ modelu matematycznego,
e nastepnie wyznacza sie wartosci jego parametrow.

W realizacji zadania drugiego postepuje sie écisle wedlug okreslonego algorytmu,
w przypadku za$ zadania pierwszego nie mozna wytyczyc Scistych regut postepo-
wania. Wybor postaci modelu odbywa sie bowiem z zachowaniem intuicji z tego
wzgledu jest swego rodzaju sztuka [86]. Dla typowych drgajacych ukladéw inzy-
nierskich (maszyn) apriorycznie przyjmowanym modelem jest model liniowy. Jest
to na ogot model postaci

MG+ Kq+Cq =7, (5.1)

ktéry wyznacza sie albo na podstawie znajomoédci struktury uktadu rzeczywistego
(tzw. modelowanie strukturalne), albo tez na podstawie analizy mierzonej odpo-
wiedzi g(t) na okreslony zbiér zadanych wymuszeri ﬁ(t) (np. analiza metodami
eksperymentalnej analizy modalnej [4-6]). W obydwu przypadkach jednak kon-
kretna posta¢ modelu (wartosci wyrazéw macierzy M, K, C lub parametréw mo-
dalnych) zalezy od badanego zakresu drgai (zakresu zmian czestosci i amplitudy
wymuszenia). Zmiana tego zakresu pociagga za soba nie tylko potrzebe weryfi-
kacji wartosci parametréw modelu w obrebie tej samej klasy, ale takze koniecz-
noéé jego wzbogacenia o dodatkowe czlony nieliniowe okreslonej postaci (np. dla
drgan o wiekszych amplitudach). Ustalenie ostateczne struktury modelu wymaga
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zatem $§cistego sprecyzowania zakresu i rodzaju wymuszen dynamicz-
nych dzialajacych na badany uklad rzeczywisty. Jest to Scisle zwiazane
z celem modelowania. Przejdziemy dalej do jego omdwienia w kontekscie mode-
lowania elementéw sprezysto-ttumigcych maszyn i wykorzystania opracowanych
i przedstawionych wcze$niej w niniejszej pracy metod.

W ukladzie rzeczywistym element sprezysto-ttumiacy przenosi obciazenia dy-
namiczne z jednej czesci uktadu A na druga B, sam doznaje przy tym zmien-
nych w czasie deformacji. Jego modelowanie w takich warunkach jest niezmiernie
utrudnione i w zasadzie prawie zawsze przyjmuje sie wtedy i wyznacza co naj-
mniej dwa parametry zwigzane z modelem liniowym o konfiguracji réwnolegte;j,
to jest wspolczynnik sprezystosci ¢ oraz wspolezynnik tlumienia wiskotycznego k
(patrz rys. 5.1). Wartoéci tych parametréw determinuja $cisle tzw. parametry mo-
dalne ukladu, w celu zatem wyznaczenia konkretnych wartosci tych parametréw
stosuje sie tzw. eksperymentalng analize modalna.

A EST B A B

k
(a) (b)

Rys. 5.1. Stosowany powszechnie model (b) elementu sprezysto-tlumiacego (a)

Jednakze juz zwykla proba statycznego obciazenia i odciazenia badanego ele-
mentu ukazuje pewna niedoskonalo$¢ takiego modelu, albowiem liniowa funkcja
oddziatywania postaci

F(z,2) = kz 4¢3, (5.2)

(gdzie 2 oznacza uogdlnione przemieszczenie czesci A konstrukeji wzgledem cze-
$ci B) nie opisuje np. zjawiska histerezy. Jak wiadomo, najprostszy opis tego
zjawiska wymaga wprowadzenia modelu tarcia suchego, oprécz liniowego thu-
mienia wiskotycznego. Prowadzi to w konswekwencji do potrzeby stosowania
modelowania nieliniowego.

Moga sie takze pojawic¢ problemy ze ztozonoscia uktadéw rzeczywistych zwia-
zana z jego liczba stopni swobody. Pelng identyfikacje badanego elementu najta-
twiej przeprowadzi¢ w warunkach jego wyizolowania z maszyny, to jest budujac
takie stanowisko badawcze, w ktérym badany element dziata w ukladzie dyna-
micznym o liczbie stopni swobody nie wiekszej niz dwa (patrz rys. 5.2).
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W przypadku wyizolowania badanego elementu, ogélne réwnanie opisujace
ruch masy m przyjmuje postac

mi + F(?) = p(t), (5.3)

gdzie F(?) jest pewna nieznana funkcja, opisujaca sile oddzialywania EST na
mase m badanego ukltadu. W warunkach rzeczywistych badan bytaby to komfor-
towa sytuacja. Dlatego tez w niniejszej pracy przedstawiono takze uogdlnienie na
wigksza liczbe stopni swobody. Zalozenie, iz funkcja F' zalezy jedynie od predkoéci
% 1 przemieszczenia z, to jest

F(?) = F(z, %), (5.4)

moze by¢ bledne. Pomijajac juz sam fakt, ze w uktadzie rzeczywistym zachodza
na ogdt nieodwracalne powolne zmiany jego dynamicznych wlasciwosci, zatozenie
(5.4) bedzie bledne w przypadku uktadéw o konfiguracji nieréwnoleglego potacze-
nia sprezyny z tlumikiem (patrz rys. 5.3), co wykazano podczas analizy uktadéw
zdegenerowanych. Zalozenie (5.4) jest bledne w przypadku ukladu, w ktérym
EST jest zbudowany z realnie istniejacych sprezyn w potaczeniu, jak na rys. 5.3
z tlumikiem jest oczywiste.

I~
3
|

3

?) EST lﬁ(t) W

Rys. 5.2. Przyktady ukladéw rzeczywistych a) i b), w ktérych elementy
sprezysto-ttumiace determinuja ruch masy skupionej m

Swiadczy o tym doktadnie przeprowadzona analiza réwnari rézniczkowych ruchu
takiego uktadu (sprowadzenie dwu réwnai do jednego réwnania postaci (5.4)) -
co pokazano w rozdziale 4.

W sytuacji jednak, gdy EST wykonano z elasto-plastycznego materiatu, do-
ktadne zbudowanie réwnania postaci (5.3) (a takze i okredlenie zbioru zmiennych
niezaleznych w funkcji F(?)) staje sie problematyczne.
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W celu okreslenia postaci funkcji /' dla ustalonych zbioréw zmiennych nie-
zaleznych, procedura postepowania polega na ogoél na apriorycznym zalozeniu
okreslonego ksztaltu tej funkcji. Najczesciej przyjmuje sie wiec, ze funkcja ta ma
postac rozseperowana na czes¢ czysto sprezysta Fs(z) i czeS¢ czysto dyssypatywna
Fy()

F(?) = F(z,) = Fi(z) + Fi(3), (5.5)
gdzie Fy(z), Fi(z) sa funkcjami jednego argumentu, a ich postacie sa okreslone
przez wielomiany dowolnego stopnia, co wykorzystano przy opracowaniu procedur

identyfikacyjnych w rozdziale 2 i 3 niniejszej pracy.

~

() éj
W

Rys. 5.3. Przyktad EST, w ktérym zatozenie (5.4) jest bledne
(tzw. uklad o liczbie stopni swobody réwnej 1,5)

Postac rozseperowana (5.5) funkcji oddzialywania F' moze by¢ wlasciwie przy-
jeta jedynie gdy wiadomo, ze w funkcji tej nie wystepuja tzw. czlony mieszane
typu z”i#* oraz gdy oddzialywanie elementu sprezysto-tlumiacego nie ma po-
staci ktorego$ z analizowanych modeli zdegenerowanych. Podstawowym sygna-
lem informujgcym o mozliwosci wystepowania ktoregos z tych przypadkéw jest
prowadzenie badan ukladu rzeczywistego ze stosowaniem réznorakich wymuszen
dynamicznych (losowe, impulsowe, okresowe) i poréwnanie charakterystyk cze-
stotliwosciowych (FRF) dla tych wymuszen.

W przypadku gdy funkcje Fy(z) i F;(2) sa liniowe i rozseperowane (bez cztonu
mieszanego), okreslenie parametréw uktadu mozna prowadzi¢ przez pomiar: de-
krementu ttumienia drgan swobodnych, charakterystyk czestotliwo$ciowych oraz
przyspieszeni, predkosci, przemieszczen i sit w tym samym czasie, jak réwniez
pomiar niektérych charakterystyk statycznych. Stosowanie tych ostatnich metod
nawet w przypaku uktadow liniowych prowadzi bardzo czesto do réznych rezul-
tatéw w oszacowaniu wartosci identyfikowanych parametréw [31, 33, 45, 124].
Opracowanie wiec réznych metod wyznaczania stalych modelu (metod opartych
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na réznych kryteriach) jest w takim przypadku istotne, albowiem rozrzuty wyni-
kéw $wiadcza o trafnosci zalozenia dotyczacego klasy funkcji £(7).

< Dotychczasowa wiedza o badanym EST )

|

Przyjecie apriori zlozonej

postaci funkeji oddzialywania

F(z,#,i,...,D)

!

Opracowanie metody identyfikacji

dla przyjetej funkcji
F(z,z,%,...,D)

!

Przeprowadzenie identyfikacji dla badanego

EST wg opracowanej metody

|

Estymaty D

parametréw zbioru D

l

Weryfikacja modelu dla réznych

Ustalenie nowej liczby

5 . elementéw zbioru D
wymuszen dynamicznych

}

w celu powtdérzenia procesu

Decyzja
MODEL MODEL
DOBRY ARG

Rys. 5.4. Jedna z drég poszukiwania modelu optymalnego funkcji F/(?)

Dlatego jest potrzeba opracowania metod identyfikacji ukladéw dynamicz-
nych dla réznych (niekoniecznie harmonicznych) wymuszen dynamicz-
nych (np. wymuszeri losowych), co byto miedzy innymi przedmiotem niniejsze]
pracy.
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Podano tu schematy postepowania (wynikajace z przedstawionych w rozdzia-
tach 2, 3 i 4 procedur identyfikacyjnych) przydatne w modelowaniu wtasciwodci
dynamicznych elementéw sprezysto-ttumiacych maszyn zaktadajac, ze elementy
te moga mie¢ nieliniowe charakterystyki.

Jesli model F(?) funkcji oddzialywania elementu sprezysto-ttumiacego ma
by¢ doktadny zaréwno w przypadku wymuszen dynamicznych, jak i w warunkach
obcigzen statycznych, to kryterium identyfikacji musi wykorzystywac informacje
z obydwu rodzajéw obciazen.

F =Ry (2)+
—I—Rz(.’l), .’B) -
obcigzenie >
~
C+h g
~
Co R2(x7 Z) -~
" S
T
/// -~ hg
.
k Ri(&) - —
LJ i - odciazenie

é -
|~
% S . 7

) Ip(t) Yo(t) b)

Rys. 5.5. Schemat modelu wyjsciowego (a) 1 jego statyczna petla histerezy (b)

Jeden ze sposobow poszukiwania postaci funkcji F'(?) polega na zastosowaniu
algorytmu identyfikacji modelu wyjSciowego, o apriorycznie przyjetej mozliwie
skomplikowanej konfiguracji, z silnie nieliniowymi czlonami dyssypatywno-spre-
zystymi, a nastepnie zweryfikowaniu hipotezy, ze pewne state parametry zawarte
w zbiorze D tak przyjetego modelu sa réwne zeru (patrz rys. 5.4). Podstawa jed-
nak w tak przyjetym procesie postepowania jest dysponowanie algorytmami
identyfikacji szerokiej gamy nieliniowych ukladéw dynamicznych.

Typowym przyktadem takiego ujecia jest metoda opracowana w przypadku
uktadu o konfiguracji uniwersalnej z uwzglednieniem tzw. sprezyny Reida (patrz
punkt 2.3). W metodzie tej przyjmuje si¢ apriori, ze badany EST dziala jak
uklad o konfiguracji zlozonej, przedstawionej na rysunku 5.5. Uktad ten jest mo-
delem wyjsciowym o zbiorze D, zawierajacym 6 stalych paramertow, to jest:
m, k, co, ho, h1, c.
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W uktladzie tym przyjeto dwa nieliniowe elementy opisane funkcjami
Ry(2) = hosgn &, Ra(z,%) = cz + hy|z| sgn z, (5.6)

gdzie funkcja R, (z) opisuje tzw. tarcie suche, funkcja R (z, &) za$ jest tzw. spre-
zyna Reida [60, 74]. Zauwazmy, ze w wyniku przeprowadzenia procesu identyfi-
kacji dla tego typu modelu moga zaistnie¢ skrajne przypadki nastepujace:

e paramerty ho,c, hy réwne zeru, wowczas badany EST dziala jak uktad li-
niowy o konfiguracji Maxwella (rys. 5.6a)

e parametry hg, h; réwne zeru, parametr zas ¢y = 0o, wowczas badany EST
dziata jak uktad liniowy o konfiguracji réwnoleglej (typu Kelvina—Voigta,
rys. 5.6b)

e parametry hg, hy réwne zeru, wéwczas badany EST dziata jak uklad liniowy
o konfiguracji uniwersalnej (typ standardowy)(rys. 5.6¢).

Mozliwe sa takze inne przypadki, jak ¢ = 0, hy = 0, wéwczas model z rys. 5.5
redukuje sie do uktadu z rys. 5.6d. W kazdym z wymienionych przypadkéw proces
identyfikacji powinien by¢ powtdrzony dla nowego zbioru parametréw D, z zasto-
sowaniem algorytmu opisanego w punkcie 2.3. W algorytmie tym przyjmuje sie,
ze stale ¢, hg, hy sa wyznaczone na podstawie odpowiedniej aproksymacji statycz-
nej petli histerezy (patrz rys. 5.5b), pozostale zas stale (m, ¢g, k) — na podstawie
badan ukladu na pobudzenia periodyczne dowolnego ksztalttu.

2 m j% m l / m m /

/ v | 4

ek ’ ’

(a) (b) () (d)

Rys. 5.6. Podstawowe modele wynikajace z ukladu pokazanego na rys. 5.5

Na rysunku 5.8 przedstawiono schemat algorytmu identyfikacji badanego EST
przy zalozeniu modelu wyjsciwego z rys. 5.5. Na uwage zastuguje fakt, ze algo-
rytm ten funkcjonuje dla wymuszen okresowych dowolnego ksztalttu, dla ktorych
odpowiedz ukladu jest dowolna funkcja okresows. Rozwiazanie to moze by¢ zatem
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wykorzystane do weryfikacji uzyskanego modelu w zakresie réznorakich wymu-
szefl (réznych warunkéw pracy badanego EST maszyny).

Wrécimy do problemu okreslenia funkcji dyssypacji w uktadach o konfiguracji
réownolegtej. Jedli badany element sprezysto-tlumiacy moze by¢ opisany uktadem
o konfiguracji réwnoleglej (cop = 00), to sila oddzialywania moze by¢ zapisana
w postaci (5.5). W takim przypadku zadanie identyfikacji sprowadza si¢ do wy-
znaczenia funkcji dyssypacji Fi(z), ktérej posta¢ mozna wstepnie ustali¢, stosujac
przykladowo metody rezonansowe [49, 60]. W przypadku metod rezonansowych
wybér zbioru wyjSciowego parametréw D jest duzo latwiejszy, albowiem wyko-
rzystuje zaleznos¢ dwu zmiennych. Ksztalt tej zaleznosci daje si¢ wizualnie oceni¢
na odpowiednim wykresie.

3
x P(V,)= ) a VY /
P =2

v=0 *

zakres badan

Rys. 5.7. W metodzie rezonax}\soyej liczby n, a, ustala sie tak, aby zaleznosc
eksperymetalnie wyznaczona P; (V;) bylta optymalnie przyblizona wyrazeniom
potegowym w badanym zakresie drgan

Przyktadowo przyjmujemy, ze funkcje dyssypatywna opisuje wyrazenie postaci

g
Fi(z)=hSgni+ Y k,i" (5.7)
v=1
gdzie h, k, — stale nieznane parametry, v, n — dowolne liczby nieparzyste, wartosc
liczby n nie musi by¢ przyjmowana apriorycznie. Mozna j3 bowiem oceni¢ na
podstawie wyznaczone]j eksperymentalnie zaleznosci

P(V,), (5.8)

~

w ktdrej P oznacza mierzong amplitude wymuszenia harmonicznego, V, — mie-
rzona amplituda predkosci w rezonansie (patrz rys. 5.7).
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l p(t)
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EST ...
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}
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}
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50;/81)/52

}
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histerezy

bo = —(co + ¢),
bl = m,bz = Cg/k

Wyniki

C,ho, hl,Co,k,m

Rys. 5.8. Schemat algorytmu identyfikacji modelu z rys. 5.5




134

Zaleznos¢ ta moze by¢ wizualnie przedstawiona w skoriczonym przedziale
zmiennych PiV, jako zbiér punktéw na plaszczyznie. Wihasnie to zdecydowanie
utatwia okreslenie liczby n opisujacej stopien wielomianu wystepujacego w funkcji
(5.7). Zastosowanie tej metody polega na obliczeniu statych h,k, na podstawie
aproksymacji wyznaczonej doswiadczalnie zaleznosci 13(17,) Metody rezonansowe
mozna wykorzysta¢ do wstepnego wyznaczenia postaci funkcji oddziatywan F(?),
co jest bardzo przydatne do metod przedstawionych w niniejszej pracy.

Nalezy jednak pamietaé, ze metody rezonansowe funkcjonuja poprawnie w wa-
runkach czestosci rezonansowych, po spelnieniu zatozenia seperacji (5.5). Po wstep-
nym przyjeciu postaci funkeji F(?) zasadniczym zadaniem jest doktadne wyzna-
czenie jej stalych parametréw. Rozumiemy przez to wyznaczenie ich wartosci
optymalnych dla ustalonych wymuszen dynamicznych. Powinno byé to
zweryfikowane w przypadku réznorakich wymuszen dynamicznych za-
réwno co do postaci, jak i warto$ci amplitud, albowiem tylko takie po-
stepowanie prowadzi¢ moze do pelnego testowania uzyskanego modelu.
Zauwazmy, ze réwnania bilansu energii i bilansu mocy sa spetnione w przypadku
dowolnych wymuszen dynamicznych, opracowane metody moga by¢ wykorzystane
w naturalnych warunkach pracy.

Przyktadem rozwiazania w zakresie wykraczajacym poza rezonans jest me-
toda wykorzystujaca réwnanie bilansu energii i réwnanie bilansu mocy dla ukta-
déw rozseperowanych, to jest dla uktadéw, w ktérych wstepnie ustalono, ze funk-
cje oddzialywania F'(?) mozna zapisa¢ w postaci (5.5). W wyniku badan sta-
tycznych oraz zastosowania wymuszen harmonicznych i badaniu w rezonansie
ustalono, ze ksztalt funkcji sprezystosci F,(z) i funkeji dyssypacji Fi(&) opisuje
sie wyrazeniem

g g
Fi(2) = Z cyzt, Fi(2) = hsgni+ Z k& (5.9)
p=1

v=1

w ktérych liczby g, g sa juz znane (wyznaczone) na podstawie stosowania wcze-
$niejszych procedur identyfikacjnych. Obecne zadanie sprowadza si¢ wiec do po-
nownego ustalenia wartoéci parametréw c,, h, k,, ale dla innych (nieharmonicz-
nych i nierezonansowych) wymuszen dynamicznych. Poréwnanie nowych war-
tosci tych parametrow ze starymi umozliwi ocene przydatnosci modelu
do opisu badanego ukladu rzeczywistego w innych warunkach wymu-
szenia lub jego calkowitego odrzucenia, gdyby réznice okazaly sie nie
do przyjecia do budowanego modelu.
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Eksperyment dynamiczny
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l
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Rys. 5.9. Algorytm wyznaczania parametréw dowolnie nieliniowej funkcji dyssypacji
przy dowolnym (stacjonarnym) wymuszeniu dynamicznym
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Eksperyment dynamiczny
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Rys. 5.10. Algorytm wyznaczania parametréw dowolnie nieliniowej funkcji restytucyjnej
oraz masy skupionej m przy dowolnym (stacjonarnym) wymuszeniu dynamicznym
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W niniejszej pracy pokazano, ze réwnania bilansu energii i bilansu mocy dla
uktadéw o konfiguracji réwnolegtej oraz funkcji F;(z) i Fi(z) postaci (5.9) mozna
zapisal

RE[v]] + Z k,E[v'*'] = E[pv], (5.10)
mE[a®] + Z c,E[z"a] = Elpa), (5.11)

gdzie symbole E[...] oznaczaja wartoéci Srednie z odpowiednich sygnaléw (np.
E[pv] — wartoé¢ érednia sygnalu utworzonego z wymnozenia sygnaléw wymusze-
nia i predkoéci, F[a?] — warto$¢ érednia sygnalu przyspieszenia podniesionego do
potegi drugiej). Wykazano, ze réwnania te sa spetnione dla takich wymuszen dy-
namicznych, dla ktérych odpowiedZ uktadu (funkcje z(t), v(t),a(t)) jest ustalona.

W przypadku ukladéw rzeczywistych zalozenie to jest spelnione praktycznie
dla dowolnych wymuszen okresowych, a takze wymuszen losowych o ustalonym
rozkladzie prawdopodobieristwa (stacjonarnych proceséw losowych). Uwzgled-
niwszy wystepujace rodzaje wprowadzonych czlonéw nieliniowych do rozpatry-
wanych modeli, mozna si¢ spodziewaé, zZe rozwiazania uktadéw nie beda spel-
nia¢ tego zalozenia dla pewnych wymuszen (quasiokresowos¢, stany nieustalone,
chaos). W przypadku pojawienia sie tego typu odpowiedzi nalezy zmieni¢ czestosé
lub/i amplitude wymuszenia, a tym samym ograniczy¢ zakres obciazen stosowa-
nych na badany uktad.

Wyznaczenie wartoci érednich EJ...] z odpowiednich sygnaléw w drodze eks-
perymentalnej jest na obecnym poziomie rozwoju techniki (analizatory widmowe
wielokanatowe) doé¢ proste. Istota jest jednak stosowanie w eksperymencie ta-
kich wymuszen dynamicznych p(t), dla ktérych uktady réwnan (5.10) i (5.11) nie
bytyby liniowo zalezne. Badania w tym zakresie byly przeprowadzone dla kilku
wymuszen dynamicznych na silnie nieliniowym uktadzie. Identyfikacje funkeji dys-
sypacji mozna wykonac niezaleznie od funkcji restytucyjnej. Procedure postepo-
wania w pierwszym przypadku przedstawiono schematycznie na rys. 5.9 w drugim
za$ — na rys. 5.10.

Ostatecznie wiec, na podstawie przedstawionych metod, mozna okresli¢ ar-
gumenty funkcji F(7), a takze jej ksztalt (stopien nieliniowosci). W koricowym
etapie funkcje te daje sie okresli¢c z dokladnoscia do wartosci stalych parame-
tréw dla wymuszen dynamicznych dowolnego ksztaltu. W procesie tym mozna
wykorzystac¢ oryginalne procedury opracowane dla modeli silnie nieliniowych.

Jedli testowanie tak okreslonego modelu wykaze jego nieprzydatnosc, to dalsze
poszukiwania musza uwzglednia¢ koniecznos¢ stosowania w identyfikacji modeli
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zdegenerowanych, ktorych metody identyfikacji przedstawiono w rozdziale 4.

Stosowanie opisanych procedur jest wygodne w przypadku ukladéw jednoma-
sowych (o jednym i péitora stopnia swobody). Budowa odpowiedniego stanowi-
ska badawczego dla elementéw pracujacych juz w okreslonym ukladzie zlozonym
moze by¢ kosztowna lub praktycznie niewykonalna. Stad tez dodatkowo opraco-
wano odpowiednie procedury identyfikacji w przypadku uktadéw wielomasowych,
ktére przedstawiono w punkcie 4.4 niniejszej pracy.
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