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1. Wstep

Rodzina gaussowskich proceséw stochastycznych odgrywa wazna role w sto-
chastycznym modelowaniu. Jest ona szeroko stosowana jako bogate zrédlo modeli
w wielu obszarach matematyki, w tym w matematyce aktuarialnej oraz finansowe;j.

Istnieje wiele praktycznych oraz teoretycznych powodéw, aby uzywaé proce-
séw gaussowskich w modelowaniu probleméw aktuarialnych. Za ich stosowaniem
szczegblnie przemawia to, ze:

- rodzina proceséw gaussowskich pokrywa pelny zakres mozliwych funkcji ko-
wariancji (kazdej nieujemnie okreslonej funkcji R(s, t) odpowiada pewien pro-
ces gaussowski X (¢) o funkcji kowariancji Cov(X(s), X())=R(s,1);

— bogactwo matematycznych technik gaussowskich pozwala na dokladna analiz¢
modeli, dla ktérych nie wystarczaja klasyczne narzedzia uzywane w teorii od-
nowy;

— teoretyczne wyniki oparte na centralnych twierdzeniach granicznych dla proce-
séw stochastycznych formalnie legitymuja poprawnos$¢ gaussowskich aprok-
symacji (np. [14; 15; 17]).

W artykule tym dokonamy przegladu aktualnych wynikéw zwiazanych z pro-
blemem aproksymacji prawdopodobienstwa ruiny firmy ubezpieczeniowej, przy
zalozeniu, ze proces nadwyzki zadan modelowany jest przez gaussowski proces
stochastyczny o stacjonarnych przyrostach. W punkcie 2 wprowadzimy oznaczenia
oraz podstawowe wielko$ci. W punktach 3 i 4 podane zostang oszacowania i
asymptotyki prawdopodobienstw ruiny dla odpowiednio skonczonego i nieskon-

* Pracg wykonano w ramach projektu badawczego nr 1 PO3A 03128 finansowanego przez Komi-
tet Badan Naukowych w latach 2005-2007.
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czonego horyzontu czasu. Punkt 5 poswigcony jest analizie wlasnosci statych Pic-
kandsa, ktére odgrywaja istotng rol¢ w doktadnych asymptotykach uzyskanych w
czesci 4.

2. Notacja i definicje

W punkcie tym wprowadzimy podstawowe poj¢cia i klasy proceséw stocha-
stycznych pelniacych istotna funkcj¢ w analizie gaussowskiej aproksymacji proce-
su ryzyka. Rozpoczniemy od definicji procesu gaussowskiego.

Definicja 1

Proces stochastyczny {X (t):te T} nazywamy gaussowskim, jesli dla kazdego

neN oraz a,,..,a,€R, ¢t,..,t,€T zmienna losowa ia,.X(t,.) ma rozklad
k=1
gaussowski.

Jedna z istotnych wlasnosci proces6w gaussowskich jest to, iz funkcja wartosci
oczekiwanej EX (¢) wraz z funkcja kowariancji R(s,t)=Cov(X (s), X (t)) cat-
kowicie determinuja wtasnosci procesu.

W dalszej czgsci niniejszej pracy przez X (¢) rozumieé bedziemy scentrowany
(EX(r)=0) gaussowski proces stochastyczny o stacjonarnych przyrostach i funk-
cji wariancji o2(t) = Var(X(t)). Zauwazmy, ze korzystajac z zalozenia stacjonar-
nosci przyrostéw

ol e)+ai(t)-o*(1r-sl)

R(s,t)= 5 ,

co oznacza, Ze aby scharakteryzowac konkretny scentrowany proces gaussowski o

stacjonarnych przyrostach, wystarczy podaé¢ funkcje wariancji.

W pracy tej przez A/ rozumie¢ bedziemy zmienna losowa o rozkladzie
d
A((0,1). Ponadto niechW(x):=P(A(>x) dla xe R oraz symbol = oznacza réw-

no$¢ wedlug rozktadu.

3. Gaussowska aproksymacja procesu ryzyka

Jednym z podstawowych obiektéw badan teorii ryzyka jest klasyczny proces
ryzyka
N(1)

U)y=u+ct— Y. X,,

k=1



233

gdzie u >0 jest kapitalem poczatkowym, ¢ >0 jest intensywnoscia wplacanych
sktadek, {X, :k=1,2,...} jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych (zazwy-
czaj nieujemnych) opisujacych wysokosci kolejnych odszkodowan, a N(t) jest
procesem Poissona z parametrem A4 >0 modelujacym chwile, w ktérych nastgpuja
zadania.

Idea aproksymacji procesu ryzyka (odpowiednio przeskalowanego) przez ruch
Browna zostala sprecyzowana matematycznie w pracy Igleharta [14]. Polega ona

na wykazaniu, ze proces ryzyka U, (¢) zdefiniowany nastgpujaco

N(nr)

1
U,@®)=u+ct—-——7 ) X,,
vn kz=‘; ¢

gdzie: X, maja wartoS¢ oczekiwang 4 oraz skoficzong wanancj¢ o?, c,=c+ l,u\/r_l ,
moze by¢ dla duzych n aproksymowany przez proces u +ct—\/zO'B(t), gdzie
B(t) jest standardowym ruchem Browna. Formalnie wynik ten opisaé mozna w
nastgpujacy sposob.

Twierdzenie 1

Ciag proceséw ryzyka U, (¢) stabo zbiega w D[0,0) z topologia Skorochoda do
procesu u+ct— \/ZO'B(I).

Dowdd tego twierdzenia znalez¢ mozna w pracy [14].

Podejscie to, zwane aproksymacja dyfuzyjna, otworzylo droge do analizy bar-
dziej ogblnych klas proceséw ryzyka, dla ktérych uzycie klasycznych narzedzi teo-
rii odnowy byto niewystarczajace. Szczegélowa analiza zastosowania aproksyma-
cji dyfuzyjnej w modelowaniu procesu ryzyka przeprowadzona zostala m.in. w
pracach [10; 11, dodatek A.4].

Z punktu widzenia wspélczesnych oczekiwan dotyczacych zalozen naklada-
nych na rozklad wysokosci zadan oraz proces N(t) nie zawsze mozna stosowaé
aproksymacj¢ dyfuzyjna. Szczegdlnie nie mozna jej stosowad, gdy:

o Var(X,)=o (np. gdy rozklad X, jest cigzkoogonowy);

» N(t) nie jest jednorodnym w czasie procesem Poissona.

Ograniczenia te byly bezposrednia motywacja poszukiwan rozszerzen idei Iglehar-
ta, w kontekscie ktérych naturalnym uogdlnieniem jest analiza procesu ryzyka

U)=u+ct—X(t), (D)
gdzie {X(¢):¢>0}jest scentrowanym (EX (¢)=0) procesem gaussowskim o sta-

cjonarnych przyrostach i funkcji wariancji o (¢) [4; 6; 13; 15; 17].
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Wspdlna wilasnoscia rodzin proceséw gaussowskich rozpatrywanych w litera-
turze dotyczacej gaussowskich aproksymacji procesu ryzyka sa nastgpujace wa-
runki regularnosci funkcji wariancji procesu gaussowskiego:

C1 o%(r)e C'[0,) jest Scisle rosnaca 1 wypukia;

C20?(t) jest regularnie zmieniajaca si¢ w 0 z indeksem o, € (0,2] oraz regu-
larnie zmieniajaca si¢ w oo z indeksem ¢ € (0,2).

Zalozenie wypuklosci funkcji wariancji nie zmniejsza (z aplikacyjnego punktu
widzenia) og6lnosci rozpatrywanych proceséw. Scisle zwiazane jest ono bowiem z
dodatnim skorelowaniem przyrostéw procesu X (r), ktére z punktu widzenia za-
stosowan wydaje si¢ naturalnym zatozeniem.

W gaussowskiej teorii ruiny istotna rolg odgrywaja nastgpujace klasy proceséw
stochastycznych:

1.FBM - X (t)=B, (), gdzie B, (t) jest utamkowym ruchem Browna z pa-
rametrem Hursta H € (0,1], czyli scentrowanym procesem gaussowskim o stacjo-

narnych przyrostach, B, (0)=0 z P.1 oraz ¢’ (t) =t*" . W kontekscie aktualnych
zainteresowan teorii ryzyka szczegdlnie wazna jest klasa utamkowych ruchdéw
Browna z parametrem Hursta H >1/2, gdyZ maja one tzw. wlasnos¢ zaleznosci
dalekiego zasiegu (long range dependence) oraz dodatnio skorelowane przyrosty.
Klasa ta w naturalny sposéb uogdlnia pojecie ruchu Browna, gdyz dla H =1/2
proces B,,,(t)=B(t) jest standardowym ruchem Browna. Teoretyczna motywacja

aproksymacji procesu ryzyka przez utamkowe ruchy Browna wyprowadzona zosta-
ta w pracy [17]; zob. takze [15].

2.1G (Integrated Gaussian) — X (t) = IZ(s)ds, gdzie {Z(t):t 20} jest scentro-
0

wanym stacjonarnym procesem gaussowskim o ciaglej fﬁnkcji kowariancji
R(t)=Cow(Z(s),Z(s+1)), takiej ze R(t)>0 dla kazdego t>0. Proces Z(¢) ma
naturalng interpretacj¢ jako proces intensywnosci zadan. W rodzinie tej wyrdznia
si¢ dwie podklasy:

e SRD IG - procesy o zaleznos$ciach krétkiego zasiggu (short range dependen-

ce), gdzie o funkcji kowariancji dodatkowo zaklada sig, ze IR(s)ds < oo Oraz
0

oo

IszR(s)ds < oo, Procesy te analizowane byly m.in. w pracach [6; 7].
0

e LRD IG - procesy o zaleznosciach dalekiego zasiggu, gdzie zaklada sig, ze
R(t)= Ar™® dla t - ~oraz ae (0,1), A>0. Zauwazmy, ze warunek ten im-
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plikuje IR(s)ds =oo. W kontekscie funkeji ruiny procesy te analizowane byly
0

w pracach [8; 13].
4. Prawdopodobienstwo ruiny

Wazna charakterystyka zwiazana z procesem ryzyka jest prawdopodobienstwo
ruiny. W punkcie tym zaprezentujemy nieréwnosci i oszacowania prawdopodo-
bienstwa ruiny w skonczonym i nieskonczonym horyzoncie czasu dla procesu ry-
zyka danego wzorem (1).

Dla zdefiniowanego w (1) procesu ryzyka U (t) okreslmy prawdopodobien-

stwo ruiny y/(u, T) w skoriczonym horyzoncie czasu T :

v(uT)= P(lel[rtllf;_]U(t)<0j (2)
oraz prawdopodobienstwo ruiny (u) w nieskoiczonym horyzoncie czasu:
;z/(u):=y/(u,oo)=P( i[tcl)f)U(t)<0). @)
{e[ U,

Gdy X(t)=B(t) jest standardowym ruchem Browna, znana jest doktadna po-
sta¢ rozkladéw ¥ (u,T) oraz y(u); zob. np. [10].

Twierdzenie 2
Zatézmy, ze X (t)=B(t) jest standardowym ruchem Browna. Wéwczas

1) y/(u,T)=‘P(CY:/_;_uJ+exp(—2cu)(l—‘l’(d:/%un;

2) y(u) =exp(—2cu)
dla kazdego u >0 oraz ¢, T > 0.

W podpunktach 4.1-4.2 dokonamy przegladu aktualnego stanu wiedzy doty-
czacego prawdopodobienstw ruiny dla procesu ryzyka modelowanego przez proces
gaussowski spetniajacy C1-C2. Przedstawione wyniki podzieli¢ mozna na:

1. Asymptotyki logarytmiczne, polegajace na znalezieniu funkcji m(u,T), Ze

log(l//(u,T))

lim——————~=—const.
u—e m(u,T)
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2. Dokladne asymptotyki, polegajace na znalezieniu reprezentacji ¥ (u,T) =
=AW, T)¥Y(mu,T))(1+0o(1), gdy u > .
3. Dolne oszacowania polegajace na znalezieniu funkcji A(u,T) oraz m(u,T),

takich ze ¥/ (u,T)2 A(u, T)¥(m(u,T)) dlakazdego u>0.

4.1. Skonczony horyzont czasu

Zdefiniowane w (2) prawdopodobienistwo ruiny y(u,T) w skoficzonym hory-
zoncie czasu wygodnie jest przeksztalci¢ do nastgpujacej postaci

v, T)= P( inf U(t)<0)= P( inf u+ct—X(t)<0)=
1€[0,7T] 1€[0,T)

4)
= P( sup X(t)—ct> uj.

€10,
Analiz¢ rozpoczniemy od znalezienia dolnego oszacowania dla y(u, T). Ko-
rzystajac z (4), dla kazdego u > 0 mamy
Y, T)> sup P(X(t)—ct>u)= sup P(X(t)>u+ct)=

1€[0,7] 1€[0,T]

— | min ——2+¢
€0 Var(X (1) )
Okazuje sig¢, ze oszacowanie to w wielu przypadkach prowadzi do dokladne;
asymptotyki l//(u, T)dla u — o ; [7]. Nastepujacy wynik wyprowadzony zostal w
pracy [7], gdy X (r)e FBM dla H >1/2 lub X ()€ IG.

Twierdzenie 3
1) Jesli X(t)e FBM dla H>1/2,t0

l//(u,T)z‘P[u;:T)(Ho(l)):

1 7

2
=E7exp(—2—;2—ﬂ}(1+o(n),

gdy u > oo,
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2)Jesli X(t)e SRD IG lub X (r)e LRD IG, to

wu,T)="¥ T“*—CT (1+0(1) =
’2 _”R(v)dvds
00
T
ij(v)dvds ,
=100 exp| —————|(1+0()),
Vz * 4 [ [R)dvas
00
Iy u—>oeo.

Zauwazmy, Ze typ zaleznosci (dalekiego lub krétkiego zasi¢gu) nie ma wptywu
1 jakosciowa forme uzyskanej asymptotyki, ktéra zawsze przybiera postaé

](1+o(1)).

2
U
p[—ZVar(X(T))

Jak przekonamy si¢ w podpunkcie 4.2, sytuacja diametralnie zmienia si¢, gdy
yzpatrujemy ruing w nieskonczonym horyzoncie czasu.

const(T')
=———ex

y(u,T)=

4.2, Nieskonczony horyzont czasu

W czesci tej skoncentrujemy si¢ na oszacowaniach i asymptotykach prawdo-
odobieristwa ruiny y (u ) w nieskoficzonym horyzoncie czasu. Zauwazmy, ze

y/(u)=P( inf U(t)<0)=P( sup X(t)—ct>u). (5)
IE[O.G) 1€[0,e2)
Nastgpujaca funkcja odgrywa kluczowa role w dalszej analizie:

. u+ct
m(u) =min

20 [VarX(r)

Przeprowadzajac rozumowanie analogiczne do przedstawionego w podpunkcie 3.1,
trzymujemy nast¢pujace dolne oszacowanie

vu) ‘I-’(m(u)) .
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Oszacowanie to prowadzi do poprawnej asymptotyki logarytmicznej dla rodzi-
ny proces6w gaussowskich spetniajacych C1-C2. W szczegdlnosci zachodzi nastg-
pujace twierdzenie.

Twierdzenie 4
Jesli X (¢) spetnia zatozenia C1-C2, to

- log(zvf(u)) _
uoe  m(u) 2

Dowéd

Jesli skorzystamy z reprezentacji (3), to problem sprowadza si¢ do wyznacze-
nia logarytmicznej asymptotyki rozkladu supremum z procesu gaussowskiego w
nieskonczonym horyzoncie czasu. Bezposrednie zastosowanie kombinacji twier-
dzenia 3.1 z lematem 4.1 z pracy [3] konczy dowdd. [

Aplikacja przedstawionego wyniku do wprowadzonych w punkcie 3 klas pro-
ceséw gaussowskich prowadzi do nastgpujacego wniosku.

Whiosek 1
1.Jesli X(r)eFBMdla H >1/2,to

lim log(v(w)) =__1.(LTH( i )2—21-1
R 2\ H I-H

2.Jesli X(0)e SRD IG, to
lo u
g(vw)) c

li == .
J R(v)dv
0

U—yeo

3. Jesli X (r)e LRD IG z funkcja kowariancji o postaci R(f) =~ HQH - 1)f"?

dlaH>1/2,t0
o log(w@w) 1Y 1 Y
im—r—==3%! |T—%
W=y 2\ H 1-H

Dowdéd wniosku 1 polega na znalezieniu postaci funkcji m(u). Szczegély wyli-
czen znalez¢ mozna w pracach [3; 9].

Postaé funkcji kowariancji dla przypadku LRD IG zostata dobrana w taki spo-
s6b, by wariancja X () wynosila asymptotycznie 2, czyli tyle, co dla przypadku
FBM. Zauwazmy, Ze asymptotyczna réwnos$¢ wariancji implikuje identyczno$¢ lo-
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garytmicznych asymptotyk. Wynika to z definicji funkcji m(u), gdzie struktura
procesu X (r) reprezentowana jest przez funkcje wariancji.

Uzyskanie dokladnej asymptotyki prawdopodobiefistwa ruiny w nieskonczo-
nym horyzoncie czasu dla aproksymacji gaussowskiej jest duzo trudniejszym za-
daniem niz w sytuacji skoficzonego horyzontu czasu. Podstawowga trudnoscia jest
brak odpowiednich narze¢dzi do analizy rozktadéw supremum z niescentrowanego
procesu gaussowskiego na zbiorze {0,e). Dotychczasowe klasyczne wyniki kon-
centrowaly si¢ bowiem na szukaniu asymptotyk rozkladéw supremum ze scentro-
wanego procesu gaussowskiego na skonczonym odcinku. Zagadnienia zwigzane z
analiza rozktadu (5) byly bezposrednia stymulacja wypracowania narz¢dzi pozwa-
lajacych na analize niescentrowanych proceséw gaussowskich. Skutkowalo to zna-
lezieniem doktadnych asymptotyk zaréwno dla klas FBM [12], SRD IG [6], jak i
dla LRD IG [13]. Idee dowodéw dla poszczegélnych przypadkéw, mimo oparcia
na wspdlnej technice podwdjnej sumy, nie daja si¢ bezposrednio uogdlnié, by uzy-
skac jednolity dowéd w odniesieniu do calej klasy proceséw gaussowskich spetnia-
jacych C1-C2. Wspding cecha uzyskanych wynikéw jest postaé asymptotyki
W (u), ktdra zawrze¢ mozna w nastgpujacej formule

w(u) = #, const-u?¥ (m(u))((1+o(1)),

gdy u — oo, gdzie const jest znana stata dodatnia, # jest stala dodatnia zalezna od
lokalnej struktury funkcji kowariancji procesu X(f) i zwiazana bezposrednio z

wartoscia parametru &, wystgpujacego w C2 oraz Hy jest tzw. stala Pickandsa,
zdefiniowang nastgpujaco

1
H, =lim —Eexp| sup \/EX(t)—VarX(t)). (6)
I==T 1€(0.T)

Zachodzi nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 5
1.Jedli X(r)e FBM dla H >1/2,to

a-Hy I-H R
yu)=H, Lz%'%u ( 1 ) 4 (L) Cl_Hu(l-H)A 5
"N(-H)H 1-H H

ol () oo

gdy u — oo,
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2.Jesli X(t)e SRD IG, to

W)=, e C e 0 (14 0(1)),

R
5 Gc?

edy u = oo, gdzie G =——oraz B= f tR(t)dt .
f R(t)d:

3. Jesli X(©)e LRD IG, dla R(t)= H2H - 1) -2dlaH > 1/2,to

“'”)7 1-H o
W) =5, Lz%‘%ﬂ( ! ) "(i) (HH 1) P -1

"\ (- H)H 1-H H
VI Y
<y (1 I-H
x‘P[(H) (I—H) u J(l+o(l)).
Dowdd

Ad 1. Jesli skorzysta si¢ z wlasnosci samopodobienistwa ulamkowego ruchu

d
Browna, to otrzymuje si¢: {B,, (at)}={a” B(t)} . Zatem

w(u)=P| sup BH(t)—ct>uJ=P( sup By (c%"lt)—c-c%"lt>uj=

1€(0,) 1€(0,=)

H H
=P| sup ¢ A’“B,,(t)—c A’"t >u]=
te[0,00)

-
=P| sup B,(t)-t>c "Hlu|.

te{0,e2)

Po skorzystaniu z wniosku 1 w [8] uzyskujemy asymptotyke zgodna z teza.

Ad 2. Wynika z twierdzenia 5.1 w [6].

Ad 3. Wynika z twierdzenia 1 w [12], (zob. takze wniosek 3 w [8]) zaapliko-
wanego do przypadku, gdy R(z) = H2H - 1) ~2dla H> 1/2.0

5. Stale Pickandsa

Stale Pickandsa #, , dane wzorem (6), stanowia nieodiaczny skladnik doktadnych
asymptotyk rozktadéw supremum z proceséw gaussowskich. W przypadku X (¢) be-

dacego utamkowym ruchem Browna, pojawily si¢ one po raz pierwszy w pracy J. Pic-
kandsa III [18] dotyczacej asymptotyki supremum dla scentrowanego stacjonarnego
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procesu gaussowskiego. Rozszerzenie pojecia stalych Pickandsa na szersza klasg pro-
ceséw X (¢) o stacjonarnych przyrostach znalezé mozna w pracy [6].

Mimo intensywnych badan, ktérych celem bylo znalezienie dokladnej wartosci
H, [2; 19], brak jest do tej pory zadowalajacych wynikéw. Szczegdlnie gdy
X (1) = By (1), wiadomo jedynie, ze
e H, =I;

1
Nk
Uzyskanie tych wartosci bylo mozliwe dzigki znajomosci rozkladu

sup (\/EBH (t)—VarBy (t)) dla H=1/2 oraz H=1. W $rodowisku matematykéw
1€[0.7]

specjalizujacych si¢ w gaussowskiej teorii wartosci ekstremalnych znana jest hipoteza
L

2w

Za prawdziwoscia hipotezy tej przemawiajg zaréwno sprawdzenie wartosci dla

H =1/2,1, jak i poréwnanie asymptotyki Y(H)dla H — 0, wyliczonej w pracy [19],
z asymptotyka hipotetycznej wartosci Y(H ).

2

L] }[BI':

Y(H)=%, =

Do niedawna funkcjonowatla takze alternatywna hipoteza oparta na symula-
cjach komputerowych stalych Pickandsa wykonanych w pracy [16]. Glosila ona, ze
funkcja Y(H) jest nieciagta w punkcie H =1/2.

Nastgpujace twierdzenie, udowodnione w pracy [5], wyklucza nieciaglosé
funkcji Y(H).

Twierdzenie 6
Funkcja Y(H) jest ciagta na (0, 1].

6. Podsumowanie

W pracy tej zaprezentowany zostal przeglad aktualnych wynikéw zwiazanych
z aproksymacja prawdopodobienstwa ruiny w przypadku, gdy proces ryzyka jest
modelowany procesem gaussowskim.

Mimo znacznego postgpu wiedzy w tej dziedzinie, wciaz wiele waznych za-
gadnien stanowi otwarte problemy. Istotne sg szczegdlnie zagadnienia zwiazane z
dokladnoscig aproksymacji gaussowskich w konkretnych zagadnieniach aplikacyj-
nych. Dyskusje nad zastosowaniami aproksymacji gaussowskich w teorii ryzyka
przedstawiono w pracach [11; 15; 17].
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Teoretyczne wlasnosci proceséw gaussowskich oraz rozktadéw supremum zna-

lez¢ mozna m.in. w monografii Adlera [1]. Praca [4] po$wiecona jest przegladowi
metod i technik uzytecznych w gaussowskiej teorii ruiny.
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APPROXIMATIONS OF THE RUIN PROBABILITY
FOR A GAUSSIAN RISK PROCESS

Summary

The family of Gaussian stochastic processes is widely used as a reach source of models in ap-
plied probability, including actuarial and financial mathematics. The paper reviews some recent re-
sults dealing with the approximation of the ruin probability under the condition that the risk process is
modeled by a Gaussian stochastic process with stationary increments. General results are illustrated
by two special classes of examples: fractional Brownian motions and integrated Gaussian processes.
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