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1. Wstep

W niniejszym opracowaniu przedstawiono bayesowski model szacowania re-
zerwy szkodowej. Punktem wyj$cia budowy tego modelu jest powszechnie stoso-
wana przez aktuariuszy prosta metoda kalkulacji poziomu rezerwy szkodowej, tzw.
metoda chain ladder. Algorytm tej metody przedstawiono w drugiej czesci pracy.
W czgéci nastgpnej opisano metodg bayesowska szacowania wartosci rezerwy
szkodowej. Najistotniejszym punktem tej metody jest zalozenie, ze wspéiczynniki
rozwoju szkodowosci nie sa stalymi, ale zmiennymi losowymi o rozktadzie nor-
malnym. Dla parametréw tego rozkladu przyjeto z kolei hierarchiczny rozklad
a priori. W czgsci ostatniej opracowania przedstawiono przyktad zaczerpnigty z
pracy [3] i poréwnano wyniki warto$ci rezerwy oszacowane klasyczna metoda
chain ladder 1 metoda bayesowska. Obliczenia zostaty przeprowadzone za pomoca
programu WINBUGS - specjalistycznego programu pozwalajacego na wykorzy-
stanie metod symulacji MCMC (Markov chain Monte Carlo) do oszacowania pa-
rametréw modelu bayesowskiego.

2. Metoda chain ladder kalkulacji rezerwy szkodowej

Oszacowania catkowitej wartosci wyplaconych odszkodowarn w przyjetym
przedziale czasowym dokonuje si¢ w praktyce na podstawie danych zapisanych w
postaci macierzy, zwanej tréjkatem szkdéd. W tréjkacie tym wyrdznia si¢ nastepu-
jace wielkosci:

i — rok wystapienia szkody (okres wypadkowy),

Jj — opdznienie w wyptacie odszkodowania,
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Y[i, j] — warto$¢ odszkodowan dla szkéd, ktére zaszly w okresie wypadko-
wym i, a zostalty wyplacone z op6znieniem j,

Cli, j] - skumulowana warto$¢ odszkodowan dla szkdd, ktére zaszty w okre-
sie wypadkowym i, a zostaly wyplacone z opdZnieniem j,
J
Cli, j1=, Y[i.k] (1)

k=1

dlai=1,..,rorazj=1,..,r—i+1.
W metodzie chain ladder podstawg obliczenia rezerw szkodowych sg nastgpu-
jace wspoétczynniki:
* indywidualny wspétczynnik rozwoju szkody (single or individual development
factor)

.o Ch, j+1]
fli, jl=———, (2)
Cl, j)
*  wspdlczynnik rozwoju szkody (volume weighted development factors)

riC[i, J+1]
fli, jl= 55— 3)
> Cli, j]
i=l

Metodg chain ladder stosuje sig, jezeli wspdiczynniki f [j] sa w przyblizeniu
takie same dla wszystkich analizowanych okreséw wypadkowych. Czesto przyj-
muje si¢ oszacowanie wspétczynnikéw rozwoju szkody f [j] na poziomie $redniej
arytmetycznej lub geometrycznej z wartosci f[i, j].

Oszacowania catkowitej wartoéci wyptaconych odszkodowan dla okresu wy-
padkowego i dokonuje si¢ na podstawie wzoru rekurencyjnego:

Cli, 1= Cli, j-11- fLj, ()

gdzie Cli, n+i—1]=Cli,n+i—1].
Ostatecznie catkowita wartos¢ wyptaconych odszkodowan dla okresu wypad-
kowego i-tego wynosi:

Clil=Cli, n-i-1]- f[0] ... fln—i—-1], (5)
a warto$¢ rezerwy szkodowej dla tego okresu jest réwna réznicy:

Clil-Cli, n-i-1].
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Przyktadowy tréjkat szkéd (zawierajacy wartosci skumulowane C[i, j]), za-
czerpnigty z cytowanej juz pracy [3] przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1. Przyktad tréjkata szkéd zawierajacego wartosei skumulowane odszkodowan

Okres OpéZnienie w wyplacie odszkodowania
wypadkowy 1 2 3 4 5 6
1991 115239 171294 185 985 196 240 201 770 204 872
1992 121 528 179439 194 660 203 999 209 335
1993 115427 169 384 181 882 190 425
1994 113 008 159 674 170 724
1995 109 881 163 289
1996 128 982

Zrédlo: [3, s. 34].

Wartosci wspétczynnikéw f[i, j] i oszacowan wartosci f [j] zgodnie ze wzo-
rem (3) podano z kolei w tab. 2.

Tabela 2. Indywidualne wspélczynniki rozwoju f[i, j] i oszacowane wartosci f [j]

Rok 2 3 4 5 6
1991 1,4864 1,0858 1,0551 1,0282 1,0154
1992 1,4765 1,0848 1,0480 1,0262

1993 1,4675 1,0738 1,0470

1994 1,4129 1,0692

1995 1,4861

fLJj] 1,4660 1,0786 1,0500 1,0271 1,0154

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Oszacowania catkowitej wartosci wyptaconych odszkodowan dla kolejnych
okreséw wypadkowych dokonano na podstawie wzoru rekurencyjnego (4) i za-
mieszczono je w tab. 3.

Tabela 3. Oszacowania catkowitej wartosci wyptaconych odszkodowan dla okreséw wypadkowych 1991-1996

Okres OpéZnienie w wyptacie odszkodowania

wypadkowy 1 2 3 4 5 6
1991 115239 171 294 185 985 196 240 201 770 204 872
1992 121 528 179 439 194 660 203 999 209 335 2]2 5533
1993 115427 169 384 181 882 190 425 1955948 | 198 601,9
1994 113 008 159 674 170 724 1792634 | 1841302 | 186961
1995 109 881 163 289 1761303 | 184940,2 | 189961,1 | 1928815
1996 128 982 1890895 | 2039598 | 214161,7 | 2199759 | 2233578

Zrédlo: obliczenia wiasne.
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Tabela 4. Wartosci rezerwy szkodowej w latach 1992-1996

1992 1993 1994 1995 1996
321830 8176,87 | 16237,02 | 29078,37 | 94 375,80

Zrédto: obliczenia wtasne.

Na podstawie wynikéw podanych w tab. 3 obliczono wartosci rezerw szkodo-
wych dla poszczegolnych lat w okresie 1991-1996. Wartosci tych rezerw, ktorych
oszacowanie jest celem przedstawionej metody chain ladder, zawiera tab. 4.

3. Model bayesowski szacowania wartosci rezerwy szkodowej

Analiza indywidualnych wspélczynnikéw rozwoju szkody zamieszczonych w
tab. 2, pozwala na stwierdzenie, ze wspélczynniki te dla danego opdznienia j maja
zblizone wartosci. W literaturze najczesciej przyjmuje si¢ zalozenie, ze s one zmien-
nymi losowymi o rozkladzie normalnym:

fli, j1~ N(ej’ r,.,j)
dlai=1,..,rorazj=1,..,r-1.

Parametr 7; ; oznacza precyzjg (odwrotnos¢ wariancji) rozkladu normalnego i
moze by¢ modelowany na wiele sposobéw. Najprostsze jest zaloZenie, Ze parametr
ten jest taki sam dla wszystkich wartosci i, j, czyli 7; = 7. W literaturze przedmio-
tu mozna réwniez spotka¢ propozycj¢ przyj¢cia zalozenia o proporcjonalnosci precy-
zji 7; do wielkosci sktadki ubezpieczeniowej w danym okresie lub liczby szkéd.

W bayesowskich modelach statystyki ubezpieczeniowej przyjmuje si¢ naj-
czesciej hierarchiczne rozklady a priori. Jest to pomyst wynikajacy z potrzeby okre-
slenia hiperparametréw. Na parametry rozkladu a priori naktada si¢ wigc kolejny
rozktad a priori, a powstala w ten sposéb hierarchia liczy zwykle 2 lub 3 szczeble,
przy czym na ostatnim z nich pojawia si¢ zwykle rozktad nieinformacyjny lub roz-
proszony (diffused prior); moze nim by¢ np. rozktad gamma G (0,001; 0,001).

W pracy [3] przyj¢to nastgpujacy hierarchiczny rozklad a priori:

6, ~ N(,Uo,fo)’

gdzie: 7~ rozklad gamma G(0,001; 0,001),
M, ~ rozktad normalny N(1; 0,001),
7, ~ rozktad gamma G(0,001; 0,001).
Rozktady parametréw 7, 7, 1 (4, s rozkltadami rozproszonymi ze $rednia 1 i wa-

riancja réwna 1000. Powyzsze zalozenia zapisane w jezyku programu WINBUGS
przyjmuja nastepujaca postac (por. [3, s. 11-12]):
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# Define the development factors for the observed data.
for(iin1:(r-1)){

for(jinl:(r-1)){
devfac[i,j]<-z[1,j+1]1/z[1i,j]

}

}

# Define the stochastic model for future cumulative claims.

for(iin2:r){

for(jin(r-i+1):(r-1)){

z[i,j+1]<-2[1,j] *devfac[1i,]]

ylLj+1]<-z[i,j+1]-2[1,j]

}

}

# Define a distribution on the development factors devfac.

for(iin1:r){

for(jin1:(r-1)){

# Uncomment / modify the I( 0.95, ) terms as desired.

devfac[ i, j ] ~ dnorm( mu.df[ i, j ], tau.df[ i,j 1) #1( 0.95,)

mu.df[ 1, j ] <- theta[ j ]

tau.df[ i, j ] <- tau * weight[ i, j ]

weight[ i, j ] <- 1 # Or whatever is appropriate.

}

}

# Code for unrestricted theta[ j ] nodes.

for(jin1:(r-1)){

theta[ j ] ~ dnorm( mu.theta, tau.theta )

}

# Illustrative code for order restricted (decreasing) theta[ j ] nodes.

# theta[ 1 ] ~ dnorm( mu.theta, tau.theta ) I( theta[ 2 ],)

#for(jin2:(r-2)){

#theta[ j ] ~

# dnorm( mu.theta, tau.theta ) I( theta[ j+ 1], theta[j-11])

#)

# theta[ r - 1 ] ~ dnorm( mu.theta, tau.theta ) I( O, theta[r-2])

tau ~ dgamma( 0.001, 0.001 )

mu.theta ~ dnorm( 1, 0.001)

tau.theta ~ dgamma( 0.001, 0.001 )

Program instalacyjny programu WINBUGS mozna znalez¢ na stronie interne-
towej: http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk./bugs/winbugs/contents.shtml. Program ten
pozwala na wykorzystanie metod symulacji komputerowej MCMC, niezbgdnych do
otrzymania rozktadéw a posteriori parametréw opisanego modelu bayesowskiego.


http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk./bugs/winbugs/contents.shtml
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W tabeli 5 przedstawiono otrzymane wyniki, tzn. podstawowe statystyki roz-
ktadu predyktywnego rezerw szkodowych, dla poszczegdlnych lat: wartosci $red-
nie, odchylenia standardowe i 95% przedzialy ufnosci dla wyznaczonych $rednich.
W ostatniej kolumnie tej tabeli pokazano réwniez — w celu poréwnania — wartosci
rezerwy szkodowej obliczonej klasyczna metoda chain ladder.

Tabela 5. Wyniki estymacji parametréw rozkladu predyktywnego rezerw szkodowych

Okres Warto$¢ srednia (odchylenie standardowe) Wartosci rezerwy szkodowej
wypadkowy 95% przedzial ufnosci dla sredniej obliczone metoda chain ladder
1992 3,682 (8,050) 321830
(-12,260, 19,880)

1993 8,780 (9,964) 8 176,87
(10,610, 29,100)

1994 16,950 (10,930) 16 237,02
(4,100, 39,440)

1995 30,300 (12,560) 29 078,37
(6,239, 56,470)

1996 94,970 (15,240) 94 375,80
(66,050, 126,700)

Zrédlo: [3, s. 38].

Jak widaé, wartosci Srednie predyktywnych rozkltadéw rezerw szkodowych sa
wyzsze od tych otrzymanych klasyczna metoda chain ladder. Ponadto odchylenia
standardowe tych rozkladéw sa stosunkowo duze. Jest to wynik przyjetych zalozen
a priori, w szczegélnosci zalozenia o rozproszonych rozkladach parametréw 7, 7,
I iy. W praktyce aktuarialnej w roku nastgpnym otrzymane rozktady a posteriori
stuza jako rozklady a priori i czg¢sto ma miejsce sytuacja, w ktérej po kazdym uzu-
petnieniu danych i uaktualnieniu rozktadu a priori wariancja interesujacych nas
rozktadéw parametréw spada, co sugeruje wzrost precyzji oszacowania. Taki spo-
s6b postgpowania jest wlasciwy dla empirycznych metod bayesowskich. Przydat-
no$¢ tych metod w prowadzeniu dzialalnosci ubezpieczeniowej powinna byé
przedmiotem dalszych badan.
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BAYESIAN ESTIMATION OF OUTSTANDING CLAIMS RESERVES
Summary

This paper examines Bayesian model for loss reserving inspired by a consideration of some of
the methods appearing in the traditional chain ladder literature.

This includes possible order restricted hierarchical Bayesian model for the year over year devel-
opment factors. Described Bayesian model can be implemented using Markov chain Monte Carlo
(MCMC) methods and can serve as a starting point for more advanced models. This paper describes
its implementation in WINBUGS (a specialized software programme for MCMC simulations).
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