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1. Wstep

Istota sktadki zaufania jest to, ze przy jej wyznaczaniu uwzgl¢dnia si¢ zaréwno
dane o ryzyku osiagalne z obserwacji ubezpieczonego w przesztosci, jak i zacho-
wanie si¢ calego portfela w przesztosci. W zaleznosci od danych historycznych po-
lisy, wigkszym lub mniejszym zaufaniem obdarza si¢ indywidualng histori¢ polisy
lub histori¢ portfela. Jezeli wiele danych historycznych jest osiagalnych z obserwa-
cji polisy, to staja si¢ one bardziej godne zaufania i wigkszy jest udziat w sktadce
$redniej z proby dotyczacej obserwacji polisy z przeszlosci, a mniejszy udzial w
skladce $redniej z calego portfela. Udzial éredniej indywidualnej z proby w sktadce
zaufania nazywa si¢ wspoélczynnikiem zaufania do danych historycznych z polisy.

Klasyfikacja ubezpieczonych z uwzglgdnieniem wiedzy o ryzyku na podstawie
indywidualnej obserwacji w przeszlo$ci wymaga modeli niejednorodnych. W mo-
delu niejednorodnym z kazda polisa zwiazany jest parametr losowy ®, zwany pa-
rametrem niejednorodnosci portfela. Parametr ® zawiera informacje o ubezpie-
czonym, ktére nie byty znane ubezpieczycielowi przed zawarciem ubezpieczenia,
np. zdolnosci czy doswiadczenie kierujacego pojazdem. Te ukryte cechy ubezpieczo-
nego sa ,,odstaniane” przez dane historyczne osiagalne z obserwacji ubezpieczonego.
Wielkos¢ roszczenia lub liczba roszczen maja rozktady zalezne od parametru ® . Za-
}6zmy, ze historia roszczen dla i -tej polisy w portfelu jest dana przez szereg cza-
sowy nieujemnych obserwacji x,,x,,..,x, bedacych realizacja nieujemnych

, X,
in;

zmiennych losowych X, X,..... X, , gdzie i=1,2,... N .

Definicja
Portfelem niejednorodnym nazywamy portfel okreslony warunkami:
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1. Polisa i-ta w portfelu jest opisana przez pare [G),.,(X U) . ] , gdzie ©, jest pa-

izl

rametrem losowym dla i-tej polisy, a ciag (X U) | jest ciagiem wielkosci roszczen
iz
lub liczby roszczen z i-tej polisy w kolejnych okresach ubezpieczenia.

2. Ciag par [91'(XU)P.}'[QP(XH],->.]'“ jest ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych.

3. Ciag ©,,0,,... jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednako-
wym rozktadzie.

4. Dla ustalonego ©, =6, ciag X, ,X,,,... jest ciagiem zmiennych losowych
warunkowo niezaleznych o rozktadach warunkowych zaleznych od 6,.

Z warunkéw modelu wynika, ze polisy generuja straty niezaleznie od siebie, a
tym samym historia kazdej polisy nie zalezy od historii innych polis. Zaleznos¢ jest
tylko mozliwa pomiedzy roszczeniami generowanymi przez polis¢ w kolejnych
okresach ubezpieczenia.

Jezeli sktadka dla i-tej polisy z opisanego portfela niejednorodnego ma
uwzglednia¢ dane historyczne dotyczace tej polisy, to nie jest sensowne, aby
sktadke indywidualng okresla¢ jako E X, . Przy zalozZeniu, Ze istnieje EX, natu-

ralnym surogatem jest warunkowa warto$¢ oczekiwana E(X i1 6,) oznaczana przez

m(6,). Sktadka m(6,) dla i-tej polisy jest nieznana, bo nieznany jest parametr 6.
Z mocnego prawa wielkich liczb wynika, ze §rednia arytmetyczna z historii polisy
zmierza do m(6,), gdy n, — oo . Zatem $rednia arytmetyczna z obserwacji polisy
moze by¢ rozwazana jako jedna z mozliwych aproksymacji dla m({6,). Innym moz-
liwym estymatorem wykorzystujacym dane historyczne o polisie jest estymator
bayesowski z kwadratowg funkcja straty. Z teorii estymacji bayesowskiej wiado-
mo, ze ma on postac E[m(@),.)lX“,...,X,."i] 1 jego przecigtny blad kwadratowy,

wynosi EVar[m(G),.)l XX ,.n,_]. Estymator bayesowski niekoniecznie bedzie li-

niowg funkcja danych. Dlatego estymatoréw dla m(6,) majacych najmniejszy
przeci¢tny btad kwadratowy bedzie si¢ poszukiwaé w wezszej klasie funkcji od ob-
serwacji, a mianowicie w klasie funkcji liniowych. Taki estymator b¢dzie nazywa-
ny liniowym estymatorem bayesowskim dla m(6,). Okazuje sig, ze liniowy esty-
mator bayesowski jest wypukla kombinacja sredniej z préby bedacej obserwacja
ubezpieczonego w przesztosci i $redniej z obserwacji catego portfela. Z tego po-

wodu liniowy estymator bayesowski nazywany jest réwniez estymatorem zaufania
lub sktadka zaufania.
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2. Obserwacje z wagami

Zalézmy, ze polisy w portfelu niejednorodnym wykazuja wewngtrzna niejed-
norodno$¢ w czasie. Oznacza to, ze warunkowe rozktady zmiennych losowych
X;,X,,.... przy warunku O, =6 moga mie¢ rézne rozktady. Do kazdej zmiennej
losowej X bedzie podany jej wolumen wyrazony przez dodatkowy parametr nie-
ujemny w; . Wielkosci w; sa znane i nazywane sa wagami. Jezeli wagi przyjmuja
wartosci catkowite nieujemne, to nazywa si¢ je wagami naturalnymi.

Jest wiele mozliwosci wyboru wag w,, zwanych tez wolumenem ryzyka w
i-tej klasie polis w j-tym roku. Niech Y, oznacza absolutng wielkos¢, bedaca
zmienna losowg obserwowang i oznaczajaca catkowitg liczbg roszczen albo catko-
wita kwotg roszczen w i-tej klasie polis w j-tym roku. Niech X; oznacza wzgled-

na wielkosé okreslong jako

W celu ustalenia uwagi Y; beda oznaczaty catkowita kwotg roszczenia, a w ce-
lu uproszczenia zapisu opuscimy pierwszy indeks i.

1. Niech w; oznacza liczbg 0s6b ubezpieczonych (ogdlnie liczbg jednostek ry-
zyka) w j-tym roku. Wéwczas catkowitg kwote roszczenia mozna przedstawié na-
st¢pujaco:

w; N,

3 z9, ()

i=l k=l

-

Y, =

gdzie N, oznacza liczb¢ roszczen z [-tej polisy powodujacych catkowita kwote
roszczen z tej polisy réwna Z:’;I Z%. . Zmienna losowa Z! oznacza kwotg k-tego
roszczenia z [-tej polisy w j-tym roku. Zmienne losowe Zj.,i’ sa zmiennymi nieza-

leznymi o jednakowym rozkladzie, takim jak zmienna losowa Z. Zalézmy, ze dla
© =6 liczba roszczen N, ma rozklad Poissona z parametrem 6 dla kazdego !

oraz zmienne Zf.,"’ sa niezalezne od © oraz N,. Wielkos¢ X, =Y /w; oznacza

przecietna catkowita kwote roszczenia z polisy w I-tym roku (loss ratio). Wowczas
jej warunkowa wartos$¢ oczekiwana wynosi

E(X,16)=——E(¥,16) = —wE(N,16)EZ{ =m(0) @

/ J
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gdzie m(6)=6EZ. Odnotujmy, ze warunkowa wariancja zmiennej losowej X ;
przy warunku ® =@ wynosi

2 2 2

6

Var(XJ|0)=(L] WjoE[Zj.i))zzeE—Z:s ( ), 3)
Wi W, Wi

gdzie funkcja s°(8)=6EZ’.
2. Niech w; oznacza liczbg przejechanych kilometréw przez kierowcg w j-tym
roku. Catkowita kwota roszczenia dla tego kierowcy wynosi

Y,=Z,+. 42, , @

gdzie Z, oznacza wielko$¢ k-tego roszczenia, a N, oznacza liczbg roszczefi zgloszo-
nych przez kierowce. Jesli przyjmiemy, ze zmienne losowe Z, sa niezaleznymi

zmiennymi losowymi o jednakowych rozktadach takich jak zmienna losowa Z oraz ze
s niezalezne od zmiennej losowej N ; oraz od zmiennej losowej O, to otrzymuje si¢

wz0r na warunkowa warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej X ; =Y /w; postaci

E(X,16)= E(%J=—$EZJ,(E(NJ. 16).
j i
Zal6zmy, ze dla © = @ liczba roszczen N; ma rozklad Poissona z parametrem
réwnym w,8. Wéwczas E(X,|6)=m(6), gdzie m(8)=6EZ. Sktadka netto dla
kierowcy przejezdzajacego w; kilometréw w roku wynosi wjm(G). Analogicznie
pokazuje sig, ze Var(X,|©)=s*(8)/w,, gdzie s*(8)=6OEZ>.
3. Niech w; oznacza czg$¢ j-tego roku, w ktérym ubezpieczony byl objety

ochrona ubezpieczeniowa (years at risk). Waga ta nie jest waga naturalna,
bo O<w, <1. Calkowita kwota roszczenia z polisy w j-tym roku wynosi

Y,=Z,+..+Z, , gdzie Z, oraz N; oznaczaja to samo, co w poprzednim
punkcie i spelniaja te same zalozenia. Wowczas zmienna losowa X, =Y /w,
ma warunkowa warto$¢ oczekiwana E(Xj. |6)=m(0), a warunkowa wariancje
Var(X;|6)=s(8)Iw,, gdzie funkcje m(8) i s*(8) sa takie same jak w punkcie 2.

Sktadka netto za cz¢s¢ roku réwna w; wynosi w,m(6).
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4. Niech w; oznacza wiek polisy w j-tym roku (policy years). Wowczas cal-

kowitg kwotg roszczenia Y; okreSlamy wzorem:

Wj

Y, =3 (20 +.+2Q) (%)

i=l
gdzie Z, oznacza k-te roszczenie z polisy w wieku i, N, oznacza zas liczbg rosz-

czen z polisy w wieku i majaca rozklad warunkowy Poissona z parametrem 6.
Przyjmujemy zalozenia o zmiennych Z, takie jak w punkcie 2. Wowczas

E(Yj|0)=wj0EZ, za$ dla zmiennej losowej Xj:Yj/wj, warunkowa wartos$¢
oczekiwana E(X |6)=6EZ.Natomiast Var(X|8)=6EZ*w, =s*(8)/w,, gdzie
s*(6)=6EZ*.

5. Niech w; oznacza calkowita sumg ubezpieczenia w j-tym roku. Wéwczas

sumaryczna kwota roszczenia wynosi Y, = Zk;l Z, przy zatozeniach takich jak w

punkcie 3. Przecigtna wielkos¢ szkody przypadajaca na jedna jednostke sumy
ubezpieczenia X ; =Y ,/w, ma warunkowa warto$¢ oczekiwana i warunkowa wa-

riancj¢ taka samg jak w punkcie 3.
W praktyce czgsto wykorzystuje si¢ wage w; jako catkowity dochdd ze skia-

dek w j-tym roku, jednakze ta waga nie jest wygodna, bo zmniejszenie tempa
wplywania skladek nie zmniejsza ryzyka (zob. [2]).

3. Estymator zaufania uwzgledniajacy wolumen ryzyka

Zatézmy, ze przy ustalonym ®, =6 warunkowe wartosci oczekiwane i wa-
runkowe wariancje zmiennych losowych X, sa funkcjami 6,:

E(X,16)=m(6) (©)
oraz

Var(X,.jIB,.)=sz(0"), )
Wi

dlai=1,..,N, j=1..,n, astale w, sa znane. Model niejednorodny zdefiniowa-

ny warunkami 1-4 oraz wzorami (6) i (7) nazywa si¢ modelem Biihlmanna-Strauba.
Odnotujmy, ze ciag m(®,),m(®,),... jest ciagiem zmiennych losowych niezalez-
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nych o jednakowych rozktadach oraz ciag s*(®,),s*(®,),... jest réwniez ciagiem
zmiennych losowych niezaleznych o jednakowych rozkladach. Wynika to z faktu,
ze parametry losowe ©,,0,,... s3 zmiennymi losowymi niezaleznymi o jednako-
wym rozkladzie.

Bez straty ogélnosci mozna przyjac, ze historie kazdej polisy sa tej samej diu-
gosci, tzn. n, =n dla kazdego i. Dotychczas uzywana nazwa ,,i-ta polisa” zostanie

rozszerzona na nazwe ,,i-ty kontrakt” lub ,.i-ta grupa polis”. Polisy w danej grupie
sa jednorodne.

Bedziemy poszukiwaé najlepszego w sensie najmniejszego przecigtnego bigdu
kwadratowego, liniowego estymatora $redniej m(®,)= E(X insl |®,.) dla i-tego
kontraktu w roku n+1. W tym celu wprowadzmy nastgpujace oznaczenia:

— indywidualna srednia wazona i -tej grupy polis:
_ n w . n
X,.W=Z—”X,.j, gdzie w,.:ZW,.j, (8)

=t W j=!

— og6lna $rednia wazona:

N w N
Xw=2,— X gdzie w=)w, 9)

i=l W

i=l

— parametry struktury ryzyka w portfelu:

#=EX;=Em(®,), ¢=Es'(®,), w=Var(m(0)). (10)

Liniowy estymator bayesowski dla m(6,.)=E[X,.,,+l |©, =9,.) jest podany w
twierdzeniu 1.
Twierdzenie 1
W modelu Biihlmanna-Strauba estymator zaufania . Sredniej m(®,) dla
i=1...,N mapostaé
’ﬁi:Zifiw-l-(]_Zi)lu' (11)
gdzie wspélczynnik zaufania Z, dany jest wzorem

Z- —_ W,-l//

= : (12)
wy+o

Dowdd
Estymator zaufania m, jest jedynym rozwigzaniem réwnan normalnych



324

E(m(,)-17) =0,

Cov(m(®,)-m,X")=0,

gdzie X/=(X,,,..., X, ) (zob. [3]). Szczegblowe wyprowadzenie estymatora zaufa-
nia o postaci (11) znajduje si¢ m.in. w ksiazce [3].

Twierdzenie 2
W modelu Biihlmanna-Strauba przecietny biad kwadratowy estymatora zaufa-

nia /i, $redniej m(®,) jest réwny
MSE, =E(m(®,)-m,) = (1-Z,)y, (13)
dlai=1..,N.
Dowdd w ksiazce [3].

Uwaga
Gdy srednia kolektywna /£ jest nieznana i zastapi si¢ ja przez estymator o postaci

— N7 _
X, =Z;’X,-w, (14)
i=1

gdzie Z=Z +...4+Z, , to wzdr (11) przybiera postac

m=ZX,+(1-Z)X, (15)

W

Estymator 7; nazywany jest jednorodnym estymatorem zaufania dla m(@,).

Jego przecigtny btad kwadratowy wyraza si¢ wzorem

MSE; =E(m(e,.)-na;)z=(1—z,.)y/(1+1_zz"). (16)

4. Estymacja parametréw struktury

Niejednorodny estymator zaufania ,5; i jednorodny estymator zaufania p; za-
leza od parametréw struktury

#=Em(®), ¢=Es’(®), y= Var(m(@i)),

ktére na ogdét sa nieznane. Wéwczas nalezy znalez¢ estymatory tych wielkos$ci na
podstawie danych o catym portfelu. WprowadZmy nastgpujace oznaczenia:
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— wazona suma kwadratéw odchylen wewnatrz grupy:

WSS, = ﬁ:}ll:w,-j(x,-j _Xiw)z’

i=l j=I

Srednia wazona suma kwadratéw wewnatrz grupy:

WSS,

MWS,, = ———%_
Y (n-1)N

wazona suma kwadratéw odchylen pomigdzy grupami:

WSSH = i Wi(Xiw - XWW )2’ :

$rednia wazona suma kwadratéw pomi¢dzy grupami:

Twierdzenie 3

W modelu Biihmanna-Strauba estymatory
o = fzw ,
e ¢= MWS,, ,
. WN-1[MWS-MWS,,)

N NLAWE
w-—ZHW,-
sa nieobciazonymi estymatorami parametréw struktury odpowiednio dla g,
¢, V.
Dowdéd w ksiazce [3].
Za estymator wspdtczynnika Z, przyjmuje si¢

7, =¥ A7)
Wi+ @

gdzie ¥ i @ sa takie same jak w twierdzeniu 3. Estymator { moze przyjmowaé war-
todci ujemne, wéwczas za oszacowanie parametru ¥ przyjmuje si¢ warto$¢ estymato-
ra max (0,§). Oczywiscie wtedy nie jest on juz estymatorem nieobciazonym.

Jezeli w niejednorodnym estymatorze zaufania sy = Z,X,, +(1—Z,) i wspét-
czynnik zaufania Z, oszacuje sig¢ przez 2; dany wzorem (17), a srednia kolektyw-

na u przez X . dang wzorem (14), to estymator
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m=2X,+(1-2,)X (18)

w

nazywa si¢ empirycznym estymatorem zaufania dla i-tego kontraktu w modelu Bii-
hlmanna-Strauba.

Model Biihlmanna-Strauba mozna réwniez stosowaé przy brakujacych obser-

wacjach, tzn. wéwczas, gdy niektére x; sa nieosiagalne albo tak wyjatkowe, Ze nie
sq brane pod uwage. Niech T, oznacza zbiér indekséw j, dla ktérych obserwacje
x; istnieja, i=1,...,N. Woéwczas sumowanie po j we wczesniejszych wzorach

odbywasi¢nieod 1 do n,alepo jeT..Zatem

gdzie

a ¢, oznacza liczbg elementéw w zbiorze T,. Sformulowane wczesdniej twierdzenia
pozostaja bez zmian.

5. Przyklad

Prezentowany przyktad bedzie dotyczyl prognozowania skladki netto w ubez-
pieczeniach komunikacyjnych za rok n+1 na podstawie przecigtnej wielkosci
roszczen z polisy w latach wczedniejszych. Zmienna losowa A, opisujaca struktu-
r¢ portfela, bedzie miata przesunigty rozktad gamma. Bedzie to odpowiadato sytu-
acji, gdy kierowcy o bardzo malej szkodowosci nie ubezpieczaja si¢. Przyktad be-
dzie dotyczyl wyznaczania skladki netto, gdy przecigtne wielkosci roszczen sa du-
ze i maja rozktad Pareto.

Niech obserwowane zmienne losowe X, gdzie i=1..,N, j=1..,n, beda
srednimi arytmetycznymi z w; zmiennych losowych }’;”,}’;2’,...,)’;”"), niezalez-

nych, o jednakowych rozkiadach. Na przykiad ¥ *’

;. mozna interpretowac jako cal-

kowite roczne roszczenie z k-tej polisy nalezacej do i -tej grupy polis w j-tym roku
trwania ubezpieczenia. Wéwczas
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1
X, == ¥ (19

przedstawia przecigtne roczne roszczenie z polisy w j-tym roku nalezacej do i-tej
grupy polis. Natomiast w ciggu roku polisa generuje losowa liczbe N (A ) roszczen

o wielkosciach Z,,Z,,...,Z NR) gdzie A, jest parametrem ryzyka bedacym realiza-

cja zmiennej losowej A,, Zmienne losowe A, A,,... sa niezaleznymi kopiami
zmiennej losowej A o dystrybuancie U (4). Rozklad U(A) przedstawia strukturg
ryzyka rozwazanego portfela polis. Zatem catkowita roczna wielko$¢ roszczenia z
k-tej polisy nalezacej do i-tej grupy polis wynosi

r® =zW+z0 . +Z0) (20)

gdzie Z,(") sa niezaleznymi kopiami zmiennej losowej Z o rozkladzie F dla
wszystkich [ 1 k. W przykladzie bedzie si¢ zakladaé, ze zmienna losowa N, przed-
stawiajaca liczbg roszczen z polisy w ciggu roku, ma rozktad Poissona z parame-
trem 4, gdy A, =4, Przy przyjetych wyzej zalozeniach parametry struktury ry-
zyka w portfelu ¢, ¢ 1y przedstawiaja sig¢ nastgpujaco:

£=(EZ)(EA), (21)
¢=(EZ*)(EA), (22)
w=(EZ)'(VarA). (23)

Wzér (21) wynika z nastgpujacych przeksztalcen:

LS Bra)

W:,- k=1

i

~B(B(1® m,-))=E[E(N§Z‘ 'A"D'

#=EX,=E[E(X,|A))=E

Poniewaz

N{A)
E[z Z, |\ |=AEZ,
1=1
4 =(EA,)(EZ). Wzér (22) uzasadnia si¢ nastgpujaco:

N(A)

2 ZIA
=1

¢=EVar(Y,|A,)=EVar =E(A,VarZ+A(EZ)).
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Natomiast wzér (23) wynika ze wzoru E(X,.j | A,.) =A,EZ, poniewaz parametr
struktury @ = VarE(X,.j | A,.) .

Ponizej zostanie opisany sposob generowania danych x,, ktére sa realizacjami
zmiennych X, przy znanych wagach w, bedacych liczbami naturalnymi. Prze-
dzial (a,b), bedacy nosnikiem gestosci u(A) zmiennej losowej A, dzieli sie
na N rozlacznych przedziatéw [, =(a,q,],1,=(a,,a,),... 1, =(a,_,,b), gdzie
a<a <a,<..<a,_, <b.Z kazdego przedziatu I, wybiera si¢ liczbg A4 wedlug
wzoru A, =E(A|Ae ).

Dla ustalonego i oraz j generuje si¢ w; liczb losowych wediug rozktadu Poissona
z parametrem A. Wygenerowane liczby oznaczmy przez k", gdzie I=1,2,.., w;.

Liczbe k" mozna interpretowa jako catkowita liczbe roszczei w ciagu j-tego roku z I-
tej polisy nalezacej do i-tej grupy polis. Nastepnie dla ustalonego ! generuje sig k"
liczb wedlug rozikladu F zmiennej losowej Z. Wygenerowane liczby z,”,..., 21,
przedstawiaja wielkosci kolejnych roszczen z I-tej polisy w ciagu roku. Suma

@ _ 0

- Q)
y,.j =7 +...+zk’(,.,
wyraza catkowita wielko$¢ roszczenia z I-tej polisy w ciagu roku. Srednia arytme-
tyczna x; zliczb yfj”,y;.”,...,y,.(jw”') jest realizacja zmiennej losowej X, czyli
I L @ ()
P D P T S
x,'j — y.l i i (24)
W,

U

Dane x; zostana wygenerowane przy zalozeniu, ze zmienna losowa A ma

przesuniety rozktad gamma z parametrami ¢, f, ¥, gdzie ¥ jest parametrem

przesunigcia, oraz ze zmienna losowa Z ma rozklad Pareto. W rozkladach zmien-
nych A i Z przyjeto nastgpujace parametry:

y=0,05,
Ea=Z24y=02
B

wm:%:o,m,

EZ =15,

,/VarZ =8.
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Przyjete zalozenia moga by¢ stosowane np. przy wyznaczaniu skladki w ubez-
pieczeniach komunikacyjnych AC z duzymi wyplatami.
Wagi naturalne w, sa generowane wedlug rozkladu jednostajnego ze zbioru

{1,2,..,100}. Dla N =12, n=7 wygenerowane dane x; wraz z ich wagami w;

s3 zamieszczone w tab. 1.

Tabela 1. Przecietna roczna wielko$¢ roszczenia z-polisy

N 1 2 3 4 5 6 7
1 2,57 0,941 0 0 1,61 1,86 0,895
29 70 2 32 52 48 36
5 2,55 1,58 0,818 1,28 0,901 1,72 2,78
- 27 17 90 51 41 95 49
3 3,61 2,93 2,08 2,44 1,76 1,11 3,39
) 33 24 96 78 56 47 i1
4 2,99 2,76 2,5 2,67 2,71 6,29 1,95
68 78 24 57 81 2 76
5 1,7 3,98 1,42 3,73 1,17 3,94 2,92
. 57 50 47 38 93 34 10
6 3,67 393 334 1,73 2,17 0 0,587
3 66 84 94 79 11 27
7 1,71 1,83 4,16 1,45 1,73 2,68 0
96 45 39 78 21 88 1
8 0 3,52 3,85 4,15 2,69 1,81 1,57
2 87 84 47 90 79 38
9 4,28 3,08 1,93 4,68 4,51 1,36 2,71
94 96 14 38 56 25 66
10 397 3,28 11,1 6,37 3,46 3,49 4,48
26 88 1 20 21 55 16
1 5,03 4,65 3,86 4,21 6.8 11,6 3,62
67 14 89 62 13 24 36
12 5,69 5,24 9,81 8,39 6,38 6,16 5,84
- 89 39 29 75 43 77 92
Zrédio: opracowanie wiasne.
Tabela 2. Wartosci estymatoréw parametréw struktury
H 4 y
Parametry struktury
3 57.8 2,25
Oszacowania parametréw X " X . X., @ v
3,04 3.1 3,04 66,1 2,22

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Tabela 3. Wartosci estymatoréw zaufania

i m, i, MSE; ; MSE, X., z,
1 1.16 143 0,443 1.44 0.445 NE 0913
2 1,51 164 0,382 1,64 0,383 1,66 0,935
3 1,78 2.28 0.395 2.28 0,396 247 0,031
a 2,03 2,65 0,375 2,65 0376 3,13 0,938
5 2.29 2,41 0,404 241 0,405 2,69 0928
6 2,55 251 0,385 2,51 0.386 2.2 0,934
7 2,83 2.21 0,383 221 0,384 1,94 0,935
8 3,15 297 0,357 2,08 0,358 2,51 0,943
9 3.54 3,49 0373 3,49 0.374 3,22 0,938
10 403 373 0,478 3,74 0.48 5.16 0,898
11 474 479 0418 4,79 0,42 5,69 0,922
12 6.48 6,36 0,351 6,36 0,352 6,79 0,045

Zrédto: opracowanie wilasne.

Dla danych z tab. 1 wyznacza si¢ wartosci estymatoréw parametréw struktury.
Wyniki obliczen wraz z ich teoretycznymi odpowiednikami sa podane w tab. 2.
Dla wygenerowanych danych z tab. 1 zostaly obliczone Srednie grupowe x;,

wspdlczynniki zaufania Z,, jednorodne i niejednorodne estymatory zaufania i, , i,
oraz odpowiednio ich bledy \/WE, i \/WE: . Wyniki tych obliczen podano w tab. 3.

Dla danych z tab. 1 zostaly wyznaczone wartosci estymatoréw 2; , @ nastgpnie
wartosci empirycznych estymatoréw zaufania i, oraz i, , gdzie m;=Z,X,, +

+ (1 - Zi ) X, oraz iy, = ZX, + (1 -7 ) X, . Wyniki tych obliczen sa zawarte w tab. 4.

Tabela 4. Wartosci empirycznych estymator6w zaufania

i m, m, n,, Z, Z,
1 1,16 1,46 1,46 0.9 0,913
2 1,51 1,65 1,66 0,926 0,935
3 1,78 2,29 2,29 0,921 0,931
4 2,03 2,65 2,66 0,928 0,938
5 2,29 2,42 2,42 0,917 0,928
6 2,55 2,52 2,52 0,924 0,934
7 2,83 2,22 2,23 0,925 0,935
8 3,15 2,98 2,98 0,935 0,943
9 3,54 3,48 3,49 0,929 0,938
10 4,03 3,713 3,713 0,884 0,898
11 4,74 4,71 4,77 0911 0,922
12 6,48 6,33 6,34 0,937 0,945

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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W celu oszacowania przecigtnego btedu kwadratowego estymatora 1, wielko-
sci E[X i I/l,] powtérzono 500 razy generowanie tabel z danymi x; . Niech s}’
begdzie wartoscia /i, dla j-tej symulacji dla j=1,...,,500. Przecig¢tny btad kwadra-
towy estymatora m, wyznacza si¢ wedlug wzoru
1 500

& =—3 (m-i"Y.
" 50045 ( ' )
Przecietny blad kwadratowy estymatora 7, Wyznacza si¢ wedtug wzoru
) 1 500

e, =——
™ 5004

Wyniki obliczen dla e, oraz e,, wraz z empiryczna wartoscia oczekiwang i
empiryczng wariancja estymatoréw zaufania m, oraz i, sa zawarte w tab. 5.

Tabela 5. Blad empirycznego estymatora zaufania

i m; En, ,,Varn‘zi e Ein,, ,’Varrﬁiw e,
1 1,16 1,26 0,222 0,245 1,26 0,222 0,245
2 1,51 1,58 0,26 0,268 1,58 0,26 0,268
3 1,78 1,85 0,278 0,286 1,85 0,278 0,286
4 2,03 2,08 0,274 0,279 2,08 0,275 0,279
5 2,29 2,3 0,308 0,308 2,3 0,308 0,308
6 2,55 2,58 0,339 0,34 2,58 0,338 0,34
7 2,83 2,85 0,358 0,359 2,85 0,358 0,359
8. 3,15 3,15 0,401 0,401 3,15 0,401 0,401
9 3,54 3,5 0,422 0,424 3,5 0,421 0,423
10 4,03 3,97 0,374 0,38 3,97 0,374 0,38
11 4,74 4,68 0,508 0,511 4,68 0,507 0,511
12 6,48 6,33 0,498 0,522 6,32 0,498 0,523

Zrédlo: opracowanie wilasne.

Globalny biad wzgledny estymatoréw empirycznych s, obliczony wedlug wzoru

N N
I
i=l

= 100%

\/#ZN: MSE?

i=l
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dla danych e, z tab. 4 jest bliski zeru. Podobnie globalny btad wzgledny estymato-
réw empirycznych ,5;, obliczony wedlug wzoru

#i e - #i MSE?
= ~ = 100%
4> MSE;

i=]

dla danych e,, z tab. 4 jest réwniez bliski zeru. Wyniki obliczen dla e, oraz e, ,
wraz z empiryczng wartoscig oczekiwang i empiryczng wariancjg estymatoréw za-
ufania m, oraz m,, sa zawarte w tab. 5. Wartosci oczekiwane i wariancje estyma-
toréw @ i ¥, wyznaczone jako empiryczne wartosci oczekiwane i empiryczne

wariancje, s3 podane w tab. 6.

Tabela 6. Symulacyjna ocena estymatoréw @ i ¥

[ E¢ JVarg v Ey JVary
57,8 58,2 17,5 2,25 2,47 0,425

Zrédto: opracowanie wlasne.

Whiosek 1. Przyktad ten wskazuje, ze model Biihlmanna-Strauba jest dobrym
modelem do prognozowania skfadki netto w niejednorodnych portfelach, niezbyt
matych i obserwowanych przez pewien okres.

Whiosek 2. Jezeli we wzorze na sktadke zaufania wstawi sie estymator X

zamiast estymatora X ,, dla parametru 4, to jako$¢ prognozy skiadki netto nie
ulega istotnemu pogorszeniu, natomiast zyskuje si¢ bardzo na prostocie obliczen,
poniewaz wartoéci estymatora X oblicza si¢ bardzo latwo, w przeciwienstwie do

obliczen wartosci estymatora X, .
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CREDIBILITY PREMIUMS RESPECTING
THE WEIGHTS OF CONTRACTS

Summary

The paper presents a conception of credibility premiums, which are not well known in the Polish
literature on insurance. The Biihlmann-Straub model for setting net premiums for heterogeneous in-
surance policies is analyzed. Natural and unnatural weights of insurance contracts will be discussed.
Next, the influence of the weights on credibility premiums and properties of such predictors will be
presented. The theoretical considerations will be ilustrated by a numerical example concerning motor
vehicle insurance. This example indicates the potential applications of these concepts in insurance
practice.



	SKŁADKI ZAUFANIA UWZGLĘDNIAJĄCE WAGĘ KONTRAKTÓW
	1. Wstęp
	2. Obserwacje z wagami
	3. Estymator zaufania uwzględniający wolumen ryzyka
	4. Estymacja parametrów struktury
	5. Przykład
	Literatura

