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ROzDZIAZE 1

CEL I ZAKRES PRACY

W pracy rozpatrzono zagadnienie wyznaczenia przémieszczeﬁ, sua-
nu odksztatcenia i naprezenia w o$Srodku modelujacym uwarstwione
podtoze budowli, w ktbérym prowadzona jest eksploatacja warstw weql
Przeprowadzono analize¢ stanu przemieszczenia, odksztaicenia i na=
prezenia wokér wyrobisk chodnikowych o przekroju prostokgtnym
oraz wpiywu eksploatacji giebinowej na powlierzchnig.

Zachowanie sie¢ gérotworu wraz z wyrobiskiem reprezentowane jes.
przez trzy modele mechaniczne., Celem korzystania z modelu jest
jak najécislejsze okreSlenie zachowania sig¢ analizowane] strukou-
ry poddanej obcigzeniom gdérniczym /wybieraniu/. Okreslenie to bg=-
dzie tym éciélejsze im blizsze rzeczywistosSci bedg wartosci cha-
rakterystyk wybranych modeli.

Wyniki rozwigzania zadania, dla wspomnianych wyzej modeli eksplo-
atowanego gérotworu, pozwolity wyciggnaé wnioski, dotyczace za-
kresu stosowania modell oraz przeprowadzié pordwnania otrzymanyc.
rezultatéow. W pracy porédwnano réwniez wyniki obliczen przemieszcze
dla jednego z przyjetych modeli z wartosSciami przemieszczen otrzy-
manymi z pomiaréw geodezyjnych.

Wykonanie wyrobiska podziemnego ([20,27] lub konstrukecJji pod-
Ziemnej, tak aby zapewnione byio ich bezpieczenstwo i bezpieczen-
stwo konstrukcjli na powlerzchni, wymaga coraz precyzyjniejszego
okreslenia zachowania sie gérotworu nie tylko w momencie drgze-
nia ale i w kilka lat pézniej. Rozwigzane zagadnienie Jjest jedny:
z podstawowych W geotechnice. Sposrdéd wielu sposobOW rozwigzyv v~
nia tego typu zagadnien /xys.l.1./ wybrano rozwigzanie numerycz=—
ne metoda elementédw skonczonych. Sciste rozwigzanie zagadnienia
przy przyjetych zatozeniach nie istnieje. Badania na modelach
zastepczych [(6,50] nie dajq takich wynikéw iloSciowych, ktoédre
mozna byioby bezposrednic wykorzystaé w praktyce.

Badania i pomiary geodezyjne oraz geofizyczne prowadzone =g
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w pewnym tylko zakresie [13,34]e W pracy wykorzystano mierzone
metodami geodezyjnymi, wartosci przemieszczed pionowych chodnika
pomiarowego pordéwnujac Jje 2 wartosciami przemieszczen otrzymany-

mi z obliczeh numerycznych [53].

ROZWIAZANTIA. ZAGADNIEN W GLEOTECHNICE

SCISLE. ALBO EMPIRYCZNE
W ZAMKNIETEJS OPARTE NA
POSTACI BADANIACH

NUNMBERYCZNE

ROZWIAZANIE VMETODA ELEMENTOW
ROWNAN ROZNICZ«=|{— SKONCZONYCH
KOWYCH

CALKOWANIE METODA ROZNIC

NUMERYCZNE SKONCZONYCH

Rys.ls1 Metody rozwigzywania zagadnien w geotechnice,

Analiza numeryczna continuum, ktdra jest potaczeniem najnowe
szych teorii reologii i nowoczesnych metod numerycznych, okaza-
ta si¢ najskuteczniejszym narze¢dziem rozwigzania zagadnienia
rozpatrywanego W pracy. Zagadnienie to, przy przyjeciu szeregu
réznych zatozen byto juz przedmiotem badahn numerycznych wielu
autorow [1,3,4,8,12,13,16,17,19,21+25,28,31439,41,43,48,49, 51+
55]. W prezentowanej pracy podstawe¢ obliczend metoda elementdw
skonczonych W ujeciu przemieszczeniowym stanowig zatozenia,



ktére sprowadzajg si¢ do przyjecia okreslonych wartoéci pewnej
liczby charakterystyk. Tymi charakbterystykami sa:

) geometria warstw gbérotworu oraz wyrobiska: poziomy
uktad spéjnych na kontakcie warstw, wyrobiska pro-
stokagtne ; geometria Jest cz¢stoe uproszczona,

© sposdb eksploatacji /obcigzenie gbérnicze/: wybieranie
z podsadzky,
| |
® stan naprezen wstegpnych tektonicznych i grawitacyjnych
w masywie przed wybraniem,

@ parametry okreslajgce masyw: wiasdciwobci fizyczne na
podstawie rozpoznania geologicznego i sondazu, wyniki
pomiaréw wiasciwosci fizycznych i mechanicznych goérotworu
na prébkach w leboratorium,

) model reologiczny mniej lub bardziej przyblizajgcy za=-
chowanie sig¢ gdérotworu = prazyjeto:
- model ciala liniowo-sprezystego,
- model ciala nieliniowo=-sprezystego,

- model cilaza lepko-sprezystego.

Ponadto:

° nie uwzgledniono spe¢kania oérodka skalnego, jest on
rozwazauny Jjako ciggiy, izotropowy,

) przyjeto, Z2e napre¢zenia i odksztaicenia w kierunku
réwnolegiym do osi wyrobiska chodnikowego nie majg
wpiywu na naprezenia 1 odksztatcenia w piaszczyznie
prostopadie] do tej osl = przeprowadzono rozwigzanie
dla tarczy w piaskim stanie odksztaicenia.

Podstawowym celem pracy jest:
) zbudowanie algorytmu obliczeh przedstawionego zadania

przy podanych wyzej zatozeniach,

e przedstawienie wynikdéw obliczeh dla réznych modeli
reologicznyckh,



© analiza sbanu przemieszczenia i naprezenia dla rdéznych
modeliy im prostszy Jjest model, tym mniej liczne 8§ pa=-
rametry, ktére wpiywajs na wyniki obliczen i ratwiejsza
jest ich interpretacja oraz wycigganie ogdlniejszych
wnioskéw,

@ pordwnanie czeSci wynikédw obliczen z wynikami pomiardw
geodezyjnych.

Cel ten realizowany Jjest w kolejhych szeéciu rozdziatache. Wyniki
rozwigzanl mogg by¢é wykorzystane w opracowaniach projektowych do-
tyczacych eksploatacji kopalin, zabezpieczed przed szkodami gor-
niczymi, budownictwie podziemnym i budownictwie na terenach pod-
legajgcych wpiywom eksploatacjle

Jak juz wspomniano wyzeJ, zagadnieniem ktdére jest przedmiotem
badan numerycznych metodq elementdw skonczonych, zajmowaio sig
wielu autoréw. Przeprowadzili oni rozwigzania rdéznymi metodami
przy szeregu réiznych zatoZeniache
GeBarla w pracy [3] okreslit sbtan naprezenia i odksztaicenia wo=-
két pojedynczego wyrobiska w masywie gruntowym. Wyrobisko miaio
nastepujace ksztatty: okregu, elipsy, kwadratu, prostokgqta i pros-
tokgta o jednym boku w postaci Zuku okregu. Modelem masywu grun—
towego byio ciazo liniowo=-sprezyste. Ten sam model reologiczny
dla zdyskretyzowanej pdipiaszczyzny poddane] wybieraniu, przyj-
mowali kolejni autorzy. J.Walaszczyk [51] wyznaczyl sity wewng¢trz-—
ne wokétr wyrobiska prostokatnego w gérotworze uwarstwionym.
Rézniczkowe réwnania réwnowagi metoda rdznic skonczonych rozwig—
zywal M.Dejean w pracy [12]. ZbudowaX on pewien model /ciala li-
niowo-sprezystego/, ktérego celem byio umozliwienie wprowadzenia
do obliczeh nachylenia i ukzadu warstw gérotworu oraz roznej
geometrii wyrobiske. Wyniki obliczeld pozwolily autorowi zinterpre-
towaé pewne zjawiska wystepujgce "in situ" - miedzy innymi wpiyw
juz istniejgcych wyrobisk na prowadzone aktualnie chodniki. W
pracy [16] Dejean prezentuje /dla modelu ciata liniowo-spre¢zys—
tego/ rozwigzanie metodg elementdéw skonczonych dwdch zagadnien:
okreslenie statyki goérotworu eksploatowanego systemem filarowo-
komorowym i eksploatacji poktaddw o bardzo duzym nachyleniu.
W pierwszym przypadku, celem pracy byio wyznaczenie statecznoéci



dawnych wyrobisk rud zelaza, usytuowanych ponize] terenu zabudo-
wanego, W przypadku drugim przedmiotem studium byto okreslenie
optymalnego usytuowania wybieranych poktadéw. MeDejean analizu-
je rdéwniez i pordwnuje przemieszczenia powierzchni terenu obli-
czone metodg elementdéw skohczonych i metodg Knothego z przemiesz—
czeniami otrzymanyuni z pomiardéw geodezyjnych [12].
M.Gryczmaiski przeprowadzajac /MES/ analize statyczng podioza
dowolnie uwarstwionego [22] podaje mozliwo$ci rozszerzenia sto-
sowane] techniki do badania spre¢zystego, wazkiego podioza uwar-
stwionego poddanego ciggiym odksztaiceniom gdérniczym.
ReIzbicki i K.Wnetrzak rozpatrzyli [24] stan naprezenia i odksztai-
cenia w goérotworze, w ktérym prowadzona jest eksploatacja pokia=-
du wegla systeme 2 podsadzkg.
Pewng metod¢ interpolacji przemleszczed W przestrzeni na podsta-
wie przemieszczeid uzyskanych z rozwigzania zadania dwuwymisrowe-
go /MES/ podat HeKratzch [31]. Uwzglednit on réwniez wpiyw pola
temperatur za S8ciang wydobywczg na zachowanie sig¢ gdbérotworu.

Nieliniowo=-spre¢zyste modele ciaxz byiy przyjmowane do opisu
zachowania si¢ goérotworu /lub gruntu/ przez autordé/w nastepujg-
cych prac: [8,44,19,25941,53g55]; Prace te pokazuja, Ze istnie-
je tendencja do sprowadzenia zagadnied nieliniowych do zadan li-
niowo=sprezystych. Stosuje si¢ dwa sposoby wprowadzenia nielinio-
wej zalezno$ci napreZenic-odksziaicenle do programu MES. Pierwszy
sposéb polega na analityczuym zapisie krzywej otrzymanej z badan
jednoosiowych lub trdéjosiowych oraz analitycznym wyrazeniu ko-
niecznych w obliczeniach parametréw. Drugi sposéb polega na wpro-
wadzeniu do programu wynikdéw badan zaleznoéci naprezenie-odksztai—
cenie w postaci tabel. Bardziej szczegdiowe prace te bedg omd-
wione w rozdziale 2 DPe 20426

Sprezysto=plastyczne modele reologiczne przyjeli do opisu
gérotworu autorzy naste¢pujacych pracs [1,2,24,25,33,35,36,59,
43,56]« O.CeZienkiewicz przeanalizowal w pracy [56] kilka pro-
cesdOw iteracyjnych, siuzacych dla rozwigzan zagadnieid sprezysto
plastycznych w konteksécie ogdlnego sformutowania, ktdére obejmo-
wato: stowarzyszone 1 niestowarzyszone zwigzki plastycznosci,
wzmocnienie i osiabienic materiaiu. Aubor podkreslixt zalety
sposobu naprezei poczatkowych do rozwigzania szerokiego wachla-



« rza zagadniein.

ZeMréz i Le.Winnicki rozpatrzylli zegadnienie okreSlenia sit wew-
netrznych w gérotworze w sasicdztwie eksploatacji z zawaiem [35],
Przyjeli oni, Ze gérotwdr jest meteriatem sprezysto-plastycznym
speiniajgcym warunek Coulombae. Rozwigzanie przeprowadzili metodg
iteracyJng poczgtkowych naprQZeﬁ.-J..Kaczmarek [ 25] okreslit sbtan
naprezen i zakres stref plastycznych oraz zniszczonych wokdél wyro-
biska chodnikowego 0 przekroju prostokgtnym. W zakresie sprezys—
tym materia; opisujg zwigzki liniowe] spreZystoégi, a powyzej
zakresu sprezystego = zwigzki teorii plastycznego piyniecia w
ujeciu przyrostowym. Zastosowano dwuparametrowy warunek plastycze—
noscl bez parametru wzmocnienia wynikajacy z hipotezy niezmien-—
‘nikéw Burzynskiego. W zwigzkach Misesa przyJjeto rdéwnanie poten-
cjatu wyrazone przez liniowgq funkcje drugiego niezmiennika sta-
nu naprezenia. '

Modele ciat lepko=-sprezysto~plastycznych do opisu odksztaica=-
jacego sie goérotworu przyjeli autorzy prac [28,34,37,43,48]. Pra=-
ce te szczegdiowo omdwione zostang w rozdziale 2 pe 2elede
Podstawy i ogdlne sformutowanie metody elementédw skoiczonych po=-
dajg monografie [17,38,57].

Bardzo ogdbdlne mozliwoici rozwigzania metodq elementéw skon-
czonych zagadnied w geotechnice, kbtdrych podstawowq trudnosé
stanowig: réwnania stanu, geometria problemu oraz statyczna nie=-
wyznaczalnoéé, zostaty omdéuione przez J.Telege w pracy [49].

Istniejace systemy obliczeniowe bardzo uniwersalne, krajowe
i zagraniczne, przy pomocy «tdrych mozna byioby badaé numerycz-—
nie postawione na poczgtiu Gego rozdzlaiu zagadnienie zostaty
oméwione w pracy [4]. Universalizm systemdw nie taczy sie jednak
z prostotg i ekonomikeg korzystania z niche. Kazdy system ma okres-
lone wymagania odnosnie wyposazenia elektronicznego, nie w kaz-
dym os$rodku dostepnezce
W pracy korzystano czeiciowo z programu systemu KM=-74 [45], pro-
gramu LQ3F (151 oraz programdéw wiasnyche

Prezentowana pracsa skiada sie¢ z siedmiu rozdziatdw. Po pierw-
szym rozdziale, w kbtdérym omdéwiono cel pracy, stosowane zatoZenia
oraz wykorzystang literaturg przedstawiono rozwigzywane zagadnie=-
nie brzegowe dla pdiptaszczyzny poddane] wybieraniu. Ombéwiono
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problem mozliwoSci rozwigzania oraz stosowane W pracy sSposoby

i procedury. .

Rozdziat trzeci podaje algorytm rozwiazania, czwarty stosowane
elementy i ich charakterystyki. W rozdziale pigtym omdéwiono wy-
korzystane programy oblicgzei numerycznych. Rozdziat szésty zawie=-
ra dyskretyzacje i podzial na elementy modelu péiptaszczyzny boﬁ-.:
danej wybieraniu oraz omdéwienie wynikéw rozwigzan. V «wiale
siédmym podano wnioski 1 Jawagi koacowe.



1

ROZDZIAZ 2

ZAGADNIENIE BRZEGOWE DLA POZPZASZCZYZNY PODDANEJ WYBIERANIU

2.1 Uwagi wstepne

Drazone w gérotworze wyrobiska naruszajg jego pierwotng rdw-
nowage, powodujgc ruch i deformacje, znierzajg do wytworzenia no-
wego stanu réwnowagl z rozkiadem naprezen odmiennym niz w glro-
tworze nienaruszonym. Wielko$é i charakter odksztalcen zalezy od
rodzaju goérotworu i tektoniki, gie¢bokoéci eksploatacji, gruboéci
eksploatowanego pokiadu, sposobu wybierania oraz wielu innych
czynnikéw naturalnych i gdérniczych [7,20].Badacze i inzynierowie
zajmuja sie wyjasnieniem, teoretycznym ujeciem oraz praktycznymi
rozwigzaniami zwiaszcza dwdch grup zagadnieh:

° sposobdédw okreslania deformacji goérotworu i powierzchni
terenu, '

) sposobdw okreslenia wplywéw eksploatacji /deformacji i
s8it/ w bezposrednim sgsiedztwie wyrobiska.

Jeéli chodzi o pierwsza grupe zagadnlen to wpiywy eksploatacji
mogg wystgpié¢ w postaci zjawisk nieregularnych, np. zawaligk
trudnych do przewidzenia co do czasu i fozmiaréw, lub tez w pos=—
tacl bardziej prawldiowych deformacji goérotworu i powierzchni.
Te ostatnie wystepuja przy wiekszych gigbokoéciach eksploatacji
i dajg sie przewidzieé z pewnq'dokkadnoéciq pPrzy zastosowaniu
odpowiedniej metody obliczeniowej. Przyjmuje sie przy tym naj-
czg¢écie]j, ze nadktrad jest Jednorodny a podawane wzory okreslajg
wartosci odksztaicer powierzchni terenu przy wystgpieniu niecki
statycznej, co zachodzl w przypadku zatrzymania frontu eksploa-
tacjli. Metody okreslania vielkodci i rodzajow deformacji po-
wierzchni terenu stworzone gidwnie przez badaczy polskich zostaly
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przedstawione w pracach [ 7,30,%2,42]; przeglad i krytyke innych
metod podano w pracy [50]. Sg to mebvody empiryczne, ktbére opie=-
rajg sie¢ na danych uzyskanych z pomiardéw geodezy jnych, danych
doswiadczalnych oraz rozwazaniach geometrycznych. Odpowiednie

sq one Jedynie dla waruunkdw, w ktérych byiy prowadzone obserwa=
cje; nie daja takie informacji odnosnie do wielkosci dziazajg-
cych naprezen. Inne metody fenomenologiczne wywodzg si¢ z roz-
wigzan dla modeli matematycznych opisujacych goérotwdédr. Wydaja sig
one by¢ bardzie] wszechstronne - zajmowato sie nimi wielu autoréw
/ rozdziat 1/.

Druga grupa zagadnien obejmuje gioédwnie rozwigzania dotyczg—
ce stanu naprezenia i odksztakcenia w eksploatowanym goérotworze,
szczegodlnie w'obr@bie wyrobisk, okreslenia zasiegu stref spekan
i wielkoséci ciénien na obudowy oraz filary i ustalenia wielkos—
ci ciénien eksploatacyjnych na pokiad. Zazwyczaj rozpatruje sie¢
stosunkowo niewielki obszar osrodka wokér wyrobiska, zaste¢pujac
oddziatywanie pozostalego gérotworu przez przyiozenie na brze-
gach naprezei roztozonych w sposdéb ciggiy [25,35,48,51].

W niniejszej pracy rozpatruje sie¢ oba te zagadnienia nieroz-
tgcznie rozwigzujac Jjeden problem okreslenia stanu odksztalcenia
i stanu naprezenia w gérotworzel na powierzchni. W przypadku roz-
wigzania konkretnego problemu brzegowego, preferujgc podejscie
fenomenologiczne, za najkorzystniejsze uwaza si¢ analize¢ wynikow
metod empirycznych i fenomenologicznych [13,53]. W pracy prze-
prowadzono prébe takiej analizy, pordwnujgc wartosci przemiesz-
czen pionowych chodnika pomiarowego uzyskane z pomiardéw geodezyj=—
nych z wartosciami przemicszczen uzyskanych MES. Zgodno$é wyni-
kéw obu mevod zalezy od dokiadnosSci przyjete] idealizacji i zbiez-
noéci zachowania si¢ modelu fizycznego z zachowaniem gérotworu.

2+.2. Definicja zadania

Wyznaczenie stanu przemieszczenia i naprezenia w gérotworze,
w ktérym prowadzone sg§ na pewnej giebokosci dostatecznie diugie
wyrobiska chodnikowe, moZe byé traktowane jako rozwigzanie rdéw-
nah réwnowagli tarczy wycigtej z gérotworu prostopadle do osi
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wyrobiska, znajdujacej sie w plaskim stanie odksztalceniae.
Schemat zadapia /dla PROBLEMU 41 1 PROBLEMU 2/ przedstawio-
DO Na IySe 2e¢le 1 Iys. 2.2,

| %, |
SHUSY SIS S = -
nadkiad jednorodny l
| I
ekslplo:;’rowany : i" 3 L
okla ' =
: k i wyrobisko H—A

Ryse2.1+ Schemat PROBLEMU 1
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nadktad uwarstwiony
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= Wegiel ZH-piaskowce '

Orzewarstwione

Rys.2.2. Schemat PROBLEMU 2. Ryse2¢3.Przekréj geologiczny.

W PROBLEMIE 1 rozpatrzono gbérotwdédr o grubosci H spoczywaja-—
cej na pokiadzie o migzszosci l, w ktérym prowadzone jest wyro-
bisko chodnikowe o szerokosci L.

W PROBLEMIE 2 rozpatrzono trzy wyrobiska o szerokosci li
i migzszosci hi w gbérotworze o grubosci H,

W obu przypadkach geowmetrig¢ rozwazane] zdyskretyzowanej pdi-
Pptaszczyzny ustalono ra podstawie testdw numerycznych;'
Podziatr na warstwy determinowa przekrdj geologiczny. W PROBLE-
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MIE 1 przyjeto, Ze nadkiad jest Jjednowarstwowy. Przekrdj geolo-
giczny do PROBLEMU 2 podano na IySe 2e¢3e

Pozostate zarozenia:

o przyjeto poziomy ukiad spdjnych na kontakcie warstw,

o nie uwzgledniono spgkad osSrodka skalnego, jest on roz-
wazany Jjako clggiy, izotropowy,

° przyjeto stan napr¢zen wstepnych przed wybraniem
od sit ciegzkosci,

° obcigzenie gdrnicze: wybieranie z podsadzkg, ktbéra
umozlivia przemieszczenie sig¢ stropu wyrobiska w kie=
runku pionowym o wartosci A )

o zachowanie si¢ gdérotworu modeluja ciala:

-~ liniowo=sprezyste
- nieliniowo-spr¢ayste,
- lepko=spre¢zyste ,
@ Dparametry okreflajgce obrodek: parametry fizyczne na

podstawie rozpoznania geologicznego i sondazu, wyniki
pomiardéw wiasnoécli goérotworu na prébkach w laboratorium.

Mamy wi¢c dane:
@ oObszar S(X%QXQ)Q
@ wiasnosci reologiczne obszaru ,
o ukzad obcigZen i przemieszczeid zewngtrznych ,
e sily masowe,

Szukanymi sa: przemieszczenia {J'} punktéw obszaru 8, ciggie

i speiniajace warunki réwnowagil.

Przemieszczenia {8} sa podstawa do okreslenia stanu odksztatce-

nia i stanu naprezenia w obszarze S.
Metodyka okreslania szukanych wielkoéci polega nas

@ dyskretyzacji ukzadu elementdw ,

¢ analizie elementu
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) analizie ukiadu elementow

oraz na wykorzystaniu jednej z podstawowych technik przeprowadza-—
nia rozwigzed zagadniend dla rozwazanego modelu reologicznego.

2.3, Mozliwoéci rozwiazania

Rysunek 1.1. przedstawia réine mozliwodci rozwigzania zada-
nia, ktbére zdefiniowano powyzej. Wybrano podejécie numeryczne me-
toda elementéw skoinczonych, uwazajgc analize¢ numeryczng t4 meto-
dg, przy obecnym rozwoju ETO, za najskuteczniejszg. Biorgc pod
uwage inne mozliwosci rozwigzania, prze$ledzono wyniki otrzymane
sposobem analitycznym i metods rbéznic skohczonych przeprowadzonych
przez: Dejean a M., Kisiela I., Lombardiego E. i Rechsteinera I'.
oraz Osmanagit¢’a M. i Jasarewié'a I. Przykiady wynikéw tych roz-
wigzah dla rbéznej geometrii wyrobilsk oraz rdéinych modeli fizycz—
nych gérotworu przedstawiajg rysunki: 2.4e i 2456

>

=
f%</\\/
\.../)
&3 -rozciqgganie

- sciskanie (7MPa
- sciskanie )7 MPa

N
—
e

-

Ryse2.4. Okredlenie metodg rdéznic skoinczonych rozkiadu naprezen
normalnych do ukzadu warstw /Dejean Me [121/.
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RySe2+5¢ Analityczne okreélenie obszardw plastycznych wokd:t wy-
robiska kotowego a/ dla modelu ciata sprezysto-plas—
tycznego /Lombardi G., [33] b/ dla modelu ciata spre-
zysto-lepko-plastycznego /Kisiel I.,[28]).

Zdaniem autorki oczywisty Jest wybdr mozliwoéci i metody rozwig-
zania zadania. Natomiast do pezniejszego pordéwnania wynikéw roz-
wigzan nalezatoby Jjeszcze do rozwazanych modeli fizycznych doig-
czy¢ model ciala sprezysto-plastyczuy, dosé dobrze oplsujgcego
gbérotwbdr. Wymagaloby to jednak zbudowania nowego algorytmu oraz
programu na ENC.

Rozwigzanie dla modelu sprezystego o ograniczone] nosSnosci, przy
przy jetym zmodyfikowanym warunku Coulomba, byto przedmiotem ba-
dah numerycznych autorki oraz Izbickiego Re.J. [24] . Rysunek 2.6.
przedstawia zasieg okre$lonych obszardéw, dla ktérych warunek
Coulomba zostal speiniony. Danymi w tym zadaniu z wyjgatkiem mo=-
delu fizycznego byity dane PROBLEMU 1.

Modelem sprezysto=plastycznym zajeli sie Mréz Z. i Winnicki L.[35],
ktérzy napisali progrem w jezyku ALGOL z przeznaczeniem na EMNC
Odra 1204, Program przeprcwadzal analize sprezysto-plastyczng
sposobem iteracyjnym. -

Okres$lony przez autordw zasieg obszardédw uplastycznionych w pobli-
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- 2u wyrobiska dla systemu eksploatacji z zawaiem pokazano na rys.
2.6&, De

a. b lC

R RIS ST |
":x",\p‘ . /;—:\:IOJ{ \\ !
2 /7 1y PN ‘ l
/ %////////A / LTI \{\'\ OQZI !
;J—-—-—y‘—--———-t —
- obszar uplastyczniocny s v

[:j obszar sprezysty

Rys.2 6. Okreslenie MES obszardw uplastycznionych a/ wynikajg—
cych z rozwigzania sprezystego, b/ wynikajacych z roz-
wigzania spre¢zysto-plastycznego /Mréz Z., Winnicki L.
[35]/ ¢/ wynikajacych z rozwigzania sprezystego /Izbic-

ki ReJe. 9 Wn@trZaﬁ Ko [21\] /o

Analize sprezysto-plastyczag umozliwiajq réwniez istniejgce sys-
temy obliczeniowe omdéwione przez autorke i Bauera Je W [4] oraz
program zbudowany przez Kaczmarka J. [25].

Aby rozszerzyé przeprowadzang analize o model sprezysto~plastycz—
ny, celowym byioby skorzystanie z ktdérego$ z tych programéw. Jed-
nakze ze wzgledu na ograniczony dostep do odpowiednich EMC i ich
urzgdzen peryferyjnych oraz okreslone wymagania i mozliwoéci
programéw zwigzane z ich adaptacjq zrezygnowano z takie] préby.

2.4, Rozwigzanie numeryczne

Podstawowe réwnania metody elementdédw skonczonych dla posz-
czegdlnych rozwazanych fizycznych modeli, podane zostang w kolej-
nych podpunktache. :
Metoda elementdédw skohczonych jest metodg pozwalajgcg na aproksy=-
macj¢ funkcji ciggiej dyskretnym modelem, ktory zawiera szereg
warto$ci danej funkcji w skonczonej liczbie punktdédw znajdujacych
sie w obszarze tej funkcji. Dyskretny model obejmuje rdéwniez od=-
cinki aproksymowane] funkcji w skonczonej liczbie podobszardw.
Podobszary sg§ nazywane elementami skoiczonymi.

Lokalna aproksymacja funkcJji w kazdym elemencie jest definiowana
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'wyigcznie przy pomocy jej dyskretnych wartosci w skoiczonej licz-
bie wybranych punktéw w obszarze.

W celu zbudowania dyskretnego modelu danej funkcji ciagglej poste-
puje si¢ nastepujgco:

@ W obszarze funkcji okresla si¢ skonczong liczbeg punktow
nazyvanych we¢ziowymli oraz wartosxi funkcji w tych pun-
ktach,

] obszar funkecji Jest reprezentowany W przyblizeniu przez
zespdt skolhczone] liczby podobszardw zwanych elementami
skonczonymi /elementy igczg sig¢ w weztach i na granicach
obszaréw/,

® dana funkcja Jest aproksymowana lokalnie w kazdym elencin-
cie skonczonym przez funkcje ciggte definiowane wylgcz-
nie w zaleznoséci od ich warbosci /lub wartoéci ich po-
chodnych/ w punkbach weziowych nalezgcych do elementu.

Funkcjg ciagta, dla ktérej buduje sie dyskretny model, jest fun-
kcja przemieszczen. Wartosci tej funkcji w skonczonej liczbie

. punktéw weziowych sg podstawowyml niewiadomymi ukladu rdéwnan
MES. Niewiadome te okres$la sie poprzez minimalizacjercalkowitej
energil potencjalnej, zdefiniowanej jakofunkcjonat na przemiesz—
czeniach wezidw elementéw, na ktdére zostair podzielony obszar
funkcji [38]. '

2.4.1. Rozwigzanie dla modelu cilaza liniowo-sprezystego

Sposdb rozwigzywania zagadnien brzegowych liniowej teorii
sprezystosci opisany zostail migdzy innyﬁi w monografiach [ 17,
58457 Jo
Przy zatozeniu matych przemieszczen i odkszbtatcen rozwigzanie
probleméw liniowych sprowadza si¢ do rozwigzania nastepujacego
uktadu réwnan: '

[K] {&} = {R}
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Liniowoéé opisujg dwa nastgpujace zwigzki:

{£} = (B] {8 - {E€Y

{3} - {8}y = [DI({€}-{es})
W przypadku oérodka linlowo-sprezystego modelujacego uwarstwiony
eksploatowany gérotwér, indywidualne podejScie polega na odpowied=-
nim przyjeciu:

° geometrii zdyskretyzowanego obszaru, podziatu na elementy
i zaiozeniu niewiadomego wektora {8} w wezlach ukitadu,

© warunkéw brzegowych: kinetycznych{R}i kinematycznych {8} ,

@ wektora naprezeid poczgtkowych {do} oraz wektora odksztaicen
poczgtkowych f{ect ,

e wiadciwosci fizycznych czyli wartosci E i v determinujg-
cych macierz spreizystosci [D],

e funkcji ksztaltu N, ktérych pochodne sg wyrazami macierzy
odksztatcen [B]

oraz zapisaniu algorytmu rozwigzania umozliwiajgcego zbudowanie
programu i podprograméw obliczed.

2442+ Rozwigzanie dla modelu clata nieliniowo=sprezystego

Spoérdd trzech kategorii problemdéw nieliniowych: nieliniowos-~
ci fizycznej, nieliniowoéci geometrycznej 1 wystepujgcych réwno-
czeénie nieliniowoéci fizyczne] 1 geometrycznej rozwazono tylko
problem nieliniowosci fizycznej. :

Dla modelu ciala nieliniowego fizycznie zwigzek odksztaicenie-
przemieszczenie jest liniowy i wyraza si¢ réwnaniami Cauchy’ego
W zapisie macierzowym przyjmujgcymi postads
{e3=[B] {8}
natomiast zwigzek naprezenie-~odksztatcenie Jjest funkcja nielinio-
wags

f({ey,1e) =0

Funkcja £({e},{0}) mozliwa jest do okreslenia metodg
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doéwiadczalng w aparacie Jjednoosiowego lub trdjosiowego Sciskania.
- Dla ciata sprezystego izotropowego prawo zmiany objetodci i prawo
Zmiany postaci wyrazone przy pomocy staitych K,y okreSlonych w
badaniach jednoosiowych, wyraza si¢ nastepujgco:

- o= B __ g °
do= fozv %o Ui = saey Vi

gdzie: Iy, €90, 'Wj ’ ’9‘\;;1’ sq czeSciami kulistymi i dewiatorowy-
mi odpowiednio tensora stanu naprezenia {Jd} i odksztalcenia {e}.

W celu wykorzystania w obliczeniach dla problemu nieliniowego
programu obliczen dla modelu ciata izotropowego liniowo-spreiys—
tego, nalezy zapisa¢ E 1V jako funkcje stanu napre¢zenia. Wow-
czass: '

E(do,Tip) T = —E(Fo T Q.
“j

So = 4-2v(do ;) o T 2(4+v (6, Ti)))

Funkcja £ ({e}, {S}), zapisana Jjako prawo zmiany objetosci i
prawo zmiany postaci wraz z funkcjami E(dg,tq) oraz Y(%,Ty) ,

. pozwala przy wykorzystaniu programu obliczen dla ciata li-
niowo-sprezystego 1 jednego ze sposobdw analizy nieliniowej, roz—
wigzaé zadanie brzegowe dla clata nieliniowo=-sprezystego.

Funkcje E(J,, Vi) ~oraz V(T w zaleznosci od przyjetych
_zatozen i przeprowadzonych badan moZe przyjmowaé rdézng postad.
Pierwszym przybliZeniem jest zapisanie E jako funkcji napregze=
nia Sredniego: E = K(O@f1, gdzie g 4 psa stalymi okreslonymi dos-
wiadczalnie. Wspdiczynnik v Jest ﬁ—fym przypadku przyjmowany
jako staty. Wielkosci E 1 V = zapisane jako funkcje naprezenia
$redniego 1 dewiatora stanu napre¢zenia dokiadniej przyblizaja
wiasciwoéci gérotworu. Duncan [18] podaje wyraZenia na M i V
zalezne od stanu naprezenia oraz siedmiu parametréw, ktdére moz-
na okreslié w klasycznych badaniach tréjosiowych. Podane przez
Duncana wyrazenia na I 1V oraz aproksymacja krzywej napre¢ze-
nie~-odkszbtaicenie rdéwnaniem hiperboli sg w pewnym zakresie szcze-
gbélnie przydatne do analizy modeli opisujqcych o8rodek gruntowy.
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Podane przez W. FYrstera funkcje E iV ,[19] zapisane na podsta-
wie rodziny krzywych d=d,(€o) i de""ﬂjwij)

otrzymanych w wyniku badan przeprowadzonych w aparacie trdjosio=-
wego Sciskania ze statg wielko$ciq ciédnienia bocznego dobrze
przyblizaja wiasciwoéci gruntdéw i skal. Inng niz W. Forster pos—
taé funkcjl E,Y podaje W. HUls (23]. Jeden z bardziej prostych
zapisOw wyrazeh dla E 1 v dotyczgcych ciata "dwuliniowego" aprok-
symujgcego cialo nieliniowe podat M. Dejean [14], przyjmujac

dwie pary wartoéci E i dla calego cyklu obciazenia. Przejscie

od jednej wartoéci do drugiej uwarunkowane jest pewnym przyjetym
kryterium ,, Prbébe ustalenia postaci funkcji dla modelu anizotro-
powego oSrodka sprgzysto-plastycznego przeprowadzil Z. Borowiec

w pracy [8].

Zapis analityczny wynikéw badan jest jedng z mozliwo$ci wprowadze-
nia nieliniowej zaleznoSci naprezenie-odksztalcenie do programu
obliczen MES. Druga mozliwoé¢ polega na wprowadzeniu do programu
obliczenn wynikéw badan w postaci tabelarycznej [19,53].

Istnieja trzy podstawowe sposoby rozwigzan zagadnien nieliniowych:

e przyrostowy /krokowy/,
° iteracyjny,

e przyrostowo~iteracyjny /mieszany/,

oméwione w pracach(17,3%8,41,57]. Graficznie idee tych rozwigzan
przedstawiono na ryse. 2+.7.

Wymienione sposoby w poigczeniu z metodami analizy nieliniowej
jak np. metoda naprezen poczgtkowych lub metoda odksztaicen po-
czgtkowych /rys.2.8./. pozwalajq po zalgorytmizowaniu i zapisa-
niu w autokodzie EMC rozwigzywaé zadania nieliniowej teorii
sprezystosci.

W pracy posiuzono sig¢ tabelarycznym zapisem wynikoéw badan
jednoosiowych zaleznoéci napre¢Zenie odksztatcenie dla rozwazancgo
oérodka. Stan odksztalcenia okreslono przez interpolacje dla obli=-
czonego stanu naprezenia, korzystajgc ze sposobu naprezen poczgt-
kowych i procedury iteracyjnegj.
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Rys.2.7. Procedury analizy nieliniowej a/ procedura przyrosto-

Ry8.2.80

wa, b/ procedura iteracyjna dla zmiennej macierzy k ,
¢/ procedura iteracyjna dla statej k ,d/procedura mie-
SZana.

‘a ’ b

naprezenia

odkszfdlcenio

Graficzne przedstawienie metody naprezen poczgtkowych
i metody odksztalcen poczgtkowyche
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2¢4+3. Rozwigzanie dla modelu ciata liniowo-lepko-sprezystego

W podrozdzialach 2.4.1e¢ 1 2.4.2. przedstawiono sposéb roz-
wigzania dla modeli cialt, ktbére posiadaja pamieé prostg - pamieta-
ja tylko bezodksztatceniowy stan poczgtkowy.

Gérotwér, jak wykazujg obserwacje i badania 27,37, mozna opi-
saé reologicznym modelem ciata, ktbére posiada pamieé zachowujagca
liniowo$¢ miedzy obcigZeniem i przemieszczeniem zalezng od czasu,
przy czym stan odksztatcenia mozliwy jest do okre$lenia w momen-—
cie, gdy znana Jjest historia obcigzenia. Ogdlne réwnania stanu
dla ciata liniowo-lepko-spre¢zystego podat L.Boltzman. Prezenta-
cje modeli wywodzgcych si¢ z zatoZen ciala Boltzmana wraz z wias-
ng propozycjg modelu przybliZajgcego wiadciwoscl fizyczne gruntu
i gérotworu podatr I. Kisiel [26] .

W celu rozwigzania MES zadania /przedstawionego w pe. 2.2./ dla
modelu liniowo-lepko-sprezystego przeanalizowano rdézne modele reo-
logiczne. P«Ms Stremsdoerfer [43) dokonat wyboru modelu ciala li=-
niowo-lepko=-sprezystego najogdlniej opisujacego stan fizyczny go-
rotworus Wybrany przez Stremsdoerfera model jest szeregowym po-
tgczeniem kilku modeli Hooke’a i Kelvina-Voigta /okreS$lenie w do-
wolnej chwili t stanu odksztaicenia i naprezenia mozliwe jest
dzieki zastosowanej funkcji peizania/. Stremsdoerfer okreslit sta-
tecznodé wyrobiska w eksploatowanym giebinowo poktadzie soli posiu-
gujac sie algorytmem podanym przez Zienkiewicza. W algorytmie
wykorzystano procedure iteracyjng dla macierzy o zmienne]

sztywnoéci oraz metode odksztaicen poczgtkowych, A.Tajdus w
pracy (48] przyjat do opisu stanu naprezenia w gérotworze lepko-
sprezystym, niejednorodnym, pofaidowanym model ciata Kelvina i
rozwigzal MES zadanie okreslenia stanu odksztatcenia i naprezenia
w faldzie oraz wokér wyrobisk o rdéznych ksztattach.

Zastosowanie modeli sprezysto-lepko-plastycznych /Kisiela i
Loonen'a - Szwedowa/ do opisu eksploatowanego gbérotworu przedsta-
wiono w pracach [28,34,37]. Wyniki rozwiagzah /przeprowadzonych
sposobem analitycznym/ zagadnien brzegowych podanych w tych pra-—
cach wskazuja na potrzebe budowy algorytmu obliczen MES
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‘uwzgledniajacego wiasciwosci plastyczne modelu.

Dla modelu ciala liniowo-lepko-sprezystego rozwigzanie przepro-
wadza sie sposobem przyrostowym bgdz iteracyjnym rozwazajac odpo-
wiednio male przedziaiy czasu. W kazdym przedziale czasu, korzys-—
tajac z funkcji petzania lub relaksacji, aktualnego stanu odksztal.
cenia i naprezenia oraz historii obcigzenia mozZna obliczyé¢ przy-
rosty odksztatcenia i napre¢zeniae. Stuzg temu celowi, metoda od-
ksztatcen poczgtkowych i naprezen poczgtkowych.

Wygodnie jest wyrazié /podobnie jak w podrozdziale 2.4.2./ fun-
ke je f({dﬂn},{ecn}) przez prawo zmiany objetosci i prawo zmia-
ny postaci 1 do rozwigzania zagadnienia skorzystaé z zasady od-
powiednioéci /aunalogii Alfrey’a /.

Ogbélna postaé funkcji jest nastepujgca:

Op = 3K(0) Eolt) + a:J £o (t-7) B gy
= 260 T + 2 5 7 6-v) Z2 dy

gdzie: E() '1i G(b) funkc jami relaksacji wézechsﬁronnego roz=
ciggania i relaksacji Scinania

Funkcje relaksacji dla przyjetych modeli okreéla sie¢ doswiadczal.

" nie.

Korzystajgc przy rozwigzywaniu konkretnych zagadnien brzegowych

z metody transformacji cailkowych z wykorzystaniem analogii

Alfrey/a i uwzgledniajgc warunki poczgtkowe w prawach zmiany

objetodci i postaci otrzymuje siegs

d, = 3K(9) &o

ibj = 26(%) '-\-ﬂ.,J

Wielkoéci z kreska sg transformatami Laplace’a tensoréw napreze-—
nia i odksztaicenia a K(S) i G(S) reprezentujg obrazy funkcji
relaksacji G(%) i K(t) w przestrzeni transformat. Postaé G(S)

i K(S) jest zalezna od przyjetego modelu reologicznego prawa zmia-
ny objetosci i postaci. | '
Dla przyjetego w pracy modelu Zenera, postaé¢ tych funkcji

jest nastepujgcas

G1Go(A+5s]") K(s) = KiKz (1 + s51%)

G(S)= G4+5)3 K4 +5g
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" i I} s3 nastepujacymi fun-
ke jami G1,G2,K1,K2:

G *Gz | - Kt Ko
r' 2 462 g K4Kz
G1 02 .
K1 K2
' gdzie: '
1% i | v
= lepkos¢é objetodciowa
lo s

= lepkoéégpostaciowa.

Rys«2+9. Model Zenera

State: & , W , Gﬂ, Goy Kqy Ky nalezy okres8lié¢ doswiadczalnie,
Pomocng do wyznaczenia btych parametréw opisujgcych model jest
metoda regresji [5].

Przy zatozeniu,Ze prawo zmiany postaci opisane jest modelem cia-
ta standardowego Zenera a prawo zmiany objetosci qest prawem spre-
zystosci llnlowea obrazy funkcji relaksacji przyjmuja nastepujaca
postacls

6462(4 + SP)
C t 59

K(B8)=K G(B) =

Dla stalego w czasie naprezenia ¢(2) przy warunku poczagtkowyms:
€(2)y-p = d(z)/( _K"'é‘e'a “‘%G‘z)
otrzymuje sie nastepujgce wyrazenie na odksztalcenie w czasie:

d(2)e=0 [ 4 T t
£), = -;;g—egz [~ (4- %)e"P(“ﬁ')]

- gdzie:

: 4
- nk+ze, +isc,) T oW Pomy G1t6
Ty Ga(K + % G3) ’ 27 & R

Uwzgledniajgc zapis przyrostowy i pamietajac, 2e w. czasie ¢t 1
t + t odksztatcenia oSrodka wywoiane naprezeniami zawieraja
cze8é sprezystq i czesSé zalezng od peizania 3

AE(1) = AE(M)spr + AE(D)pelz
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zatozono, %e analize przeprowadza sie w matych przedziatach cza-
su At, takich w ktérych predkosé peizania jest stata.
Rozwigzanie problemu metoda elementdw skonczonych sprowadza sieg
do wykorzystania sposobu naprezen poczgtkowych i procedury itera-
cyjnegje
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ROZDZIAL 3

ATLGORYTM ROZWIAZANIA

Podstawg rozwigzania jest algorytm zagadnienia liniowo-spre-
zystego. Przyjmujac ten algorytm jako procedure w procesie itera-
cyjnym /o statej macierzy sztywnoéci (K] oraz wykorzystujgc meto-
de naprezen poczgtkowych, prZeprowadzono badanialnumeryczne dwéch
modeli bardziej ziozonych, a tym samym badania zlozZonych zjawisk
reologicznych zachodzgcych w goérotworze poddanym wybieraniu. Zbu-
dowany algorytm pozwala na badanie nieliniowo i liniowo-sprezys-—
tych odksztatceh oraz odksztaicen liniowo-lepko-Sprezystyche.
Szczegbiowa adaptacja algorytmu i wykorzystanych programéw, do
analizy zjawisk takich jaks |

e nieliniowe odkszbaicenia spre¢zysto-plastyczne,

° niéliniowe lub "dwuliniowe" peizanie; dwuliniowe
peizanie tzn. peizanie opisane inaczej przed i po
przekroczeniu granicy plastycznosci /tak jak np.
w modelu ciata M/V/

przekracza zakres niniejszej pracy i stanowié bedzie cel délszych
rozwazan autorki,.

Ogdlny schemat rozwigzania zagadnien liniowo=-sprezystych podal
0.C. Zienkiewicz [57].

W pracy natomiast podano algorytm ogdlniejszy. Algorytm obejmuje
nastepujgce etapy rozwigzania:

I. Tworzenie macierzy sztywnosci elementu
II. Sktadanie macierzy sztywnysci ukladu elementédw

III. Rozwigzanie ukiadu réwnan rbéwnowagi w procesie
iteracy jnym.

Ogbélny schemat blokowy zawierajgcy procedure iteracyjna podaje

I'ySe 3010
Potrzebne do rozwigzania zadania dane zawierajgs

1. Geometrie rozwazanego ukiadu warstw i'wyrobisk.
2. Liste numeréw stopni swobody wezidéw rozwazanego ukiadu

elementédw.
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OGOLNY SCHEMAT BLOKOWY ZAWIERAJACY
PROCEDURE ITERACYJNA

CZYTANIE I SPRAWDZENIE DANYCH GEOMETRYCZNYCH,
MATERIAZOWYCH,POCZATKOWEGO STANU NAPREZENIA
I ODKSZTAZCENTIA

|
| [Petla po elementach]

Petla po weztach w elemencie|

[Petla po punktach Gaussa |

Obliczenie: [K] i {R}

Podprogram: ODKSZTAZICENIA
| .

Podprogram: NAPRFZENIA

j =1
|
Obliczenie: {Rj} , {BRJ}

{a0;} (A€} (s
(ol {dj}

[Jesli {483} Jjest pomijalnie male]

Nie Tak
|Oblicz: {Rj} Drukujs
— {Sjt, {ej, Tojh
J=d+1

Ryse3%e1e 0gélny schemat blokowy zawierajacy procedure
iteracyjng. ;
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3, Typ materiatowy elementdw
4, Typ geometryczny elementdw

5. Obcigzenie rozwazanego ukladu.

Dane do utworzenia listy numerdw stopni swobody przygotowuje pod-
program generujgcy siatke podziatu rozwaZanego obszaru na elemen-
ty, numerujacy wezily i elementy .Lista numerdéw stopni swobody po-
dawana jest zgodnie z opisem #PROBLEM PEASKI i # LO3F.

Typ materiatowy TM 2zawiera numer rozwazanego modelu,

T™(I) dla I = 1,2,3 decyduje o wyborze podprograméw czytania da-
nych materiatowych, obliczania przemieszczen, obliczania odksztal-
cen i naprgzen.

T™ (1) wybiera dane dla modelu ciaia liniowo-sprezystego opisanego
réwnaniami fizycznymi wyrazZonymi w formie prawa zmiany objetosci
i prawa zmiany postaci:

E . & .
do= -3y fo (el yyrey T,
Danymi dla kéZdej warstwy rozwazanego goérotworu sé staie E i .
T™(2) wybiera dane dla modelu ciaia nieliniowo-sprezystego opisa-

nego roéwnaniami fizycznymi:

- E(doz’cl;i) ! ‘._E-(do)’c\;i) .

So = A- 2v(do,1:;p €o ’\5‘,‘- T 2(4+ v(do;v,‘j)) '\T"fj
Danymi dla kazdej ﬁarstwy rozwazanego goérotworu sg tabele wartos$-
ci podajace punktowo zaleznos¢é miedzy stanem naprezenia a stanem
odksztaiceniae
TM(3) wybiera dane dla modelu ciata liniowo-lepko=-sprezystego opi-
sanego réwnaniamis

do = 3K €o 'CU" = 264 WS‘D"”
gdzies

_Ts . Ga - i = Tyto
¥ =it E, T 22: ’ '\r“lw)— 5:(2%«%,)

Prawo zmiany objetoéci jest prawem sprezystosci liniowej a prawo
zmiany postaci Jjest opisane modelem ciala standardowego. Danymi
dla kazde] warstwy rozwaZzZanego gorotworu sgq stale: G1,G2,2 y Ko
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Typ materialowy TM uwzglednia zwigzki fizyczne dla rozwaza-
nych modeli., Typ geometryczny TG geometrie elementu przyjetego
do podziaiu continuum.

T (I)dlaI = 1,2,5 oznacza odpowiednio element czworokgtny,
tréjkatny o trzech i tréjkatny o szeSciu weztach. W zaleznoéci

od TG dobierane sa charakterystyki elementu. Geometrie rozwaza-
négo uktadu warstw i wyrobisk okreslajq wspbdirzedne na ptaszczyz-
nie (XyyX5)e |

Obcigzenie rozwazanego ukiadu elementéw stanowig sity masowe,
ktérych dwie skiadowe przyiozone s§ W weztach wierzchoikowych
elementu oraz obcigzenie gbérnicze, ktdérym sgq przemieszczenia
pionowe wezidéw stropdw wyrobiske
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ROZDZIAZLZ 4

STOSOWANE ELEMENTY ORAZ ICH CHARAKTERYSTYKI

4,1, Uwagi wstepne

Analiza elementéw skonczonych, wykorzystanych do podziazu
zdyskretyzowanego continuum, obejmuje element czworokgtny oraz
element tréjkatny. Przyjeto element czworokgtny z rodziny Seren-—
dipa o czterech weziach i oémiu stopniach swobody oraz element
tréjkatny o trzech weztach i szeSciu stopniach swobody. S8 to jed-
ne z najprostszych elementéw stosowanych do analizy ptaskiego
stanu naprezenia i odksztaicenia [17,57]+ Funkcje ksztattu przyj-
mowane do opisu pola przemieszczen W tych elementach sg wielomia-
nami stopnia pierwszego. Istnieje mozliwo$¢ udoskonalenia tych
elementdéw przez zastosowanie dodatkowych wezidw rozmieszczonych
na krawedziach elementdéw. Skorzystano z tej mozliwodci przeprowa-
dzajgc czedciowe obliczenia programem IP3F, ktéry umozliwia
przejécie od elementu troéjkatnego o trzech wezlach do elementu
trdéjkatnego o szedciu weztach. Dla elementéw z dodatkowymi wezia-—
mi rozmieszczonymi na krawedziach liniowe funkcje ksztaltu prze-
chodzg w wielomiany algebraiczne wyzszego stopnia. Inna mozliwo&é
udoskonalenia najprostszych elementéw polega na zwiekszeniu licz-
by stopni swobody w wezitach /Szmelter i inni:(46] . W przypadku
zwiekszenia liczby stopni swobody w weztach rozwaza sie wektory
uogdlnionych przemieszczen weztowych zawierajgce wartosci pierw-
szych pochodnych. Funkcjami ksztaitu w tym przypadku mogg by¢ np.
wielomiany Hermite'’a. Udoskonalone elementy sg najczesSciej stoso-
wane do analizy elementdéw konstrukcyjnych bardziej ztozonych niz
tarcze, to znaczy do analizy piyt i powiok,

Zalety przyjetych najprostszych elementéw skonczonych w pordéw=
naniu z udoskonalonymi elementami s§ nastegpujgces

e redukcja wymiaréw macierzy sztywnosSci ukiadu,
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® Dbardzie]j proste sformuiowanie charakterystyk elementu
wraz z Jjego macierzg sztywnosSci a tym samym prostota za-
pisu w autokodzie EMC,

° tatwosé dostosowania podziatu do dowolnego ukiadu warstw,
wyrobisk i krawegdzi rozwazanego obszaru,

° mozliwos¢ lokalnego zageszczenia podziatu.

Pierwsza z wymienionych zalet moze by¢ dyskusyjna, poniewaz sto-
sowanie elementéw czworokatnych o czterech i tréjkatnych o trzech
weztach wymaga czesto wiekszego  zageszczenia siatki podziatu co
prowadzi do wzrostu wymiaréw macierzy ukiadu.

Wadg podziaiu na przyjete elementy jest mniejsza zdolnosé¢ aprok-
symacyjna i wolniejsza zbiezno$é do Scistego rozwigzania [57].
Mniejsza doktadnosé przyblizenia dotyczy przede wszystkim stanu
naprezenia, ktéry wyraza sie przez wielomiany stopnia o jeden
niZszego niz stan przemieszczenia. Wade te starano sieg zmniej;
szyé wykorzystujqac punkty caikowania / w metodzie Gaussa/ do
okre$lenia w nich wartosci napre¢zen.

4,2, Element czworokgtny

3

L X, a 1,1

® | O
X(41)X(42)  X(31),%(12)

DG ‘ —1._5,

' @ :
1© X(21),X(22) © @

X(1,1),X(12) X1 (174) . (1)

Rys.4.1. Element czworokgtny 2z rodziny Serendipa.
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Rozwazono dowolny czworokat o i = 1,2,3%,4 weztach w uktadzie
wspOtrzednych (Xﬁ,Xé) TySel4el18e Wspérzedne wezidw elementu ozna-
czono przez X(J,K) gdzies
J = oznacza nr wezia, K = 1 = oznacza wspOirzedna w kierunku osi
Xyy K =2 - wepéirzedng w kierunku osi X,

Przemieszczenia wezidw majg po dwie skiadowe:

- U(Iﬂ)} - Uﬂ4)} I,i = numer wezta
tuag = {U(I,Z) -{U;(Z) gdzies ¥
1,2 = kierunki odpow1ednlo

osi Xﬁ Xé

Sktadowe przemieszczenia punktdéw elementu wyrazone przez funkcje
ksztaltu sg odpowiednio rdwne:

4

{u)} = I U (k) Ny (%4, X2) gdzie: K
1=

K

1 = kierunek osi Xﬁ

2 = kierunek osi Xé

Odksztatcenia w dowolnym punkcie elementu wynoszgs

4

e = U9 = § i) G
:,
e = G = LU gy
@NL i} fDNb
g@2) = i. (Us W + 1),2) X, )

Przyjeto do opisu stanu przemieszczenia funkcje ksztaitu N, sg
wielomianami spetniajgcymi naste¢pujgce warunkis

) zapewniona jest ciggiosé przemieszczen 1iniowych miedzy
elementami,

° nie jest wymagana ciggioéé pierwszej pochodnej funkcji Ni’

e funkcja Ni speinia kryterium stalego.odksztalcenia
/stale]j pierwszej pochodnej/



24

Przy przejéciu do uktadu (£&,7) /rys.4.1b/ funkcje ksztattu
oraz ich pochodne majg nastepujgacg postaés

N; = 24*-(4 + E.E T WY TEN EY)
%0_2;: (8t B )
%= 7 (i T8 8)

Wartosci funkcji ksztartu i jej pochodngch w ukladzie (§&,N)
dla g =0 i ‘2 = O3

[
: ¥ 8,8 | By,
1 ) =3 -1
2 + A + 1 -1
4 4 4
5 + A + 1 + 1
n 4 4
4 + 1 -1 + 1
4 4 4

Pochodne funkcji ksztattu w ukiadzie (x,l,xz):

. — XZ)U,N‘)E“XZ.’ N
NU;X‘ = N"’4 oy g DUA,C s—“-‘—‘z—

= = X";‘E N7, "X'h"z Ni g
)XZ ) ']1\0
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'gdzie wspdirzedne transformowane:

4 (.

4)5 V24 Og g
LN

X‘)Q/ - ; 7‘(_)_:?:_ X".O

oraz Jakobian przejsécia od ukiadu (X,,X,) do ukiadu (§&,n)

4
XZ = Ny ) P
,g %;4 ag 2V
- o
XZ)‘?/z"Z:' on Xai

TAC = Xi,g Xz,p— Xy Xog

W pracy catkowanie przeprowadza si¢ metodg Gaussa. Dla obranych |
dziesigciu punktéw catkowania /rys.4.2./ wartodci pochodnych

funkcji ksztaitu podaje tab

{ R

Siie e

N(I,

H

el L J,K) N
‘s / IJK
o © o
!K:1POCHODNAF%)
: K=2 v ==
1o o o ¢
(-(17745,00) (0774 50.0) , NUMER WEZEKA
o@ r® o@ NUMER PUNKTU GAUSSA
. } <
(-1;1) | (1)
Tabelel,
1 |
N1 M,2 |¥2,1 | Me,2 | M3,0 | F3,2 | Nypq | Ny
1 2 3 4 5 .6 7 8 9
1 | =04443%6 [~04 4436 |04 4436 [=0.0563|0,0563 |0.0563 |~0.0563 |0+ 4436
2 | -0.4436(=0.25 {0.4436|~0.25 |0.056%]0.25 |-0.05630.25
3 | 044436 |=0.0563 |04 4436 |=0.44%6|0.0563 [0. 4436 |=0.0563 [0.056%
4 |=0425 |-044436[0.25 |-0.0563[0.25 [0.0563[=0.25 [0.4436
5 [=0.25 [-0.25 [0.25 [=0.25 [0.25 [0.25 [-0.25 l0.25
6 |=0425 [~0.0563{0.25 |(=0.4436|0.25 [0.4436[=0.25 [0.0563
7 | =0.0563 |=0.4436(0.056% {~0.0563| 04,4436 |0.0563 -0, 4436 |0. 4436
8 [~0.0563|=0.25 [0.0563% [-0.25 |0.4436 |0.25 |-~0.4436 [0.25
9 |=040563 |~0,0563 |0.0563 |~0. 4436 |04 4436 [0, 4436 |-0. 4436 10.0563
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tworzg macierz odksztaicen [B] . Peing postad

transformowanej macierzy (B1Tdla czworokqta z dziewiecioma pun-
ktami Gaussa podaje

tabe

Lele

" s o s ]

b e . e e

b e s - o —

o oo s Gooe

oo csns e s o nd

s O

———— -

e e e oo ]

e o o —

e e e e me e

b s s e e o

o e s e -y

{+ ove @ oma

b o e e e ot

b e s . e, ]

Y et

SEE——

e o o s e e o}

b e e s o

bas s e s oo

o —vd

o o o o]

e ol

v

R e

9

e e e -y oy vy
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Celowym jest obliczanie tylko niezerowych wyrazbéw macierzy (BI]

i jednokrotnie wartosci wyrazdéw powbarzajacych sie. Wymiar macie-
rey w takim przypadku ulegnie zmianie. Macierz o dwunastu wier-
szach 1 osiemnastu kolumnach stanie sie¢ macierzq o dziewieciu
wierszach i1 odmiu kolumnach.

Przyporzadkowanie elementdéw tabeli 4.2. wyrazom macierzy [B] jest
nastepujaces pierwszy wiersz macierzy [B] stanowig wyrazy niezero-—
we dwéch pierwszych wierszy tabeli NIJK’ nastepny wiersz macierzy
[B] wyrazy niezerowe dwéch kolejnych wierszy Npjp itd:

B(’I"‘) N,l/‘," B(,l,z): N/lzlz ;0000 B(1,8)= N142
B(2,1) = N211, B(2’2)= N212 eeoceoe B(2,8)= Néqe

B(9,1)

il

N911, B(9,2)= N912 (AR RX] B(9,8)= N942

W sktad charakterystyk rozwazanego elementu wchodzi réwniez wek-
tor iloczyndéw WJ(I) Jakobianu JAC przeksztaicenia uktadu wspdi-
rze¢dnych (X;,X,) na ukiad (§,T) oraz wartosci wagowych W(I) dla
obranych I = 9 punktoéw catkowania. Caikowanie przeprowadzono na
podstawie przyblizZonej kwadratury okresSlonej wzorem:

+4 m
C =J'f(g)d4> = ijf(gj)
L 2

gdzie w, oraz & . sg to odpowlednio wagi i wspdirzedne punktow
Gaussa. Catkowanie funkcji £(X;,X,) W elemencie czworokgtnym
/Tys.4.2/ polega na wyrazeniu funkcji we wspdirzednych krzywoli-
niowych (&,9) i wykonania catkowania dwukrotnego w elemencie
kwadratu. Jesli funkcj¢ podcatkowq f(Xﬁ,Xé) we wspdirzednych
(gjq) oznaczy S8i¢ przez F(g&)to przez dwukrotne zastosowanie kwa-—
dratury Gaussa dla trzech punktow caikowania w kazdym kierunku,
wyrazenie na poszukiwang wartos¢ caiki ma nastepujaca postad:

+4 H 3 3
(= J.ng‘dQ F(g’vz) = Z ):WL Wi F(g;,vzj)
. 4 =4 j=4

Liczba punktdédw catkowsnia nie musi by¢ taka sama w kazdym z kie-—
runkéw. Po przetestowaniu I /dla I = 1,2,3,4/ punktéw catkowania
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stwierdzono, Z2e przyjecie wiekszej niz I = 3 liczby punktéw nie
zwieksza doktadnosci oblicazeif.

4,3, Element tréjkqtny

Rozwazono element trdéjkabtny o trzech wezlach rys.4.3%a. Do
rozwigzania PROBLEMU 2 wykorzystano réwniez element tréjkatny o
szeSciu weztach rys.4.%b.

X(1,2)

X(11) JL X(1,1)

Rys.4.3. Element trdéjkatny o trzech i szedciu weziach.,

W prostokgtnym uktadzie wspdirzednych (Xﬁ,Xe) wezly elementu
maja nastepujgce wspéirzedne: X(I,K) gdzie: I jest numerem we-
zta, K = 1 oznacza wspoéirz¢dng w kierunku osi X4y K = 2 wspbi~
rzedng w kierunku osi Xé.

Przemieszczenia wezidw okresla wektor:

vy = {0

Wektor przemieszczen elementu Jjest z<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>