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0. Wstęp.

Praca poświęcona jest wybranym zagadnieniom optymalnego 

zatrzymywania, gdy kryterium optymalności jest prawdopodobień

stwem określonej sytuacji w momencie zatrzymania. Dwa pierwsze 

rozdziały zawierają rozwiązania pewnych problemów optymalnego 

wyboru. Problem optymalnego wyboru / ” problem sekretarki ”/ 

w ciągu ostatnich 10-ciu lat był burzliwie rozwijany i ma 

bogatą literaturę. Rozpatrywany w pierwszymi rozdziale problem 

dotyczy wyboru z maksymalnym prawdopodobieństwem obiektu 

o absolutnej randze równej a. Podano algorytm pozwalający na 

wyznaczenie zbioru optymalnego zatrzymania w konkretnych sy

tuacjach i kilka szczegółowych przykładów.

W większości znanych w literaturze problemów optymalnego 

wyboru obiekt aktualnie badany musi być albo przyjęty albo 

odrzucony. W tym drugim przypadku jest tracony na zawsze. 

W rozdziale drugim rozważamy przypadek wyboru jednego z dwu 

najlepszych obiektów z możliwością powrotu. Metoda rozwiązania 

tego problemu oparta jest na rozwinięciu pomysłu Yanga [64] . 

Ten kierunek badań jest niedostatecznie rozwinięty w literaturze 
i 

optymalnego zatrzymywania. ¥
Trzeci rozdział poświęcony jest optymalnemu zatrzymaniu 

ciągu maksimów niezależnych zmiennych losowych z dyskontem. 

Problem ten jest naturalnym uogólnieniem " problemusekretarki ”, 

gdy znany jest rozkład prawdopodobieństwa charakterystyki 

liczbowej obiektów. Literatura tego problemu [5,7,8,22,23,24,25,45] 

jest uboższa niż klasycznego probl,emu optymalnego wyboru. 

Najciekawsze rozwiązanie zawierają prace Bojdeckiego [7,8] .

W dalszej części pracy rozpatrzono zagadnienie zatrzymania 

procesuj czasem dyskretnym nad innym procesem z czasem dyskretnym 

z maksymalnym prawdopodobieństwem, gdy procesy są niezależne
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i obserwujemy tylko jeden proces.

Niech oraz będą' ciągami zmiennych

losowych o tym samym rozkładzie i f , n= 1,2,... będzie ciągiem 

funkcji określonych na Rn o wartościach w R. Oznaczmy przez 

J^"fnęai»U2’’"»Un) 1 7u= fn^1’V2””»Vn) • W rozdziale 

czwartym rozpatrzono przypadek zatrzymania ciągu ^^nad gdy 

fn (ui,u2,...,un) = max (u^,u2,...,un) zarówno w przypadku

ciągu skończonej długości, jak i ciągu nieskończonego.

W przypadku skończonym otrzymano strategię optymalną, a w przy

padku nieskończonym postać strategii optymalnej i algorytm dla 

wyznaczenia g-optymalnej strategii.Rozpatrzono również przypadek 

zatrzymania cią.gu nad z dyskontem •



1. Optymalny wybór obiektu określonej rangi.

1.1. Wprowadzenie.

Dany jest N-elementowy zbiór obiektów. Każdy obiekt ma 

pewną charakterystykę liczbową x^ ,i =* 1,2,...,N. 0 charaktery

stykach zakładamy, że są różne i przed rozpoczęciem badania 

nieznane. Obserwujemy sekwencyjnie ,Xj ,... , gdzie X^,...,xJ

jest permutacją charakterystyk x1,x2,...,x^ . Załóżmy, że

wszystkie permutacje są jednakowo prawdopodobne.

Definicja 1.1.

Niech

zr = card{l 4 i 4 N: x±<: xr] , 

gdzie card A oznacza moc zbioru A.

Liczbę z^ nazywamy absolutną rangą obiektu o charakterystyce 

xr • ;
Zamiast zmiennych losowych X.£,, r = 1,2,..., N wystarczy 

rozpatrywać zmienne losowe Xr całkowitoliczbowe, zdefiniowane 

następująco .
= z^ wtedy i tylko wtedy, gdy X^ = x± * 

Obserwator nie zna wartości zmiennych losowych X.,j = 1,2,...,r 

w momencie r, a tylko , j = 1,2,..., r.

Z sekwencyjną obserwacją obiektów ze zbioru N-elementowego 

związana jest więc przestrzeń probabilistyczna , gdzie

zdarzeniami elementarnymi są permutacje zbioru N-elementowego, 

a miara probabilistyczna jest określona jako rozkład jednostajny 

na fL .

Definicja 1.2.

Niech
Yr = card [ 1 4 i 4 r: X±4 Xp} .

Zmienną losową nazywamy relatywną rangą r-tego badanego oblekti
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Ciąg Yr, r = 1,2 ,..., N generuje ciąg G - algebr ... ,Yj
-1

r & 1,2,...,N. Zmienne losowe y są niezależne i p[y = 1\ =-.r r r
Oznaczmy przez Tfc W zbiór wszystkich momentów Markowa względem 

rodziny Id - algebr^^j . Niech q(») będzie funkcją określo- ’ 

ną na liczbach naturalnych o wartościach rzeczywistych. Funkcję 

q (•) nazywamy wypłatą. Niech

v„ = sup Eq(Xt).

Problem optymalnego wyboru polega na wyznaczeniu YT£takiego, 

że

Eq (XTJ = .
i? M

Ponieważ zbiór YTV jest skończony więc takie L* istnieje i jest 

skończone. Zadanie to, sprowadza się do tego, że na podstawie 

znajomości relatywnej rangi chcemy wybrać taki obiekt,aby oczeki

wana wypłata, zależna od absolutnej rangi była maksymalna. W tak 

postawionym problemie•obiekt aktualnie badany musi być albo wybrany3 

albo odrzucony. W tym ostatnim przypadku jest on już dla obserwa

tora stracony na zawsze.

Zagadnienie najlepszego wyboru występuje w literaturze 

pod wieloma nazwami. Najszerzej znane jest jako " problem sekretar

ki ". Autor tego problemu nie jest znany.Mosteller L 3lJ utrzymuje, 

że po raz pierwszy słyszał o tym problemie w 1955 roku od Gleasona, 

który twierdził, że usłyszał go od kogoś. Bardzo podobny problem 

do " problemu sekretarki ” postawił w 1874 roku Galey pi i] . 

Dotyczył on loterii, w której gracz może wykorzystać tylko ostatni 

wyciągnięty przez siebie los. Wartość aktualnie wyciągniętego losu 

jest znana. Tak postawiony problem sprowadza siędo optymalnego 

zatrzymania ciągu zmiennych losowych zależnych. Przy założeniu 

niezależności zmiennych losowych rozwiązanie tego problemu podał
ł



Moser [43] . Fox [26] postawił problem wyboru najlepszego 

obiektu w 1960 roku , a jego rozwiązanie uzyskał Moser [44.1 • 

Bissinger L6] w 1963 roku podał inne sformułowanie problemu 

optymalnego wyboru. Przegląd wyników dotyczących " problemu 

sekretarki ” do roku 1966 znajduje się w pracy [31] • W pracy 

tej podano również wiele innych problemów pokrewnych. Za naj

bardziej klasyczny uważany jest przypadek, gdy q(i) = 1 dla 

i = 1 i 0 w innych przypadkach. Gilbert i Mosteller [31j prócz 

klasycznego, rozpatrywali również przypadek q(i) = 1 dla i-I.2 

a 0 poza tym. Gusein-Zade [34] podjął próbę rozwiązania przy

padku qCi) = 1 dla i = 1,2,..., d i 0 w innych przypadkachj 

uzyskał tylko pewne własności rozwiązania optymalnego. Pełne 

£ - optymalne rozwiązanie tego zadania podał Rasmussen [55,56] . 

Przypadek q(i) = i, i = 1,2,..., N badali Lindley [41], Pubuo L2Q1 

Chow, Robbins, Moriguti, Samuels [13] . Pełne rozwiązanie zawiera 

praca [13] . Problem optymalnego wyboru dla dowolnej monotonicz- 

nej funkcji q(.} rozwiązał Mucci [49,50] . Klasyczny ” problem 

sekretarki " jest formułowany w wielu podręcznikach i monogra

fiach rachunku prawdopodobieństwa i statystyki matematycznej 

jak na przykład [14,17,21 ,36,45,59,63] .

Inne uogólnienia klasycznego problemu, to wybór najlepszego 

obiektu z dyskontem [58] oraz problem sekretarki z uwzględnieniem 

kosztu obserwacji [32j. .

Arkin, Presman, Sonin [1J , Presman, Sonin [54] , 

Rasmussen, Robbins [57] , Cowan, Zabczyk [15,16] oraz Gianini [28] 

badali problem optymalnego wyboru,gdy liczba obiektów dostępnych 

do badania jest zmienną losową niezależną od relatywnych rang.

Ostatnio w pracach Rubin, Samuels [60] , Gianini, 

Samuels [30] , Gianini [29] , Lorenzen 142] sformułowano i badano 
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tak zwany nieskończony 11 problem sekretarki "oraz związki 

przypadku skończonego z nieskończonym.

Problem optymalnego wyboru więcej niż jednego obiektu 

spotykamy w pracach Gilbert ,Mosteller [31] , Haggstrom [35] 

Nikolaev [51,52] , Henke, H. [36,37] , Meller, Platen [47,48] .

Bartoszyński [2,3] wykorzystał " problem sekretarki " 

dla dowodu probabilistycznego interesujących tożsamości 

kombinatorycznych.

Założenie, że obiekt aktualnie badany musi być albo wybrany 

albo odrzucony i w tym drugim przypadku jest już stracony dla 

obserwatora, zastąpiono bardziej realistycznym założeniem ' 

o możliwości powrotu dopewnych już przebadanych obiektów 

w pracach : Smith, Peelay [6i] , Rubin, Samuels [60] , Karni, 

Schwartz [40] , Yang [64] i Gianini [29] .

Rozpatrywano również gry związane z problemem optymalnego 

wyboru w pracach [62,53,13] .

W niniejszej pracy zbadano dwa zagadnienia związane 

z " problemem sekretarki ". Pierwsze rozpatrzone w tym rozdziale 

sprowadza się do zadania optymalnego wyboru z funkcją wypłaty 

q (i) =1 gdy i = a, a 0 w pozostałych przypadkach. Funkcja 

qCi) zdefiniowana tutaj nie jest monotoniczna, co poważnie 

komplikuje uzyskanie strategii optymalnej. Przypadki niemonotonicz- 

ne w zadaniach optymalnego wyboru badanych dotąd są niemal nieznane.

W rozdziale drugim zbadano problem optymalnego wyboru jednego 

z dwu najlepszych obiektów z możliwością powrotu do wcześniej 

zbadanych,przy założeniu, że próba pozyskania wcześniej badanego 

obiektu ma tylko pewne prawdopodobieństwo powodzenia. Prawdopodo

bieństwo to maleje w miarę upływu czasu od chwili badania tego 

obiektu.



1.2. Równania rekursywne.

Niech funkcja wypłaty będzie następująca : 

fi , gdy i = a, 
q(i') =<

.0 , gdy i a.
Mamy następujące zależności:

Ń
(1.1) «P{r=a} = J ąOOdP .

. (M

- a|?r) dP =

IW
gdzie

Cl .2) g (r,l)= p[x =a|Y =1] =
a-1WN-a 
1-1/\r-l 

/N\ 
Ir/

a~ i,2,...,ń, 
dla 1=1,2,.. ,min/a,r

r=1,2,...,N.

Zależności (.1.1 ) wynikają z definicji prawdopodobieństwa 

warunkowego i następującej równości :

ll-?) rMWr-r1:;-!........ = PlXr=a|Yr=1] •

Równość 0.3) wynika z bezpośrednich obliczeń. Wzór 0.2) 

otrzymujemy z następujących rozważań kombinatorycznych.
m

r obiektów z N można wybrać na ] sposobów. Wszystkie 

rezultaty wyborow są jednakowo prawdopodobne z definicji 

rozkładu P. Jest a - 1 obiektów o absolutnej randze mniejszej 

niż a i W - a o absolutnej randzę większej niż a. Jeżeli 

relatywnie. 1 - ty obiekt, pojawiający się w chwili r ma być 

absolutnie a - ty, to pojawiające się w chwilach 1,2,...,r-1 



obiekty muszą być wybrane w ilości 1 - 1 z obiektów o absolutnej 

randze mniejszej niż a, a pozostałe obiekty w ilości r - 1 

z obiektów o absolutnej randze większej niż a.

Miech 37^ =[rel^N: r^ i

Mr> sup E q(jT)

Następująca technika rekursywna pozwala wyznaczyć .

(-1,4’ =. E A) = 5
Niech

0.5)
*

0.6) O,1) = max {ga(r,l) , E v^r+1,Yr+1)]

, gdy 1 = a ,

, gdy 1 a ,

i

0-7) ^r) = Ev^rJr)=?E •

Mamy stąd (1 ) . Ta rekursywna technika zwana indukcją

wsteczną definiuje optymalną regułę zatrzymania T* w następujący 

sposób : należy zatrzymać się na obserwacji Yr = 1 chyba, że

(r ,1) ć> g (r,l) . Inaczej,optymalny moment zatrzymania 

można podać,zadając optymalny zbiór zatrzymania się, to znaczy 

zbiór stanów, po osiągnięciu którego przez ciąg niezależnych 

zmiennych losowych , niezwłocznie należy zatrzymać się.

Jest to zbiór stanów (r^) takich, że ga(r,l) > y^Cr+1) .

W naszym przypadku funkcja ga(r , 1) dane przez 0 .2? jest 

równa 0 dla 1 > min ( a,r ) i dodatnia dla 1 4_ min (a,r ) . 

Oznacza to, że szansa na wybranie interesującego nas obiektu 

istnieje tylko w stanach (r,l) , w których 1 <. min (^a,r



(inf 0 = i Wt t,Yfc ) * Jeśli

Niech WQ = = (1,1) , = inf [ r^-^min ( a,r)j

= , to umówimy się,

że W.^ = (©0,^5) ,W.t jest łańcuchem Markowa o następujących prawdo

podobieństwach przejścia w jednym kroku :

s ,gdy r<a,s=r+1,

(1.8) t+1
cl

9

0

y

gdzie (s) (s-a+1) ; Cs) 0 =1; oraz
N

9

Oznaczmy przez P,- nH) miarę probabilistyczna związaną 

z łańcuchem Markowa VŁ.f którego realizacje zaczynają się

w stanie Cr»-0 » a Przez wartość oczekiwaną względem

tej miary. Ze wzoru (1.8) widać, że prawdopodobieństwa 

przejścia nie zależą od relatywnych rang, a jedynie od momentów t 

pojawienia się relatywnych rang 1 4 min Ca,3?) .

Lemat 1.1.

(1.9) B vN(xł1,Yrł1) dla każdego 14 min Ca,

Powód:

Powód przeprowadzimy metodą indukcji wstecznej. Pla r=N-1 

bezpośrednie sprawdzenie pokazuje prawdziwość równości (1.9)

Załóżmy,że

(s,l')TW^Wd dla s=li-'M-2>....:r+1.

Wówczas

w

1 
r+1 N
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o,

A *”B/|
= pCr*1,i)vN(i,m) + ^2 V>M =

/rn -1 i ~ 0"+%

co dowodzi równości (l,9)dla r = 1,2,..., N.

Niech r = {(s,l): s > r,

r = inf [t: oment owi

^*14-1 “ s>£ f s - rj ♦

co wynika z definicji zbioru

2(s,1) Vl/W?l i 
ZVY> Nw Klasie lltn. + 4 odpowiada moment

Moment T* _ jest optymalny w i 

. Z równości (1,7) i (1.9) mamy:

vNC^+1) = E »
~ N

natomiast z róvmości 0-^) i optymalności ^^otrzymujemy:

vjfCr+1) “ B Sa(?r+1»YT* ) " Ec1*1)
<r+4

Zatem

Przy korzystaniu z równości G . 10) potrzebna jest znajomość 

rozkładów zmiennych losowych W^) , gdzie = inf[t: W^er] 

a r jest zadanym podzbiorem zbioru stanów łańcucha W^,. 

Szczególnie interesujące będą rozkłady zmiennych losowych 

dla pewnych typów zbiorów)' . Wprowadźmy oznaczenia :

T* p gk"1* <>k / • ru s, 1—m j ,^2 , • • •



dla ? i— !92?...yk5

ri-d ’ri 1

oraz

Yt

■ r.L 3-1

Hiech r,sU) =

Bi a mamy :

(k)
’ i

= (u,m.) = •—— dla r<u4s,i=1,2
rJ l u i , >

k.

Pokażemy najpierw równość

____ 1-r

' ' i
<r0ui+4

= (u,l)} dla (u,l)€iQi+1'

dla (u,1)gP (k.(
i-1 ’ i

3

r, s t

> z

P{Y =m, ,Y,/m .,r<t<u,j=1,2
_____ U. _ X_____u J________________________

r” r

k
C%+1

Ze wzoru (1.11) wynika natychmiast wzór (1.12) dla (u,l)ePr r (kj 
i-1 * i

Drugą część wzoru (1.12) otrzymujemy w następujący sposób.

P lr\l’)'
i^ *r i -1 ri ’ ‘ rF1 i

= p{(t,Y^'
i-V " $



-u-
= p{ (t = (u,l)} =

- Tr")-^ •
i

Wzory (1.11) i (1.12) pokazują w jaki sposób można rekuren- 

cyjnie otrzymać rozkłady W^ dla = inf[t: W^Cjdla dowolnych 

zbiorów P.

Korzystając z (1.2), 0.4) - (1.7) lematu 1 i wzorów

U. 11) i (1.12) zbiór optymalnego zatrzymania P w problemie 

wyboru a-tego obiektu z maksymalnym prawdopodobieństwem wyznaczamy 

następująco :

(i) (N,l)eP dla każdego l;(N-1,l)eP dla 1= a,a- i i nie \
należy dla t^a,a-1:

(ii) Załóżmy, że (s ? i)£p dla j = a,a - 1, s>r i oznaczmy 

przez
(1.13) Pr = [(s,l): l=a,a-1, s > rj oraz 0 r = inf[t: j.
Założenie to oznacza,że

n.U) gaCs.n^B^jgaWę) dla s>r, l.a,a-1

oraz

^•15) ga(s,l) <S dla s> r,l/a,a-1.

(iii) Założenie indukcyjne w postaci Cii') jest słuszne tak długo , 

dopóki prawdziwe są nierówności (1.14) i (1.15). Niech r =rQ 

będzie największym r takim , dla którego nastąpiła zmiana 

znaku w nierówności (1.14) bądź (1.15) .

a/.Jeśli zmiana^naku nierówności wystąpiła dla nierówności 

01.14) , to założenie indukcyjne- dla r=rQ zmieni się w nas

tępujący sposób : podzbiorem zbioru optymalnego zatrzymania

będzie -^.,^^,,(2) , gdzie ^1)-((.r^ 
a 1 jest numerem nierówności która nie zmieniła znaku ;

T (2)=r dane jest wzorem (1.13) • 
XO ’ o



b/.Jeśli zmienią znak nierówności (1.15) , to P , =P (k)u’ r -1 r -1.r 1 'U, A _ o o ’ o
Ui r J2) , gdzie k-2 jest liczbą tych nierówności 0.15

o ’
które zmieniły znak w r_ . Jeśli będą to nierówności o nume

rach l-m>| ,m2 >... 9m^_2 > 4o r r 10= 
o ’ o 1

c/.Jeśli w chwili rQ nie zmienią znaku nierówności typu 0.14) 

o numeracn 1 = ,m2 ,... ,m,_ i zmienią znak nierówności

typu (1.15) o numerach 1 = m!) „m? ,... ,m£ to

“^-1 gdzie ^ro-i,ro^1+k2^ =

— >4) . 1 = m ,m2 ,.. • ,mj_ ,m* • • • "j •

Traktując dalej jako początkowy punkt indukcji wstecznej Cr ,1) 

i iterując postępowanie podane w Cii") i (iii) wyznaczymy cały 

zbiór f w momencie osiągnięcia stanu (1.1} • E (s p g^W^ ) 

liczymy zgodnie z rozkładami prawdopodobieństwa danymi reku- 

rencyjnie przez 0.11) i (J .12) .

Przykład 1.1.

Niech a=1 , wówczas g„ (s,1) i prawdopodobieństwa przejścia

dane są wzorem :
r

T(Łi) dla
p(r,s) =

0 dla
l

N

S-T+1

s >r #

s r ,

p(oo,°°) = 1 .

Otrzymujemy zatem vK Cn- 1,1) = = g/(i(N-1,l)i wobec tego

(N-1,1 ) należy do obszaru optymalnego zatrzymania. Załóżmy

dla indukcji wstecznej, że obszar optymalnego zatrzymania

zawiera P =[(s,1) 
X ,«} i 0 = inf{t:Wt£ PJ.s ~ ; ?j?4-2

Ze wzoru (1.11) mamy

Plr,n(% =0.1)}= dla(u,1)err



oraz N
E(r, 1)S1 >_

, z , U^nr+1Nierówność
g.lr.n >B(r(1)gl(w5J 

jest prawdziwa, gdy tylko

^.i6) r4 .
'U=T+-1

Niech r^ będzie najmniejszym r takim, dla którego (1.16)jest 

spełniony. r jest obszarem optymalnego zatrzymania. Należy 
1

więc w optymalnym postępowaniu przepuścić r - 1 obiektów nie 

wybierając żadnego i wybrać pierwszy relatywnie najlepszy,który 
-i

pojawi się po obiekcie r^ - 1 . dąży do e gdy N dąży do

nieskończoności. Bowniez lim vw = e . Przykład ten, to (ęj-*. co 1*
klasyczny " problem sekretarki ".

Przykład 1.2.

obiekt o absolutnej randze a = 2. W tymChcemy wybrać

przypadku
f

rCN-r) ,
N(N-1) gdy

g?(r,l) i

r(r-1) ,
ifcS-n sdy

oraz
1
s

rCr-1)pCr,s) = ) sęs-1^ Qs-2 )

0

łatwo sprawdzić, że v^(n-1,1) =

1=1,

1 = 2

dla r < 2 , s = r+1,

dla s > r ,

dla r^s lub s >r,r < 2 ,s/r+1. 

g2(ji-1,l) dla 1= 1,2.

Załóżmy dla indukcji wstecznej, że obszar optymalnego zatrzy

mania zawiera i r= Ms,l):l=i,2jr<s^Nj , Oznaczymy 

przez b _ moment pierwszego osiągnięcia przez W^. Ze wzoru 

(1.11) otrzymujemy :



P (r,l) =ęu>mV}= p(r,u) dla u> r; l,m = 1,2 

oraz
N

B(r,l)82<w6'J=ZZ PO,-u)[g2(u,1) + g2lu,2)] = 
N "W

= r ir~1) y~ _____1_______ r(N-r) _ , .
N Z__(u-1)(u-2) N(N-1)= g2 ■ »1 ) •

Wobec powyższych wzorów, jako pierwsza zmieni znak nierówność

TN(r+D < B2O.2> > ♦»> ’ a Wi^° •
Niech r.= min [r: r> Ąd] . Dla .y^r,!)" g2Cr,l),1-1.2

więc I-1 r jest zawarte w obszarze optymalnego zatrzymania. 
c£

Załóżmy dla indukcji wstecznej, że również zbiór

Pr = ^r -1 U [Csj) : < s < r^}
| cC

jest zawarty w obszarze optymalnego zatrzymania. Z (1.12) 

otrzymujemy

f ' X1
u(u-1) dPa r1 u r<£’3^ r-; *m= ' >

rW)l\ L.f^-2)

I U (U- 1)(U-2j W»m='l >2 >s ,

oraz

B (s ,l) g2
rd,--!

X1 u(N-u)
■ z__ u cu- w

u
iirS^TKu^ )^T

Zi_ ri
w-i)zl_ u-i + 3^-1 ■ N(w-i\

Ponieważ v (r +1^ = Er (W- A vh^1+u (r,l)s2 v’ tri)
a g2Crp2) jest funkcją rosnącą, 

jest nierosnącą funkcja r, ;

t° v±^rl + 1) > g2(r1 ,2)

«a r, < r^. ponieważ y/r^g,,1,2) .y^ + 1)^g2(r,1) 

dla r^r^-l 1 vN(rl + 1)> g2(rl(1) dla r, < rp. Stąd 

obszarem optymalnego zatrzymania jest Pr z . Zarówno jak
P N



i dąży do

lim
N -* °°

1
gdy iN dąży do nieskończoności i

(r -DG^-r^+l) 
v = lim----------------------- = —U w(i\-1) 4 •

1.5. Asymptotycznie optymalne rozwiązanie.

Już w przypadku a - 2 widać, że dla dużych a wyznaczenie

dokładne zbioru optymalnego zatrzymania będzie uciążliwe.

Celem dalszych rozważań będzie podanie możliwie prostego sposobu 

wyznaczenia asymptotycznie optymalnej strategii wyboru a-tego 

obiektu. W tym celu zamiast łańcucha (w., , P,. o zbiorze

^tanów [1,2,..., m] x [l,2,..., aj rozpatrzymy równoważny mu 

łańcuch ze zbiorem stanów ..., l]x[i ,2 ,. . . ,a [

Funkcja wypłaty ga(|>xj,l) dąży jednostajnie przy W dążącym do 

nieskończoności, do

U.17) ga(x,l) , 1= 1,2,...,a .

Zatem jeżeli W dąży do nieskończoności i - dąży do xe (0,1] , 
N 

to 
cl N

i) Sa^l) = / / P^8^ ga(s,l) ,
1 = 1 5=<r+1

dąży jednostajnie do E, ,,'g Cw”) , gdzie (w’’, ?, ,P(. J 

jest łańcuchem Markowa o stanach [0, l]x[l ,2 ,..., aj i gęstości 

prawdopodobieństw przejścia 
< a 
: dla 0 x< y 1 ,

0.W • p(x,y) « 1 ■
I I 
ę 0 dla x y,

a

u
s(x,ń) r,Ł_ J P<z>y^a(y»l) dy

>7 A



Równania rekursywne (1.4) - (1.7) zastąpimy teraz równaniami :

(1.19) v(1) = O ,

(1.20) v(x,l) = max [ga(x,l) , v)}»

(1.21) v(x) = Bu>^v(y/^ ,

gdzie v(x,l) jest granicą y^Cr.Dgdy ~ dąży do xe(0,1] , 

a v(x) granicą v^(L1TxJ) , gdy w dąży do nieskończoności.

Ponieważ funkcja v.Jr) jest nierosnącą funkcją r, więc v(x) jest 

nierosnącą funkcją x6(0,1) . Wyznaczenie asymptotycznie 

optymalnej strategii wyboru a- tego obiektu będzie polegało na 

rozwiązaniu równań rekursywnych (1.19)? (1.21) . Wzory (1.11) 

i (1.12) uzyskane dla ustalonego N, gdy N dąży do nieskończoności

o.22> V,i'Ay I"i') “ Sn dla 
y

gdzie p m r y v' x,z<^4(^l);x<yśx,1 =

p
i — dąży do x przejdą w odpowiednie warunkowe gęstości.

x’4 x < y^ 1 , i=1,2,... ,k,

dla (y ,1)£ [(1+1) ,

dla(y,l)er (k ) , 
l

i 1 1 ~.J * x ■ , X 14 J )

Przykład 1.3. J=l

1-23

Niech a = 3. Wówczas

xCi - xr? dla 1=1,

g5(x,l) = ■
11

o 2 z . x2X (1 - X)
. X3

dla 
dla

1 = 2,
1 = 3.

Z równań <1.19)? 1.21 otrzymujemy, że v(x,l) = g,(x,l) dla.

1= 2,3 iv(x,l) g^(x,l) w lewostronnym otoczeniu 1. Wynika 

to również z faktu, że dla x 4 1 v(x)>0 , a funkcja g,(r,l)dla 

1 = N- 1 i 1=1 jest równa 0. Możemy zatem założyć, że obszar 

optymalnego zatrzymania zawiera ={(y,1); 1=2^,x<=2,3
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i JL = inf {t: W ? e F 1 ! . 
1 L t x J

Ze wzoru (1.22) otrzymujemy :
2 1

= dla ’ ^X,±J^ y>

oraz
2

v(xl = -x (21nx + 1-x) .

$
x4 x

Niech

h]_(x) = g5(x,l) - v(x) dla 1=1,2,3.

h1Qx)<0 dla x£(O,1) . Funkcja h2(x) jest

w [xQ,1] , gdzie x2 jest pierwiastkiem równania

Pierwiastek równania h^(x) = O jest równy x^ = cC = e"< . 
1 — 1 \Funkcja h,tx) > O dla x >x, i h9(x,) = — (2 - 3e

nieujemna

2inx =3x~3.

więc x^> x2 . Załóżmy dalej, że podzbiór

P 2 =PV : x<y<ce ,l=2?ce<y 1,1=2,3}

jest podzbiorem zbioru optymalnego zatrzymania i

= inf {t:

( (cc+) cc w symbolu P (k) 

nie należą do zbioru ^(k) )

Ze wzoru (1.23) mamy :

oznacza, że punkty (cc,l) /należą/

dla (y,l)GP (1)

dla (y,!^!^ 1 (2) ,

; % 2y2d-y) dy +
i

1
+ j + 2y2 (1-y)1 dy = x[(cC-x)(2-Qf-x)-oc(2 lnc< - oc+ 1)]

oc y2



Zbadajmy różnicę

dla x€(p,<O, lo^lkO dla xe (O,&)

= * v = x L2x(l-x)~ (cC -xK2-oC-x)+<<21n^ -dC+1)J=

= x 12(x) .

Równanie l;>(x> O ma pierwiastek ]3 = 0,4664 il2(x) > O

. h^ (x^ < O dla x <dC

ponieważ E 1)^2 C^^')4V(X) óla x < oę . Wobec tego | 

jest obszarem optymalnego zatrzymania i dla dużych N, asymptotycznie 

optymalne postępowanie przy wyborze absolutnie trzeciego obiektu 

będzie polegało na zatrzymaniu się przy osiągnięciu po raz pierwszy 

obszaru C -, -1y,, N , l =Z ,1} ,

^dxie - ^>N

Graniczne prawdopodobieństwo otrzymania absolutnie trzeciego 

obiektu przy zastosowaniu asymptotycznie optymalnej strategii 

jest równe :.

Stąd'widać , że przy optymalnym wyborze obiektu 3-go dla 

dużych N pod uwagę wystarczy brać tylko biekty o relatywnej 

randze 2 i 5. Bo momentu badania ro - 1 obiektu nie wybieramy 
r 

żadnego obiektu, od chwili wybieramy pierwszy relatywnie 
i’ 

drugi, który pojawi się, a od chwili również relatywnie 

trzeci, o ile wcześniej nie wybraliśmy żadnego obiektu i nasze 

postępowanie nie zakończyło się.

Dla bliższego poznania strategii optymalnej przy a > 4 

zbadamy rodzinę funkcji g&Cx,D ,1= 1,2,,..,a, xG(0,13 o 

Lemat 1.2.

Rodzina funkcji g Cx,P; , 1= 1,2,...,a , x€(O,11 określona 

przez (1.17) ma następujące własności :



(i) Funkcja ’ g (x,l) ma dokładnie jedno maksimum w (g -|'i cl J
w punkcie

di a -L“ 

oraz
^l^0) = gpd) = 0 dla 1=1,2,...,a-1 i ga(0) =0,gg(1) = 1. 

(iii Wartości maksimów funkcji z tej rodziny rosną wraz z p , 

(iii) 1 - ta funkcja przecina się z 1 + 1-wszą w (0,1) w maksimum 

funkcji 1-tej. Jest to jedyny punkt przecięcia tych funkcji 

w (0,1) .

Łatwy dowód lematu pomijamy.

Wniosek 1.

Z lematu 2 i tego, że v(x)jest niero.sńąca, ciągła j v(x)^0

i istnieje taki punkt x . że dla x<x^ , g(x,l)^ v(x) dla 
O (J cl

każdego 1. Oznacza to, że asymptotycznie optymalna strategia

wymaga, aby nie wybierać żadnego obiektu f aż do chwili k^ = [Nxol

Niech

X1 = [(.7,1) : l=a,a-1; x< y^ 1]

i L = inf (t: .
I L V X J

Ze wzoru (1.22) otrzymujemy :
' 2

B<X(n8a(WŚ) =1—? b2 + (a-1)ya-1 (1-y )]dy = 
a y

T>la a^4 w lewostronnym otoczeniu x= 1 mamy / z wyłączeniem

same j jedynki / ga (x,l) > E ( ga(w^ dla l=a,a-1

ga(x,l) < 

jedynki

E, n dla L^a a-l,Wynika stąd,ix,a
że w pewnym otoczeniu

\ jest podzbiorem zbioru optymalnego zatrzymania.

Należało spodziewać się tego, ponieważ dla a >4 (N-1 ,a) =gp (N-1,o)

i v„(N-1,a-l)= g^ (n-1 ,a-l) gdy N>a i v (N-1 ,1) ^g „(h-1,1)■In ci Ud

dla 1 / a,a-1 . Rozpatrzmy rodzinę równań :
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l1'241 “ o, 1= 1,2.......... a

i oznaczmy przez ^maksymalny pierwiastek równań (1 ,24) w (OJ) 

Oznaczmy przez ccmaksymalny pierwiastek równania 1-tego z (1.24) 

w (0,1) . Jeżeli równanie nie ma pierwiastka w (OJ) przyjmujemy 

*1 - 0 .

Lemat 1.3.

(1.25) max {©có - mąx dla a ^4.

Dowód :

Z lematu 2 i tego, że ga{^) - ga(1,l) = 0 dla

1=1,2,..., a - 1 mamy

max {cc3 = maxf< 4 , ©C i
^t^a. 1 a ’ a-1 ’ a-2J »

ponieważ vix)>ga(x,l) dla 1 / a,a-l i v(xl j ga(x,l>

o La 1 a,a—, 1 x należących do dostatecznie małego otoczenia

Funkcja

(1.26) B(x,l)«a(WJ - Ka(x,a-1) =

= x2 _ .<a-n Ca-2) a-3
La-3 a-3 + axa 2 = x2 b(x)

ma następujące własności. Zmiana znaku (1.26) wCOf1)jest równoważna 

zmianie znaku przez b(x) . Funkcja bWma jedyne minimum w , 

bWUo , 6(1) - o , Więc . Dla jest

ujemne. Ponieważ g (x,a) > ga (X,a-1) dlax>^>iy 
a a z a ’

więc '<CL>oCtL_i . To pokazuje (1.25).

Wniosek 2.

Na każdym etapie Wyznaczania optymalnej precedury poszukiwa

nia a-tego obiektu wystarczy badać co najwyżej trzy nierówności

i (1.15) . Wynika to z lematu 2 i monotoniczności myK).



Przykład 1.4.

JNiech a 4. Wówczas = max ] cC d j _
L 4’ 2J ~

Oznaczmy przez ,gdzie P

[(y»D <£+J d, t = 4 oraz lnf [t: V^€ p*} .

Ze wzoru U.23) mamy :

gdy x 4 y<^ , 1=3 ,
f (x,l)

gdy oC^y 1, 1=4,3

r 2

3

2

oraz

2
b(x,d-Wij - i

dla xe(0,oc), dCx)>g/x , 4] .

4 = d (x)

Zbadajmy następujące różnice:

Cn (x) = d(x j - g (x,D J- Ci dla x£(0<£), 1= 2,3 .

Równanie c^lz) = 0 ma w (0 ,<£') pierwiastek = 0,5286?a funkcja

c?(x) ma dodatnie jedyne minimum w (of0c)w punkcie - , więc
2

c?(x) > 0 dla x 

zatrzymania.

jest zbiorem optymalnego

= 0^0&9

W przypadku skończonym asymptotycznie optymalne postępowanie

polega na zatrzymaniu się po osiągnięciu po raz pierwszy zbioru

N

LNpJ-l inaczej, należy przepuścić

obiektów, następnie wybrać pierwszy

który pojawi się po obiekcie [Np] 

wybierać obiekt relatywnie czwarty

relatywnie trzeci, 

obiektu [Not] również, a od

Przykład 1.5.

Niech a = 5. / Rysunek 1 /» Wówczas = 0,7071,7

a oC Z)= —^—^2= 0,7236 i na podstawie lematu 3 c£ =<=C^ . Niech



i

Ze

i

r 2
X

= {(y,l) : oC<y4 1; 1= 4,5 ; x <y4oC , 1=5,4,55

2- ini 1 

wzorów (1.22)

f oc,l)

G

i 5) mamy 
x^

3

dla x < y^oO ,1 = 3,4,5

dla 1,1=4,5,

Niech

Ł(x,1^5^X
3(5 . 21 2 1 OcC + 7- cA/ 6 lneC+ 8x 3 2■x-x - 61nx

bhx>' = - g5tx,l) 9 1 = 1,2 5

Rozwiązując równania b1(x)= 0 dla 1=2,3 5 w otrzymujemy

że największy pierwiastek występuje dla 1=5 i wynosi = 0,7071

a = 0,1768

i

Ze

Niech teraz

3
x 9 1=

wzorów (1.22) i (1,23) 
c 2

otrzymujemy :

dla 1

(x,B ^2 4 dla ii > 1 =

2 3 p

Ponieważ

! £ y
dla 1 = 4,5,

2r <X I-ox + 4x2 2 3-j-»x + 2 +

(1.27) max g5(x,2) < E , g./Wr) 
04x41 5 T5 Ł



więc 'należy zbadać następujące funkcje w (p,p>) :

c1Cx) = E(X?i)®5(w^) ~ dla 1 = 3,4

CzC*) 
aby wyznaczyć zbiór optymalnego zatrzymania. Funkcja —tj—~ ma 

x "
ujemne minimum w punkcie x = 0,6 , jest ujemna w'x = p , rosnąca 

w przedziale (0,6,^ , punkt X= 0,6 jest punktem przecięcia 

funkcji g^(x,3) i g^(x,4) /lemat 2 / i dlatego pierwiatek

równania c^(x)= 0 jest mniejszy niż 

Rozwiązaniem tego ostatniego równania 

pierwiastek równania c^(x') =0. 

jest 0,5809, a

=0,1909.

Niech

i

rx4 =r’ u{(y,3) 
A o v x<y<id

Ze wzorów (i .22 ) i ( 1.23^ mamy

Ę gc (We > (x,r)65v v
Ponieważ funkcja v x> jest malejąca i

dla x < y < , 1 = 3,

dla ^y<p , 1 “ 5,4 

dla ^y$oG , 1= 3,4,5, 

dla ^<y^ 1, 1 = 43

j
(1.27) ,

1

wi^c wystarczy rozpatrzyć tylko rówanie B 1^5^313

- gE(x,33=O. Największy pierwiastek tego równania mniejszy od 

jest równy ó = 0,5124 i E fj* i) ^6*4) = 0,1919. Zatem zbiór

optymalnego zatrzymania dla a = 5 to I . Wynika stąd, że

asymptotycznie optymalne postępowanie jest następujące : przepusz

czamy [N cT] obiektów, następnie wybieramy pierwszy relatywnie 

trzeci obiekt yaki się pojawi ; od obiektu[Nvl wybieramy również



Rysunek 1.
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relatywnie czwarty obiekt,między obiektami [Np] i[bU] wybieramy 

obiekty relatywnie trzeci,czwarty i piąty, a od obiektu [Net] do

końca relatywnie 4 i 5. Graniczna wartość prawdopodobieństwa

wynosi

*v “ e('S',us5 = °’1919 ■

2. Optymalny wybór jednego z dwu najlepszych obiektów

z możliwością powrotu.

2.1. Wprowadzenie.

W pracy [3l] Gilbert i Mosteller podali rozwiązanie problemu 

wyboru jednego z dwu najlepszych obiektów. Optymalna strategia 

w tym zadaniu wyznaczona jest przez dwie stałe i s-, w następu

jący sposób: pierwsze 1 obiektów należy odrzucić: następnie 

wybrać pierwszy relatywnie pierwszy który pojawi się po chwili s^: 

począwszy od obiektu s? należy wybrać również relatywnie drugi

obiekt, o ile wcześniej żaden obiekt nie został wybrany. Stale 

sT i s^ należy wybrać tak, aby maksymalizowały prawdopodobieństwo 

wyboru żądanego obiektu przy zasto

■>

P (s 1, s?; N) = 
1 u Z__ x 1

Powyższe rozwiązanie uzyskano przy 

obiekt musi być albo wybrany, albo

owaniu podanej strategii -s^ 4 s9-. '

(s^l KspSg) 2G51-1Xsa-z) 1
N N~1'

założeniu, że aktualnie badany 

odrzucony. W tym ostatnim

przypadku jest on dla obserwatora stracony na zawsze. Obecnie 

dopuścimy możliwość powtórnego wybierania obiektu odrzuconego, 

nazwiemy to powtórnym wyborem, ale- próba taka może zakończyć się 

niepowodzeniem. Taki model dla problemu wyboru najlepszego obiektu 

rozpatrzył Yang [64] .

Definicja 2.1.

Niech

y .(k) = card [i 4±4 k: X- 4 X3 .



Zmienną losową Y.(k) nazywamy relatywną rangą j-tego badanego
3 (D

obiektu w chwili k. Niech t, oznacza relatywną pozycję aktualnie

1-tego obiektu.
t^ = k - 1 00 ,Y2 (k) ,... ,Yk tk))

gdzie S^^Y^ (k) ,Y2 Ck) ,... ,Yk (k)) = j wtedy i tylko wtedy, gdy

j = max [i 4 i 4 k:Y^(k) = 1^

W dalszym ciągu umówimy się, że raz powtórnie wybteraoy 

obiekt, którego wybór nie powiódł się, jest dalej nieosiągalny 
. (1) _i oznaczymy jego relatywną pozycję przez t^ = oo . Załóżmy 

również, że obiekt aktualnie badany można zawsze wybrać. Jak ju 

zauważono w rozdziale pierwszym obiektów absolutnie pierwszy h 

i drugich trzeba poszukiwać wśród relatywnie pierwszych i drug'

Jeśli jesteśmy w sytuacji <s,tg , to próba wybra-.

relatywnie pierwszego (drugiego,) zakończy się sukcesem z prawdo 

podobieństwem p fp 0 prawdopodobieństwach p ( ,

założymy, że p (0) = 1, p (00)= o i p ęk") .jest nierosnącą funko; 

Jeśli w chwili s próba wybrania relatywnie 1 (2) obiektu za o 

się niepowodzeniem, to można od razu próbować wybierać relatyw ; 

2 (1 ) obiekt. Poszukiwanie kończy się w chwili wybrania jakiego,

obiektu lub w chwili N.

2.2. Podstawowa formuła rekursywna.

Wykonano badania s obiektów i otrzymano (s) ,Y^ (s),... , 

t (’)= k, t = 1 tak,, że obserwator jest w sytuacji (s,k,l) . 
s s

Niech u^(s,k,l)'będzie prawdopodobieństwem tego, że otrzymamy 

żądany obiekt jeśli w sytuacji (s,k,l) przejdziemy do badania 

s+1 obiektu bez próby wyboru dotychczasowych kandydatów, tzn. 

dotychczas relatywnie pierwszego lub relatywnie drugiego obiektu.



Przez ^(Sjk,!} oznaczymy prawdopodobieństwo otrzymania 

żądanego obiektu, jeśli w sytuacji (s,k,l) powracamy do aktualnie 

relatywnie pierwszego obiektu: przez u^Cs,k,l) oznaczymy 

prawdopodobieństwo otrzymania żądanego obiektu,jeśli w sytuacji 

( s,k,l) powracamy do aktualnie relatywnie drugiego obiektu.

Niech

(2.1) u(s,k,l) = max [uf (s,k,l) ,u^ (s,k,l) ,u| (s,k,l)] .

Z powyższej równości wynika następujący sposób optymalnego 

postępowania. Jeśli uts,k,l) = uf(s,k,l) , "to przechodzimy do 

badania następnego obiektu bez próby wyboru relatywnie najlepszego 

lub drugiego • jeśli u (s,k,l) = ub(s,k,l) , to powracamy do 
z , o

relatywnie pierwszego obiektu; jeśli uCs,k,l) = u^ (s,k,l) to 

powracamy do relatywnie drugiego obiektu.

Z założenia o rozkładzie prawdopodobieństwa P f § 1.1 ) 

otrzymujemy :

(2.2) uf.(s,k,l) = i u(s+1,0,k+1) + u(s+1 ,k+1,0')] + ।

(2-5) u^(s»k,l) = p(k) ^(3,1) + g2<s,1)] + (l-p(k)) u(s,^l)

(2.4) u^(s,k,l)= p(l) g2 (s,2)+(l-p(D) u(s,k,e«)

gdzie
Za-IWN-a^ 

, \ j 1 k s„ j)

(2.5) u(N,k,l) =1-(l-p (k))(l-p(l)) .

Zależność (2.2) można uzasadnić' następująco . Jeśli w sytuacji 

(s,k,l) przejdziemy do badania następnego obiektu, to obiekt 

ten będzie miał relatywną rangę Yo,^. Zmienna losowaYr,+ ma 

rozkład jednostajny i jeśli Yr,,.= 1, to nową sytuację można



opisać jako (s+1,0,k+1) ) jeśli Y .=2, to jesteśmy w sytuacji

(s+1,k+1,0), a jeśli Yc,,^ / 1 i 2, to jesteśmy w sytuacji

('s+1 ,k+ 1,1+1) . Stąd i ze wzoru na prawdopodobieństwo całkowite

otrzymujemy (2.2) . Podobnie uzasadnia się wzory (2.3), (2.4) i (2.5) 
az \ 49^

Jeśli t = eo , t = , to z (2.2) indukcyjnieO O
otrzymujemy

Ń
(2.6) u (s,%«<>) = s (s-1) /

Pla s=N-1 z (2.2) mam?/ 
- - 2.5u (N-1,°°, °°)= ~ [u (N , 0 ,^) + u (N 0 )J + u (W ~

= ^[u(fil,0~) + u(N,oo,0)j ,

co daje wzór (2.6) dla s=N-1 • Załóżmy, że (2.6) jest prawdziwy 

dla t = N-1 ,N-2,..., s+1 . Mamy wówczas z(2.2) i założenia induk

cyjnego

u Cs ,oo,oo)= —L [u(s+1,o,^)+ u(s+1,«>,0)] + u(s+1/V°)
o • I O “i" I

- -l-[u(8+i,o,w) + ♦£}(•*«.y
S+1 j (3- 1X5-2)

N
= s (s— 1) S

j(j-1)(j-2) '

Układ równań (2.1) - (2.4) z warunkiem początkowym (2.5) może 

być rozwiązany rekursywnie i optymalna strategia zostanie w ten 

sposob wyznaczona, jeśli tylko funkcja p (k) , k = 1.2,...,N-1, 

będzie zadana. Można pewne cechy strategii optymalnej pokazać 

nie rozwiązując tego układu.

2.J. Analiza równania rekursywnego.

Palej załóżmy,że u V 3 • Niech

b(s) = u(ś,«>,eo)



Twierdzenie 2.1.

s? jest skończone i dla s < so ufs,ool) = Unfs.oo 1) dla cl'
każdego 1.

Dowód :

Niech

B (s,oo,l) = u(s,oo,i) - .

Wówczas dla skończonych 1

uf(s,%l) - ub(s,^>i) = •— B(s+1>0ofi+i)

+ '577 [u(s+1,0,<»)+ u(b+1,<»,0J + p(l+1) +

♦ u(s+1^

- (i -p (l)j U ^S Cm) .

Mamy zatem

(2.7) u^fs,^,!) - (s,oo,l) = B (s+1 ,«>,1+1) +

+ s (s~1) [p(l+1) b (s+1) - p(l) b(s)j.

Funkcja (s) jest rosnącą funkcjąs i b(2) < 0 dla N > \

bfw^O , więc istnieje skończone s2 takie, że dla s < s2 , 

b(s) < 0.

Z monotoniczności p (k) i własności b (s)

p(1+1) b (s+1) - p(l)b(s)>0

dla s < s2 , więc

uf(s,%l) - u^(s,oo,l'j >0 dla s < s2 .



Lemat 2.1.

Spełnione są następujące nierówności :

a/ u(s,k,l) u(s,k+1,1} ; u(s,k,l)>z u (s,^,!? ,

(2.8') b/ u (s,k,D > u (s,k,l+1) ; u(s,k,l)^ u(s,k,«>) ,

c/ uf(s,k,l)> uf (s,k+1,1) ; uf(s,k,D > uf(s,oo,l)

d/ uf(s,k,l) > uf(s,k,l+1) ; uf(s,k,r) >uf(s,k,co)

dla s = 1,2,...,N , k, 1 = O, i j Z j...j a-i • 

Powód :

Nierówność a) jest spełniona ponieważ zbiór strategii 

w obu sytuacjach jest taki sam, ale w sytuacji (s,k,l) prawdopo

dobieństwo uzyskania aktualnie relatywnie pierwszego jest większe 

niż w sytuacji (s,kyi,l)z powodu monotoniczności p (k) . Pozostałe 

nierówności uzasadnia się analogicznie.

Miech

i s^ = inf [s: cp(s,o^Oj a

Twierdzenie 2.2.

s.jjest skończone i dla s <s^ u^(s,k,l) > u-^(s,k,l) .

Powód :
Zbadajmy różnicę uf(s,k,l) - u.^(s,k,l) . Ze wzorów (2.2) 

i (2.5) mamy :

uf(s,k,l) - u^(s,k,l) = uf(s,k,l) - u(s,co,i)

’ ćs»k»D - u(s/»,r) -pflOfteJ).

^(s,w) jest rosnącą funkcją s,^ (1,w)<0 , .

Z f 2.8 b) mamy ^(s?l)^ ^(s,oo)<0 dla s < s^ i dlatego podana 

v/ twierdzeniu nierówność jest spełniona, jeśli tylko



(2.9) ufCs,k,l) - uCs,~,l)>0 .

pia u (8^0,1) = ufćs,oo,l) C2.9) jest prawdziwa z nierówności 

(2.8 c).

Pla u(s,oo,l) = ub(s/»,l) i s< s1

uf(s,k,l) - u| Cs,00,1) = uf(s,k,l) - u(s,oo,oo) -

p(l)^-™~- - u(s/»,oo)]>ufCs,k,l) - uf(s,a^)-p(lte(s-4)b(s)

i (2.9) jest spełniona ponieważ s(s-1)b(s)4 ^>(s,co)<0 

dla s < s1 .

To kończy dowód twierdzenia 2.2.

Twierdzenie 2.3.

Jeśli u(s,k,l) i ufCs,k,l) i u(s,k,oa) i uf (s,k,«>) , to

(s ,k,1) < u^ Cs,k,1) .

Powód:

Z (2.3 ) i C2.4) mamy

u^(ś,k.l> - u^s.k.l) . p(k) +(l-pĆkl)u(s,<»,l)

" -Ó-pC-O u(s»k,ro)

dla każdej sytuacji (s,k,l) . Jeśli u (8,00,1) = ub(s,ro,l)

iu(s,k,m) = u$(s,k,°o) f to z C2.3) i C2.4) otrzymujemy • 

uj(s,k,l) - (s,k,l) = p(k) p(l) •

•1
Jeśli u(sj»,l) = uf(s,^i) i u(s,k,oo) = ubCs,k,c»), to 

• u^(s,k,l) - p(k) p(l) > O ,

o
ponieważ w tym przypadku u (s,°°,1) > u^(s. To kończy 

dowód twierdzenia 2.3. 
ł

Wniosek.

Przy optymalnym postępowaniu dla wyboru jednego z dwu 

najlepszych obiektów nie należy próbować wybierać kandydatów



do pewnego momentu s^a relatywnie drugiego obiektu do chwili s^s. .

Powód:

Jeśli s 4 s1 , to ponieważ s (s-1) b( s) <^(s ,<n) < 0> 

więc z (2.4^

(2.10) uf(s,k,l) - u^(s,k,l) = uf(s,k,l) - u(s,k,o>)

" -u(s,k,oo)J> uf(s,k,oó) _ u(s,k,co)

- p(l) s (s-l)b(s) >0

gdyż z twierdzenia 2.2 dla s < u(s,k,o°) = u^(s,k,°°) .Stąd

dla s <s1 u(s,k,l) = uf(s,k,l) .

Miech s^s^ . Jeśli u(s,k,00) = uf(s,k,<^) , to z (2.10)

i lematu 2.1
uf(s,k,l) - u|Cs,k>!^ > “ uf(s,k,o>) - p(l)s(s-1)bcs»

Jeśli u(s,k,oo) = u?ts,k/o) i u(s,k,l) / uf(s,k,l) , to

2 2z twierdzenia 2.3 u-^ <s ,k,l> > (s,k, 1) i u^. (s „k ,11 / u^ । 3 ,1 , i ,
2

Zatem dla s 82 • To kończy dowód

wniosku.

Oznaczmy 

n / x
(2tin ; o(i+i) =0 .

Z__ IJ- o J b c-

Miech s = min ] s: c(s+2') > •
o l J

Twierdzenie 2.4.

Niech p(k)>0 dla każdego skończonego k. Jeśli istnieje^ 

takie, że l jest najmniejszym s > max (s^s^) spełniającym 

warunek :

(2.12) 57177^- 4 dla każdeS° k<co,
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to należy próbować wybrać aktualnie relatywnie pierwszy obiekt, 

a jeśli odmówi, to również relatywnie drugi, jeśli poszukiwanie 

nie zostało zakończone wcześniej.

Dowód :

•n • 1 -c(s+1) , ,Ponieważ y _'c Dest dla s > sq rosnącą funkcją s ,

więc (2.12) jest spełniony dla s^T . Przez bezpośrednie 

sprawdzenie otrzymujemy

uf O-1,k,l) < u^(N-1.,k,l) .

Wprowadzimy oznaczenie :

(2.13) = pCk) + (l-P«) P^

+ (i -p (k)) Q -p (1)) u (s ,co, co).

ub(s,k,l) jest prawdopodobieństwem tego, że otrzymamy 

żądany obiekty jeśli w sytuacji (s,k,l) usiłujemy wybrać 

relatywnie pierwszy obiekt, a jeśli odmówi, to aktualnie 

relatywnie drugi obiekt. Dla dowodu twierdzenia należy pokazać, 

że u^(s,k,l) ub(s,k,l) . Udowodnimy tę nierówność stosując 

indukcję wsteczną. Dla- s=N-1 otrzymujemy tezę bezpośrednio 

z (2.13) , (2.2) , (2.11) i (2.12) .

uf(N-l,k,l) - ub(N-1,k,l) = |Q-p(k))+ ^(l-p(k))(l-p(D)

4(l-p(k))^j(l- c(N+1))p(l+1) -(l-c(N))p(l)j( 0.

Załóżmy dla indukcji, że

(2.14) uf(s,k,l)^ ub(s,k,l) dla każdego k,l i

s= N-1 , N-2 , . . . , t+1 .



Z (2.2) i (2.15) mamy :

u.£(c y w ? i j — ub (c y k y1/ = J u <t+1,0, k+1) + n Ct+1 yk+1,0) j

+ ufc+i.k+i.m) - P^)-yXi?1)
« (1-P(k))(l-P (.I)) U^yOyCO) .

Z założenia Q2.14) mamy : u(s,k,l) = ub(s,k,l) dla s^t+1

i każdego k,l , więc

u^(t,k,l; - ub(t,k,l) = - + - y p(k+1)

- P(k> * I^0-pM(i-p<4[i-
Dla > max (s^s^)

2t (N-t-D G - c(U1)) 2t (N-t) z 2
N(N-1) M- cU+2)) " Ń(N-1) * “N

Istotnie lewa strona powyższej nierówności jest rosnącą

funkcją t i dla t = N-1 

indukcyjnego u(s,k,l) = 

uC-W”)" cCt+1)

2jest równa - - . Z założenia 
M

ub (s,k,l) dla s>t , a wi^c

. Stąd i z monotoniczności

P (k) y (2.11) i (2.12)

. /+ lr -1 \ n ! + > 1 1 ć x 2t ( ^--t- 1) (i - C(t+1)} z, .
Uf(tyk,l) Ub(0,Kyl^ + N(W_7^ h PG^

- (l-p(l+1))(l-c (t+2))]4 (l-p(k))[| + -(l-c(.t+2))J 

+ iliz~l^pęi+i) G-c (t+2)} - pii) (1-C (t+D)]]<o •

Indukcja ta jest słuszna do t = T . Twierdzenie 2.4 zostało 

udowodnione.

Twierdzenie 2.5.

Jeśli

(2.15) ~> -—j dla każdego 1 < mpil)



i relatywnie pierwszy obiekt jest nieosiągalny / odrzucił 

ofertę /, to optymalnie jest nie wybierać aktualnie relatywnie 

drugiego obiektu aż do chwili zbadania wszystkich obiektów. 

Powód :

Twierdzenie będzie udowodnione jeśli pokażemy, że dla

każdego 1 < oo , s = 5,4,..., N- 1 uf (s ,00,15 > Cs,%1) .

Z (2.15) , (2.2) i (2.4) mamy :

uf(N-1 «91) - u|(k-V-,l) = p(l+1)- p(l)>0 .

Załóżmy dla indukcji wstecznej, że uf(s,co,l) >u^(s,oo,l) 

dla każdego l<oo i s = N-1,N-2,,..,t+1 • Z C2.2) i (2.6)

i założenia indukcyjnego mamy :
Ń

?w

+ Hcn-T)*

[uO.O.w) + u(j,a>,od -

L U-'' Ary 3<>1Hj-2)

t(t-1)
N(N~1) p (l+N—t)

Wprowadzimy oznaczenie i

f t ,1) - u~ rb «>, 1)

N(N-1)P 7
N

nt) - .
i=u'

f(t) jest funkcją malejącą .

f(t+1 ) - f(t) - p(l+N-t-1) 
P(l)

p(l+N-t) 
P(l)



- ' u(t+i + u(t+1 ,co ,o) ;.
t^t-l) (t+l) ~

Z (2.15) i tego, że

u (t+1,0 ,<»)+ u(t+1 > u^ (t+1,0 ,oo)+ u2 (t+1,*>, 0) =

otrzymujemy :

f(t+D - fCtU 20^^110 _ g-4^ - 2 (N-1) .
p<l) V N-2 / O

Co kończy dowód twierdzenia 2.5.

2.^. Przykład.

Dokładniej zajmiemy się przypadkiem p(k) = p = const, 

dla kV O, .

Twierdzenie 2.6.

Przy powyższym założeniu o p Ck) optymalna strategia jest 

następująca : należy przepuścić s„ -1 obiektów bez próby ich 

wybrania, wybrać relatywnie pierwszy obiekt, który pojawił się 

po obiekcie s, - 1 i ponadto począwszy od chwili , gdy pojawi 

się obiekt relatywnie drugi, należy próbować wybrać relatywnie 

pierwszy obiekt, a gdy odmówi- wybrać relatywnie drugi obiekt. 

Jeśli do momentu N żaden obiekt nie został wybrany , należy 

próbować wybrać obiekt absolutnie pierwszy, cl gdy odmówi , absolutni a 

drugi. Wartości i s^ należy wybrać tak, aby maksymalizowały

-1)(s2-2) 2N-rj-1S,-,
\ Łtl +12.16) 2 »^)

H
‘kb2

N CŃ-1)-/ u 
]-5i

j'~2) r.

Łi-J
OIXj-2



gdzie P [3^,82 i N ) jest prawdopodobieństwem uzyskania żądanego

obiektu przy stosowaniu podanej strategii.

powód :

Dla dowodu pokażemy, że istnieją s1 i s?, s^s, takie,że

(2.17) uf (s,k,l) > ub(s,k,l)

(2.18) (s, 0,1) ub (s ,0, 1)

gdy s 4 s1,
9 ,

(2.19) uf (s,k,O) >ub(s,k,O) 

wtedy, gdy s < s^,

(2.20) uf (s,k,O) 4 u^s,k,0) 

gdy s > s2 ,

(2.21) uf (s,a>,0) ub(s,«>,0)

dla k/0,1/0, 3 4 N-1,

dla każdego 1 wtedy i tylko wtedy, 

dla każdego k/0 , wtedy i tylko 

dla k/oo , wtedy i tylko wtedy, 

dla s ^82 ♦

Przede wszystkim pokażemy , że

(2.22) uf(s,%l) >u^s,oo,i) dla U O, 3 N-1 .

Pla s = N-1
uf(N-1,^,1) -^(N-1,a>,l) = p>0 .

Pla indukcji wstecznej załóżmy, że uf(s,°°,l) >ub(s,«’,l)

s= N-1 ,N-2,... ,U1 . Z (2.2) , (2.4) i (2.6) otrzymujemy

d .
<Y +

j(j-lKj-^) 
ru1

t(t-p
N(N-1)

t (t-1)
P ” P N(N-1) (1 -p) u (s,oo,oo)-

= p t (t-1) /
■<=t+1

u(j}%0)
j lj-1)(j-^)

Zatem nierówność (2.17) dla k ,1/0, 3 4s4^~' 

udowodniona. Niech k/0 ,1/ 0,s-l-1 .

nf(.K-1,k,l) - ł(N-1,k,n = I + t[1-6-p12]-P
ZałóżięyTże (fen spełniony dla e= 1H.H-2t+1

Z (2.2) i (2.3) oraz (2.22) mamy : N
4 x \ z,

Uf(t,k,l) - u, (t,k,l) - t(t-1)^/ j • )(•l”"2) 
■ '.-++4



, -

4"
t(t-1) n 2“| _ t(2N-t-l)L' ^"P J P N<N-1)

H

p? 3)Z_ j a-nu-2)
c. \ t (t-1)

- P<| - P/ N(N-1)

Z (2.1 )

U I j , O , k+ J - U ; •/ ^ <3 , O , k+ j“*"t ) — P -| 1 + 0 “P) U (3 * * ■' *

oraz

u (j ,k+ j— t , 0) u^ (j,k+ j— t,O)= p i + O“p) u 0

IX> )

50.0>

a stąd
r , , x 1 a - <v>t <t-P rY2(N-n 2 (N-t)

UfVt,k,l; - % v>iV>x/'^if^T7^P|4/_(j-i)(jZ2'')’’ t-1
ptH

= O .

Zatem uf (s,k,l) ^u^s,k,l ) dla 1^0,kA), 34s4N-1 .

Pokażemy teraz, że warunek (2.18) jest spełniony. Z (2.2 ) 

i ((2.4)

, (2.3)

Oznaczmy

n fc, n n n1^ o n - s(s-n\uf(s,0,l) - Ub (3,0,1) - a(S-iK^ j(j-1)(>2
^ń+1

srs-1) r \27 s(2N-s-1)+ N(&yU-^1-p) _r n^-d

L- $ łP)

g(s) =
,1) - U,) (s,O,l)

■nCn^TF
Bfs, =

'i *5+1

D- (w



Funkcja g(s) jest malejąca dla 34s4N-1 ,

, A f a\ wr™ »\ u Cs+1,0,1) + u (s+1, ip) 2 l.N-1)
gis) - g(s+i >- 1'40 ęs+1)s(s—1) ” s(s-1)

Z (2.1) mamy

u(s+1,0,1) + u (s+1,1,0)^(6+1,0,1)+ ub(s+1,1,0>

i stąd

g(s)~ g(s+1)>0.

g(^_.l) = -0-p)2< O , więc istnieje s^ takie, że warunek (2.18) 

jest spełniony.

Pla pokazania (2.19) zauważmy, że dla s 4 s1 z (2.2) i (2.4)

mamy :

+ [i _ «-?)2}^ - > Ms.o.U - ujo.o.i)? O ,
co wynika z dowodu warunku (2.18),

Pokażemy nierówność (2.21).Z (2.2) , (2.5) i (2. IZ?

p
uf (s,<»,0)-u£(s,<»,0) =

N . , .
C U-dłO^k u(j,oo,Q _ s O?

j(j-1)(J-2) N(N
j:SH

Wprowadzimy oznaczenie

w(s ) = N(N-
u ( j ? O + u (i ?°°t°)

1 / j(j-Z(3-2^

4

- (1 - p).

w(s) jest malejącą funkcją s, w(N)<0 

wynika, że w(s^) ?>. O . Istnieje więc 
o

<u'b(s,co,°) wtedy i tylko wtedy, gdy

i z warunków (2.17)- (2.19'

S2 takie , że ^^(s,00,© )-^

s ^.s^ i ponadto s;? > s^ .

Zbadajmy następującą różnicę



(2.23) uf (a.k.O),- u^(a,k,0 He-1)

j =SH

+ -<i-p)2]- p 4w?r- -(1 - .

Jeśli s s| , to u(s9%0) = uf(s,<»,0) i wówczas

uf(s,k,O) - (s,k90) =
•i-stl

Cj"2)
u (j 9°°to)

j=s+1

N
u (j ? O u ( j ,m, o)

D (>2) lii<N-1)

- N N
- + V u Cl > k+ j- s, Oh- u (j t O
;Z_ j a-u (3-2) L. ó^-by-2)
lj=s+'l r-st1

r N V~2CN-1)_  2<N-s)
(3-2) " s-1

(2.21) wynika, że dla s>Sg u(s,%0)= u^(s,°o,O)

a więc na podstawie (2.23) 

uf(s,k,O) -u^CSjkyO) = s(s~
N

V 3 ( j"1) i J-2)

Niech

s(s-1i /-u \2 2sCN-s)

h (s)

-j 
Up(s,k9O) - (s,k,O)

S C.S— 1 )
N Ji-1)

Dla s s2 funkcja h(s) jest malejąca.

h(s) - h (s+1) u(s-b 1 fO1)-I- u<s+1 ,k+1,CD 2UI-1) 
( s+1 ) s (s-1~) s C s-1

> N (N-1) u (s-;-1,,09k+l) -i- u(s+1 ,k+1,0) 
( S-5-1) S(S-1 )

2(N-1) 
s(s-1 )•=g(s)~g(s+

+ p s

> O,

Z



Z (2.23) wynika, że h(s2)<>0

W konsekwencji,

. Ponadto

jeśli p<

h(N-1) = (1-p) P-^| <0

» i° istnieje
IN k_ a

K~4 
b-2jeśli p<

takie, że (2.19) jest spełniony.

Prawdopodobieństwo uzyskania absolutnie pierwszego lub

drugiego obiektu P(s^,s2;N) przy zastosowaniu opisanej 

strategii otrzymujemy następująco :
s<-1

N
+2~P(Y^2| Y^1,^ = 1} +
j=S2 " J ' I

+P{X . .01 =21 Y . = lH p + pjx. =2 Iy .=2\ (1 - p) +
' 3“^; 1 3”v, J' L 3 1 J J J

+ P{Y^1A«j<N [i -(1-P)2’j -

q „ i N „jyę, |
"Z )+g2 (J. + u ,1 Hg2 (3.1; p

(s — 1 ) ( Sr —2 j
+ > {p [g^ (dj") ^^2 (3» 0“P)g2 U,2)ł ~J(jYT^3Y;~) +

Stąd otrzymujemy (2.16)
3^ s2

Jeśli lim — =cC , lim ^-= a , to 
H->oo 1

lira P(svs25 N)= 2ccln| +<£(4-^)+ 2<X(1-p)(1+p)~2pc<p> In

+ <i &h — (i—p) j •
*

Można pokazać, że dla 0^p^1 jedyne rozwiązanie o<^ <B<1 

układu równań i



9 2
~ - 2 + 2p Ina - Cl-p) = O& I

O
2 (1+pp>) In - 2 ln<£ + 2 c< + 2p - 2(1 + p)p>-pO-p) = O 

maksymalizuje graniczne prawdopodobieństwo. Jeżeli p = O , 

to powyższe rozwiązanie pokrywa się z rozwiązaniem podanym 

w [31^ > a cytowanym przeze mnie we wprowadzeniu do rozdziału 2.

5. Wybór maksimum niezależnych zmiennych losowych z dyskontem.

Niech X^ ,X2 ,... ,Xjj będzie skończonym ciągiem niezależnych 

zmiennych losowych o tym samym rozkładzie typu ciągłego o dystry- 

buancie F(x) , określonych na ustalonej przestrzenni probabili

stycznej (ńLjłą p) . Oznaczmy przez ;t^ 6 - algebrę generowaną, 

przez zmienne losowe X^ ,X2 ^... ,Xn a przez ^^zbiór wszystkie 

momentów M arkowa L względem ] . Umówimy się pisać i >

jeśli wogóle nie zatrzymujemy się. Niech będzie ciągiem

malejącym takim, że 0 4 oc^'! dla każdego . Poszukujemy 

T”’ e takiego, że

(3*1} max(X^ »X2, • • • »

= sup.o^^Koo ,X = max ,X2,.,XW)\

Problem (3.1 ) bez dyskonta był badany w [8] .

Dla ciągłej dystrybuanty F(x)zmienne, losowa Fl^j ma 

rozkład jednostajny'na L0 „ 1 ] i P{ Xm Xn<=>F(Xrn) F(Xnj} - 1, 

więc można założyć, że Xi mają rozkład jednostajny na [0,1] .

Miech

Yn ^n =

< x _oz . yN-n
xn “ A/Xn = max X1 ,X2,^n^

gdzie X jest oznaczeniem funkcji

charakterystycznej zdarzenia lXn= max(X^ ,X2,... »X^j. Zakłada jąCj 

że oo = O otrzymujemy



EY^ max(x1 ,X2,... »XN)J •

w ten sposób problem (3.1) sprowadzony został do optymalnego 

zatrzymania pewnego łańcucha Markowa. Miech *— będzie 

zbiorem tych T e , że

(3.3) Xn = max(X^ ,X2 ,... ,Xn) na zbiorze n^dla n=1,2,.,N.

Miech '^=l/^k+1 = inf [n:^ n 4 N,Xn = max(X1,X2,...,Xn))

dla k= TPlo .
Zdefiniujemy ciąg zmiennych losowych w następujący sposób;

(5.4) |k =^;k,Xk)nafctfk^ =3 n^: Tk ał-«i

N
gdzie b jest oznaczeniem " stanu pochłaniającego " 

f- 1N * <
jest łańcuchem Markowa względem Przestrzenią stanów

h]x [0,1^ ) U i prawdopodobieństwami przejścia:

(5.5) p(m,x;n,B) - ?[tk+1 - n^eB^ - = x] =

P n-m-1 |(x,l]nB| gdy m<n ,

0 gdy m^ n ,

dla m,n - 1,2,...,N, x€[O,l] , B-borelowski podzbiór odcinka

|O,1] , a | | oznacza miarę Lebesąue^.

Niech T e OT}.0 » Określimy zmienną losową 5 =k na zbiorze

I me jT I 'j .
ę _

( - jest momentem Markowa względem Tr [ i ze wzoru > 3.2
1 1 |<,=1

0 gdy T f i
J

gdzie

f(n,x) = <^n xW"n ; f(8)= 0 .



Problem ^3.1) został zatem sp adzony do optymalnego

zatrzymania łańcucha Markowa z funkcją wypłaty f ^n । x)

W celu znalezienia rozwiązania posłużymy się następującym 

lematem.

Lemat 3.1 [8] .

Niech będzie jednorodnym łańcuchem Markowa z przestrz 

stanów S. Niech f:S—będzie funkcją ograniczoną.

Oznaczmy

Z = [s e S : Tf (s)^f(s^ , 

gdzie Tf (s) = Egf^) .

Załóżmy, że

Ci) P^istnieje k takie , że =1 dla seS ,

lii) P ^istnieje k takie . że ći-^Z’r = O dla sez . sv v ? k / -1

Wówczas inf { k : ^.ezj jest rozwiązaniem problemu 

optymalnego zatrzymania z funkcją wypłaty f.

tf problemie (3.1) założenia lematu są spełnione. Mianowicie

Tfp)= C = f(Ą

Tf(N,x)'= f£)= 0<c<N = f(N,x)

więc 3«Z i xN,x)S Z dla każdego xt-[b,l] .
—* *

Tf(m,x) = > Jf^n^y) p(m,x;n,dy) =

_4___ ^n N-n+1
W -

dla m = , 2 y v 1 <

Nierówno^

Tf(m,x)f<m,x)

jest równoważna'w tym przypadku nierównospi



czyli

N

n
n-m-1 -JM-m h-m 

mx

2 o€n -N+n-1

m N-n+1

Oznaczmy lewą stronę powyższej nierówności przez h (x)
N

-N+n-1 _
(3.7) N-n+1

Funkcja hm(x')

Stąd istnieje xm

jest malejącą, funkcją x . hmCO+) = + co ,h m(.1-)=O

m ’ °
Ponadto

takie,że h (x) 1

jest pierwiastkiem

wtedy

równania

i tylko wtedy,gdy

hm (x) = 1

^m+1
AT=rmt2j

^n 
°^m+1

x
N-n+1

1

m
m+1

-N+m 
h (x) - -—— m ' N-m

Niech

m h . m+1

km<x) = m ^m+1
oC m , Hm+ । m

m+1
^m "^m+1

-Nfrn 
"N-m

ID

Funkcja gmCx) ma następujące własności: gra

'ni
-N+m-1 / °-n n-m-1“T"” Jk m i-1

^m ” ^m+1

Stąd jeżeli ciąg spełnia warunek :



(3.8) m ^m+1
°^m '^m*1

to gl(x)>0, a stąd h , Ax)<h(x) o

Zatem przy warunku (3.8) dla xG(0,1) hm+1 ^m^ i

•btiM ■ 1 4 ’ wię0 < dla " "

gdzie xN = 0 . 

Niech 
hi

^-{o]u U ({rm] x 

nnn^l

j C 1 N
Łańcuch Markowa ma realizacje niemałejące, ciąg xm ,

m= 1,2,..., N jest malejący, więc założenia lematu są spełnione. 

Otrzymaliśmy następujące twierdzenie.

Twierdzenie 3.1.

Jeżeli ciąg jest'małe jący 0<oC,n.<'l> oraz
*n.-A '

« 
M 

\ n / rra^ 1 „ M-U
> °0/w „ ~7 rm-SS"') 1ł-------  CK. m, 4

n- rm+1 
to problem (3.1) ma następujące rozwiązanie. Optymalnym momentem

zatrzymania T <= jest moment

V = inf ^n6N : Xn = max (Xj ,X2,... i

gdzie xK. = O ,xa dlan<N jest jednoznacznym rozwiązaniem IM il
równania 

hn(x) = 1 9 
a funkcja h (x) danĄ. jest wzorem C3.7) . J n

Przykład. 

Przykładem ciągu 1 spełniającego warunek (3.8)* - J ó-l-4 
jest ciąg malejący i taki, że

C5.9) rrn .<]

mri

oC zm
mn-4
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Istotnie, dla m = N - 1 warunek (5.8) jest spełniony dla 

każdego ciągu malejącego o wyrazach nieujemnych.

Załóżmy dla indukcji, że dla m = N - 4 , N - 2,..., r
N

\ . ^-<7' d /T

Wówczas

N N

■ł warunku (3.9),

Warunek (3.9) spełnia ciąg geometryczny o ilorazie 

0<oc < 1

4. Optymalne reguły zatrzymania ciągu zmiennych losowych

przy wybranym kryterium optymalności.

4.1. Wprowadzenie.

Niech X^,X2»... i Y^Yg,... będą ciągami niezależnych 

zmiennych losowych określonych na ustalonej przestrzeni probabi

listyczne j (dl, 7 , p) o wartościach rzeczywistych. Załóżmy, że te 

dwa ciągi są wzajemnie niezależne ik^Y^mają ten sam rozkład 

typu ciągłego o dystrybuancie P(.x).Niech fj(:Rn—*R, n= 4 ,2,... 

będzie ciągiem funkcji i określimy J^f-Jk-j ,X2,... ,X.) oraz 

?‘l =fi^Y1 ’Y2’ * * ’ ,YP ’ Obserwujemy tylko ciąg x±, i = 1,2,.... 

Chcemy zatrzymać się w momencie, gdy będzie większe od ,

Dodkładnie,niech Ib = X1 > X^ ... ( X;} cl będzie 



zbiorem wszystkich momentów markowskich T względem F^, i = 4, 2,... 

oraz W.N = ( T e Rozpatrzymy następujące

problemy :

Niech f ,X2, • • • ,x^) = max(x^,X2,•••,x^^ •

a/ Poszukujemy T £ takiego, że

C4.0

b/ Trzeba wyznaczyć T*G takie, że P^T *<oo]= 1 i«

(4.2) P[A>>(= .

c/ Poszukujemy TA & takiego, że P^T*<e°} = 1 i

(4.3) P { min (A,S ) > } = sup P [ min (A,2 ) > ,
=>ln (• J c TO L 1 1

Problemy jednoczesnego zatrzymywania dwóch ciągów zmiennych 

losowych, gdy jeden jest obserwowany, nie były dotąd spotykane 

w literaturze.

Zatrzymanie ciągu £ .^ nad ciągiem gdy obserwujemy tylko 

ciąg 1^, w następujący sposób sprowadza się do klasycznego 

problemu optymalnego zatrzymania pewnego ciągu zmiennych losowych.

Niech

Otrzymujemy

dla 1 € takich, że P 1.

Jeśli Zn =

łańcuchem Markowa, wyjściowy 

zatrzymania łańcucha Markowa 
C i < Klech =.^ e,r^_0 

względem -o określonym

strzeni stanów (E,J^ i Px 

$. Oznaczmy przez Ex wartość oczekiwaną względem miary P .

>-<>m/rL=0 &

problem sprowadza się do optymalnego 

z funkcją wypłaty g(n,*) [63] • 

będzie jednorodnym łańcuchem Markowa 

na C-£ł , T,P ) o wartościach w prze- 

(B) = Pi 6 b| £, =x} dla każdego



Niech g(n,») będzie funkcją wypłaty określoną na przestrzeni 

stanów łańcucha o wartościach rzeczywistych, zależnąw sposób 

istotny od n. Problem optymalnego zatrzymania łańcucha Markowa 

z funkcją wypłaty g(n/) polega na wyznaczeniu 

v(x) = sup E g(T,£T),

gdzie x jest stanem początkowym i znalezieniu T*£ DL takiego, 

że P [T*< = 1 i

v(x) .

W przypadku skończonego łańcucha Markowa 

problem optymalnego zatrzymania ma następujące rozwiązanie 

Niech = x ,

vM(n,x') = sup E g (T ,

oraz

Tg(n,x)= Ex g(n+1, 

i

Qg(n,x) = max { g(n,x), Tg(n,x^0

Lemat 4.1 ( £63] , str. 106 - 108 ) .

Niech będzie jednorodnym skończonym łańcuchem

Markowa z przestrzenią, stanów' E i g: [1,2,..., N}x E—*R będzie 

nieujemną, ograniczoną funkcją. Wówczas v^('n,x) spełnia następu

jące równanie :
vNćn,x) = max fg(n,x) , TvN(n,x)} = QN"n O,x) 

i .
t*N = min { n <k 4 N : vN(k, gik, S k)j 

r djest optymalnym momentem zatrzymania w • v<x) = v^(0,x')

i optymalnym momentem, zatrzymania jest Vo .



Niech |n = x ,

W = {t ew

i

vfn,x)= sup Ex gCT,^ \

Lemat 4.2 [651 str. 106 - 108),
.00

Niech ć= = o^zie jednorodnym łańcuchem Markowa

z przestrzenią stanów E i g: [o,1,2,... xE—>R będzie

nieujemną. funkcją,ograniczoną, to funkcja v(n,x) spełnia 

następujące równanie

v Cn,x) = max { g(n,x), Tvfn,x)}

i
v(n,x) = lim QN g(n,x) , 

N—> oo

a moment

'Ce = +£1, £>°

jest £ - optymalny w klasie TC-^tzn. 
/ * f' )+£ .

Jeśli i ^o(O °°A ~ 1 ? ^o l0.0 3es^ optymalnym momentem 

zatrzymania i v(x) = v (0,x) .

4.2. Optymalne zatrzymanie skończonego ciągu maksimów.

Niech 1 ([x,j ,X£ ,.».,xń — max (x* * * * *^i ) * -Por ieważ

ma rozkład jednostajny w [0,1 ] i P [ > Y(Xj) x ^(Yj)}

zatem bez straty ogólxiości możemy dodatkowo założyć , 

że Xi oraz Y^, i = 1,2,..., N mają rozkład jednostajny. Mamy 

zatem :

a więc funkcja wypłaty g(_n,x) = xn



2 - « 3es^ łańcuchem Markowa względem n z przestrze-
/n»O m=u J

nią stanów [0,1] i funkcją prawdopodobieństw przejścia

(4.4) P(n,x;n+1,B) = P[Jn+1 B|^n =x } = 

x r |Bn(x,1)| jeśli xtB,

|Bn(x,1] | jeśli x<^B,

dla n = O,1,..,, N-1 : x€[0,1] , B - borelowski podzbiór odcinka

[0,1] , a|» [oznacza miarę Lebesque’a .

Z lematu 4.1 otrzymujemy następujące twierdzenie : 

Twierdzenie 4.1.

Istnieje ciąg liczb 4 x2 4 , XN = 0 taki, że
T*= min fi 4 nZ N: £ h X A 

l x nz/ n J
spełnia warunek

r , > 1 f 1 2N 2
gdzie 'WlW" 2 Lzsm X1 - X1 + 1 + ¥llxs' X1

m \ N vN + l 'i , H-i+2,
N-t N-cH (N+l-HNń-l) U-lr'i H-l+2 *N-i+1 *

+ -i M * N - i. w )X/v-i > b •

x jest jedynym pierwiastkiem równania

N N+1
N+1 = 0 w(0,1) ,

a -xN jedynym pierwiastkiem równania

N__
N+i

^N+i L , .
X + ^M-i 0

w przedziale (0,x„ . J
IN — ± "T I

Ma dowodu pokażemy najpierw następujący lemat.

Lemat

Równanie



ma w (0,1) jedyne rozwiązanie x° dla n = 1,2,..., N- 1 i 

xn xn+1 » Ex ^g(n,x) dla x>xj .

Dowód :

Mamy :

Ex = X-2 + } /“I dy . £1 +

X
Niech

h(n,x) = Ex gfn+l^p - g(n,x ) .

Funkcja h(n,x) ma następujące własności >w LO>11:

(i) h(n,0) = ~ ; h(n,1) = 0 .

iii) Funkcja h(n,x) ma jedyne minimum w punkcie otn = _H_ 
* n+1

Stąd istnieje w (0,1) jedyny pierwiastek x° równania (4.5) 

i .

Miech

A (n+2)h(n,x)
^niX)-------------- .

Otrzymujemy 
ot-l 

<pn(x) = -(n+l)xa'r| - tn+l)xn + 5^ xi 

oraz

^n+1^ " ^n1^ = ” xI1[Ćn+2)x2 + x - (n+2)J

Mamy więc <pn+1<x) -q)n<x)>0 dla x€(o,<<£),n = 1,2,...,N-1 9
gdzie jest pierwiastkiem równania dj) n+j(x) ęx) = O

należącym do (0,1) . Łatwo sprawdzić, że c(b7 < Stąd

h(n+1, cC^<0 i x°, . > x° . To kończy dowód lematu 4.3. 
n+1 z ii

Udowodnimy teraz twierdzenie 4.1. Z lematu 4.1 i 4.3

mamy :

vnĆN-1,x) = max { g(N-1,x) ,Ex g(N, 1^)} = 
f N-1x dla x^.x^

N v N+1 c 1 /
WT Z + W dla X<XN-1



gdzie (określone w lemacie 4.3 ) .

Pokażemy teraz, że
f 

N-2
x dla x^xN_2 ,

(4.6) v„( N-2 ,x ) = '
N „N+2 ...

N+2 + ^N-2 XN-1 dla X<XN~2
gdzie l

m /■ y , ________ N_____ „N+2 1 N 1 1
7 N-2< N-1 ) (N+1HN+2) XN-1 “ N XN-1 + N+T XN-1 + N

i xN-2 j®8^ jedynym rozwiązaniem równania

należącym do (.O,xN_p.

Z lematu 4.1 mamy

vn(N-2,x) = max[g(h-2,x) ,Exvn(n-1, .

niech x<xN_^ . Wówczas

7? 1r (T\T_ -1 C \ _ _ N „N+2 . N „N+2 1 __NEXVN^N • N+2 X (Ń+17P+2J XN-1 * n XN+1 +

u 1 v 1 N vN+2+ h+7 XN-1 + N = N+Z X + Y N-2^XN-1) 
a dla x?xX^XN-1

F v (N 1 P — A.""xZN^H'" ' ’ 5.^ ~ N X + N *

Niech

l(N-j,x) = '^N^-^'11? " ’ 3 = 2>5,...,N-1 .

Funkcja l(N-2,x) ma następujące własności :

(i) l(N-2,x ) jest funkcją ciągłą w (0,1 ) .
r - ■ y 1 (p-2 x \

II-1 / < o ponieważ h(N-2,x) ma w (.OJ ^pierwiastek 
z o o

ro™y xH-2 < xS-rxN-1 5 h<S-2»x><0 dla x>xn-2 11<N-2,x) = 

= h(N-2,x) dla xdjxE_,,ll .



(iii) 1 (N-2 ,x) > h(N-2 ,x) dla z < z^ ponieważ v(N-1 ,x) > g(N-1 ,z) 

dla x < x^._ .

(iv) Funkcja l(N-2,z) jest malejąca w (O.z^p .

Z (i) - (iY) mamy, że l(N-2,x) = O ma w (0,xN ') 

dokładnie jedno rozwiązanie xw_2 , x ^_2< xN_2 < z^ i l(N-2,z)>0 

dla x<zN_2 . Wobec tego v^.(N-2,z) dane jest wzorem (4.6) .

Załóżmy dla indukcji, że otrzymaliśmy x^_ > x^ 2>.,,/xN . >

> xN-i+1 » 1C N-1 , oraz
r N-i 

x d dla x>x ,

(4.7) vN(N-j,z) =
I _N__ N+j f
l N+j x + 7 N-jCxN-j+l) dla z<xN_.., 

dla j=1,2,... ,i-1 , gdzie .p= ~

uJ (x A — _ __ __-______ y1 J _ ' __TN-jl N-j+l) (N+j)(N*j-1) N-j+1 N-j+2 N-j+1

+ N-j+1 ^N-j+2^ XN-j+1 + N^j+2

a z^ jest pierwiastkiem równania 

Wyznaczymy teraz z^ , i obliczymy

l(N-j,x)= O w

TK^-i,x') .

Jeżeli x<x,T , . , to w-x+1 '

IszvN^~'l+ 19 & 1 j “ N+i-1 x ' "x + V N-i+1 ^xN-i+2^ x +

x N _^+ j
Cr N N+i-1 , n
JLN+i-1 y + VN-i+l(xN-i+2 J dy +

+

z ^N-l + 1

Jeśli x >zTT . . ,N-1+i ,to

Funkcja l(N-i,z) =

, N N+i
dy = N+i x M N-i<xN-i+1^ ‘

4
\ _ N-i+2 [ N-i+1 , _ N-i+1 n4+ł 4

Si) ~ x + iy dy = Tm+~?x "ŃS 
" xN-1 ^est ci^gła w to»1)

oraz



Dla x^xw-j_+-|ł l(N-i,x)<0 ponieważ h(N-i+1,x)= 0 ma pierwias-

*•* ^K-i+r <0 Ola x
^t44-ui4Sw oras 418 x>^-1+1 ■

= h(N-i <0.

Cii) Pla x<x„ . l(N-i,x) > h(N-i,x) ponieważ dla x < x„ . lN***X’r I IN "■ 1

vN(N-i+1,x)> g(N-i+1 ,x^ .
Ciii1) Funkcja l(N-i,x) dla x<xN_i+1 jest malejąca.

Te fakty sprawiają, że istnieje jedyne rozwiązanie 

równania l(N-i,x) = O w (0,1) , x^_ixN-i XN-i+1 1

lC.N-i,x) > O dla x<xw . . Zatem vv(N-i,x) dane jest wzorem
-Ł li

(4.7) dla i = 1,2,...,N-1 .

Zakładając, że P{Ln=O} = 1 otrzymujemy 
r 1 r 1 2N 2

vCO,O) = - 2 L2N—1" X1 “ xi +

To kończy dowód twierdzenia 4.1.

4.3. Optymalne zatrzymanie nieskończonego ciągu maksimów.

Niech fi('x1,x2, — ,xń = max (X. ,x2 ,.. Z powodów

podanych poprzednio, zakładamy, że X^,Y^ mają rozkład jednostajny

w [O,1J Niech 0 < A < 1. Poszuku jemyT^Utakiego że

(4.8) sup P 
Te Tą.

Niech

Zn
ot

9d5

9^

0

. 03 ■ OO

jest łańcuchem Markowa względem z przestrze

nią stanów [0,1] i funkcją prawdopodobieństw przejścia (4.4) .

Twierdzenie 4.2. 
c i 

Istnieje ciąg stałych taki, że

1/'^ = inf [ n: £ jest optymalnym momentem zatrzymania,



to znaczy realizuje (4.8) .

2/lim oC = A, dla każdego n£N .
w.—> oo n

3/ Ciąg oC^ spełnia równanie rekurencyjne :

'n. Akii cc 
m. +2, M.+ 2j

4/ Wyrazy ciągu oC^ można obliczyć jako granicę ciągu jedynych 

rozwiązań e (O, ' rownan

] -n+2, < j^1' + -n-t% X "U)

gdy 1 dąży do nieskończoności.

5/ Wartość dT= m^o) - = ł ^Z)

Powód :

Z lematu 4.2 mamy

y^/Z) = lim QW gCnsx) 
K-^co

gdzie Qg(n,x) = max [ g(n,x ),Tg (n,x)^ , a

Tg(n,x) = + J yn+1 dy = 
x

dla x 4 A ,

dla x>A .

nn-1 „n+2 An+2 
ń-1-2 x + n+2 2 gdy >

Q g(n,x) =’ xn , gdy fgś* 4 A,

0 » gdy x > A t

gdzie jest pierwiastkiem równania :

11 -r 2
(4.9) 11^. X1V;'2 + „ xn = O w (O,A) .
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Równanie (4.9) ma w (O, A) dokładnie jedno rozwiązanie,ponieważ 

funkcja

d) (n x^ - xn+2 +' —-t2 - xn 
^rnA) - n+2 - ■ n+2 x

ma następujące własności :

(i> 41(n,0)>0 , ^(n,A) = An(1-A)< 0 .

(ii) .^(n^ ) ma / rozpatrywana w (0,1)/ w x= —jedyne 

minimum•

Ponieważ
n ( . > n-^2 n+3 A^*2 n+1
^/n+i,x> - n+5 x + n+5 - x

n t „ „ x 1 . n+5 An+2 An+ ^
-x<p1(n,x)+ ^n+5){-n+2)x “ n+2 x + n+T" "

df
— x <pl(n,x) +' q(n,x)

i q(n,x)>0 dla x€(0,A) , więc 1 (n+1, ) > 0 i stąd

,1 1
^n pn+1

Wyznaczymy teraz Q g(n,x) indukcyjnie.

(4.10) QWg(n,x) = max [ą^gCn^) , TQM” *g (n,x H =

*Z * ni ”1 }
= max [ g(n,x) ,TQ g(n,x){

Oznaczmy przez 

(4.H) ^N(n,x)= Tą1'" 1 g(n,x) - g(n,x).

Miech N=2 . Wówczas dla x<b ’ > । n+1

£tj5“+4 - (>n+1)n*4J *
An+2 '

U.12) ^(n,z)= 2±2R^ -fa1 An+414. in+2 An+
xn

Funkcja <p2(n»x) ma następujące własności :



(i) ^2(n,x) = TQg(n,x) - g(n,x) = Tg(n,x) - g (n,x) = p 1 (n,x) < O

dia .
•4

(ii) p 2(n,x)>q)1(n,x)> O dla x^p^ .

(iii)Wielomian określony wzorem (4.12) ma w (.0,1) dokładnie jedno 

minimum w tym przedziale .

Z ( i) - (iii) wynika , że równanie ^2(n,x) = 0 ma jedyny
2 

pierwiastek p i

f.4.13) dla n = 1.2 t...

Z (4.15) wynika , że pl./Tl+lTn+2 ’ wW° fn < f • 

Załóżmy , że istnieją jednoznaczne rozwiązania równań

^>x) = 0 (0,A) dla k = 1,2,...,1 p^p^ ^n ’

dla k = 1,2,...,1, n = 1,2,... oraz

n+1 f t-iT^ n+IM-iy^
.n+21 (pn+i/ J n+2\p'^+ v /ru+Ł >gdy x<j('

Q1g(n,x) = ' xn , gdy p^x 4 A,

L 0 ’
Mamy wówczas dla x<p^,,r

gdy x > A.

X
f n+l+1 
tn+21+1

- -n+£l+1 1-4 .-nhZiH
” ( pcn- t-Ł )

*■
n+2 ąJ-'' 
n+5 +

n+3
n+3~ -

pn+1
f fn+1+1 f’ n+21+1 f 1-1 .„1+21+1 n+2 / l~i An+^1 .

[n+21+1 \ p^i-z.) j+ n+ jC^wij] + |,\t Jfd

A
+ f y3^1 

^+•1

. n+l+1 r "v+2.(L+n dy = t n+V„L ?^An+2 
'^+1) 1 ń+?p\Mi +n+?

+ ń+1+1 T/l l-i .71+21+1 "W

n+1+1 C n+2 (1+1) / L ^+2(1+^) n+i, । .^+2 n+2
H^TTTnT + A__„

i -1 I n+2
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n+l+1 <1 1'n+WM)l n+ifpl \«Ł An+a
“ Hł2U~)X -tM J

Zatem dla funkcja 1+1(n,x) dana jest wzorem

z n+l+1 Ln+2(1+1) ,1 .^2(1+1)! n+1 ,.l^An‘\ n
14.W 1+1Cn,x) - n+2ti+1)|_x “^h) n+^M n+2 “ *

xn , góyp^ śx^ A,

Funkcja ^1+ + (n,x) ma następujące własności :

(i^] + 1(n,x) = TQ1g(n,x) - g(n,x) = Tg(n,x) -g(n,x)= ^(n',x)40 

dla x^n+i> |5 n (

tii^l+1Cn,x) > -^n^) >0 dla • Dla x<pn

Q1g(n,x) >g(n,x), Ql+1 g(n,x)>Q1 g(n,x) więc dla x4 p, J

Ql+1g(n,x) >g(n,x> . Stąd i z (4.10) wynika (ii) .

(iii) Wielomian określony wzorem (4.14) ma w (0,1) 

dokładnie jedno minimum.

Z ii) - (iii) wynika, że równanie 4) (n,x)= 0 ma jedyny
1+1 pierwiastek & i n

<4.15) 1+1 4 
n

dla n = 1,2,...

Z (4.15) wynika,że

Ponadto

Ql+1g(n,x) =

pn+1< f>n^ fn+l ‘

r n+l+1 r n+2tl+1)f ł n+1r l A71*2'
n+2(l+1)[ "Lii I n+Sy^+l) niz+a H

gdy X <

0 gdy x > A.



Ciąg ) 1=1 jest monofoniczny i ograniczony przez 71, więc 

istnieje

lim = cC ( —>oo | n n

Stad n+1_ 
n+2

rn+2 

n+1 n+2 ’ gdy

v(n,x)= limQ^g (n,x) = ' 
[-*00

Udowodnimy, że funkcja v(n,x)

nX ,

je£st ciągła.

gdy cCn^x^Af
gdy x > A.

w punkcie x=c<’n .

Załóżmy, że tak nie jest i 
. o .n+2

(4.16) «Cn > oC n+? + .
' ' n x n+2 n+1 n+2

Wówczas istnieje stała oC’n 4 oC'n taka, że

r n+1 -f n+2 
n+2" '' n+1

.n+2 j
+ nł2 , gdy

v. (n,x = ■ n gdy oCn4 x^. A,

0 , gdy x > A,
i y^n^) >v(n,x) = 

v(n,x) .

sup E gO\
Te -m xhm

dla x€(oC^?oC^), wbrew definicji

W przypadku, gdy w (4.16 ) jest nierówność przeciwna,dowód

przebiega analogicznie. Mamy więc
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Zatem

lim oC = A .
—>00 n

Z lematu (4.2) mamy zatem, że

4 = inf ) n: £ \
0 i -^n nJ

jest optymalnym momentem zatrzymania, o ile = 1 .
. 00 - 03

Załóżmy, że P {£, = O \ =1. Mamy wówczas

JJav»CO J

To kończy dowód twierdzenie (4.2^ .

Niech 0<A<1 . Wyznaczymy teraz l - takie, że

c c

Niech

Zn = P { min (a

Twierdzenie 4.3.

T€Tq_

n ' i n 1.

O

An

c n

Istnieje ciąg stałych

V - inf ' n: i \ f t L -> n j n J
w (4.17) .

2/ lim = A . \r < T
At —I n o n d n+1

5/ Ciąg fn

gdy |n/

gdy £ < A jjsn

{ JTn} taki, że

jest optymalnym momentem zatrzymania

dla każdego n € N .

spełnia równanie rekurencyjne

m.
j zn

<n A- i 
n -ł-jj

, (\m +1 
) +-/A



4/ Wyrazy ciągu można obliczyć jako granicę ciągu jedynych 

rozwiązań równan:

2±1 + am2]+ a"*1 - xD - o
n+21 L < wh / j n+2 p u<-i' J

gdy 1 dąży do nieskończoności.

5/ Wartość
v(0,0) = P [min(A,^.J>^^ = + A2) + A(1-A) .

Powód :

Z lematu 4.2 mamy 
N / v(n,x) = lim°Q g(n,x).

Mamy
n+1 f n+2 An+2] .n+1 , z .x - A + A , gdy x(A,

Tg(n,x) = < L
An+1 , gdy x > A.

Pla x>A , Tg(n,x> < g(n,x). V/ przedziale (0,A) funkcja

<P1(n,x) = Tg(n,x)- g(n,x) n+1 [n+2 
n+2 _

An+2 t Anł1 n x

ma następujące własności :

(i) ^(n.O)- ~~ + An+^(1-A)>0 , ^(n.A) = An<A-1)C0 .

(ii) <p.|(n,x) (rozpatrywana w (0,1)) ma dokładnie jedno

minimum •

Z (i) i (ii) wynika, że równanie ^..(n,x) = 0 ma dokładnie 

jedno rozwiązanie A (0,A) i

Qg(n,x) = j xn

gdy x< ,

gdy $ x $ A ,

An
\ r- >] A

Pokaźemy teraz, że °n 0 n+-| •
, gdy x > A .

- x t(^lA=+2.A“+px

di* 
An+5 + An+2 = x d)1 (n,x ) + q(n,x) . 

II

'b .(."<.+ 1, - o !>



Funkcja ^(n,x) jest nieujemną, więc pierwiastek równania 

^n+l^) = O jest większy niż Jt , czyli O .

rlNiech x<dn+1 Wówczas

TQg(n,x) ~n+2 
n+ 3

n+2

r1o W1
[ /n+2
J k n+ 5
x

”^A /dy
f\
f n+1

dy
n+1 n+4 l vkt+1/

W.f? A^i n+2 ) + ^-16n+J A+C n+2

Tl H

l n+ 3

x

1

A

Rcr^ *
An+1 _ n+2 f n+4 /M n+1 fr2 aH+2] .n+1

= £74 [x -^h) _ + £72^1) “a J + a

Oznaczmy przez

pN(n,x) = TQN”'gfn,x) - g(n,x) •

Niech N = 2. Ma x< dj
Il-r i

(4.17) q) 2(n,x)
n+2" n+4 /V1 \nl’4 
n“l x • ,

n+1 i
n<-2

Anł2]+ An+^ - xn.

Funkcja <0 2 (n,x1 ma następu jące własności :

ti> 2(n,x) = TQg(n,x) - g(n,x) = Tg(n,x) - g (n,x)=d)1(n,x) <0

dla x> £1 .> <3 1 .
n+1 n .

(ii) 2 (n,x) > <p1 (n,x)^0 dla x^ o

(iii) Wielomian określony wzorem (4.17) ma w (0,1) dokładnie

jedno mimimum w tym przedziale.

Z (i) - (iii) wynika, że równanie d) ('nix) =0 ma jedyny
■pierwiastek i ^zw-h ^=-1,^,...
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Stąd

n+2 r :n+4 1 .m+Zn+17 r' { 
n+2

.n+2 A a n+1 ,+A ,gdy

2
Q g(n,x) = ,n , >'2 gdy o n

An gdy

Załóżmy dla 

$ n równań. 

5k< ok , 
n n+1

indukcji, że istnieją jednoznaczne

i.plc(n,x> = O w (O,A)dla k = 1,2

dla k = 1,2 1 i n = 1,2

n+1 i n+21
rn-

rozwiązania

,1; O <d "* ’ n n

oraz

-An+21 +An+1
*

n»

+i 
xko

Q1gCn,x) = - .n gdy P 4 x 4 A
*

An
Mamy wówczas dla x< o

gdy

n+l+11 <. n+l+1
TQ - Saa^tT;x' + n+lpri \nvL.n+2HTŹ.^h) -a

+ An+1 + 7 C L '/n+.lbH
n+21+1

rt-1xm.+2l+r’ 
+ n+2 An+3" +

+ An+2 L

n+l+1 " n+2Cl+1) /VL
x “ v J

—W1
n+2

An+2 + An+1



-68-

riZatem dla x< °n+1 funkcja ^^+^(n,x) dana jest wzorem :

_ 2±i±J__ fvn+2(l+1) zr-L ęn+2-(L+1)' 
n+2 (1+1) l_ "v\uh) +

' + o&r4- a"+2] * . x».

Punkc ja <p (n,x) ma następujące własności :

'f i+1(n,x) = TQ1g(n,x) - g (n,x) = Tg(n,x)- g(n,x)= (n,x)< O

dla x>^+1> .

(ii) i+i(n»xV'p](n»x)> O dlaz^J 

Dla x<ó^ g(n,x). O^g
(n,x)^Qg(n,x) więc dla

x<f'n * Q1+1g(n»x^ >g(n,x) Stąd wynika (ii) .

(iii) Wielomian określony wzorem (4.18) na (0,1) ma dokładnie 

jedno minimum w tym przedziale.

2 (i) - (iii) wynika, że równanie i^1+1(n,x> =0 ma jedyny 
pierwiastek i P+14 O dla n = 1,2,... oraz

^,1+1 / \Q g(n,x) = ■

Wynika stąd również,że

Ponieważ ciąg 5 » 1 jest monofoniczny i ograniczony,

więc istnieje

r n+1 T n+2 .n+2 i
n+2 I.0 n+1 " '

v Cn, x) = < xn

gdy x<j'n , 

gdy fn^x^A >

An , gdy



-69-

Podobnie Jak w twierdzeniu 4.2 dowodzi się że spełnia

równanie

- n+l/yn+2 .n+2 \ An-i-1 
n n+2v'n+1 ” A ' A dla n = 1,2

lim
/n —> oo X1 = A6 n

oraz

V = infln: i \ f ( 
o I. sn^on>

jest skończony .

Załóżmy , że P[£o=O ' -1 . Mamy wówczas

v » v(0,0)= ^0Hl’ W = pj min'A,< J =

~ HI y I ~i+! ^dy+ ao-a)® 
° ’ &

= + A2) + A(1-A) .

4.4 Opt ymalne zatrzymanie nieskończonego ciągu maksimów

z dyskontem.

Niech ,x2,. - max(^ 9x2,.... Z powodów

podanych poprzednio, zakładamy , że X^. i Yi mają rozkład jednostaj- 

ny w [0,1] .Niech 0<oć<1 . Poszukujemy takiego , że :

(4.19) Fo/Ą . sup £^X{ } e
ZerCc

Niech

Zn -«n p< In') Ś? ’

^"^n^n^O ^es-fc 2:a^ucłlGm Markowa względem z przestrzenią 

stanów [0,1] i funkcją prawdopodobieństw przejścia (4.4) •
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Twierdzenie 4.4 •

Istnieje ciąg stałych }Anj rtaj taki , że

1) inf^n: Jest optymalnym momentem zatrzymania,

to znaczy realizuje (4.19)«

2) Ciąg A spełnia równanie rekurencyjne

, n ./n+1 c. n+2 , 1
7 n ^(rT+2 a n+1 n^'' *

3) lim A »1 , lim JP ” 0 • dla każdego n*N .
'Yi-^o 11 n u. i

4) Wyrazy ciągu można obliczyć jako granicę ciągu jedynych

rozwiązać ^n+V :

n+1 ^n+lfkn+Sl / l-1\n+21i . n+1 n+1,./-<xn+2 n cn+2T Lx "(^n+P .. + *n+2

gdy 1 dąży do nieskończoności .

5) Wartość v « v(0,0)=c44 P{^>0 +

Dowód:

Z lematu 4.2 mamy

v(n,x)- lim QKgCn9x) .
)M-3>co

Mamy

igCn,x) -OG (^££2 x ‘ ń+2^ •

Funkcja

^(n^) • Tg(n»x) - g(n,x) ”oón(^«< xn+2 + 

rozpatrywana w [o,lj ma następujące własności;

■Vl + ł .

(i) ^(n.O)- ~2 > 0, (n,l) -1) <■ 0 .

Cii) <{ (n»x) ma dokładnie jedno minimum w [0,1] .

Z (i) i (ii) wynika , że równanie (n,x) - 0 ma dokładnie jedno 

'związanie i



Qg(n,x) =-

n+1 n+1 ,n+1

n+2 9
, J x<a' n

/ s n

9

i f
n

i
Pokażemy teraz, że 

n
1
n+1

(n+1,x) = <^x + n+2 n+3 H4-2

df +

1 1 > 
nJ

(n+2)(n+5)

q(n,x)

n+2

n+2
+ ——

Funkcja q(n,x) jest dodatnia M pierwiastek równania
1 

ztn czyli
1 M n

1 u ■' n+1

Niech 1 
n+1 Wówczas

TQg(n,x) 'n+2
• n+3

, n+2 n+3 n+2

n+3

/ n+2 ,n+2
( —r oć yJ n+3

X

.n+2

n+3
C n+^
C^y) dy

n+2 . n+2‘----- OĆ 
n+4

n+4 n+1_ z n+1 
n+2

(a1 n+2
v n+1

n+2 n+1in+3

.n+2 .

n+3 n+1 J

n+2 n+2
’x

n+4 / 1 \n+4i n±l ,n+1 z 1 yi+2
n+T J n+2 n+1 n+2

Oznaczmy przez

N~1
? Cn»x) = TQ g(n,x) - gtn,x)

Niech N=2 .Dla
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(4.20) <p (n,x) = ^^+2^^ 1 ^+4)^1.  ̂ ^-0
'2 n+4 L v n+1 J n+2 nil

n+1 oc
n+2 - (xxr ,

Funkcja c^(n,x) ma następujące własności:

Ci) tp2(n,x)= TQg(n,x) - g(n,x) = Tg(n,x) - g(n,x) = (n,x) < 0

dla x A 1 o 
n+1 n

1Cii) cpo (n,x)> (n,x) 0 dla x^A„ *

(iii) Wielomian określony wzorem (4.20) ma w L0,1] dokładnie

jedno minimum w tym przedziale.

Z (i) - (iii) wynika, że równanie coQ (n,x) = 0 ma jedyny pierwiastek 

2 12 1
i A^ < A^ ^n+1 n~1 , 2,...

Stad u

n+2
n+4

n+2 oć xn+4i n+1 n+1
> + 5-2 04

1 yi+2 
ń+12

0 g(n,x) ^n+1 
+ —— X 2 A ‘ n, dla

, dla

Załóżmy dla indukcji, że istnieją jednoznaczne rozwiązania /c 

r .12 1
równań. cp?(n,x) =0w LO/J dla k=1 ,2,... ,1; n ’

Ak<Ak . dla k= 1,2,...,1; n= 1,2,... oraz
n n+1

Q g(n,x) =■«

n+1 zn+1 
n+21 06

n+21 z l-An+21-
On+ś
,n+1-~r- dla xn+2 ’

n+1 n+1,

x) dla

/t1 
n

) 4/l
n



1
Marny wówczas dla x< a

" n+1

(n, x) = E O1g (n+1 X) = 

t

- y pl+1+1 , n+1+1 r n+21+1 z 1-1 n+21+11
Xln+21+1* LX " ^n+2J J

n+2 n+2 /, 1-1
n+3 1 n+2

H n+1+1 n+1+1
J l n+21+1
X

..+^dZ

A
+ I G*y)... dy =

Z
n+1+1 /ntXtir.,rin-?j.ł9 / y n+2 ,*+2/ ,. i-i"nil’”00 LX x + _/y.

n+3

n+1+1
(n+21+1) (n+21+29 6

■'W + Z + 4 41+Z + i n + :12 +Z

(n+21+1) (n+21+2)-

, 24+1-1-,1+ SS7F (A’+
4>+^Z+l 
» . X n+1+1

n+
,/h+A-+lz .- v^44+^,/ ’+’

s ^tA

n+2 n+1
n+2

n+1+1 .Ai+z+ji 
n+21+1

. . -yi + AA 1*4 
» 1

'/y\ + 4 J '4\+A + /VI ■+■ A v '•

n+1+1 V, n 
■ n+2 (1+1) ' L

■ la+AZ + l)., n+1—cX/ I n+2
.n +jŁ

n+1 
oL 
n+2

Zatem dla x +-f funkcja %+1<Xx)dana jest wzorem:

+
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(4.21) 4i+i n+1+1 n+2(l+1) , ,,zSzoTi^ l? J+

Tl 
+ “ - •

Funkcja (n,x)ma następujące własności:

41-1-1 = g(n,x) = Tg(n,x)- £(n,x)= (n,x)<0

1 1dla x^/<n+1> .

<fl+1Cn,x)>^(n,x)>/0 dla x £-Z^ .

Dla X<Z^ Q ®(n>x)>SCn»x) » Q^g(n,x) więc dla

] 1+1
x</t n Q g(n,x) > g(n,x) „ Stąd i z (4.10) wynika (ii) .

(iii) Wielomian określony wzorem (4-21) ma w [o,l] dokładnie

jedno minimum.

Z (D - (iii) wynika że równanie c^^(n,x)=0 ma jedyny pierwias-

tek A 1+1 
n i

(4.22) k \ (. 1+V 1,1 „
’ ■ n /u n d-*- . dla n=1,2.... .n+i

■

Z (4.22) wynika , że ./< 4 ^^+-1 » więc A ^^n+1 *

Ponadto

n+1+1 n+2(l+1)
n+2(l+1) L ]+

,.1+1 .Q g(n,x) n+1 , , -z 
n+^.

n+1"X.___
n+2 , dla XZ 6 1+1 

n

6^x)n , dla x > 1+1
n

Ciąg (a^)°° jest monotoniczny i ograniczony przez 1, więc Istnieje



lim
4,

S tąd

v(.n,x)

Podobnie jak w twierdzeniu 4.2 pokazuje się, że v(n,x) jest ciągi.

w z^A^to znaczy spełnia równanie rekurencyjne

(4.232

Stąd

Zatem

= 1 o n

Równanie (4.23) można zapisać w następujący równoważny 

sposób:

ni
w+H , \v,+2 
P +2 / p+i

Pokażemy teraz, że dla każdego naturalnego k



6-

Załóżmy dla indukcji, że

dla każdego naturalnego n •

Wówczas

~ n+2
A n+1

k

Zatem z

n+2

Stąd dla każdego n i każdego k

n k 1 oó
n ' + n+2 /I -

Zatem dla każdego naturalnego n
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'n lnĄc- + +2 /k-^ TT
k

Pokażemy teraz, że

jest skończony z prawdopodobieństwem 1.

m OO . <w
P^E*zoo^ = = lim

^-1

ponieważ ma rozkład jednostajny na odcinku Lo,1] .

Załóżmy, że =o} =1• Mamy wówczas

v= vCO,O) = Eqv (1 ~~)dy i- Jptydy =

To kończy dowód twierdzenia 4.4 .
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