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0. Wstep.

Praca poswiecona jest wybranym zagadnieniom optymalnego
zatrzymywania, gdy kryterium optymalnoéci Jest prawdopodobien-
stwem okreglonej sytuacji w momencie zatrzymania. Dwa pierwsze
rozdziaty zawierajg rozwiszania pewnych pfobleméw optymalnego
wyboru. Problem optymalnego wyboru / " problem sekretarki "/

w ciggu ostatnich 10-ciu lat byZz burzliwie rozwijany i ma
bogatyg literature¢. Rozpatrywany w pierwszym rozdriale problem
dotjczy wyboru 2z maksymalnym prawdopodobienstwem obiektu

o absolutnej randze rdéwnej &. Podano algorytm pozwalajgcy na
wyznaczenie zbioru optymalnego zatrzymania w konkretnych sy-
tuacjach i kilka szczegdiowych przykzadow,

W wiekszosci znanych w literaturze probleméw optymalnego
wyboru obiekt aktualnie Dbadany musi by¢ albo przyjety albo
odrzucony. W tym drugim przypadku Jjest tracony na zawsze,

W rozdziale drugim rozwazamy przypadek wyboru jednego z dwu
najlepszych obiektoéw z mozliwoscia powrotu. Metoda rozwiézania
tego problemu oparta Jest na rozwinieciu pomysiu Yangh l64] .
Ten kierunek badar jest niedostatecznie rozwiniety w literaturze
optymélnego zatrzymywania, |

Trzeci rozdziax poswiecony jest optymalnemu zatrzymaniu
ciggu maksimow niezaleZnych zmiennych 1osowych z dyskontem,
Problem ten jest naturalnym uwogdlnieniem " problemusekretarki ",
gdy znany jJjest rozkzZad prawdopodobiéﬁstwa charakterystyki
liczbowej obiektdéw. Literatura tego problemu [5,7,8,22,23,24,25,45
Jest ubozsza niz klasycznego problemu optymalnego wyboru,
Najciekawsze rozwigzanie zawierajs prace Bojdeckiego (7,8 .

.W;dalszej czesci pracy rozpatrzono zagadnienie zatrzymania
procesu gz czasem dyskretnym nad innym procesem z czasem dyskretnym

z maksymalnym prawdopodobieristwem, gdy procesy sg niezalezne



vl -

i obserwujemy tylko Jjeden proces.

Niech U1,U2,... oraz 'V1,V2,... bedg ciggami zmiennych
losowych o tym samym rozkzadzie i in g N= 1,2,..; bedzie ciggiem
funkeji okreslonych na R® o wartosciach w R. Oznaczmy przez

5‘,“-: fn(ﬁ1!U2!loa,Un) i \'Z%= fn(V,l,Vz,“ o,vn) « W Trozdziale
czwartym rozpatrzono przypadek zatrzymania ciqgu.fgwnad ?m_gdy

fn(u1,u2,...,u = max 011,u2,...,u ) zarowno w przypadku

n
ciggu skoriczonej diugosci, jak i ciggu nieskonczonego.

n)

W przypadku skoriczonym otrzymano strategie¢ optymalng, a w przy-
padku nieskoriczonym postaé strategii optymalnej i algorytm dla

wyznaczenia ¢g-optymalnej strategii.Rozpatrzono réwniez przypadek

zatrzymania ciagu gn nad n, 2 dyskontem ,



1. Optymalny wybdér obiektu okreélonej.rangi.

1.1. Wprowadzenie.

Dany jest N-elementowy zbidr obiektéw..KaZdy obiekt ma
pewng charakterystykq_liqzbowq Xy gk - 1,2,...,N. O charaktery-
stykach zakiadamy, ze sg rdézne i przed rozpoczeciem badania
nieznane. Obserwujemy sekwencyjnie x;,xé,...,x& , gdzie X%,...,Xﬁ
jest permutacjg charakterystyk x1,x2,...,x& . Zaxézmy, ze
wszystkie permutacje sg jednakowo prawdopodobne.

Definicja 1.1.

Niech

., = card{*l £14 N xi-é xr}_ .

gdzie card A oznacza moc zbioru A,

;Liczbé Z, nazywamy absolutng rangsg obiektu o charakterystyce

Zamiast zmiennych losowych X;, T = 1,2,4009 N wystarczy
rozpatrywaé_zmienne losowel};rcalkowitoliczbowe, zdefiniowane
nastepujaco . | |

X, = 24 wtedy.i tylko wtedy gdy X; = X; .
Obserwator nie zna wartosci zmiennych losowych .Xj,j= 1429000y
w momencie r, a tylko Xé v 3= 2y T

2 éekwencyjnq obserwacja obiektdéw ze zbioru N-elementowego
zwigzana jest wiec przestrzen probabilistyczna (Jl_fFlP) y RdzZie
zdarzeniami elementarnymi sg permutacje zbioru N-elementowego,

a miara probabilistyczna jest okreslona jako rozktad jednostajny
na . fl .
Definicja 1.2.
_Niech
Y, = card {14 igr: X8X,) .

Zmienng losowg Yr nazywamy relatywng rangg r-tego badanego obiekt:



Ciag Y., r = 1,2,..., N generuje ciag 6 - algebr ‘Tr =E{Y1,...,Yr}f

=1} =-.

r & 1,2,...,N. Zmienne losowe Y. 84 niezalezne i p|Y -
T

T
Oznaczmy przez TQ,N zbiér wszystkich momentéw Markowa | wzgledem
rodziny b - algebrf?r} g s Niech q(e) bedzie funkcjg okreélo-
ng na liczbach naturalnych o wartosciach rzeczywistych. Funkceje

q (*) nazywamy wypzatg. Nieéh =

vy = sup Eq(Xv).

Temt
Problem optymalnego wyboru polega na wyznaczeniu T*e'ﬂ%rqtakiego,
ze

.Eq(XT,)= Vy e
Poniewas zbiér MY jest skoriczony wiec takie T* istnieje i vy Jest
skoriczone. Zadanie to, sprowadza sie do tego, %Ze na podstawie
znajomosci relatywnej rangi chcemy wybra¢ taki obiekt,aby oczeki-
wana wypiata, zalezna od absolutne] rangi byia maksymalna, W tak
postawionym problemie-obiekt aktualnie badany musi by¢ albo wybranys
albo odrzucony. W tym ostatnim przypadku jJest on juz dla obserwa-
tora stracony na zawsze.

Zagadnienie najlepszego wyboru wystepuje w literaturze
pod wieloma nazwami, Najszerze] znane Jest Jako " problem sekretar-
ki ", Autor tego problemu nie jest znany.Mosteller [ 31] utrzymuje,
ze€ po raz pierwszy siyszal o tym problemie w 1955 roku od Gleasona,
'ktéry twierdzit, Ze usiyszai go od kogos. Bardzo podobny problem
do " problemu sekretarki " postawix w 1874 roku Caley [11] .
Dotyczyt on loterii, w ktorej gracz moze wykorzystaé tylko ostatni
wyciggniety przez siebie los. Wartqéé aktualnie wyciggnietego losu
Jest znana. Tak postawiony problem sprowadza siedo optymalnego
zatrzymania ciggu zmiennych losowych zaleznych. Przy zatozeniu

niezaleznosci zmiennych losowych rozwigzanie tego problemu podaz



Moser [43) . Fox [26] postawiX problem wyboru najlepszego
obiektu w 1960 roku , a jego rozwigzanie uzyskal Moser [44] .
Bissinger (6] w 1963 roku podai inne sformuiowanie problemu
optymalnego wyboru. Przeglad wynikéw dotyczgcych " problemu
sekretarki " do roku 1966 znajduje sie w pracy [31] . W pracy

tej podano réwniez wiele innych probleméw pokrewnych., Za naj-
bardzie]j klasyczny uwazany Jjest przypadek, gdy q(i) = 1 dla

i =141 0 w innych przypadkach. Gilbert i Mosteller [31] précz
klasycznego, rozpatrywali rdwniez przypadek q(i)= 1 dla .=12

a 0 poza tym. Gusein-Zade [34] pod jQt prébe rozwigzania przy-
padku q(i) = 1 dla i . 12,0505 410 ¥ innych przypadkach;
uzyskal tylko pewne wiasnoéci rozwigzania optymalnego. Pelne

€ - optymalne rozwigzanie tego zadania podaxr Rasmussen [55,56] .
Przypadek gd) =1, i = 1,2,.4., N badali Lindley [41], Dubuc (20}
Chow, Robbins, Moriguti, Samuels [13] . Pe¥ne rozwiazanie zawiera
praca [13] . Problem optymalnego wyboru dla dpwolnej monotonicz-
nej fﬁnkcji- q(-1 Trozwigzai Muceci [49,50] . Klasyczny " problem

- sekretarki " jest formulowany w wielu podrecznikach i monogra-
fiach rachunku prawdopodobieristwa i statystyki matematycznej

jak na przyktad [14,17,21,36,45,59,63] .

Inne uogélnienia klasycznego problemu, to wybdr najlepsﬁégo
obiektu z dyskontem [58] oraz problem sekretarki z uwzgle¢dnieniem
kosztu obserwacji EBQL .

Arkin, Presman, Sonin [1] , Presman, Sonin [54] ,
Rasmussen, Robbins [57] , Cowan, Zabezyk [15,16] oraz Gianini [28]
badali problem optymalnego wyboru,gdy liczba obiektéw dostepnych
do badania jest zmienng losowg niezalezng od relatywnych rang.

Ostatnio w pracach Rubin, Samuels [60] , Gianini,

Samuels [30] , Gianini [29] , Lorenzen [42] sformufowano i badano



tak zwany nieskoriczony " problem sekretarki "oraz zwigzki
przypadku skoriczonego z nieskornczonym.

Problem optymalnego wyboru wigce] niz Jjednego obiektu
spotykamf w pracach Gilbert ,Mosteller (31] , Haggstrom [35]
'Nikolaey [51,52] , Henke H. [36,37] , Mitiller, Platen [47,48] .

Bartoszyriski [2,3] wykorzystaX " problem sekretarki "
dla dowodu probabilistycznego interesujacych tozsamosci
kombinatorycznych.

' Zazozenie, ze obiekt aktualnie badany musi by¢ albo wybrany
albo odrzucony i w tym drugim przypadku jest juz stracony dla
obserwatora, zastapiono bardziej realistycznym zaXoZeniem
o mozliwodci powrotu dopewnych juz przebadanych obiektdw
w pracach : Smith, Deelay [61] , Rubin, Samuels [60] , Karni,
Schwartz [40] , Yang [64] i Gianini [29] .

Rozpatrywano rowniez gry zwigzane z problemem optymalnego

wyboru w pracach [62,53,13] .

W niniejszej pracy zbadano dwa zagadnienia zwigzane
z " problemem sekretarki ". Pierwsze rozpatrzone w tym rozdziale
gprowadza sie do zadania optymalnego wyboru z funkcjg wypiaty
a (i) =1 gdy i = a, a O w pozostatych przypadkach. Funkcja
q(i) zdefiniowana tutaj nie jest monotoniczna, co powaznie
komplikuje uzyskanie strategii optymalnej. Przypadki niemonotonicz—"
ne w zadaniach optymalnego wyboru badanych dotad sj niemal nieznane,
W rozdziale drugim zbadano problem optymalnego wyboru jednego
z dwu najlepszych obiektéw z mozliwodcig powrotu do wczeénie )
zbadénych,przy zatozeniu, Ze'préba pozyskania wczeéniej badanego
obiekfu ma tylko pewne prawdopodobieﬁstﬁo powodzenia, Prawdopodo=-
bienstwo to maleje w miaré upzywa czasu od chwili badania tego'

obiektu.



1.2. Réwnania rekursywne.

Niech funkcja wyptaty bedzie nastepujgca :

{1 ? gdy 1 = a!
q(i) ={ _

0, gdy i # a.

Mamy nastepujace zaleznosci:

(1 . 1) -UP{XT‘B&} = EQ'{KXT) =Z I q(xr) dP =

al¥.] ap =

zt__j
Hd
——
=
H
Il

alY.} dp = B g (T,Y,) .

-
=
=
L)
=,
=]
H
1l

W:1{qu
gdzie
(3—1)(N—a) ¢ a=1,2,.oo’N,
= i -
(1e2) ga(r,l)= P{szain;l} = AL 1N 'S dla l=1,2,..,m1qg,;
(r) : r=1’2'l..'Nl

Zaleznodéci (1.1) wynikaja z definicji prawdopodobieristwa

warunkowego i nastepujacej rdéwnosci :
(1.3) P{X =a| T ml,Y 4=l qseees¥p=ly, Y =1} = P{X =a |V, =1} .

Réwnoéé (1.3) wynika z bezposrednich obliczeri. Wzér (1.2)
otrzymujemy 2 ndstqpujacych rozwazan kombinatorycznych.

r obiektéw z N mozna wybraé na (g)épOSObéw. Wszystkie
rezultaty wybordéw ss jednakowo prawdopodobne z ﬁefinicji
rozk*adu P, Jest a - 1 obiektdéw o absolutnej randze mniejszej
niz a i N = a o absolutne] randze wiekszej niz a. Jezeli
relatywnie.l - 1ty obiekt, pojawiajgcy sie w chwili T ma byé

absolutnie a - {y, to pojawiajgce sie w chwilach 1925000 y=1



obiekty muszg byé wybrane w ilosci 1 - 1 z obiektéw o absolutnej
randze mnie jszej niz a, a pozostate obiekty w ilodeci r - 1

z obiektow o absolutnej randze wiecksze] niz a.

niech T2 ¥ = flem¥: rqT¢ ¥} 4

VN(r)= suphlE q(xT);
Te',

Nastepujgca technika rekursywna pozwala wyznaczy¢ v

N L
W) v ) ama(x,) =4
Niech
(1, gyl=a,
(1.5) vx(N,1) =1q(2) =
: O, gdyl#a,
(1.6) Vy (r,l) = max {ga(r,l) s B VN(r+1!Yr+1)}
i
: ] o -
(1.7) 'V‘N(I'\ = B VN-(I"YI.) =T Z VN(I‘,I) .
k=4
Mamy stad v, = IVN (1) . Ta rekursywna technika zwana indukecja

wsteczng definiuje opiymalng regute zatrzymania.T’&w nastepujacy
sposdéb : naleszy zatrzymal sie na obserwacji'Yr = 1 chyba, e
vN(r,l);>ga(r,l) . Inaczej,optymalny moment zatrzymania
mozna podaé ,zadajgc optymalny zbidr zatrzymania sie, to znaczy
zbidér stanéw, po osiagnieciu ktérego przez cigg niezalesnych
zmiennych losowych Yr’ niezwZocznie nalezy zatrzymaé sie.
Jest to zbidér stanéw (rl ) takich, ze g, (z,1) > vy(re1)

W naszym przypadku funkcja g, (r , 1)dane przez (1.2) jest
réwna O dla 1 > min ( a,r) 1 dodatnia dla 1 £ min (a,r ).
Oznacza to, e szansa na wybranie interesujgcego nas ébiektu

—

istnieje tylko w stanach (r,1) , w ktérych 1 £ min (a,r )



Niechr Worews(#, 0] =, 1) F Y= { >y, _Y$min (a,r)|
(inf § =o) i W, =( ¥ t’Yﬁt) . Jesli ¥ = ; to uméwimy sie,
ze W, =(o0, °0) W, Jest Zzarcuchem Markowa o nastepujacych prawdo-

podobieristwach przejscia w jednym kroku

[
= y2dy r<a,s=r+1,
- (7))
(1.8) p(r,s) =P "i;-;-';qu’ls)l""r"i;=<r’lxj}=1(s)z+1”?Oy agrd s,

0 »8dy r>s8 lub

L r<{ a,s¢r+1,
1

gdzie (s), = s(s=1)(8-2)..(s-a+1); (8), =1; oraz

N
- ol e TR
P{mlq:’): 1y 13\4-2";‘3): 1l - aLp(rys)-
S=a1
Oznaczmy przez P(r 1) (¢) miare probabilistyczna zwiazana
¥
z taricuchem Markowa V., ktérego realizacje zaczynaja sie
w stanie (r,l1) , a przez Tj( T wartos¢ oczekiwang wzgledem
teJ miary. Ze wzory (1.8) wida¢, we prawdopodobierstwa
prze jécia nie zalezg od relatywnych rang, a Jjedynie od momentdw «

pojawienia sig¢ relatywnych rang 1 £ min (a,r)

Lemat 1.1.

(1.9) E vN(r+1pYr+1} = ?{ H (ﬁ ) dla kazdego 1< min (a,r)
Dowdd:

Dowdd przeprowadzimy metods indukeji wstecznej. Dla r=N-1

bezposrednie sprawdzenie pokazuje prawdziwosé réwnosci (1.9) .

Zatézmy , ze
1 VN(S+’:9Y5+1:‘ = E(s,l)vi\l w,l) dla S=NelyN=2,00e,T+ 14
Woéwezas
'+
E vy &1 q) = w72 v(eed,m)
m=d )

“
T ~
ke T -

B i a5
= =57 Vi3 + |y L Ty\FH ) e



o o
a

M 4! ‘r"‘l‘ w N 1 N :
B i) V}}'T\_.LT29.LI‘"2} g T 2 N(r+1,m) =

o o
(e N
riﬂr}“&} o (21 b 1) vy (4.,171) + I‘l".L vN(r+1,m) -

=4 =il m=4

] . I . . { a -
co dowodzi réwnosci (1,9)dla r = 1,2,..., N.

Niech Pr ={[s,1): 82T, g,is,l)} 1) N(w)} i

5 oo

* —
T = inf {u.(u, ) | ALy

-y 1 I'd rd . 3
co wynika z definicji zbioru l(r . Z réwnodeci (1.7) i (1.9) mamy:

G —J.nf{u s W, &»E Tomentowi Orr w klasie 'ﬂtn_ y 0dpowiada moment
)

a2t £ Moment T* jest optymalny w m&

]

- 91’) V“.-:- 10"!,]) Pl

AN

N
- , - A -~ ; P i / ;
natomiast 2 rownosci (:.b) i optymalnosci L,ﬂ,‘ W “qgmot]f'zmnu:}em_v:

Vy(r+1) = E ”J.\Lr+”ff“:“ ’l) - E(r,l) ga(wﬁ’rr)‘
Zatem
. ) " o ( o
(1.10) B,y 5\ = B(r,1)8005,) -

Przy korzystaniu z vownosci (1.10)potrzebna jest znajomogé
rozk¥adéw zmiennych losowych Wy , gdzie Y = i;gf{t: wte}"‘} :
a ' jest zadanym podzbiorem zbioru stanéw taricucha W_t.

Szezegdlnie interesujgce quec rozkiady zmiennych losowych Wv

.dla pewnych tTypow zbioréw!' . Wprowadimy oznaczenia :

[l k) =iu,1) s rdugs, 1=y 4y 000,



dla k<a; mié &, it 2 or ki1 e,

m
|
o ! j
i _L.L:'i r‘rib:‘ T Llfi)
oraz
o m
RSad = i i AR
3:'., j_. A 3

fiech N r,s{k} - inf{{ Wee (1{)}1 V(i) = igf{t: W e NeR)

g fis
pla rdr ,1$1’<a mamy
Sl (r)k
S 2 ITWL ’ .‘.:" q.L = ar{\ 4 '=12 ooc]‘.
(1 11) P(I“,I){'NVT,S(}C) \u,n.l’u K‘;)k_i,‘] dl UL 84i=1,2, g i<

EOT (r1fﬁwﬂi+1)=(ﬂ'1ﬁ dla (u,2)eli+ 1)
ik, ’

Y i 1 = I
(1.12) P LI"',:E) {U\’{i) = \u,.l\; = 1

(Fi=1 k ( )
aE—— ala (u,lel ‘.
\u)l o . Ti_q9T4 %
Pokazemy najpierw rdwnosé ),
P 9,0 =0om YR ey Tedag msteR UR L2 e ol
(I',l) g Ny 2B {Y e l‘k
Cr)s,
> w4 K ’
| (Wgeq
Ze wzoru (1.11) wynika natychmiast wzér (1.12) dla tu,])e'lﬂt_ 5 U-:i‘;
s 75 s

Drugg .cz€éé wzoru {.12) otrzyaujemy w nastepujacy sposéb.

b Ry et
P (ol = (2]
)
tﬂgfl,w; kmﬂ,;<u(u(tY¢ﬂ1¢m}, 1<“f’nﬁﬂ
P{Y_,= L}

; < i I
B B {‘qul, (t,YJE)IerLH ‘IJ,ri( téu, Erﬁrll
G s R 3 P{Yr‘ 3 lr_\




--'i Z},—

“ [ % Vt}@ﬁr.
1=
(Zi-1) k
(I‘i)k = 2 iy g = @D
l

er(k) o 10“51’17}P(r’,1’){1""rwi+1) =(u,D) =

Wzory (1.11) 1 (1.12) pokazujg w jaki sposéb mozna rekuren-
cyjnie otrzymaé rozkiady Wy dla y = ;gf{t: wteffkdla dowolnych
zbioréw [ .

Korzystajae z (1.2), (1.4) = (1.7) lematu 1 i wzoréw
(1.11) i (1.12) 2bidr optymalnego zatrzymania I' w prob]emie
wyboru a-tego obiektu z Waxaymaanm prawdopodobienstwem wyznaczamy

nastepujaco :

(1) (n,nel dla kazdego 1;{w-1,1)erﬂ dla 1= a,a-1 i nie
nalezy dla l£a,a-1:

(ii) Zaxézmy, ze (s ;o lyeltidia™ g wa,ai="10 aSp i oznaczmy
przez

(1.13) T, ={(s,1) 1=a,-&1-1, s>r] orazh = ii‘lf[‘t: Wee .
Zatozenie to oznacza,ze

(s 14)g (s, l)/)‘ \JE‘ dla s>r, l=a,a-1
orad

(1.15)ga(s,1)<w3“_1)ga@ﬂL}dla s>r,l{a,a-1,

(G

(11i) Za%ozenie indukeyjne w postaci (ii) jest siuszne tak diugo ,

dopdki prawdziwe sg nierdwnosci (1.14) i (1.15). Niech r =T,

bedzie najwigksazym r takim , dla ktdérego nastapiZa zmiana

" -

znaku w nierownodci (1.14) bgdz (1.15)

a/.Jefli zmiana .znaku nierdwnoéci wystapika dla nieréwnodci
(1.14) s to zZafozenie indukcyjne dla r=T zmieni sie w nag-
tepujacy sposéb : podzbiorem zbioru optymalnego zatrzvmania

P ) AN 1§
bedzie Prb ) “JIB ) bﬁr N(2) , gdzie P 1 rtj)mi(ro,ﬂg
a 1 jest numerem ulb+dwnu001 ktéra nie zmlenlla znaku ;
| n,,NL2)=Pr° dane jest wzorem (1.13) .



“NBa

b/.Jeéli zmienig znak nierdéwnosci (1.15) , to o ] =Fr 1 LR
0" o 1o
\JPr N(Q), gdzie k-2 jest liczbg tych nierdédwnoéci (1.15)
0?

ktére zmienity znak w r, . Jesli bgdg to nierdwnofci o nume-

r\
7 it T I
s

c/.Jefli w chwili r_ nie zmienig
]

1‘801’1 1=m1 ’]]12 goee ,‘Tik:-2 ] 460 { k)= {(I‘O ,l): l;‘-’(l}{);"}".m,“wn)‘T..,.‘mw.zjj L]

znaku nierdwnosci typu (1.14)
W ) . L : .2
0 numerach 1 = My 5T 5 0 v e gl 1 zmienig znak nierownosci

I
typu (1.15) o numerach 1 = m?,m;,,_.’mﬁ %6

2 ?
1_1

0_1’r Lk1+k

0 2) i

= i Iy 3 2 1_'1 i
TO‘1 FTO—1,TO(£1+k£br}O,NL ), gdzie | =

={Lr0,l): 1 = m%,mé,...,mﬁ’yml,mz,...,mk ]

|
Traktujgc dalej jako poczatkowy punkt indukcji wsteczne (rn,l)
i 1teru3ac postgpowanie podane w (ii) i (iii) wyznaczymy caly
zhloriﬂw momencie osiggniecia stanu (1.1) ., B W
N ki ﬁ_ ek e \ fﬂ,l) Era.( 5’,1)
liczymy zgodnie z rozkiadami prawdopodobieristwa danymi reku-

rencyjnie przez (1. s Lol G iy A

Przyktad 1.1.

[ =

Niech a=1 , wlweczas g, (8,1 = E i prawaopodoblensth prze jscia

dane sg wzorem

o

- K Al

| 5T dla 8 >0 ,

p(ris) G ‘_.l
J ~ a
L O dla- sy,
gps
5-‘-"111

- . i e I\J_ . y
Otrzymujemy zatem Vi N=1,1)= _El = g4(N—1,1)1 wobec tego
(N—1,11 nalezy do obszaru optymalnego zatrzymania, 2a¥domy

dla indukcji wsteczne], #e obszar opltymalnego zatrzymania
zawiera | =f“s 1) 5 =I+1,P42,400 N} i b = inr{t:wel }
~=1(8,1) s A% P - 1?f{t.wt&rr :

Ze wzoru (1.11) many

Lr,i\{w

i

k« aiﬁ~?) dla (u, el

~—
o

-~
—

g



oTaz | - N 1
BB ) =5 ) 5y

- rd r, ﬂk:r‘r‘1
Nierdwnogd )

gq(r,1) E‘E(r,1)g1(w5¢]

jest prawdziwa, gdy tylko

] -
o 1 /
(1.16) ﬁ":',l‘ é; i ]
=T

Niech r, bedzie najmniejszym r takim, dla ktérego (1.16)jest

speiniony. T"“ jest obszarem optymalnego zatrzymania. Nalegy
Lt{.-
wigc w optymalnym postgpowaniu przepuscié¢ r , - 1 obiektéw nie

wybierajgc zadnego i wybraé pierwszy relatywnie najlepszy,ktéry

> s
pojawi sig¢ po obiekcie r, - 1 . N dezy do e"1gdy N dazy do

. » , 2 L] . @ = ey
nieskoneczonosci. Rowniez L1lim v, = e 1. Przyktad ten, to

klasyczny " problem sekretarki ".

Przyktad 1.2.

Checemy wybra¢ obiekt o absolutne] randze a = 2, W tym

przvpadku
(Tf“_r; gy 1=1,
r(r-1) A 8
[V’- gdy 1=2
oraz .
| ; dia r<2 3 8= ¢,
R(Es82 = 4 SLJL:—(T’l‘\ (lf'z-.?) dla s>r ?
L 0 dla r& 8-1ub 8>1,r<2,8£0+

hatwo sprawdzié, ze v, W-1,1)= Gz(ﬂ—1:1\ dia 1= 1,2,

Zarozmy dla indukeji wstecznej, %Ze obszar optymalnego zatrzy-
f £ - 9

mania zawiera [ ,.={(s,1): 1 = 1,25 T<8(N} . Oznaczvmy

przesz b _, moment pierwszego osiggniecia |, przesz Wt. e wzoru
Al

(1.11) otrzymujemy :



P(r,l){b‘rﬁr‘_ =iugrn}}= p(r,u) dla u>r; l,m = 1,2

orag
( o o ,
E(r 1)82 Wy )2113;1 p(r,u)ng(u,n + £, (u,2)]
- Zz=D) et Lo SR
i Ltu-—.;(d-—a} S RaED T 82 )

=T

Wobec powyzszych wzordw, jako pierwsza zmieni znak nierdwnogd

tpa o PIN=p) spip=]) s
vylre1) £ g5(1,2) P L b “(i\"“)gN(N-T) , & wige rz-l-\i}.— ;

. ik N+ 1
Niech T .= min {r: T —2--J o Dla Ty, oV (T,1)= g?_(:r“,l],l=1,2.

wiec l"r ’ Jjest zawarte w obszarze optymalnego zatrzymania.
-

Zatozmy dla indukcji wstecznej, %e rdéwniez zbidr
Pr1 - Px&"“ U {Ls, 1) 2 py<8ir,]

-

jest zawarty w obszarze optymalnego zatrzymania, % (112 )

otrzymujemy
[ e
{ 1
{ . =T dla ry < u< TpsB8L Ty M=
W (u,m)t = '
(s LRlih s J | 11('::'&-2)
Lrﬁf":r)-ﬁ} 73 dla r,{ ug N,m=1,2;s¢ L
0ras
]‘.“;‘:'_:.‘ R 3 P (T -
- w, \ o R llu -u) s 1
B (s,1) &o (”T{;VJ md . Ta=D N (N=TTY +2 u(u="hHu=-ZyN
A Pu‘..'-"-'l'.iT'fl nL= Iy
el | " = F
T ON(WN=1). U= @ =1 N (N=1) .
A=
Ponieway o4 w j Jjess ier aca funkejs
nieway VN(L‘H‘) (@,1)8 2( b, Jest nierosnaca funkeia T, ,

a Bo (_];1,2) Jjest funkcja rosnaca, to vN(r,iH) o ;:2(1*1,2)

dla o

Bt Stad
!

1 < T, Ponievai vi(ro)>g,(Te=1,2) vy(ry + 1){Ep(r,1)
dla, I‘,IﬁI‘b—:'I('&_—'i i 'VE-{I'.?".*'])} ¢T2<T1,1) dla I‘»]'( r
obszarem optymalnego zatrzymania jest lh',,.p_q . Zaréwno .E& jak



r
i fNE dazy do %— gdy N dazy do nieskorczonodci i

(rﬂ—’])(i\-—x;ﬁﬂ) ]
: el e
}&iqn Vi “,$i%m N (v=1) A

1.3. Asymptotycznie optymalne rozwigzanie,

Juz w przypadku a = 2 widal, e dla duzych a wyznaczenie
dok¥adne zpioru optymalnego zatrzymania bedzie ucigzliwe,
Celem dalszych rozwazar bgdzie podanie mozliwie prostego sposobu
wyznaczenia asymptotlycznie optymalnej strategii wyboru a-tepo
obiektu., W tym celu zamiast Zaricucha (wt, Sy P(1,1)) 0 zbiorze
stanow [1,2,..., N} X [?,2,..., a} rozpatrzymy rownowazny mu
YTarcuch (wt,fft,;AN ,J) ze zbiorem stanow[& ;,_,,,1}<h,”,_,,ﬁﬂ
Funke ja wyptaty gaLLNxJ,l) dgzy Jjednostajnie przy N dazacym do

nieskonczonogci, do
|| El== | it
(1-17) g kX J.\-' = Kl 1) Xl (1"}()&1 l 9 l= 1,2,00.,8. .

S TG, . z et . 3
Zatem Jezeli N dgzy do nieskorczonoéci i = dagzy do xe (0,1])

N
to
q N
Ea,1)8a")) = ) Pizy8) g,(s1) , r2a
=4 S=mq+1
- . i - = s 1. HY ] )
dazy. Jjednostajnie do &,_ f‘ﬁa\J1‘) , 8dzie (” (Kq])

\ ™
jest Tarcuchem Markowa o stanach (0,1]x]1,2,..., & i gestodel
’ ’ =}

prawdopodobieristw przejscia

(o
-.--:-1 dla 0 <y <,
0.9 - py) =4 7
| © dla XSy,
&
')}\ \:_- r‘ ( 1) 4
E(}c,f) ga(.h} s U‘va)gd v,1) dy



Réwnania rekursywne (1.4) - (1.7) zastapimy teraz réwnaniami :

(1.19) V(.J‘):O 9

(1.20] ¥(x,1)

]

; o o
max {,-_:-:aL:c,,l‘) » B x,1 v(w,l )},

i My
k1.21) V(X\ s E(X?-l) I'IJAJ ]

gdzie v(x,l) jest granics (rylgdy IVL: dazy do b 21 s S

Yy
a v(x) granics VpL Iix]) , gdy N dagy do nieskoiiczonodci.
Poniewaz funkcja vk_irl Jest nierosnacg funkecja r, wicec VvI(x) jest
nierosnagca funlcch x € (0,1) . Wyznaczenie dsymptotycznie
optymalnej strategii wyboru a- tego obiektu bedzie polegato na
rozwigzaniu réwnari rekursywnych (1.19% (1.21) . Wzory (1.11)

i (1.12) uzyskane dla ustalonego N, gdy N dazy do nieskoriczonodci

i II\T dazy do x przejdg w odpowiednie warunkowe gestodci.

X . ] 4
(1.22) f(x‘,l’)((y *nl\) = ;;lc+1 dla "XLXCFLT o 1m1,2,.4.,k,
¢ o
e 1
| x:.q (X l,)(y,l)) dla (y,1)¢ |—'1+1) .
1.23 £ l,)(g,l)) = *U
1:1 ; T
o i dla(y,Dely, o U
g'('l 2le -1 t‘LC)- I_-”i L
X2 *{(3,1 )ixeygz, L=m, m u.} PUM)’UIX i (ki).
)
Przyktad 1.3.
Niech a = 3, Wowczas
r 5] 3
x(1 - %)° dla 1 = 1,
| 2 )
gS(x,l) = {2x°(1 = x) dia 1 = 2,
L)\B dla 1l = 3-
Z réwnan (1.19)= 1.21 otrzymujemy, %e V(X,1) = g5(x,1) dla
l=12,3 (x,1) # g-(x,1) w lewostronnym otoczeniu 1. Wynika

to réwniez z faktu, ze dla x<1 v(x)>0 , a funkcja £ r,1l)dla
=N-1 31 1= 1 jest réwna O. I--"-or'r;e'-ny zatem zatozyé, se obszar

optymalnego zatrzymania zawiera i., {(H,L) 2)x<g,<1} =25



-20=

il 51 = inf{ﬁ: W;eiﬂx1} -

%e wzoru (1.22) otrzymujemy

ka;’l\)u}f,l]) - ;;— dla (y,l)ef‘x1, X< X
oraz
v(x) = -x° (2lnx + 1-x)
Niech
hy (x) = &7 (X, 1) - v(x) dla 1=1,2,3,
h1kx)<0 dla xe(0,1 . Funkcja h (x) Jest nieujemna

w [x2,1] y gdzie Xy jest pierwiastkiem réwnania 2lnx =38x-3.
Pierwiastek réwnania hBLx) = 0 jest rdwny Xz = L = e'% !

» ; : . ; 1 -
Funkeja hz(x) > O dla x2Xz 1 hy(xz) =35 (2 - 3e 2)>0
wiec X5 > X5 . Zatdzmy dalej, ze podzbidr

\

(2)={(7s1): X <YLk p1=23 KLY < 1,1=2,3}

N " i 2]
T f + 1 = f s
52 = J1lllL { Ve ;ut—- | X J
( e?) €7 w symbolu 'I—'x{ - k) oznacza, ze punkty (e¢,l) /nalesa/
+h 9
nie nalezs do zbioru ['_ oddly ) .
< g

Ze wzoru (1.23) mamy :

-

| £, éla (y,Del .0
e D)
| fo',l')((.V, )) L _ﬁu_ dla (y,l)e\:c.“(z)
L
C{‘
Vx) = By 85(,) = j;o 25" (1=y) ay +

A
A j EEI 4 292 (1=p)] dy = x[(@ -x)@-L-x)-RQ Inx -+ D] .
o



Zbadajny rdéznice

b @) = q,(x,2)-w(x) = x [2x (1=%) = (R =x)(2= € =x) +L(2 10X ~t 1) =

L]

x 1, &) .

Réwnanie 1,(x= Oma pierwiaster p = ?-:J;:@_ 0,4664 il,(x) » O
dla x€(p,®), 1,(x)<0 dla x€& (0, F)}. h1(x)<0 dla x< £
poniewaz f 1}ﬁa (Ux\:’va\ dig X < o5 . Wobec tego P;
jest obszarem oplymalnego zatrzymania i dla dugych N, asymptotycznic
optymalne postgpowanie prazy wyvorze absolutnie trzeciego obiektu

bgdzie polegato na zatrzymaniuw si¢ przy osiggnieciu po raz pierwszy
[ f'a

obszaru F;F l¢ =4 )U;W_ihtl} &sb TPQ5<¢ L=2: Tl S¢N L=2, 5}

(jdz.ie Tp = RN o.fr‘_‘&? :b\

Graniczne prawdopodobiedstwo otrzymania absolutnie trzeciego

obiektu przy zastosowaniu asymptotycznie optymalne] stratepgii

jest réwne :.

~J

Lim vy (1) = = E(X}Y)g3QWEQ=PE&"PK2”ﬁ*P}+de Qgdo2e &

N-soo N
Stad widaé, ze przy optymalnym wyborze obiektu 3-go dlﬁ
duzych N pod uwage wystarczy braé¢ tylko biekty o relatywnej
randze 2 i 3, Do momentu badania r, - 1 obiektu nie wybieramy

|
zadnego obiektu, od chwili «, wybieramy pierwszy relatywnie

1
-

drugi, ktéry pojawi sie, a od chwili v4 rdéwniez relatywnie
trzeci, o ile wezesniej nie wybralismy sadnego obiektu i nasze
postepowanie nie zakonczyio sig.

Dla blizszego poznania strategii optymalnej przy a > 4

zbadamy rodzine funkcji ga(x,b sis L2 s, 8y XD

Lemat 1.2.
Rodzina funkeji g.(x,1) , 1= 1,2,¢eepa , X€(0,1) okredlona

przez (1.17) ma nastepujace wiasnodeci



(i) Tunkeja * g_(x,1) ma dokadnie jedno maksimun W (g, 1]

w punkcie

Xl = % dla l“ 19290019&

oraz
gl(O) = gl(1‘ = O dla l=192’cuu,a—1 i EH(O) :O,ga(1‘ = 10

(ii) Wartosééi maksiméw funkcji z tej rodziny rosng wraz z ] ,

(iid) 1 - ta funkcja przecina sig¢ z 1 + 1-wszg w (0,1) w maksimum
funkcji 1-tej. Jest tojedyny punkt przecigcia tych funkeji
W {0 1%

Tatwy dowod lematu pomijemy.

Wniosek 1.
7 lematu 2 i tego, ze vx)jest nievesSnaca, ciagta i v(x)0
i istnieje taki punk® X ge dla x¢ X, ’ ga(x,1)<v(x\ dla
kazdego 1. Oznacza to, ze asymptotycznie optymalna strategia
wymaga, aby nie wybieraé¢ zadnego obiekitu , az do chwili ko i LNX&.

Niech

i 51 = inf {t:‘!cr‘i

Ze wzoru (1.22) o»rzwuu‘uuy :
2

™ () '\ = ( ""L:_ .8 Ly a1 '__ .2
“(x,l)ga\ I _l 3 Ly Fla=-1y § v)Jdv e
A
S b a-2 a-1 _a="%
= X La—:")‘ ol 0 e m X J .
Dla >4 w lewostronnym otoczeniu x= 1 mamy / 2 wytaczeniem
samej jedynki / g (A,L)afJ(“ TEh\(W ) dla l=a,a-1 i
Hq(x,1)< H. 1;ﬁ(fﬁ;\LnL Aaa-ly lynika stad, %e w pewnym otoczeniu
: A

: : —1 :
jedynki ]x jest podzbiorem zbioru optymalnego zatrzymania,

Naleza*o spodziewaé sie tego, poniewaz dla a >4 i (N=1,8)=g (n—am

T

i VN(N—1,a—1)= gé(ﬂ—1?&—1\gdy Nra i VN{N-1,1)£ga(N—1,1)

H

dla 1 # a,a=1 , Rozpatrzmy rodzing réwnan :



nre
i K

(1.24) E(x,l)ga(w%j - ga(x,l) = 0, 1= 136 5 0ie sy b

i oznaczmy przez o, maksymalny pierwiastek réwnan (1.24) w (O
Oznaczmy przez dsLmaksjhalny picrwiastek rdéwnania l-tepgo z L1.24)
w (0,1) . Jezeli rdéwnanie nie ma pierwiastka w (0,1) prayijmuiemy

C{:L _—"Oo

Lemat 1.,3.

(1:25) max ey} = max [, dla aps.

Dowdd
: : L e f gk i 3
Z lematu 2 i tego, % L(T,l)gQKU%) ga(1,l) = 0 dla

l=-' 1,2,...,8-"1 ml‘ﬂ}r

max {e = max{dg o b iy ek
A Lo

poniewas v[}j;ga(xyl) dla 1 # a,a-1 i vI(x) € g, (x,D)

a—2k X

dia 1 = a,a-1 { x nalezgcych do dastatecznie maiego otoczenia X=1.

Funke ja

(1.26} r_','(_x q(w-—') - :’:,,1['}(,8-1') =

g
SR 9 é
2 re (a=1N (a=2) _a=3 a=-2 | 2
= X ]--é—:,); - ..._-.....a:.,j-_..._ X + ax J = X b(x)

ma nastepujgce wiasnodci. Zmiana znaku (1.26) W (o, 1) Jest réwnowazna

a-1

zmianie znaku przez bl(x) . Funkcja bxyma jedyne minimum W ——p—

0L0)>0 , b(1) = 0 , wige &;_1 . ﬂéi « Dla xy« 26) jest

o — Cl'—1 z
g ) 7 :' - -\ » .:,_—', —
ujemne, Poniewas g, (x,a) g, (Xya=1) dla x>~%f1>damq y
Wiee & _'>al « To pokazuje (1.25),
Y 14N =1

Wniosek 2,

Na kazdym etapie wyznaczania optymalnej precedury poszuliwa-

nia a-tepo obielktu wystarczy badalé co najwyzej trzy nierdownodci

(1.14) 1 (1.15) . Wynika to z lematu 2 i monotonicznodei w(xy,



Przvkiad 1.4.

f Sr JoWeraa o = me } g " 2
Niech a = 4. ‘Nom,z;s .= max 14 ocz} = ok, = 5 .
I = r 4 L T i J‘ .
Oznaczmy przez | x "'xh&‘(l)u |&+“1(2) , 8dzie r1x,&"Ll) -

[(y,l) : X< y<&k ,1=3}, a ]1.1_1‘1{,2):{':'\_.1‘”:&%%%1' =4 7] oraz 52=L_?‘l-{t1w_z€ l"‘:“]-

Ze wzoru (1.27) mamy :

!." 5—2— 84y XL yit 4 13 ,
£ e,y (@2) = f ;{
| y’ gdy gy (1, 1=4,3,
oraz
Bix,1)ka ("'"F‘E‘J . :; K(cf»;? = L dezx) . «
dla x€(0,), de3:>g4(x R Zbadajmy nastepujace rosnice:
¢, (x) = d(x) - g (x,1) dla xe€(0gL), 1= 2,3 ,
Rownanie 03(}{) = O0maw (0 ,<) pierwiastek P = 0,5286, a funkejja
Co(x) ma dodatnie jedyne minilinum W'(Ofg)W'punkcie X = i , Wige

e

2-' L] G By ¥ -
i jest zbiorem optymalnego

¢c,(x) > 0 dla x€(0,%) . Stad \P+

zatrzymania.
|

M= on

v = lim v (r) = d(ip,) = a ‘5LL£2‘+-I?,")-+ P4%’0‘2069

e ()

N

W przypadku skoficzonym asymptotycznie opiymalne postgpowanie
polega na zatrzymaniu sie po osiggnigciu po raz pierwszy zbioru

P[prﬂ [N&]_1(U U fﬁNi]_qrﬁ(z) . Inaczej, nalezy przepusicic

lNFJ obiektéw, nastepnie wybraé pierwszy relatywnie trzeci,

.....

S et I » i
ktéry pojawi sie po oblekcie LNFJ s & 0d oblektuljﬂﬁl Téwnies

’

wybiera¢ obiekt relatywnie czwarty.

Przyktad 1.5.

Niech a = 5. / Rysunek 1 /. Wéwczas o =q%_ = 0,707L,’

a &.7=~Jiéhﬁ2= 0,72%6 i na podstawie lematu 3 d:=c£3. Niech



M2 = {0 1oty 13 1= 4,5 § x (3¢, 1=3,4,5)

.| _31 dla X< yLteyl w 5,45,
, | ¥
f o, 1) D) AR
e Al e Crg g, Laty Dy
_ | y
i
3 GHES S % D Ny
E (x,1) 85 () = x[2a? - 10 + 2+ 6 lnct+ 8x - 5% - s1a]
Niech

L}{) = |_‘ g l\i!ﬂ — P:-Lx 1 l = 1 " e C)
i %, 1885 M )2 Bs Xl s sdha
Rozwigzujge réwnania by ()= 0 dla 1=2,3 i 5 w (0,%) otrzymujeny,
se najwigkszy pilerwiastek wystgpuje dla 1=51i wynosi [“= 0,7071,

N r_.ll? e
a ].1 (!},J_) HC}(‘IIOL) {08

Niech teraz

{ } :
.r‘)(:3 = rl?" U i(:f)l} . x(‘;( P 9 l= 3,43

i
E,) = 11":71['6: ‘J“C.Vi;' .
Ze wzordw (1.22) i (1.23) otrzymujemy 3
r r‘-
}43 dla X<YLP: 1 e 8d -
Yy ;
((Y D/ 1 x° e {3 E
t}c 1 | =5 “’r*ll- al i 2 *
RS & & P\QY'Q\GC! 1= 3,4,5,
|| .
| 2 B r’t'-’
5 f3 T3 dla oiygle 1= 4,5,
1 !j'J v
'k 1y L il
0 5 ar 2 3 2 25 1(1.-'1J1."
g (W S e 4x ==—0v | = __L’ﬁ}_}_.a )]
(x J bb\ ;‘; L 0X + X 5 X + 6P f—l?) + 3|[1) + 1 132; iy
Ponieway

(1.27) max gc(x,2) <E ® (1) 8 fWE'Z)

0LX€T .



wige ‘nalesy zbada¢ nasigpujsce funkcje w (0,p) :

c(x) = By 1y gaf".fg:}) - g5(x,1) dla 1 = 3,4
' Cz( X)

aby wyznaczyé zbidr optymalnego zatrzymania. Funkeja ~rme— mA
ujemne minimum w punkcie X= 0,6 , Jest ujemnal w'x =|°_s :{1 snaca

w przedziale (0,6, lﬂ s punkt X= 0,6 jest punktem przeciecia
funkeji 8:5(}{,3) - 8;5(11,4) [lemat 2 / i dlatego pierwiatek
rownania 03(X)= 0 Jjest mniejszy niz pierwiastek rdéwnania €4 (X) =0,
Rozwigzaniemtego ostatniego rdwnania Jest = 0,5809,. & E(a,l’ﬁ%“‘z;‘*‘
=0,1909. '

Niech

Fx4 = K?‘ U{(rf,'ﬁ) : x«:.ﬂg}

e
i = dla xcy<y, X = 3,
¥ :
! - v 2
- s x A
; ; . ;; dla hsy<v, 1 ) 9 4
g
fpiais o n 2 _
| .r/ (_J_...ﬂ\._.?_ dla \\) é'y{}(_{) i L 3.4 G
} 0 IP 5
b o v n ;/) CK 2 N
| J: : 2"“"‘".‘ % 2 dla r, Gy % 1l = 4 ’ 5
i L8 DAty

: Sy [ f e o e D L Y ET(&',U %(Wu;’]
i r (W N\ = X —2x'-+Hy'=3x +3y + A T —t——
B, 1785 (¥E,) = =R+ Hx=2:Crdy0 7y \

Poniewaz funkcja v(x) jest malejgca i mamy (1.27) ,

i L i o R T POTDE s e o ' ] - ] E;} v "I"-'II‘_ 5
nr(,l.)}—_tq_\” '-]éwﬁg’ WlGItC wystarczy rozpatrzy¢ tylko rowanie (x,1) Fe ( B

- F’.gf}«’.‘,‘_’?\=0 . Najwiekszy pierwiastek tego réwnania mniejszy od §

L - [ e ";F" - R e

Jest rowny o0 = 00,5124 1 g Eg LV GH) = 0,1919., Zatem zbidr
- o

optymalnego zatrzymania dla a = 5 1o !—‘J-{- « Wynika stgd, ze

asymptotycznie optymalne postepowanie jest nastepujace : przepussz-

Czamy [N d’] obiektéw, nastepnie wybieramy pierwszy relatywnie

trzeci obiekt jaki sie pojawi ; od obiektu[NE] wybieramy véwnier
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ey
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relatywnie czwarty obiekt,micdzy obiekbtami [NP] ilN&] wybieramy
obiekty relatywnie trszeci,czwarty i piaty, a od obiektu [N&| do
korica relatywnie 4 i 5. Graniczna wartoéé prawdopodobienstwa
wynosi

1im VN(1) =V = EUSJ’-D P:S (WE‘-D = 0,1919 °

N —» o0

I Optymalny wybér jednego z dwu majlepszych obiektdow

z mozliwoscia powrotu.
2.1. Wprowadzenie.

W pracy 131] Gilbert i Mosteller podali rozwigzanie problemu
wyboru jednego z dwu najlepszych obiektdw, Optymalna stratepia
w tym zadaniu wyznaczona Jest przez dwie state s: is; w nastepu-
jacy sposodb: pierwsze SiL 1 obiektédw nalezy odrzucié: nasgtepnie
wyvbraé pierwszy relatywnie pierwszy ktéry pojawi sig po chwili ﬂ::
poczawszy od obiektu s;qnaIGZy wybraé.réwniei relatywnie drugi
obiekt, o ile weczedniej saden obiekt nie zostat wybrany. State
5
e

S? 1 nalesy wybraé tak, aby maksymalizowaty prawdopodobieistwo

] L] 3 P | - i . . e -
wyboru sadanego obiektu przy zastosowaniu podane Btrﬂtﬁﬁllfﬂi L8

. e (8,=1)84=8,)  2B,=1)5,2)
P(ST,S?;N)=.EJ:4_JEZ _'1 & 1 e . 1 .qui_,ml_
' n o T N (N=1) N 551 N1
l“s,l

Powyzsze rozwigzanie uzyskano przy zaktozeniu, ze aktualnie badany
obiekt musi byé albo wybrany, albo odrzucbny. W tym ostatnim
przypadku jest on dla obserwatora stracony na zawsze, Obecnie
dopuécimy mogzliwosé powtdérnego wybierania obiektu odrzuconego,
nazwiemy to powtdrnym wyborem, ale proba taka moze zakoriczyé sie
niepowodzeniem, Taki model dla problemu wyboru najlepszego obiektu
rozpatrzyt Yang [64] .

Delfinicia 2.1,

Niech

SEEE ' 2 . '
Yy0) = card 116 0.4 s X,sxj} ;

Je



Zmiennsa losowa Yj(k) nazywamy relatywng rangsg j-tego badanego

obiektu w chwili k. Niech tk(l}oznacza relatywna pozycje aktualiiic

1-tego obiektu.

{l] bt f 4
by =k - sl(chm,Lguc) e sl U0 |

gdzie sl(Y1(1c) Yo (0)yees, Y () = j whedy i tylko wtedy, gdy
j = max {1 <1< kY, (k)= 1§

W dalszym ciggu uméwimy sie, %e raz powtérnie wybiLerany

obiekt, ktorego wybdér nie powiddr sie, jest dalej nieosiggalny

( ;
1)= o , Zak¥ozmy

‘i oznaczymy Jjego relaltywnsg pozycje przez tk
réwniez, ze obiekt akliualnie badany mozna zawsze wybrac¢, Jak ju
gauwazono w rozdziale pierwszym obiektdéw absolutnie pierwszvih

i drugich trzeba poszukiwaé¢ wsréd relatywnie pierwszych i drugic
(M 't(2)
s ?°8 )

’ - . - N .. ff., - 4 -
Jedli jestesmy w sytuacji (S,* , to prdéba wybrarni

relatywnie pierwszego (drugiego) zakonczy sie sukcesem z prawds
£ o]
podobienstwem p (t_“J)} (p (tﬁ(-))L O prawdopodobienstwach 1 (i)
s .

o
zatozymy, ze p (0) = 1, p(ce)=0 i p (k) .jest nierosnsca funke]
Jesli w chwili s prdéba wybrania relatywnie 1 (2) obiektu zakore

sie niepowodzeniem, to mozna& od razu probowa¢ wybierad relatlywni

o

2 (1) obiekt, Poszukiwanie koriczy sig¢ w chwili wybrania jakiego

obiektu lub w chwili N.

2.2. Podstawowa formuta rekursywna,

Wykonano badania s obiekiow i otrzymano'Y1{5},Y?L9L..., A8

£ (I): k, + (2)= 1

(=]
=)

tak, %e obserwator jest w sytuacji (s,k,1) .

Niech uf(s,k,l)quzia prawdopodobienstwem tego, %e otrzymamv
»adany obiekt jedli w sytuacji (s,k,1) przejdziemy do badania
s+1 obiektu bez prdéby wyboru dotycheczasowych kandydatdéw, tzn.

dotychczas relatywnie pierwszego lub relatywnie drugiego obiekitu.



Przez ug(s,k,l) oznaczymy prawdopodobierstwo otrzymania
sadanego obiektu, jesli w sytuacji (8,k,1) powracamy do aktualnie
relatywnie pierwszego obiektu: przesz U%(s,k,l) oZnaczymy
prawdopodobieiistwo olrzymania Zadanego obiektu,jesli w sytuacji

( 8,k,1) powracamy do akiualnie relatywnie drugiego obiektu,

Niech

(2.1)  uls,k,1) = max {u,(s,k,1),u (s,k,1) ,uﬁ(s,k,lﬁ_} g

7 powyzszej réownosSci wynika nastepujacy sposéb optymalnego
postepowania, Jedli uls,k,l) = ufts,k,l) ’to przechodzimy do
badania nastepnego obiektu bez prébv wyboru relatywnie najlepszepo
lub drugiego ; jesli u(s,k,l) = u (s s1) , to powracamy do
relatywnie pierwszego obiektu; jesli u(s,k,1l) = u%(g,k,ljtn
powracamy do relatywnie drugiego obiektu.

7 zarozenia o rozkzadzie prawdopodobieristwa P (§ e 1%)

otrzymujemy :

(22} uf(p,k,l)h -—«-L (u+1 O,k+1) -+ u( S+ 1,0+ 1 031 u(ﬂ1mﬂ|rw

(11\- \

(2.3) ug_gs,lc,1}= p () [g,(8,1)+ g,(8,N] +(1-pti0)) u(s,o,1

(2.4) u%(s,k,l): p(1) g,(s,2) +(1-p(1)) u(s,k,o)

Goem fd"'l.
g, (8,J3) = ( ”)J == ) .

'\:3)

2.5 uv,k, 1) == prﬁhﬁ(““ﬁln

Zalesznoéé (2.2) mozna uzasadnié nastepujaco . Jedli w sytuacii
L 8,lke,1) prze jdziemy do badania nastepnego obiektu, to obiekt
ten bedzie miatr relatywns range ¥, . Znienna 1050mﬁ1¥8+1 ma
rozktad Jjednostajny i jesli Y_ .= 1, to nowa sytuacje mozna



opisaé Jako (s+1,0,k+1), jedli Ys+1=2' to jestedémy w sytuacii

(s+1,k+1,0),a jesli Y_ , #1 i 2, to jesteédmy w sytuacjii

(s+1,k+1,1+1) . Stgd i ze wzoru na prawdopodobieristwo cﬂ?ﬁowi%u

otrzymujemy (2.2) . Podobnie uzasadnia sie wzory (2,3, (2.4) i (2.°
Jegli tS(1}=cm y =, 10 2 (2.2) indukeyvinie

otizymu jemy

(2.6) u(8,%°) = 5(s-1 Z 24,00+ ull,>,0

= OGP

Dla s=N-1 z (2,2) mamy
5 | 2.5
u(¥=1,%,%)= 1 [a(¥,0,)+ ul,=,0)]+ 22 u(n,e,) =

= -.l%LuCN,O,"")-i- u(l\l,m,O)} ?

co daje wzér (2.6) dla g=N-1 . Zaxézmy, ze (2,6) jest prawdziwy

dla t = N=1,N-2,...,5+1 « Mamy wowczas z(2. 23 i zaYozenia induk-

ey inego
11(_8,00,00)2 811 E'&{S*}-JI,O,OJ)-{- u(s-[-'] o O)] + _‘}'E.::, u( b1 o0 w\\

4] ]1&( 0
= —u—[u(u+1 0,) + u(s+1,%,0) + s+1(s+1\“;2_ u(§0p)+u(jp00)

8+ 1 -
ion I(-1G-2)

= s=-1) 2
i éi—— J\J“i)\d")
L:.Si-“l

u (1,0,9) + ul4,%,0)

- , - f L
Uktad réwnaii (2.1) - (2.4) z warunkiem poezatkowym (2.5) mose
byé rozwiazany rekursywnie 1 optymalna strategia zostanie w ten
Sposob wyznacgzora, jesli tylko funkeja p (k) , k = 1.2,...,N=1,
bedzie zadana., Mozna pewne cechy strategii optymalnej pokazad

nie rozwigzujac tego ukadu.

2.3. Analiza réwnania rekursywnego.,
Dalej zatdzmy,ze N 2>5 e Niech

A

ng-”) e ETé:T)

b(s) =

u (S lm,m)



B2 m

is,s= inf {s: b(s})?}

Pwierdzenie 2.1.

8, jest skoriczone i dla s <8, u (s,00,1) = uf(s,OO,l)

kazdego

ll

Dowod @

Niech

Wowezas

: : - 2
B (8,0,1) = u(s,»,1) - Uy, (Srooul)
dla skoriczonych 1
2
We (s,09,1) - u{)‘(:—;,m,l\

e )
) = 8+1 B(s+1,%,1+1)

1 = \ ' | =] s

+ = [u(s+1,0,%9)+ u(s+1,9,0) + *\i’fﬁ—ﬁ p@+1) +
s=1 A g (s8=1)
27 (- @) u(ee1,09)- 2 W) iy

- @npUﬂ u (8,00, ).

Mamy zatem

(2.7)

Manie ja.

b(N) >0

U (s,00,1) = Lu c0,1) = f—;% B (5+1,%,1+1) +

+ 8(5—131 L+ b (e+1) - p(l) b(o)]

b (s) Jest rosngca funkejas i b(2)< 0 dia

dla

N>»3,

, Wiec istnieje skoiczone 8, takie, ze dla s <s,
[

b(s) <O,

72 monotonicznodci p (k) i wrasnosci b (8)

P(L+D b+ = pDb(s)>0



Lemat 2.1.
Spet¥nione sa nastepujgce nierdwnosci :
a/ u(s,k,) > uls,k+1,1); uls,k,1)) u(s,™,1 ,
(2.8) b/ u(s,k,l) y uls,k,1+1); uls,k,1)> u(s,k,0)
c/ uf(s,k,l)z uf(s,k+1,I); uf(s,k,l)2ruf(s;ngn
d/ Ue (8,516,010 > up(s,k,1+1 ; ua(8,k,1) ¥ up(s,k,®)

gla 8 = 1,250 N 2Byl = 051525 ssy8=1
Dowod @

Nierédwnosé¢ a) Jest speiniona poniewaz zbidr strategii
w obu sytuacjach jest taki sam, ale w sytuacji (s,k,l) prawdopo-
dobieristwo uzyskania aktualnie relatywnie pierwszego jest wicksze
nis w sytuacji (s,k+4,1)z powodu monotonicznosci p (k) . Tozostate
nieréwnoéci uzasadnia sie¢ analogicznie.

Niech

Ih
-——I

L‘)(S,l) = —--)— - U(Syw,l\

J..-_{ i\ -:_i \

i s

; = inf {8: §(s,%)70] .
Twierdzenie 2.2.

sjjest gskoniczone i dla s <s, uf(s,k,1)> ug(s,k,l)
Dowdd ¢
Zbadajmy réznice u.(s,k,l) - ug(S,k,l) . Ze wzordéw (2.2)

i (2.%) mamy :

up (8,k,1) - u,l";(;;.im,l) = u.(s,k,1) - u(s,o,l)
] a (PN g 1 p gl ;
- puc)[—-—-;—.—ff--—— - uls,,1) |=up(s,k,1) - u(s,”1) ~ pllaps,L),

?(Hﬁﬂ jest rosngee funkeje s, (1,9) <0 , #(N}Uﬁ))o :
7 (2.8 b) many 9 (s, \%(.:-;,00}<O dla 8 < s, i dlatego podana

v twierdzeniu nierdéwnoéé jest speiniona, jesli tylko



(2.9 up (s,k,1) - u(s,o,1) > 0 .

pla u(so,1)

]

uf(s,m,l) (2.9) jest prawdziwa z nierdwnosci
(2.8 ¢,

e (8,9,1) i s<s8

pla u(s,o,l) i

i

1
Up (8,k,1) = u (8,9,1) = up(s,k,l) - u(8,0,0) -

1 -l

8 (B=-1 ) - &
p (1) [N-C:;J—_:-,I-)— - u(s,OO,w)-’}uf(s,k,l) - uf(s,ﬂo,oﬂ)-p(])s[sJ!Jb(-a.'

i (2,9) jest speXniona poniewaz &(s=1)b(8)< L?('s,m)<0
dla 8 <8, o

To koriczy dowdd twierdzenia 2.2.

Twierdzenie 2.5,
Jeéli u(s,k,l) # U (s,k,1) i u(s,k,0) # U (s, k,@) , to

1

)
uf (8,1,1) €uy

Nowod :

nglc’l) L

7 (2.8 4 (2.4) ~ many

5 (2N=5-1)

1 = 1~ \12 = = 1
ub(a,m,l) ™ R CUslfﬁl) i p(x{) NCN=-1)

4 (’1-}_3(](7)11 (8,00, 1)

: s (s=1) : PR
- p(1) F=sy -~ (1-p(2) u(s,k,)
‘ 41 4 2 ‘
dla kazdej sytuacji (s,k,l) . Jesli u(s,m,l) = Uy (8,2,1)
iu(s,k,0)= ué(s,k,m) ’ to z 2,3 1 (2.4 otrzymujemy

T | i 2 P P w2 QGiIJ"]'"-';)
ub({i,k,lj LT R Us,iﬂ.,l) = p(:{) ]_J(l) T.j-ﬁq':—l'\.’)"m ?,-0

Jeéli u(s,0,1) = uf(s?m,l) i u(s,k,9) = ug (s,k,0), to

2s(N-8)

2
ul(s,k,1) - g (s,k,12 (k) pQ) SRty 7 0

poniewasz w tym prazypadku Jl(aﬁﬂ,1)> u%(s;n,l) . To konezy
dowod twierdzenia 2.5.

Wniosek.

Przy optymalnymn postgpowaniu dla wyboru jednego z dwu

najlepszych obiektdéw nie nalezy probowac¢ wybierac kandydatow



do pewnego momentu S4,a relatywnie drugiego obiektu do chwili s 8,725,
Nowod 2
Jesdli s < 8, 9 TO poniewas s(s-1)b(s8)<P(s,0)< 0,
wiec 2 (2.4)
(2.10)  up(8,k,1) - up(s,k,0) = u.(s,k,1) - u(s,k,»)
- p(1) [E.f,@:_jl -u(s,k @)y u (8,k,) - u( s,k ,)
N =1) St (e ot G o
- p(1) s=1)b(s) >0
gdyz z twierdzenia 2.2 dla S<'51 u(s,k,w) = uf(S,k,OO) .5tad

dla 8 <8, u(s,k,1) = uf(s,k,l) .
Niech 8,{8( 8, .+ Jesli u(s,k,0) = uf(sikfuﬂ y o 2 (2.10)
i lematu 2.1

2(s,k,1)2-uf{§,k,1) - ﬁf(s,k,aﬂ - pLsE-NbE)

uf(s,k,l) - up

Jedli u (s,k,®) = uj(s)kyaﬂ i u(s,k,l) # ue (8,k,1)

5

)
> 1 < 1 r \
oA -L-\..rlp-p[—i?enla 2 5 'L,l-blu‘,k., -' & Ll Kb,x{ l) X uf(_ﬂ']{,lj/ U~D||-,I\_,l} -
gEyeu dlaig <32 uis,k,1)) uﬁ(ﬁ‘k’l> : To koriczy dowod

wniosku.

Oznaczmy
N /
e e 2 (\N=5+1)
4 - et : = - S N 1 =0 .
(2.1” C(S‘)“'> i.j""ﬂ kJ_E} B ? { *I')
J:‘—S

Niech 8_ = min.?s: c(uv2),/11 .
(8] L J
Twierdzenie 2.4.
Niech p(k)?’O dla kazdego skonczonego k. Jedli istnieje'C
e ] . e - . . . . .
takie, ze | jest najmniejszym s ) max (s ,sé} speiniajacym

warunek

e T ) By P € T IR SRS G
25 12) ﬁ?k) é 1—c(8+2) dla kazdego k<o,



-5 G-

to nalezy prébowaé wybraé¢ akitualnie relatywnie pierwszy obiekt,
a jedli odméwi, to réwniez relatywnie drugi, jesli poszukiwanie

nie zostaro zakoriczone wczesniej.

Dowod 3
Poni ] 1 =ef8ed) : : :
oniewaz g —g7rgyoy Jest dla s > 8, Trosnacy funkeja s ,

wige (2.12) Jjest speiniony dla syl . Przez bezpodrednie

gsprawdzenie otrzymujemy

wo (§-1,%,1) € ug (N=-1,k,1) .

Wprowadzimy oznaczenie :

5 (2=~ 1) 8 (8-1)
(2.13) w,(8,k,1) = pU) Sz + (1-p W) PO Ry

+ l\"'p \-!C)) 1\1"13 11\) u {S ,C0,00).

Uy (s,k,1) jest prawdopodobienstwem tego, ze otrzymamy

zadany obiekt _jeéli w sytuacji (s,k,l) usizujemy wybraé
relatywnie pierwszy obiekt, a jesli odmoéwi, to aktualnie
relatywnie drugi obiekt. Dla dowodu twierdzenia nalezy pokazac,
Ze Up(8,k,1) ub(p,k,lﬁ . Udowodnimy t¢ nierdéwnosé stosujjge

indukcje wsteczna., Dla. S=N-1 otrzymujemy teze bezposrednio

BR(2,13) 5 (2.2) 552510 &2

no
—

2 N-4 ¢ 7
ue(N-1,k,1) - u, (N-1,k,1) = -ﬁ('l-p (k) + =~ (-p GO)i-p(D)

N2 : 3\ g 10y /
- Jiv (1-p k+ 7)) (1ﬂykl+1))§

T

(- c(@eD)p+1) = (1-e@)p @] 0

~f J
{(1=p Li\“l

£
n’_
4atézmy dla indukeji, %e

(2.14) ue(s,k,1) < uy (s,k,1) dla kazdego k,1 i

8= N"1,N-—2,...,'t+1 o



7o (2.2 1. (2.13) mamy 3
up(,k,1) = w (5,k,1) = ﬂt—}?[u(tm,o,km + ult+1,%k+1,0)

=1 e, ke1,141)

o . p(k)ig]l{:ﬁ:il. « (1=pUd) p(ay Li8= ‘)

N{N=1) NCH=7) )
- (1-pG)(i-p Q) u (t,2,0) .

7 zatozenia (2.14) mamy : u(s,k,l)= u, L (8,k l) dla 8 t+1

i kazdego k,1 , wiec

2 4 25 ( Nt 1) pUcs1)

: 1Y e Nl ]y = s BN Ll ol 0
up(t,k,1) - u, (&,Xk,1) = 5 N(N=1)

o 2EEN=t) - tlt~-1) / N(N=-1) :
p(k) N=1) + N(N=1) (T—D(kDU—p(D) [1— TC{:-,I-)— U(‘i: ,TU,CO)J.

pla ¥ > max (s 09 50)

2h(Nat=1) (1 = oltel)) 25 Qi=t) o2
N (N=1) (- cG+)) ~ MN-*) e

Istotnie lewa strona 1)0\Wji.szej nieréwnosci jest rosnaca

funkeja t 1 dla t = N-1 Jest réwna - = . % zarozenia
N

indukcy jnego u(s,k,1l) = U, (8,k,1) dla g5 & wiec

| t (g=1) G A o
u(t,0,0)= Yoo clt+n . 5tad i 2z monotonicznofci
N=
(ke 5 (Eelt) i (2.12)

R T e 25(N=t=1) (1 ~ c(t+1)
uf(‘b,k,lj u (t,k,1)¢ % + NE-T) (T = cC&r2) p (k)

tj:-w A e e Sl
- plk)2 NS N (1=p ) [(1=p (W) (1= (54 1)

..(1-p{1+13)(1—c(t+2))j§ (1-pt){ % + N(;}c 1:[4--{(1;” ) =(t- c(o+2)]

e (G sy ) Rty f Y {
+ -!*_U’- 1) lp@+1) (=cC u:+2f} - pll) (1-0 (t+1))__H<O_ .

Indukeja ta jest stuszna do U = T . Twierdzenie 2.4 zostalo

udowodnione .

Twierdzenie 2.5.

Jr‘i:ll

{2415) ?H;“ﬂ 7 T ; dla kazdego 1< @



i relatywnie pierwszy obiekt jest nieosiqgalny / odrzucit
oferte /, to optymalnie jest nie wybieraé aktualnie relatywnie
drugiego obiektu az do chwili zbadania wszystkich obiektodw.
Dowdd

Twierdzeunie bedzie udowodnione jeéli pokazemv, ze dla
kazdego 1 <@ ,8 = 3,4,¢00, N=1 uf{S,a%13 >‘ui(s;n’1) :
7 (2,15) » (2.2) 1 (2.4) many :

4

fT’ 2_‘, L — — 1
Ue(N=-1,9,1) - ub(ﬂ—1:”,l) = Eﬁg p(1+1) - Eﬁ— p(1)>0

Zat6zmy dla indukcji wsteczne], %e uf(s,a%l);>ui(5;p,1>
dla kazdego 1<® i 5 = N=1,N-2,...,t41 =« % (2.2) 1 (2.6)

i zatrozenia indukcyjnego many :

-y - .,.2 ( 4 s .t'\'t""‘*) - o\ o - e
uf (‘L 'cc.’_,_) =3 U o 90"'91) ITG=-13= u (J 90,%0)+ u (j,,0 ‘}l
=L | -

=) t(t=-1)

5 p(1+N-t) - p(1)

T W= N(N-1)

o t 1\

/ LN . . :
: 2 Lu(j,o’m) + u(j,m’o)j -
{J=D{J=2)

s

&

e = 001§ (Gat) | mree Z u(3,0,9). + u(§,2,0) 1
' S . 3(3=1) (j=2) :
j?i‘i‘1

Wprowadzimy oznaczeniesd

fC‘L\J ui1ki l: giﬂ?l} — ‘H{t’m’l)

i ClplN=1) E (J ) Ly )
f('t; e -‘R—‘-—-—_‘...—-tvln-'— - II'I"JI\.I.\- I ) uk']’o?j (.-i_“l‘)l(‘l""fzcgj}(d .
-'U"I :

£(t) jest funkcjg malejacy .

o p{1+N=t=1) (1+N-1)




i

Nk ~ | u(t+1,0,%) + u(t+1,03,0)J.
(- 1)[¢4 1) =

7 (2:15) itego, se

u(t+1,0,ﬁﬁ+ u(t+1;ﬂ,0)21ug(t+1,0,aﬂ+ u%(ﬁ+1}h, O)= gkl

otrzymujemy :

£ o \/ Tj(lhx--u—'” 4 N--4 o 3 :
(t+1) = £t D (-35) 261\1_]') <o

Co koriczy dowdd twierdzenia 2.5,

2.4. Przyktad.,
Nolctadniej zajmiemy si¢ przypadkiem p(k) = p = const,
dla x # 0, @

Twierdzenie 2.6.

L 3

Przy powyZszym zaXozeniu o p (k) optymalna strategia jeat
nastepujaca : nalezy przepuscié 5 -1 obiektéw bez prdby ich
wybrania, wybra¢ relatywnie pierwszy obiekt, lktdry pojawil sie
Po obiekcie 34 = 1 i ponadio poczgwszy od chwili Sy 9 gdy pojawi
8ie obiekt relatywnie drugi, nalesy prdébowaé wybraé relatvwnie
pierwszy obiekt, a gdy odméwi- wybraé relatywnie drugi obiekt,.
Jedli do momentu N #aden obiekt nle zostat wybrany , nalesy
probowaé wybraé obiekt absolutnie pierwszy, ¢ gdy odmdéwi,absolutnie

drugi, Wartosci 84 1 8,nalezy wybra¢ tak, aby maksymalizowaty

&= N 3
P, K- W 8.,-1\(8,-2) 2 N o 1
05, 18Y, Blb ey & i it CalBaER S = S
' s St N N1y 22— =l N(N=1) . £ __ (J=1}}=2)
= B LB s o S Eo
: | 2 [ 2N=3-1 1 %
TTNWN=TY L P FDT +(1-p) ,] |
“‘:‘.52,

1
- (- )
il R R e ) 2] :
- O G 8, £ 8
& . ) { ( D) Jr 1 o519



gdzie P(s,l,sz'; N) Jest prawdopodobierstwem uzyskania zadanego

obiektu przy stosowaniu podane] strategii.

nowdd @
Dla dowodu pokazemy, ze istniejg 8, 1 8, 31_4.92 takie,ze

(2.17) ug(s,k,) 2wl (s,k,1) dla k£0,140, 3¢ s( F-1,

(2.18) u,(s,0,1) > u (8,0,1) dla kazdego 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy 8 & Sy

(2.19) g (8,k,0) pu’(s,k,0)  dla kaidego kO , wtedy i tylko
wtedy, gdy s§s1,

(2.20) u4(s,k,0) .@u; (5,k,0)  dla kico , wiedy i tylko wtedy,
gdy 828, ,

(2.21) uf(s,m,O) Qui(s,ﬂ’?,()) dla 578,
Przede wszyst}:im pokazeny , ze

(2.22) ue(s, ,J.)>u s,9,1) dla 14 0, 3&8¢ N=1

Pla 8 = N-1
11f(N—1,03,1\. le?{l\!-’i,OG,l) = %} DO,

Dla indukcji wstecznej zaldzmy, ze uf(s,w,l) >u%(s,m,1_‘; dla

o s NiBipcaco i s B Linar it CR 208 (2.4) i (2.6) otrzymujemy

™
RS e - ‘f“{"'OO LR \\ u(J ODO}+ 11("] f\){ﬂ
uf(‘t, ,-L) ho\u, ,1) =T G 1,(—%?1 J(J 1)(3-&%
i:’-

-—t

TitaT) &L .
W= P " P N@=1) - (1=) (8 yo0,00) =

- p -t(\t- T4 JLJ"i]tJ"Z) .
p=Lt
gatem nieréwnodé (2.17) dla k =% ,140, 3 S84 N=1 jest
udowodniona. Niech k#0 ,1# O,8=N=1 .
i 7 s - 2 -2 T 2

uf’\N-’i,k,l} - u (N-1,k,1) =+ B‘f{"{_"'(“‘?\} l-—p

- (1 ])l '--1- N*‘i -‘-';3 = 0. ;
Zax6smy,ze (2. M7y Nest spexniony dla g= Hel,l=2y000, 1 o

7 (2.2) 4 (2+%) oraz (2.22) mamy : N
' 1 Q:f'u(J 0 k+]-1\+ni3 h||0,
Uf(_'l;,k,1> - u. kui,x&?.l.> = ‘t(t 1) ,3{3“1 ) *l_(\

-14-4




£{t=1) ]j-i'i—u‘z? _ 5 @N=t=1)

N(=T) Tk TRAEDT
N
Ve R fi ulj, 0.+ ulj,=,0)
(1 'p)'t(ﬁ 1.4.1/4 ) J(\J 1)(_:]—2)
l'C"'l

_L
ol p(‘l e 'p) ’\g\_:)\ .

z(2:1)
2 rs /| ';-—1 0
u (§,0,k+ 3=t) PuS (§,0,kkj=t)= P ﬁfﬁzq% + (1=p)u (J,0,%)
oraz
- ‘2 _.m 2 o
u(j,k+J=t, O bka,k.ﬁ—v,o)u P jlﬁ%ﬁgq%l + (1=p)u (j,2,0},
a stagd

' R
A w_q\. e 2 ) 2 \N=t) | _
('t‘,,ﬂ.’. 1) o d. \b,h.,l)/mu\] ﬁ L (3_1)(3_2) Ty i = 0

=i

zatem _rl\u A e u (8,k,1) dla 1#0,k#0, 3 8¢ N-1 .
Pokazemy teraz, se warunek (2.18) jest spefniony. 2 (2.2), (2.7

T2y

N
: 4l CoatatnS 1(1,0,4=8)+ uly,j=s,0)
uf(s,O,l\, = 110 '\ugo;l) == L—‘(E"‘"i;iim j\j"'?){j""&} )
3-:.5*’):
g(s=1) T 2 u\?l-"' ;-—1\
T NR=-1) \1- (-p) 1- TN(R=1)  °

Oznacuzmy

N (8,0 - u (8,0,1)
(8) = oy o
S(S=1)
NCN=T)
S o ulj,0,3j=s) + vy, j=8.0) EoN N2
P)’(-:l\ = 1\{‘\-""1)> :j\:_]-“l \LJ—2) +l_ k ] 1
|—J\'|



Funkcja g(s8) Jest malejgca dla 5L 8L N=1
uls+1,0,N+ uls+1,10) 2L=1)
= 8(s8~1)

g(8) - g(s+1) = N(l-1) O

7 (2.1) mamy

w(o+1,0,1) + uls+1,1,0)zu(5+1,0,1+ ul (8+1,1,0)= LD

i stad

g(s)- gls+1) >0,
g{N=1)= —(ﬂ—p)2< 0 , wigec istnieje s, takie, e warunek (2.18)

jest speiniony.

Da pokazania (2.19) zauwazmy, ze dla s<{s, 2z (2.2)i (2.4)

mamy :

AT, > u(§,0,3=8) + ulj,;

F(S,;C O - U, \u.:,]\. =z u(b 1‘) /7 3{3_1)(‘] 2\ 1.
-51-

It / 2l sis=1 s(s=1) g fr o

i e DT TR D ug(s,0,1) = ug(s,0,11 >0

28 Yo

co wynika z dowodu warunku
Gl ML A WS S i

Pokazemy nieréwnosé L2 11D

-5,0)

L

™
= f : 2 { A — o 4 <1 N u {‘_1]_50 Qw}’{- u( j ,(‘:.I'U I—‘—— M 4::'—1}
'Ltf ksym?O)*li—oL.J ,30090) = Big=1 .i>m ‘.] [ j"‘l) ( 3_2 ) Eflr N— |;J"
‘1=5r1

Wprowadgimy oznaczgenie

N
o erpae T R4 0 00N (39000 = . o
WFS) = W(N=1) 3\3"1\k3“5\ (1 D) »
f%q

w(B) jest malejgca funkcja 8, w{NY{ O i z warunkow (2.17)- (

Wvﬂlkﬂ, ze W(S1} > 0, Istnieje wige 8, takie , ze Up(9,
. - o Ty 1 . ) :

‘ “i 8,0,0) wtedy i tylko wtedy, gdy 828, 1 ponadto

Zbadajmy nastepujagcg roznice



A | 5% O g Kt j=8) +u ), K+
(2. 23) u,(s,k,0) - u, (s,k,0, ‘(s-UZ S e ;j-‘:‘z;"‘““

j:SP1

s (8=1 ~(2N-s—1)

e N(I\J ) L1 -(1—0 J P NLN—J*) _(1 - p)u(s’m’o) .

Jegli s és; , to u(5903,0> = U, (5,9,0) i wowezas

N
| Toa = a(aeqy S RG0,k+j-8) —u (,0,09)

IJ:S?’l

Tuhg‘c-xﬂ-—mOJ - ulj,® ,O)]
LD FCa=0 (3-2) *

i:5+1
u(j,0,9)+ ulj,®,0) 2 s(lN-8)|-<
5 P[S eyl ? TG (9=2) S TN@-1) |7
l _-'."—
e .
ﬂkm;NETHV1U]w1-3H-u(hOf® u (g, ket 3=8,00u (;j,0 ks ”
2, BT /T Ie) () I (= N(=2) ,
J,:i-.)'r‘/ ]:‘;f‘ :
&) fo 2 el A Siniln g
TP W(m=T) | (3—1) (;]-2) B > 0.
Lizor
s : 5 a QO 2 a0
7z (2.21) wynika, ze dla 838, u(s,®,0)= b(s’ s0)

f\J

a wieec na podstawie (2.23%)

N
Bt T s 0, ke ;]FS) + U (!]’]{}.J::r 0 'a.
f(”) k O_J --1.1~l (u,f 0) = 5 D ;z j(j“?}kj—?.) ]

jqﬁﬁ

no

(. i e ) g 2; N""u
o l“tm-—l) :

w.__/

Niech

u_E.(:s,].c,Oﬁ - u{) (8,k,0)
his) = = T 5

’.5

AN Ll1

. ? ; 2 X i .
la 828, funkcja h(s) Jest malejgca.

h(s) - h(s+l) = N(N-1 ~U(;+1 O,k+1)+ uls+1,k+1,0 _p 2(H=1)

(S+1}B(S——:|) s(e=1)7
i u(s+1,0,kc41) + u(s+l,k+1,0)0 _ 2(N=1) .\ o
2 N(=1) iR . Ws(s—-'l)‘m') g8+



72 (2.23) wynika, ze h(‘s"),}o . Ponadto h(J‘~r-1)=(1-]:}(17-%'2{-;1(0
jedli p(%‘-}g- « W konsekwencji, jesli <N 5 , to istnieje
. 3 Lealies i :
8.(9y >95) takie, ze (2.19) jest speXniony.

Prawdopodobieristwo uzyskania absolutnie pierwszego lub
drugiego obiekitu P(s,,,sz;N) przy zZastosowaniu opisane

strategii otrzymujemy nastepujaco :

[ |

P(8,8,5N) =2_1 Y. -1|Y #1 Mil(_ﬂ{ ...1]1’ =1+ P\ X, *rj—-;‘_’
j-Q"
ZP&Y Y4186 5T 42,8604 [}“{X —1}1' =1+ P{X =2| ¥ =)
_‘3_ , T
+Z_P{Yj=2 Y. 41,58 ¥, tz,@q}l_@{ tin -1|v M=)
J =5y :

PP =2| Yy (D =1) p + P{Xy =2|V =2} (1 - P |
i ¢ | .

Bl

+ P tY 158N 5Yj”£2 SN [1 “U_p)z]

Sy S - N 18 =15
b _!,_”-;

-_—.L c31 m‘,.}'sz\J, a,JJLJ_,}) 5—131{3,1)4'?2(’! 1 ﬂ'i[
i i
SLE T N (84=1) (52
+L{.D &4 (s 1) +8, (35 U+ U=D) 85 (J92)] —5 3_"1)(_J,."7- +
1‘=L:‘f!.

L‘S,i—z )(:d 2} : : R

Yo L - d-» J .

Stad otrzymujemy (2.16) .

£ s . ¥ o D
Jesli lim -— =L, 1lim =—=p , tO
N-»c0 N N=>oo & |

lim 9(31932; M= 2 lnﬁ% +0(;(0L"F:)+ 2:;((1-\75)@-!-1))-—211;!“-'_\ 1n i

N—=>w I

4 re
Mozna pokazaé, zZe dla O ng*} jedyne rozwiazanie Q<& < {1
' |

ukiadu rdéwnan 3



- | -
L

5-;; -2+ 2p 1;:-1:5-(1-13)2 .0

2(1+pp) lnF>- 2 Ink + 2K+ 2p - 2(1+Pﬁh-fﬂj-p)2 s

maksymalizuje graniczne prawdopodobieristwo. Jezeli p = O,
to powyssze rozwigzanie pokrywa sig z rozwiazaniem podanym

w [31] , a cytowanym przeze mnie we wprowadzeniu do rozdziatu 2,

3., Wybdr maksimum niezaleznych zmiennych losowych z dyskontem,

Niech X1,X2,...,XN L edzie skoiiczonym ciagiem niezaleZnvch
gmiennych losowych o tym samym rozkiadzie typu ciggiego o dystrv-

buancie F(x) , okredélonych na ustalonej przestrzeni probabili-

o~

gtyaznej (L,%F, P). Oznaczmy przez ., 6 - alpebre generowan:

przez zmienne losowe K1,K2;...,Xn
N

wzgledem JL'fl'm] . Uméwimy sie pisad T -+ @
o=

a przez T} szi()r wszystkich
momentéw Markowa T
joéli wogodle nie zatrzymujemy si¢. Niech {dhn}2:1quzin ciggiem
male jacym takim, ze 0 { o«,.<1 dla kazdego m , Poszukujemy

e s o takiego, ze

(5.1}‘ II J\'l"* /{T-’(‘_-w’ X 3= max(:{,«] jX2’.l.’XN\}=

= supﬂoGT 7\{"‘1‘400 g X, = Max (}{1 ,X2, 2o ,XN)}
Te My |

Problem (3.1) bez dyskonta byt badany w [8] .
Nla ciggtej dystrybuanty F(x)azmienns. losowa '!N‘,"Xn Y ma
e {
rozkd« Yadi ita 3 g i 1 53 e NS =
rozkiad jednostajny na LO,lf 3 Pt&mcfxﬁf >F(Xﬁ);;?(xﬁ}} = 1y
wiec mozna gzaXozyé, ze Ki maje rozk¥ad jednostany na 10, 1] E
Niech

& . Je 2 | :
f = o\, P L.u\n = h’.’l:’-.l}ﬂx{,q ?XE'.."XN\L]:’ 11[’]1= 1!2""?11'

n me |
T s N"'"n
{5.2) Y. =X e o 1 ol X
= ) 11 31{1’1 = max J{.T g}&z yeos ,an 11 1N
= s o r » 2 a T ) R {.r‘_-.>_
gdzie X: &Xm—kaA(Xﬁ“”}Xm}} jest oznaczeniem funlkeji

2 . fix - = e, 3
charakterystyczne zdarzenla.tﬁn= manX1,Xz,-..,xéhﬂak?ndnJﬂei

ze Y o = 0 otrzymujemy



—-.r';. \_) -

EYT f?:C M;F(oo _,( = nﬂ}g(aw (oseeey N)]l

W ten sposob problen (3.13 gprowadzony zostai do optymalnego
et R ' . 0 Ay
gatrzymania pewnego Zarcucha Markowa. Niech ’n’kN = ’\’QN"ch,-rlraJ_e

"\ -
gbiorem tych Te:""u'}:N , Ze

(3.3) X:ﬂ = TGEJJ{(X,},K29-..,X )

) ina zbiorze | ®w: (O 7](11:1 nel,2, 0008,

]"|_L(’Ch. T"l "—"'19 Tk‘f“i - -f1r .Tkﬂi‘l N 2(. = maX(X.I,XZ,...,:{]_E)l

dla 1{: 1,2,...’1\1"1 QT 2,-.. TT]LO .

Zdefiniujemy ciag zmiennych losowych '?;h. w nagtepujacy sposob:

(& / c ;
o4 2 = T 4 (1€ "'T Lo '—_‘3 {2 - T =
(5ed) Sy =\ k,‘{kh alw: = }-,lc najo: 5 ._+-oo7(,
iN
gdzie 3 jest oznaczeniem " stanu pochianiajgcego " li'::,,:r

N - =4

I :
jest rancuchem Markowa wzglgdem i"‘%“k.]‘ - z przegtrzenig stanow

(\1 25wy N} x [0,1}) U 13% i p:r':awdopodobiezistwami przejécia:

(5.5) p(m,x;n,B) = ?';.L’fk_” = n,X € Bl'rk =m,X = x} =

r~

;:-:n"‘ﬂ"1 ‘(x,ﬂn B gdy m<n ,

0 gdy myn ,

dla m,n = 152,098  x€j0,1] B=-borelowski podzbidr odeinks
: : , ) :
[0,4] 4 & ‘ | oznacza miare ILebesque’a.

Niech Te M° . Okreélimy zmienng losowa b =} na zbiorze

w

‘\ Al ~ et . 3
{"di‘l‘(b‘\j ((W)aml .L«u?.. i U=+ mq :]ilﬁ\'-’) "-Tmrj.
]
5 ( N ;
G — jest momentem Markowa wzglgden {?T H i ze wzoru (3.2)
kit |g=4
wynika

(3s6) - Y. =

gdzie



Problem [3.1} zostat zatem sSp AGzony do optymalnego
gatrzymania Zancucha lMarkowa - z fungejs wyptaty f(a,x)

— |
M oy
Jk-"

W celu znalezienia rozwigzania posiuzymy sie nastepujacyi

lematem.

Lemat 3.1 [8] .
Niech § bedzie jednorodnym Zaricuchem Markowa z przestrzen

gtanéw S, Niech f:S—R Dbedzie funkcjg ograniczong.

Oznaczmy
Z = 15&8 : IT i)
. me / g ol
gdz.le Tf(s8) = us.t.\gq) s
Zatrdzmy, ze
L) P listnieje & takie , ze 5,€2) =1 dla se€s ,

™)
.

; %
(11> P _{istnieje k vakie , ze 5h¢zJ = 0 dla sé€

Wéwezas b = inf 1 & ¢ %5szj jest rozwigzaniem problemu

optymalnegc zatrzyman;¢_é z funkcjg wypzatvy I.

W problemie (3.1) zazoze¢nia lematu sg spernioneé. Mianowic: e
P£(9)= 0 = £(9),

v

P (N,x) = fO)= C<ely = £N,x)

wige 0€Z i (N,x)€ % dla kazdego x€|0,1 .
i ,
flm,x) = JEf(n,y) pm,x;n,dy) =

il 0 sl S A=
s 0 N1 7
= s

ala i = Ne= 1

Nierdwnos
m+£/ » = L o
4.1!,_;1.,)\..\} MR

Jest réwnowazna 'w tym prazypadku nierdwnosci



-

Zo{‘ xn-m-’l - Xm-—m v xN"’m
n Nen-1 m |

/AN

o --1'~.i'J.-n--‘I - _
; o'c_ N=n+1 S

Sl

Oznacziny lewag strong powyzsze] nierdwnosci przez hmtx) .

N p

(3.7) h (x) = OL A . )
ﬂ‘ﬂh¥1 i z
Funkec ja hm(x} jest malejgca funkcjs x . hm(0+) =+ ,h (=) =(
Stad istnieje X, takie,ze h (%) £ 1 wiedy i tylko wtedy,gdy

xzxm y Edzie X, jest pilierwiastkiem rdédwnania h (’x) = 1.

Ponadto
N T
h (X)h tfn x-l\nﬂ. 1 - 1 "
m+ 1 " aCp N=n+1 a
MErmrly -
0 e
Niech

m- 1 :
k (X) : m G‘C 14 1 (1’1 (x) - o m+ 1 X-N" " 1)
m oL -y i oLy ""[m+1 Nem
_ Lm "L g (x
= (_',{‘ ) T s .

¥

Funke ja B (x) ma nast¢pujgce wiasnosci: 48 (1-) = 0,

F (x) = =i ] :-/ N J A hem=1 C[m-r‘l ) >
| \m =y Ly = Ligq
Stad Jjeseli ciag -{Lo{‘m‘] speinia warunek :

)
=i



(3.8) >

’h-.-qn+1

o O{m C‘CmJ.-‘E
n\£m”£mﬂ ’
to g (0>0, a stad h_ . x)<h (x) .

gatem przy warunku (3.8) dla  x€(0,1) hp () <hp(x) i

hm+‘l(an-1) = hmcly‘m-b‘l) s WIRG X 1€ ¥y AW = 1,25.0000

Niech
: N
£={8}u U ({m] % T, 11)
=1
. N _
Faficuch Markowa éw. _, ma realizacje niemalejace, ciag X ,
2,

L]

K
m= 1,2,%+04 N jest malejacy, wigc  zaztozenia lematu sg speinione.

Otrzymaligmy nastepujece twierdzenie.

Twierdzenie 3%.1.

: N )
Jezeli ciag {oﬂm} jest malejacCy, 0< L, &4, oraz
m=Aq
' »

N . .
N 4 At K

el s

M= "’L’t\.INA"l

I

o™ K+ 4
n=omti

to problem (3.1) ma nastepujace rozwigzanie. Optymalnym momentem

. T N“_-u nf\n gL i S
zatrzymania & Mgy Jest moment

* ~ o - - -
T"= inf {nc No: X = max (X1,X2,...,Xn) - F(;{n\} X,

gdzie Xy = 0 y Ko dla n &N jest jednoznacznym rozwiszaniem

( —

a funkcija hn(x) dand jest wzorem (BeT)%

Przyktad.

i N .
Przyktadem ciggu {cﬁm}m% spetxniajacego warunek (3.8)

Jest cigg malejgcy i taki, ze

: & o
(‘71‘:&) oA < v £,
C'ofnr; = v A =4



=50

Istotnie, dla m = N - 1 warunek (3.8) jest sperniony dla
kazdego ciggu male jgcego o wyrazach nieujemnych.

zardézmy dla indukcji, 2e dlam =N-=-4 , N=2,,.., T

N
- d\‘r-r' Ocrl‘t-‘?
2 b & —r———
e K= Kt

=741
Wéwezas
N N
d‘ 2
o =§o£ o § 52T 3 oLy =
m me ol o
= T ™+ A

m=na M=

N x
= d(rr rd O‘Lq—.—ﬂ} d‘ﬁ‘
oCT L+ Loy~ Lo

7 warunku (3.9),
Warunek (3.9) speznia cigg geometryczny o ilorazie

0<ot <1

4. Optymalne reguty zatrzymania ciggu zmiennych losowych

przy wybranym kryterium optymalnosci.
4.1, Wprowadzenie,

Niech X, ,X5,... 1 Y {55+, beda ciggami niezalesnych
zmiennych losowych okrus¢onych na ustvalonej przestrzeni probabi-
listycznej (£2,F, P) o wartodciach rzeczywistych. Zarézmy, ze te
dwa ciggi sg wzajemnie niezaleszne 'V Y ma ja ten sam rozktad
typu ciagiégo o dystrybuancie F(x.Niech L -R —sR, n=14,2,...
bedzie Clﬁ?lem funkeji i okreélimy j%r=fi(x1,x2,,,_,xi) oraz
=1 (Y 1Tp9eeey¥.) o Obserwujemy tylko ciag X;» 1= 20080
Cheemy zatrzymaé sie w momencie, gdy E;; bedzie wieksze od 1 ¢,

Dodkiadnie,niech P; =% {X,,X,,...,X;} o Mp bedzie



sbiorem wszystkich momentéw markowskich T wzgledem F., i =4, 2,...
oraz 'ch ={ e s O ;g.'féi\?} . Rozpatrzymy nastepujace
problemy : ‘

Niech fi(x1 1Xp9eee,X;) = Max {x1 1Ko g eeesXs)

o~

; o ‘\l
a/ Poszukujemy T & ML takiego, ze

D{ET)? b

b/ Trzeba wyznaczyé 1< M takie, ze P{T*¢o}= 1 1i-

4.1) P{ET*>?T"‘=

Tf_l

o2 ) PlaZ £ (D5 l= su
¢/ Poszukujemy T*efﬂ’}_ takiego, ze P{T‘*{oo} =11

(L,5) P {min (A, E N> ‘Q’r*} = sup P{mln (A, % \>th,} :

=T Tem

Problemy jednoczesnego zatrzymywania dwdch ciggdéw zmiennych
losowych, gdy jeden Jest obserwowany, nie byty dotad spotykane
w literaturze.

Zatrzymanie ciggu L_m_nu.o. ciagiem b, , gdy obserwujemy tylko
ciag g,n, w nastepujgcy sposdb sprowadza sig do klasycznego
problemu optymalnego zatrzymania pewnego ciggu zmiennych losowych.

Niech

= pl¢ . st R =

Zth{én>Qn i o) 9 1’2’I.l .

Otrzymujemy
o] if_‘ e -1'= nly

P g2 5= Bie

dla T€& ™ takich, ze Pll’fc'oo}= 14
, : .-A (‘ } c T [a's) ( (e n] g ¢

Jesli Zn = g(u,sn 9’ 4 5=(§m)ﬂ:0 wzgledem :F-n)mzo jest
tancuchem Markowa, wyjsciowy problem sprowadza sig do optymalnego
zatrzymania radcucha Markowa 2z funkcja wyptaty g(n,+) [63] .

a m e "
Niech ‘1’;3 =\ g R bedzie Jjednorodnym zancuchem Markowa
F o~ e i = ” 5
Wzgledem ('j',n)q 0 ok“cslouv.l na (&, F,P) o wartosciach w prze-
1=
strzeni stand ? BY i (R b = %
trzeni stanéw (B,B) 1 T LB o= P{Snﬂe Blgnﬁc} dla kazdego

Bep |, Oznaczmy przesz &, wartosé oczekiwang wzgledem miary P .



Niech g(n,*) Dbedzie funkcjs wypiaty okreélong na przestrzeni
stanéw rarcucha o wartosciach rzeczywistych, zalezngw sposob
istotny od n. Problem optymalnego zatrzymania Zancucha Markowa
z funkcja wypraty g(u,*) polega na wyznaczeniu

v(x) = sup I g(?,gt),

TEM
. + 1.1 . - . * ‘1‘ 1
gdzie X jest stanem poczgikowym 1 znalezieniu i Ltalclego,
se P [T¥<®}=1 i
L o3 e~ r
Eg(ThHE )= v :
W przypadku skorczonego zaicucha Markowa ?;; = (_ém)m._c,
problem optymalnego zatrzymania ma nastgpujace rozwiaganie

Niech & = X,

Temn #
“
. oraz
o e [l
Tgn,x)= B glu+t, 51)
¢

Qg (n,x) = max ‘IL 2l %), ng(n,XX}o
Lemat 4.1 ( [63] , str. 106 - 108) .
lfiech é-,={€:;m):0 bedzie jednorodnym skoriczonym Yancuchem
Markowa z przestrzenis stanéw E L g 1125500 N}X E—R bedzie
nieujemns, ograniczong funkcja. Wéwczas VN('H-,*) speinia nastepu-
Jjace rownanie P
vy (,%) = max [g(n,x) oy TV (n,xf}= QN"n ﬂ(m.,)()

A w [\

U2 = min -EI‘{\};{,'E
8 B

. (1t . £ = o(lc. &

: v:\,.\u,hbkk gu{’“‘»lc)"

3 3 - r‘

Jest optymalnym momentem zaitrzymania w "m;m o Y(X) = vN(O,x)

. ¥ %N
i optymalnym momentem. zatrzymania Jest To .



_DJ--

Niech En -
m (T em iton}
i
v(n,x)= sup B, &(1, )

Lemat 4.2 ( [63] str. 106 - 108),
. bedzie jJjednorodnym Zancuchem Markowa

Niech &= \j-_—') 1. 2
2z przestrzenia standw E 1 g: {0,1,2,...1[ x E=—»R YDbedzie

nieujemns funkecja,ograniczong, to funkcja v(n,X) spetnia

nastepujgce réwnanie
= max { glu,x), Tv(n,x)}

v (n,x)
i
v(n,x) = lim QN g(n,x) -,
N—> o0
a moment
T* = inf !{m>f‘1 VLm?um g(m "Sm) +€} £50

n,&

jest £ - optymalny w klasie T} tzn,

e M
.

v(_n’x)é "{7 \'Ln £ 91—7.‘-1# )+

Td,o Jjest optymalnym momentem

s CO

L . 1 *
Jesli P {’[’0]0 <°°} =
= v (0,x)

zatrzymania i v(x)

4.2, Optymalne gatrzymanie skonczonego ciagu maksimdw,
N3 FE & ne . e 2 P 1 ewa
MNiech J‘i\A1’X2""’}‘:L) max (}c1,}c2, ,xl) . Poniewar

F(X,) ma rozk¥ad jednostajny w [0,1] i P 1X1> YEFX) > P )}ﬂ'

zatem bez stratly ogodlnosci mozemy dodatkowo zalosyé,

-

1525+005, N majg rozkiad jednostajny. Mamy

ze X, oraz Yi’ i =

gatem @



—-";{’_ -

N
é = (fé “)WO jest Zarcuchem lMarkowa wzgledem (;F“‘)leoz przestrze-

‘nig stanéw [0,1] i funkcjs prawdopodobieristw prze jécia

(4.4) P@,x3n+1,8) = P{E

hid ] >n
x + |Ba(x, )] jesli x€B,
IBn(x,‘iH jesli x?.fB,

dla n= 0,1,00e, N=1 : x€[0,1 , B - borelowski podzbidér odeinka
[0,1] , a|e|oznacza miare Lebesque'a ,
Z lematu 4.1 otrzymujeny nastepujgce twierdzenie :
Twierdzenie 4.1.
Istnieje cigg liczb xy X & ""<XN-1 » Xy = O taki, ze

S
e F
r=in1n{141143? Ee o

L

speinia warunek

: Y 17 1 2N 2
Pig M I e - |
il {Sm)*vfxi 2 28T %4 I 1] ) Xy
4
Y eq 0 =557
. 4 ', —‘ +2l
Vet (¥t g) = Y sl O NS
¥ =it -e) (N+3)(N+i=1) Mty N-1+2  N-Lt]
2 . ; ; ; ’nf ; L =02 N"I
; L.'JN~u-»i(AN--s,rz}Krhim i N-irg o R '
jest jedynym pierwiastkiem rdwnania

N _N+1 1 -t SN
-N‘:-;:‘- X + 'i;:':“:-;]* - X = 0 W(O,1] 9

a K jedynym pierwiastkiem rdwnania

N N+1 A Nei

——ay th == . x'rv . “ - };- - 0
T Vi Feie?)
W przedgiale = ) o
[ COy3y_ 4 4q)

Pla dowodu pokazemy najpierw nastepujacy lemat.,
Lemat 4.3%.

Rownanie

(4,5 ; 3 & '
\ n)) T:_A_ 9(([1_1-1, 54‘ = J‘Lfi'b,‘}&\_)



ma w (0,1) jedyne rozwisgzanie -xﬁ dla n= 1,25e0¢y N=-1 1
0 0 - 0
X, £ Xppq 0 By 8(n+1, £,) <8ln,x) dla Xyx .
Dowdd

Mamy 3

Ul
; ¢ . n+2 kot 1 1
By g(a+1, €£) = x° + [y ay - T S
*

Niech

h(n,x) = B, g(n+1,£,) - Elnx) o
Funkcja h(n,x) ma nastepujgce wiasnodci 'w [0,1]:

(1) h(n,0) = == ; hin,1) = 0.

(ii) Tunkeja h(n,x) ma jedyne minimum w punkcie d;? jnf1 ;

Stad istnieje w (0,1) jedyny pierwiastek xg réwnania (4,5)
s n

i xn<:d11 .

Niech

(n+2) h(n,x)
=%

‘?ntx) =

Otrzymujeny

UMED

3
-

- - )X

[V

,_..
li
o

oraz
9 (%) =L (XY == xn‘ﬁﬁ+2)x2 + X = (n+2)]
n+ 1 \'Pn : L@ -
lMamy wige . . (x) -0, x)>0 dla x €0, &.) o N8 seuns IRt 4
rdzie L¢ 8t rwiastkiem réwnania ) - -
gdzie % Jje piex e o} d A (x) Q nkxﬁ
nalezgeym do (0,1) . Zatwo sprawdzié, ze oy < o, . Stad

/ m . .0 0 . ’
hkn+1,rtz)<0 I . To konczy dowdd lematu 4.3.
Udowodnimy teraz twierdzenie 4.1. 2 lematu 4.1 i 4.3

mamy 3

vN(N—T,x) = max { g(N=1,x%) ,“ g(N, ¢ 1}

_N-1

X dla X2Xy_q 9
SN Nt 1 >

N+7 * * T b EERg g



gdzie Xy _, = x§_1 (okreslone w lemacie 4.3) .

Pokazemy teraz, ze

N-2

X dla x3 Xy 9
(4.6)  v(N-2,%) =

N N2 X dla. X7 x

W2 X TWN.2 *n-q N-2 ,

gdzie t

s - N N+2 1 N 1 i
Vy2(® §-1) = THDEZY *N-1 = §F =1 * ToT N1 * ¥

1 Xy_p Jest Jedynym rozwigzaniem réwnania

-2
o X +\‘J\T2(‘{",)-x = 0
nalezacym do LO,:{N_,]).
4 lematu 4.1 many
VN[N—2 ,x) = Mmax { g@J-Z ,X) ’EXVN(N-‘l’ é1)} .

Niech x<x « Woweczas

N=1

N N+2 N+2 17

D vT(Iv 1, g1) F Tro X LN+1 (N+23 =2 XN+1 i
1 | N_ N+2
W7 -1 PN W2 ¥ * ¥ N2 (Byoq)

Al o
a dla x?XN-‘I

Eva(}J-1, ;1
Niech

1(0-3,x ) = B v @=3e1,8 ) = 29 , 5= 2,3,...,51 .
Funkcja 1(N-2,%) ma nastepujace wiasnosci
1) 1@-2,x ) Jest funkcja ciagtg w (O, 1) e
(1) 1‘“"? XN-1) <0 poniewaz h(N-2,x) ma w(0,\)pierwiastek

e 0 § - ) 0
rowny  xy , < KN-‘;_XN—‘I ; hW-2,x)<0 dla x>x

Nop 1 UN-2,x) =

= h(N-2,x) dla e s



(iii) 1(N-2,x) > n(§-2,x) dla x<xy_, poniewaz v(N-1,x)> g(N-1,x)

dla X<XN-‘I .

(iV¥) Funkcja 1(@-2,x) Jest malejgca w (o,xN_1) .

zZ (i) - (iV) mamy, 2e 1(N-2,x) = O ma w (0y%p_1)

0 :
doktadnie jedno rozwigzanie x. , X Ne2 € Xyo $Xy_q 1 LN-2,%))0
dla  x<Xy , « Wobec tego A (N=2,x) dane Jjest wzorem (4.6) .

Zat6zmy dla indukcji, e otlrzymalismy XNaq ? N2 ? oo XXy q”

(N

; -J >

j X dla x ,,.XN_j ’

L N ]

| N3 % 3 i F-3%N-3+1) d@a x<¢ S
dla j=1 ,2 geen ,1-1', g!,‘dé...e i \_1(°)= ;.J_:” :

- N Ty 1 _Nej+2
LPl‘i‘-:j(xl\i'-:i«'r‘i) = @FD(F* =T “N- G+ 1 N=3+2 *N-j+1

1
O e e Byoge2) *Nojer * ToeR
& Xy_ jest pierwiastkiem réwnania 1(N-j,x)=0 w (O’XN—;]M‘ A

Wyznaczymy teraz Xy i i obliczymy vN(N-irx') .

Jezell R i ? ©O
c N Ntdl=
By (N-i1y §9) = o7 X X 4 Y g qUgep) X+
K-+
- N N+i-1 :
L ]L'I\rri“—r' y N \:‘Iq-i+1("1\r-i+23] dy +
-t o o N Wi
ij = T+1 Y i (Byegeq) o
JeSli x >3 B
B X 2XNiie1 Lt0
4
m [ W £ N o ,_1‘?-1—%2“ N—i+1 ‘N4 1 N"H'{; "1. o
JXVNLN .Ll"l, 51) L X + N__\K?- d T“‘:‘i_?‘ N Lf?_‘_
Funkcja 1(N=i,x )= Ex‘"‘iv’ (N=-i+1, fc__:),,)- X jest ciggia w (0,1)

oras



-5

(1) Dla x >’XN—i-k1, 1(N-i,x)<0 poniewaz h(W=-i+1,x)= O ma pierwias-

= 0
tek xN 141250101 < Xyoie 1) h(N-i,x) <0 dla x PXy_ i
0 Q

X1 L Xyoie1 $Xyojeq  OFRZ dla xpxp . . 1(N-1,x) =

= h(N-i,x)<0,

2 2 3 f 1—' /1._' = .
(i1) DPla x<xy ;.45 1(N=-1,%x) > h(l¥-i,x) poniewas dla )c(xN_i+1

vN(N-in,g» g(N-1i+1,x) .
(iii) Funkcja 1(N-i,x) dla x<Xy s, 4 jest malejaca.

Te fakty sprawiajg, ze istnieje jedyne rozwigzanie

réwnania 1(N-i,x) = 0 w (0,1) , ‘{N Cxy_; Xy 4,4 1

1(N-i,x) >0 dla x<x, ; . Zatem v (N-i,x) dane jest wzorem

=1

L4-7) dla i - 1 2,.-.,1\]--1 °

1 otrzymujemy
1r 1 28
v(0,0) = By (1,84) = 3 [?‘N‘-‘T Xy = xXy * 1] +y(x) x4

i

zaktadajac, ze P{g =0}

To koriczy dowdd twierdzenia 4.1.
4.3. Optymalne zatrzymanie nieskoriiczonego ciggu maksiméw.

lliech fi(x1,x2,...,:»:i} =_max(x1,x2,...,xi) « 2 powoddw
podanych poprzednio, zakiadamy, Ze Xi,Yi majg rozktad jeanostajuy

w (0,11 Nlech 0<A< 1, Poszukujeayl*eMtakiego , ze

(4..8) P{ A>§L*>ij= sup P{.A2:§T>ﬁ%} A
X

Niech - _
0 gdy §,>A

ELix gy £,4R

. o
] 2o 1 W =) T ~ at e
= (é %) weo Jest Zaricuchem Markowa wzgledem (*“)«uo z przestrze-
nig stanéw [0,1] 1 funkcjs prawdopodobienstw przejécia (4.4) .

Twierdzenie 4.2.

Istnieje cigg staXych {Ocm}m=4 taki, ze

1/ = - 11-11‘5[ % n’ } jest optymalnym momentem zatrzymania,



to zZnaczy realizuje (4.8) .
2/ml_J:.*mmch = A4, K, & An dla kazdego neN ,
%3/ Cigg K€mspeinia réwnanie rekurencyjne :
2

7 M+~
o™ = i) OC""-"‘-’ P

m m+2, m+ 1 m+ %

4/ Wyrazy ciagu o, mozna obliczyé jako granice ciagu jedynych

. ; 6 (-1 : ;
rozwiazan B, & (0, p, 1) réwnai
', I

Afnﬂz

sl -'n*Zl_ L=4 m+2l A L-1 m*l. Sl
'?SE,"L[ (F’mﬂ) Tz FW’“) AL AU,
gdy 1 dagzy do nieskoiiczonosci, ;
<4 - Pl A A N
5/ Wartosé = V(0,0) = | 'EAE_%W’IZ?'{ = 1,(064 +H )
Dowdd : '
72 lematu 4.2 mamy
v(m,x) = 1lim Q" g(n,x)
N=—sw
gdzie Qg(n,x) = max {g(n,x),ﬁ?g(n,x)}, a_ﬂ
Tg(n,x) = Exg(n-s-'?éﬁ) o AR S ;[yn+1 A
n+l _ n+2 | An—:—2 ‘
?L 0 dla X >A
( 2
n+1 _n+2 A%
i! T E o hireme o EAY x«:\alj :
; | n - A
0 g({n,x) =1 x y 84y Pnéx <A,
|
Jt 0 BRI

AL ; : — ; !
gdzie P"‘ jest pierwiastkiem rownania :

e 5 , N+2 - ‘
4.9) Bl x™2 LA _x"-0 w(0,A) .



Réwnanie (4.9) ma w (O,A) dokZadnie jedno rozwigzanie,poniewas;

funke ja

n+2
6 A n

Q1(n,x) = %f% xn+2 + - X

n+<
ma nastepujgace wiasnosci

(1) (0,000 , §,(n,4) = A" (1-A)< O

Eli) .P1Ln,x Yma / rozpatrywana w 0,1/ w x=J =7~ Jedyne
minimum,
Poniewaz
SHAE Sodel L pualg RO n+ 1
4)1(n+‘1,x; = Nty B =
W 2 n+5
& AT i n+3 Be A
= B2k EovEen® inEELS e -

df
== X ?1(n,x) + q(n,x)

i q(n,x)>0 dla x€(0,4) , wiec k‘)1(:n+1,[:.f,,)> 0 i stad
1 ot
Pn < Pne1

Wyznaczymy teraz o n(n x) indukcyjnie.

N~

(4,10) QNg(n,x) = max {QN—1g(p,X) s L0 1g(n,x)}a

N-1

= max{‘g(nix),TQ g(n,x)} o

Oznaczmy przez

{4:11) L?N(n,x}= Q! gm,x) - g(n,x),

Niech N=2 , Wéweczas dla xCE:1 -
l n+
. . t2,
i i X =',3 ﬂlr."/-. LY G - 1- F? n+4 I"*‘l 7 4
TQg(n,x) 'x*o‘ﬂT'9§§1) n+ - (Fnr1) nr?( ﬂrd
A2
it
i
» "y o T n+d ?
RE e, ni2 o ned 1+4 orky n+2 i n
thel2) P2 (n,x) n+ 4 % (;1w1) n+§(F)n+1) n+2 R

Punke ja Po(n,x) ma nastgpujace wiasnosci :

’



(1Y  ¢$,o(n,x) = TQgln,x) - gln,x) = Tgn,x) = g(n,x)=q)1(n,x)< 0
dla X?F’:HPF‘ :1 "
(11) LPz(n,X)>LP1(n,X>.}}O dla x¢ F‘n
(ii)Wielomian okreslony wzorem (4.12) ma w (0,1) dok*adnie jedno
minimum w tym przedziale .
%2 (i) - (iii) wynika , ze réwnanie Po(n,x) = 0 ma jedyny

pierwviastek Pi 2

(4.13) P;‘(Pi’i’bgﬂ dlan e 1,2 )

, . e Lo 2 1 P 2 2
(4,13) wynika , ze Pn+1<Pn+‘I<F’n+2 5 w:.fgcr:-n(‘[ﬁn_'_,' -
Zaxozmy , ze istniejs Jednoznaczne rozwigzania PE réwnan

\Vlgl,)(\) = O w (O,lq) dla 1{ = 1,2,...,1 [?);‘I\Pfl( L) ‘(F);]:l ’

Pn ln+1 dl&k: 1929...,1, n = 1,2,... oras
r
n+1 [_""*ZL o L= ‘nf-?-LJ n+1 b~ “*24 Pn“"""
7oL X o) J* Rz (P + 650y xepl
1 n
QT pfn,) = X : gdy ?,LS'X FE
0, gdy ki
Mamy wowczas dla h(”l +1
¢ - Al L-4 mitA A m? N3
mAl S A = | l"}.";‘].“!"l ‘1“-*" n+2 L= mx A I
fove(n,x) = x{5oma7|* ~(Po *;3(‘ ey e
L
"\’.fn.-H . z
j- n _i.'ll“T [ 4La‘211 i / L""'i ﬂl‘f2i.+1 + 11+2 L=1 m'*z’ _Ir‘"k“l-'}ltl
n+2l+1 | B \F’mi»z.) n+ 5 F’-rui-b) + N b
Fr =
i ] Ty r o (1) me2(LH1) nil, AN+ 2
3 j yﬂ+1 dy = nel+l T ( L ; l] n|-1[5L \ ol
L 2 (L) L Fm* 2 Pl PRi2
ot

L \{n+1+1 T A -1 me2bkt] . mad 7 L= -nﬂ. Hn13 A ;
kS (F)m'm) 11:1-.2‘1?? LF)’E;-H\J - {p{;,-‘ﬁ)ﬁm J+;%T-—5 (F’m l-’b] S mty (\5"\.1 A '"-' } =

_ntlel [ n+2(1+1) (1 ’""'2-(“" n+1 it A T1+2
Ton+d(La) I.A L1 fb"'? ( """M) + L:—-é_— +



L
-'n.i-f kPl.("‘TI'P1 "!bm,-{-’?) T

_ n+l+ [ rr+2{1+1,)_(-,\1 \'“*'-”«‘C“"'-,‘-'l n+4 )'ML AT ke
rll‘l

T on+2(1+1) _i‘«m-ﬁ' J N 5 n+o

- p l Rl >
zatem dla Xx<&p .. = funkela ¢, ,(n,x) dana Jest waerem
(4.14) (22w .g-'_‘_;',:_j i’;{n-:-? (1+1) 1 2(l+) 2 n+l l]t:?.lﬂ'n.!.?_ n
AR EY n+2( L+ 1)) (B s vy N s L

funke ja \Plﬂ(n,x\ ma nastepujace wkasnosci

(1) g\ iyE ) & Tolg (n,x) - g(n,x) = Tg(n,x) -£(n,x)= 99 (n3%) L

oL x>F’n+1> F"n

5 Bon L i
(11)f , 4(n, »X) > 1 ( (n,x) >0 dla :;*bn . Dla x<p
1+1

Qten,x) >g(n,x), Q H(n,x,}f)Ql g(n,x) wige dla x< ‘fql]
oM le(n,x) >g(m,x) . Stad i z (4.10) wynika (i1)

(111) Wielomian okreélony wzorem (4.14) ma w (0,1)
dok*adnie Jedno minimum,

72 (1) - (4ii1) wynika, ze réwnanie ¢

P 14q(n,x) = 0 ma Jedyny

plerwiastek 63"‘1 i

|

(4. 15)P <rxl+1 I ]1;-!-1 dla 'n = 142, e

- 3 ok 1+1 Al o]
Z (4.15) wynika,ze r_,y_”( T),ni_1< F’n+2 , Wiece 153"1{ rsl];:j‘ 2

Ponadto

n+1+1 ]’H{n+2£1+13_ t ) ned nll el pMA2
n+2 L+ Dl (‘*nM | n+e Pn+1 T P o ’
gdy XLp,
1+1 n R
0 gn,x) = | X pdvp <’x< A

“ o , gdy x> A,



1n 0 : : : NG
Ciag (P:”) 1=1 Jest monotoniczny i ograniczony przez A, wige

istnie je
. 1
1im =cl_
L-—&an n
Stad n+2
n+-1 n+2 A . T
LMZ o ned T REIT 0 gdy “{'{n’
l -, J > . A rie!
v(n,x)= limQ g(n,x)=yx , - gdy "(‘nl‘: X& Ay
'L-—HD .
{0 s gdy x SA.

Udowodnimy, e funkcja v(n,x) Jest cisgXa w punkcie X=cK), o

Zatrézmy, se tak nie Jest 1

( 6)afrl> n+l o n+2 An+2
41 n e Bl 2 owad T nag e

Wéwezas istnie je staka &f LLy tqka, ze
v1(n,x) - f ' gdyché x{ A,
0 | gay x> A,

: v1(n,x) >v(n,x) ='§3$ TK ,:)T)dla x€Q£ {J, wbrew definiciji
v(n,x) . ' o

W przypadku, gdy w (4.16) jest nierdwnoéé przeciwna,dowdd
przebiega analogicznie. Mamy wiec

}{;ﬂ_ 3 .I‘n""fi "\"I.""Z Am+2‘
o Ty L mrd m+2, ?

BB, AR,
“\mn-z



Zatem

lim £ = A .

M=o N

1 = Ins &> oo
inf y e Zn ’/O/;_nj
jest optymalnym momentem zatrzymania, o ile P;_'}j;; .oo} aiden
- e . o ¢ ]| . . DD :
P{T <<>0_}-:=P{E1J:1 [E}m}‘”cm}_]’_}?l [€ SAY=timP{e »al=1
AT B £ il fa'd B O .0 I =

Za¥ézmy, ze PI{E = 0l =1, Mamy wéwezas
Vs =9 1 :

= ( i (% N " N L i
g v O O ) |1 Ov \ ‘] E ::) 1 e oL :’ A o \___,_Ti_‘> \?r‘- & \- =
'3 s ,5
" = ’ e s :
= v K L s b falhre et s = &laks of e ]
(5 ) GJ .{[, yoy Cigry Sip 4 % o8 1 +

2 p
+ %(c{_? + _&2) =%(C‘C§| AE) "
To koriczy dowéd twierdzenie (4.2) .

. /

Niech 0<A<1 , Wyznaczymy teraz | € M. takie, se

4.,17) P imin £ h L Pl min(A.& :
( { (4, £ J> "*‘Eél"h}?'t X min (‘A’%T))?‘EE 3
Niech xR ’ EdFE§n>-A

; N s ; s o

Twierdzenie 4.3.

(¥ 1 ¥ :
Istnieje cigg statych | ¥, [ ‘taki, e
E =
e W A
1/ T < inf { n: &n N 7( jest optymalnym momentem zatrzymania
T 0§ nJ i '

w(4,17)

2 - - 54 :
/ml_i_)mms = A .Yy € ¥peq Gla kazdego n€N .

5/ Ciag Bwn spe¥nia réwnanie rekurencyjne

md _ 'YL-J"L\‘ L amtt
um='YL+" (2{-‘\&1"1 "II{\



4/ Wyrazy ciggu ), mozna obliczyé jako granice ciagu jedyaych
-1 z L e et i} L
rozwiazan élm_ = (G} émM) rownon

T | -
N r’.vn mtsy

ph - X = 0

n+1 (szl ottt 2t

n+ol L

n+2 n+1 W
"t | } + A

1
| e e | 1)
4 n+2 |Nme1/

gdy 1 dazy do nieskoriczonogci.
5/ Wartosé

(5 + 85) 5 A(1-4) .

v(0,0) = P {min(a8 Dp.}= .;. i

f
A
Dowad

7z lematu 4,2 mamy

B N lnie
vin,x) _P%EE%Q E(NeX)e

Mamy
i A D) :
Ellrxn‘z - An‘2j+ Akt SRRy LA
Tg(n,x) = il R
An-t-1 ’ gdy x> A,
a x>A , Tgn,x) ¢ egln,x). W przedziale (0,A) funkeja
9 4(n,x) = Tgln,x)- gn,x) = %%%{£n+2 S atta g o

ma nastepujace wrasnosci @

n+2 o
(1) 9y(n,0)= S Yo e AR P4(n,A) = aRai<co,

(31 ‘P1(n,x1 (rOZpatrywana w {0,1)} ma. dokXadnie Jjedno
minimum
2 (1) 1 (1i) wynika, 2ze rdéwnanie q1(n,x) = 0 ma dokXadnie

oy >
jedno rozwiazanie &€ (0,n) 1

;
n+1 Yn+2 3 An+2} . An+1

n+e |° ’

[

, £dy x< 0

. gdyffgg;xg .Gt

\A? s gady X WA S
Pokazemy teraz, ze <5; < "J;+1 .
J 1(n+1,x) = x ¢1{n,x} + (515755?3)Xn+3 +(%$%An+2—An+1)x
- %Eg An+3 A ii x.P1[n,x) + qg(n,x) .
th(Jn+1]S:L)= _[n-:fi}

i
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funke ja qy(_n,x) jest nieujemna, wiec pierwiastek rdwnania
) = 3 i [=8rd 5 Il’ -I 2 l‘“’ 1 o \:J 1
§ 1(\n+'l,>c) = 0 Jest wiekszy niz ¢ ik czyli On-z-‘l 7 0 b
fech x<& . Wéweza
\ : an
ol
5\
f}}lf!
Mo . n+2 [ n+3 n+3 n+2_’r n42  n+39 ool
J.QP'\H,X) = X[n+5 k\x Lol J.",\. )+ A |+ (\,Hﬁ-i-j g ..-.-}-‘E'-:‘.—J.;;-I-‘I"a\ |—,"‘-\l /l_!_v
s
A 4
' n+ 1 n+1 n+2 [ n+d o1 4
+_! v dy +f A dy = '{«"“ﬂ[:’* —-\qnﬂ) J+
£ i 4
Titd
n+2 \‘J’? "‘"-'*'5 IH‘E" n+2 vl '1'1.!11\ ™~ 1 N+ | N2, n4-2 f
k4 =i = TS gl < == = At
{'ﬂ+ b ’-( '“M) :; ] - '\("-'m-"!] g( }fm- ’1) +t e [ (‘5,,-,_1,.1) A ]

N+ 1 n+2 n+4 HIAMARAT Impaipeaitel o pe
+ A = m {}{ .—I(rk(” \ _J]-!- :‘-’E‘::T—-L(G'YU"I) A A o

Oznaczmy przez

\[ 7
\PN(n,x) = TQI\ 1gl'n_.xﬁ - gn,x) .

cq
Niech N = 2, Mla x< Dn+1

4 w1yt " M2,
{4.17)\|)2(n,x) = %_}%l’xnr_t‘; _(GMJ J+ _1_1_1_1]'(5 1 )n . An+2]+ AT - n

Funkeja p,(n,x) ma nastgpujace wrasnoseci :

{ &

iy o(n,x) = TQg(n,x) - g(n,x) = T'g(n,x) = gy X)=d,(n,x)<0

1 s 81
difix 611-»1" n <y
(11) ) 5(n,x) > P4(n,x)>0 dla x< ©

B

(1ii) Wielomian okreslony wzorem (4,17) ma w (0,1) dokZadnie
jedno mimimum w tym przedziale,

2 (1) - (iii) wynika, ze réwnanie Y,(mx) =0 ma Jedyny

ok A ale mn= ’1,]2;’ “a

G v

~ 2, ¥ ~ 4
pierwiastek O L 5% G AR

mn



Stad
rn+§ J['J{n—s-(f_(g?:kj.,a-#-;h 2::![&:;)'?”2‘ 17 p0* 2;]+A1-1+1 iy “I.:
0_2{.{ (Myx) = j = - s Bdy c'i L XL A
. . , Bdy X>A',

Zaxézmy dla indukcji, ze istnieja Jednoznaczne rozwiazania

: o5
; ig rownan  p ,(n,x) = 0 w (0,A)dla It = 1,2,...,1; 51’ e rde

1% reh s ne
Sk o 5k dla k = 1,2 0 O oraz
'n\ ‘Il+1 - g6 0800 - LR
mrd
n+1 [ n+21 ;wi—" 2 n+“|If"” n+2 ' O (SR R
11 d-I! Dm.,f") J m \mH) A +A '&l]-)" }‘I“L-w
er_{Ln,x) wd X s 84y h]];i;xéﬂ ’
AR , g4y x=A
:‘01

Mamy wéwezas dla x< 3 B

$ n+1+1 n+2 (L+1) el ""*Z(L”)] n+1[‘ nl n+2J
1 g(n,x) = E??CI+?Y[X 'G%WQ & ﬁiﬁ(irﬁ el

n+1 n+l+1 CL oyl L—q\m-ﬁlﬂ‘[ n+2{."1'1"”-‘-’-‘ n+3 |
+ A + ?;2*1«-:1-{_ !R‘rrn) L_'r 2,/ : + n+3 .k\,m_q) - A _J-l—

S M i

N4l 41 n+2(1+1) b, sntalial 11+1 Lyuwd _ ne2 n+1
= m) [}C (i\;u"l) (( k) i : 2



o P

zatem dla x< 0., funkeja ¢ q,4(n,X) dana jest wzorem :

(4.18) n+l+1 1+1) el \2(LHY)
\l+1 (n,x) = i‘i‘fé’[’i“{ O] ] i
neifcl 2 ne2] 0 ona n
"'El"?’!( mey) = & ;I i Gl e

Funke ja P941(1X)  ma nastepujace wkasnodei

‘]‘_IH’-YI,X) B Tng(n,}:} - 8(n,x) = Tg(n,x)- pru,x}=n1r‘n X )0
S e 1 el

dld. X'\’.\n.l-_',\«' [\ n L]

.ij { “ \ O an - ,,-!1

(ii) l_!; 149 (MeX) > (}1(11 X)> dla x¢ 9, &
na x<dio gl 1 o gin,x)y 0lg(n,x ) wi »
DPla x{0 Eln,X) > gln,x)y 0 B(N,X)> 0 g(n,x) wiec dla
X‘i"\;'l ] Q1+1

- g(n,x) >g(n,x) . Stad wynika (ii)

(iii) Wielomian okredlony wzorem (4.18) na (0,14) ma dokZadnie

Jedno minimum w tym przedziale.

4 (1) - (iii) wynika, ze réwnanie L,')lﬂ(.n,x\ =0 ma jedyny

. : b O 1
pierwiastek 3}1 1 3 8L “‘14 0

n i el dla n = 1,2,.., OYay
e (1+4)
n+led [ on+2 (1+1) A et W n [ n+
n+t-2 '\__l+1\_ L OrL‘T'T i .Ipl.-l"_ékr l"‘» -A +A
gdy xmlw
Ql+1g{n,x) o T ’ ngTl+1~.X¢:A ’
n
i L] gdy X > A L]
lmika stad réwnies,ze Si g};l . _

Poniewas ciag A\ s L =1,2,.. jest monotoniczny i ograniczony,

Wige istnieje

1lim 51=K'n -

¢n<\?1+7 i

[ 4
n+1 n+2 n+2 n+1
n+2[ nel T A j+A » 8dy x<3’n,
¥ (n,X) = X » 8AY ', SX<A,
A

gdy



=

Podobnie jak w twierdzeniu 4.2 dowodzi sle , #e {,, speinia
4 n b

rownanie
_ h+1/¢n+2 L B e e
-*nn“n+2(\.n+1 - AT )4 A Al n s 1,24 ..
i
ol
oraz

i > & -
Lo = inf[n. € nd Xl

>

jest skonczony .,

- . - (e } -
Zaxésmy , ne P1§30=O ' =1 o Mamy wéwezas

vV = V(_0,0}= EOV(‘l V= P rﬂlp(ﬁ_ ¢ \}r: }=

’“—)1 15

x,‘ A
=
A3) - Agj cy + Y vdy + A(1-A) =

wl

It
ol
ey
N
!

+ A2) "’d‘ A.(\“"'A} -
4.4 Optymalne zatrzymenie nieskorezonego ciagu malksiméw
z dyskontem,

Niech i’itx.l,xz,...,xi) = MAX(X49XpoeeesXy) o Z powoddw
podanych poprzednio, zalkadamy , ze X, i ¥; majs rozkiad Jednostaj-

ny w [0,1] JNiech O<e<1 ; Poszulujemy T"M takiego , %e @

441 0) X{ Ew> 7;»} - supl ¢ ’\{ é',..? ncte

Tem:
Niech
n F ~ A =N
bn =oc” P{ g >0, !:Fns"' g2, gn) =ol £y e

E ( En)n 0 ;}eat Zaxicuchem Marlowa wzgl f—'dmn (:F 0 z przesirzenisg

8tanéw [0,1] 1 funkela prawdopododicdstw przejdcia (4.4) .



0w

Mwierdzenie 4,4

t O
Istnieje ciag staXych 'j"nz neq  Tall , ze
1) U= infin: § 2 '\n} Jest optymalnym momentem zatrzymania,

to zZnaczy realizuje (4.19).

2) Cigg )\, speinia réwnenie relurencyjne

B (B 9 22 4 o)

n+2 n+1 ne2/°

3 lm\, =1 , Mm A} = 0, A <) ., dla kazdego neN ,
M~ N Pea - L%

4) VWyrazy ciagu :’\n mozna obliezyé jako granice clagu Jedynych

rozwigzan u,ie (0, M 1M.z) réwnax @

MmiA
n+l o on+l [(n+2] , lelyn+2l)  nel on+le D42 o0 o
oL i {*”11-}- ) ]+ e Lo O I B G2 LO?

gdy 1 dasy do nieskoriczonodel .

pE
5) Wartoéé v = v(0,0)=u’ P{E,.>Np] = -5-"‘(1 + '/\ﬁ) .

Dowéd ¢

Z lematun 4,2 mamy

V(nyx)= 1lim Q gc 19X) o

j-—?w

Mamy

Nt 42
Tg(n,x) -<><,11""I (%—% b 2 & 51-1-2-) N

Munke ja
W, ( n/nkl o ond2 | o n)
Yi(n,x) = Tgn,x) = 8M,yX) =ct (Bfec €™ 4 =5

rozpalirywana w [0,1J ma nastepujace wtasnodels:

: _ MMH' n X ’
(i) L‘."l(‘n’O)- m}O’ LP1 (n’1)no¢ ((){_ -1; <0 -

1) L[’,I (n,x) ma dokXadnie jedno minimum w 0,1 .

2 (1) 1 @1 wynika , ze réwnanie @ (n,x) = 0 ma dokXadnie Jedno

d a
mwigzanie o, |



% n+-1
n+1 n+‘l n+2 % - BT
n+2 & T ne2 Jo A I
Qe ,x) =
, n
L(w-x\ s 0l8  » ;,a,-{d; A
b A . 1 1
Pokazeny teraz, ze Av < 1
n n+1
: ; Nan e n+-2 n+2
b (k1,%) =eex (), (n,%) 4+ ——————— i e
" ' (%) + o * neo & ToneE
A
= X (ﬁ( X) + gin, o

1 1
Lh (n+1, ,Lu.n) = q(n, ,L*.n) .

Punkeja qn,x) Jest dodatnia w [O,?} s Wiec plerwiastek révmania

1 1 1
(1, (01 ,x) =0 Jest wiekszy niz gzyli , U o
tiT( 17} J jiazy nl nt % yid ’und—‘t‘m-‘l
1 L i 1 "wr o+
Hiech }c<an+1 « Wowezans
‘2, N2 nd3 Vil
TAE(n,x) & (el ™" 4 seam
P.( ¥ ) (n,'_j P + n_’_:j ) +
‘If-;:n - i_
(n+2 2 nt3 o n+1
n+3 Y R a5 /W e Ha
X i ’u-i:ﬂ
A [\:n-;-z;. ) 1 )n-a-fyj+ n+ . n+1 ( ,a.1 Xn_-!-2
= 4 4 ( “n1 n+2 n+1 "'
n+1 R
o 2. 1 o5y AN 1y VST T o TR ¢ 1 n+1
+ (AL E ) o< AN A i St e (g S YIS
n-+2 & n+1f v My n+3 Lo n+1
+1
N2 nel2 [ onkd 1 b4y . nbl ndl g, 1 w2 oL
Ny [:‘c - (/unm‘ |l dne (4 4 1)11 nt2 - *

Oznaczmy przesz
, o Ne=t
@y (,x) = 10 g(n,x) - fb'l,-- .

Niech N=2 ,Dla x< _,U_;H_,-



n+? n+2 r nd-d 1 n+d n+1 n|1 1 N2
s S S ) -
n|4 B [r -1) J 1119 'n."T g

+1
+ :('1“1 f»c\ﬂn
o U g
n+-2 a

(420) (), (n,x) =

[
o3
2
=
—
2
on
Q
3
'
o8

Funkeja ¢, (n,yX) ma nastepujace wiasy

(1) (_(Jgtn,:{]:: TQg (n,x) - gn,x) = Tg(n,x) - gn,x) zclfw(n’_-g:, 20

dla x> U 1 >.,£L1 .
n+1 n
S . ; 1
(11) ‘-{f-1 (N, X)2 (1)1 uuxy 2 O dla X AL .

bl

(1ii) Wielomian okredlony wzoren (4.,20) ma w [0,1] dokIadnie
jedno minimum w tym przedziale.

72 (1) = (iii) wynika, Ze rdwnanie cic,) (n,%) = 0 ma Jedyny pierwiaste

. 1
.“_[ 1 ’Ltn_ & U'. ( ,E«l. 1 L-IL]_EL n:1 ’2 g6 06

-
n+2 n+2ron+d D4 ndd SRy 1 \n2
ST - i i
n+d |: {"’{’)‘*D it ® G n+ 1 I
2 9!
U gn,x) =4 (‘{JTL--*'T 5
4 = U TS A
n+-2 (S < n *?
n 2
(¢ X) o Glarxp M
\ n
Zatészmy dla indukeji, ze istniejg jednoznaczne rozwigzania /!ftn
e e A _Otr I'O 4 -Ll 1__7.-) T 1< 2 1’11
réwnan (Pk(n,x) = 0w [0,1] dla k=1,2,404,1} Ae e it e L

- 1~ ; _
,-{11\-1;1,[—;41 f',!,lfl 1@ 1,2,...,1; = 1,2’oaa oraz

1
n+l n+lr n42 m 9% Nkl nnt o
e ’_{[ il
(j_ g 1 1-14‘_1
Ngn,x) =X L 1
- ;
- i dla x< A S
' e
(o ) , dla xy A .




i’ * . '.1
Mamy wéwczas dla x< o~
n.—

1411 n+14+1r ne-27141 1 1 n+2141
{mﬂ -1 « [_ & ( n--2 I :

n+2  n+2 1=1y n- 2
n+3 & ('L“J.l-}-.??) JL}‘
I
f nt], M nbl41 2L -1\ n+21+1 o2
A ety —— 1 o ), ’h+‘ -yt '\-f”‘ A
?(
A
\ :
{ ) n-+1
-+ J (eXy) dy =
Mnea
n+141 ebed e AU L1 M*‘U' Nn+2  med, , L-1ymed ik
o e —— ate e s a0 T
n+2 141 = (M) x 1 s o0 (i) x kB
o n--1--1 -'-ﬂ(;(m; H“Z»U. 4 5‘“"”—’2 M+ L+ o m+4'f o w2l ed
(r21+D) (nr21+2) e (2 141D (nr2149) i
Ntl41  metd , mediH N+14-1 Mkl , L=Aynedled
T % B U, it
n+21+1 (Haneg X o1 (Llnes Lok
, J‘n-e-.’?:
N2 e, L-1\Ned v i AL
o I:—-:‘){,M+ (‘u'rna-_l) X J M‘L - }f_) + Bt "'“'"'] ( B
n+3 149 A n+2
, n+1+41 m+-{. +4 fn-h’Jl 4 A A ym it o wl . hH]
- /t e “ y +4 | el
(’HMH){ n+2 141 [( mu\ ( M'L) }+ Err_!:"(‘ ( -1:’&.] ._-' d{ '}  fed
1]
At ; v] ) m+i mrl i
-m«--l-ﬂ-—o( t:‘H).U.I _( [ A ] _I_l_ﬂx (ML) +_f_»_-:____
N+ 4 11,}_2 Mt n- | e

2 (1+1)

. ‘o g
Zatem dla x ‘{/L{n—H funkeja e (n,x)dana jest wzorem:



; e w4 lth)
.z ) e s S g DI et ¥ (RN | R
4.21) ¢ 141 (n,x)= =% (17 T}UC B (M a) 1, = n Bl 3

ned

n
+ = et X}

nt-2

Funkeja o, . (,x)ma nastgpujace wrasnodods

1 .

(i Yy g x) = T gn,x) - gn,x)= Tg(n,x)- E(n,x)= Ci’l n,x)<0
- 1 1
dla x >

& ‘?/t( n+“r> /{‘{‘ n .

ii ) " 2 ' r-\. - ! 1
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