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macierz odksztaktcen

macierz odksztalceA transponowana

macierz sprezystosei

modu} sprezystosei podiuznej [N/m°)

czgstosé drgah w [Hz]

wektor przemieszczen wewngtrz elementu [m]
modut sprezystodci poprzeczne] [N/m2]
przyspieszenie ziemskie [m/sz]

macierz ciénienia

macierz ciénienia przeksztaicona do wymiaréw odpo-

wiadajgcych weztom wspdlnym dla wody i konstrukecji

macierz sztywno$ci catrej konstrukcji

macierz sztywnosci elementu

odwrécona macierz sztywnosci

fikeyjna sztywnosé skrecania

wspéirzedne powierzchniowe elementu tréjkgtnego
macierz mas catej konstrukecji

macierz mas elementu

diagonalna macierz mas konstrukcji

macierz dodane;]j masy wody

diagonalna macierz dodane]j masy wody

macierz funkcji ksztaktu

wektor cibnien wody [N/ma]

wekbor ciénieA dziatajgcych na wezly wspélne dia
wody i konstrukcji [N/ma] |
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b - grubosé elementu [m]

ﬁ -vprzemieszczenie liniowe wezta W kierunku osi x [m]
v - przemieszczenie liniowe wezia w kierunku osi y (m]
W - przemieszczenie liniowe wgzia w kierunku osi 2z [m]

Litery greckie

p - kgt nachylenia klapy w (o]

{8} - wektor przemieszczen weztowych konstrukcji [m]
$5)° - wektor przemieszczen weziowych elementu [m]

A - pole powierzchni elementu tréjkgtnego [ma]

Ox - kat obrotu wezta wzgledem osi x [rad]

By - kgt obrotu wgzta wzgledem osi y [rad]

Oz - kat obrotu wezta wzgledem osi z [rad]

y - wspéiczynnik Poissona

P - gestodé cieczy [kg/mE]

w - kgtowa czgstosé drgan w [rad/sek]



1. WPROWADZENIE

W budownictwie wodnym stosowanych jest szereg typéw stalo-
wych zamknigé klapowych réznigcych sie migdzy sobg ksztaltem,
konstrukcjg elementu noSnego i sposobem napedu. Niniejsza praca
dotyczy jednego typu - klapy soczewkowej, ktérej rozyska oparte
sg bezposrednio na wysokim progu. Konstrukcjé klapy skiada sieg
z dwoch blach o ksztatcie walGOWym, podluznie od wewngtrz uzeb-
rowanych i usztywnionych przeponami. Klapy soczewkowe napegdzane
S8g zazwyczaj Jjednostronnie przez przylozenie sily napedu do
skrajnej przepony, ale istnieje tez szereg innych rozwigzan o-
pisanych w literaturze [18,34,96]. Typowa konstrukcja takie}
klapy przedstawiona jest na rysunku 1.1.

Zamknigcie klapowe posiada wiele zalet, do ktérych zali-
czyé nalezy matry ciezar konstrukcji, tatwo8é montazu, mozliwosé
doktadnej regulacji przepiywu WOdy 1 inne. Wymienione walory
sprawity, %e klapa soczewkowa jest obecnie w Polsce czgsto sto-
sowana, zwykle jako samodzielne zamknigcie jazéw i przelewodw
zapbr [15,33]. Oprbécz zalet klapa soczewkowa posiada réwnies
wady, wérdd ktérych najistotniejéza jest podatnoéé na drgania,
ktére pojawiajg sie w czasie eksploatacji obiektu i mogg byé
przyczyna awarii konstrukeji [9,18,47]. |

Mechanizm powstawania drgan konstrukcji klapowych nie jest
zjawiskiemldostatecznie rozpoznanym, szczegdlnie pod wzgledem
iloéciowym. W istniejgcej, specjalistycznej literaturze podaje
sie kilka czynnikéw moggcych wymuszaé drgania konstrukcji prze-
lewowych. S nimi: zmienne podciénienie w przestrzeni podklapo;
‘wej, pulsacja ciénienia hydrodynamicznego dzialajgcego na zam-

knigcie i sfalowanie strumienia spadajgcego z klapy.
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Rys 11.  Przekroj poprzeczny i widok od strony wody dolrm;
na klape soczewkowq

Niezaleznie od tego, ktéry z wymienionych czynnikéw powodu-
je drgania, istotne jest, aby ich czestosé nie byta bliska czes-
todci wtrasne]j zamknigceia. W przeciwnym razie moze dojfé do rezo-

nansu, ktéremu towarzyszy znaczny wzrost amplitud przemieszczen

powodujgey zniszczenie konstrukcji klapy. Unikniecie drgafi rezo- .



nansowych jest mozliwe albo przez usunigcie czynnika wzbudzajg-
cego, albo przez zmiang sztywnosci klapy. Poniewas w czasie
eksploatacji nie mozna wykluczyé pojawienia sig jednego lub na-
wet kilku z wymienionych czynnikéw, jédynym skutecznym zabie-
giem bylaby zmiana sztywnoéci klapy. Oznacza to praktycznie wy-
miang catego zamknigcia. Aby unikngé tej koniecznoéci nalesy

w fazie projektowania przeprowadzaé oprécz obliczen statycznych,
takze obliczenia dynamiczne majgce na celu wykluczenie drgan
rezonansowych. Poniewaz dotychczas nie zostala opracowana meto-
da takiego traktowania zamknieé klapowych, niniejsza praca sta-

nowi prébe rozwigzania oméwionego problemu.



2. PRZEGLAD LITERATURY

Problematyka zamkniegé klapowych, a ich drgan w szczegdl-
nosci, zajmuje niewiele miejsca w literaturze fachowej. Na 0g6k
omawia sig W niej nastepujgce zagadnienia: rozwigzania konstruk-
cy;jne, sposoby wyznéczania obcigszen oraz obliczenia wytrzymatoé-
ciowe. W pismiennictwie polskim, w zakresie konstruowania i pro-
Jektowania zamknigé klapowych do najbardziej znenych naless pra-
ce Borettiego‘[6,7,8], Fautiego [18], Smolenskiego [79],
Peilerta [63], Zmigrodzkiego [96] i inne [13,95], a 2z pozycji
wbcojezycznych Cabelki [9], Jermara [34], Schoklitscha [75],‘
Kulki [45], Knappa [36] i Leliavsky ego [47]. W niektérych
z tych OpfaCSWaﬁ podany jest takze sposéb obliczania obcigzen
hydrostatycznych oraz hydrodynamicznych, ktére z reguty wyzna-
czane sg W oparciu o badania modelowe. Do najistotniejszych,
.poéwigconych temu zagadnieniu prac, nalezg znane w swiecie wy-
niki badai firmy MAN cytowane m.in. przesz?ntiego [18]

i Jermara [34], jak réwnies prowadzone w latach 1965-70 w Paoli~
"technice Wroctawskie] badania‘modelowe klap soczewkowych (67,68,
69], operat Hydroprojektu [32] oraz badania opisane przez Kulke
[45] i Gsaengera [26].

Na szczegblng uwage zasiugujg prace omawiajgce czynniki,
ktére mogg byé przyczyné drgai zamknieé klapowych. Jednym z nich,
stosunkowo najlepiej opisanym,jest ciénienie panujgce w niedos-
tatecznie napowietrzonej przestrzeni podklapowej. Tworzgce sig
na skutek porywania powietrza przez spadajgcg wode podciénienie
vywotuje dodatkowg site dziatajgcg na klape w kierunku wody dol=
nej. Gdy podeiénienie przekroczy wartosé krytyczng nastepuje

przerwanie spadajgcego strumienia, wyréwnanie cisnieh i klapa
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uwolniona zostaje spod dziatania tej dodatkowej sity. Efektem
zjawiska Jjest impulsoWe wzbudzénie'drgaﬁ klapy. Czeétoéé tych
impulséw zalezy od wielu warunkéw, m.in. od ksztaltu zamknig=-
cié, wielkoéci przepiywu, wysokoéci i kata spadania strugi, gte-
bokosci dolnej wody itp. Zapobieganie temu zjawisku polega na
zamocowaniu na klapie przerywaczy strug i zwigkszaniu wydajnosci
systemu napowietrzajgcego. Problem wpiywu zmiennego podciénie-
nia w przestrzeni podklapowej na zachowanie sie konstrukcji
klapy opisywali najpierw Jermal [ 34], Gabelka (9], Boretti [6],
a nastepnie Gsaenger [26], Fanti [18] i Kolkman [37]. Do naj-
bardzie] interesujgcych prac poruszajgcych ten problem nalezg:
praca Hartunga [29], omawiajgca rdéznorodne sSposoby napowietrza-
nia przestrzeni pod spadajgcym strumieniem oraz prace Rogali
[70,71,72,73], poéwigcone metodzie obliczeh ilosci powietrza
potrzebnego do peinego napowiétrzania przestrzeni podklapowej.
Oprécz podcisnienia, przyczyng drgain konstrukcji moze byé
zmienne ciénienie hydrodynémiczne, ktérym to zagadnieniem zaj—.
mowali sie wspomniani wczeénie] Hartung [29], Gsaenger [26]
i Gréid [25) oraz Fanti [19], badajacy zjawisko odrywania sie
strugl na powierzchni klapyvi Winter [89), ktéry prowadzil po-
miary czestoséci pulsacji cisnienia hydrodynamicznego. |
Innym czynnikiem powodujgcym drgania jest sfalowanie stru-
mienia spadajgcego z klapy, wystepujgce przy nieduzej grubosci
warstwy przelewowej 1 znacznej wysoko$ci spadania. Dla takich
warunkéw stwierdzono wystepowanie intensywnych drgan zamknig-
cia, bedgce wynikiem wzajemnego oddziatywania przelewajgcego
sie strumienia, powietrza zamknieteéo pod klapg 1 samej kons-

trukcji. Zajmujgcy sig¢ tym przypadkiem drgan Petrikat [64]
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ttumaczy je w sposéb nastgpujgcy: jezeli na skutek zadzialania
przypadkowej‘priyczyny (np. wiatru) odcinek strumienia zostal
odchylony od swojego naturalne go tdru, nastépi pod klapg zmiana
‘ciénienia, ktéra wpiywa na dalszg zmiane geometrii strumienia,
az do jego pelnego.sfalowania. Peine sfalowanie jest skutkiem
pojawiajgcych sig wéwczas drgah zamknigcia, a jednoczeénie jego
przyczyng poprzez zmiang ciédnienia powietrza zamknigtego pod |
przelewajgcym sig strumieniem. Zjeswisko to zachodzi takze wte-
.4y, gdy pfzestrzeﬁ podklapowa napowietrzana jest przewodami
o duzych przekrojach i utrzymuje si¢ tak diugo, a% zZmienione
zostang warunki przeptywu wody ponad zamknigciem. Na podstawie
przeprowadzonych na modelu pomiaréw Petrikat wyprowadziit zalez-
noéé pomigdzy zmiaeng ciénienia w przestrzeni podklapowej,
a czestoscig falowania strumienia przelewowego. W pézniejszym
czasie podobne obliczenia przy zastosowaniu e.t.o0. wykonat
Partenscky [61,62]. Nalezy podkreélié, ze obaj autorzy zajmowa-
1i sie tylko jednym 2z mozliwych schematédw wymuszania drgan, wy-
nikajgcych z falowania strumienia, a nie rozpatrywali drgan s a=
mej konstrukcji klapy. ZbliZth problematykg, dotyczgcg tylko
‘samego falowania strumienia zajmowall sie takze Schwartz (76,
77] i Pariset [59].

Z dotychczasowego przeglgdu literatury wynika, ze mowi sie
w niej wiele o czynnikach powodujgcych drgania, ale nikt drga-
niami semej klapy soczewkowej sie¢ nie zajgt. Istniejg natomiast
opracowania poéwigcone drganiom innych typéw zamknieé. Duza
liczba prac dotyczy drgan zasuw ptaskich. Sg to prace Nauda-
schera [55], Keira [35] i Szelocha [83], omawiajgce dwuwymiaro-
we zagadnienie ptaskiego zamknigcia o przepiywie dolem, a z péi-

niejszych, zawierajgcych model matematyczny wymuszonych drgan
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o jednym stopniu swobody, prace Naudaschera [51,52], Swaina

[82], Hardwicka [27] i Kolkmana [38]. Problemem drgan belek
zaktadanych pod kgtem optymalizacji ich ksztaitu zajmowali sie
Coxon [14] i Naudascher (53], a sposobem obliczania czestoéci
pulsacji obcigzenia i drgan - Tarnowski [86] oraz Flagestad [20].
Okresélenie czestbéci drgafn cylindréw w zaleznos8ci od wielkosci
przeptywu wody byto tematem prac Toebesa [87], Di Silvo [16],
Price’a [65] , Franke’a [22] i Hartlena [28]. Oprécz wyzej wy-
mienionych rozpatrywane byiy taksze Grgania innych typoéw zam-
knieé, np. walcowych, opisane przez Petrikata [64] i Leliavsky ego
(47] oraz segmentowych, badanych przez Schmidgalla [74] pod kg- |
tem optymalizacji ksztattu dolnej, opiywanej krawedzi zamknig-
cia.

Zainteresowanie problematykg drgan zamknigé hydrotechnicz-.
nych doprowadzito do powstania szeregu prac o charakterze teore- -
tycznym, zajmujgcych sig¢ sposobem rozwigzania podstawowego row-
nania dynamiki w zaleznoéci od przyjetego modelu wymuszania
drgan. Do najciekawszych nalesg: monografia Kolkmana [37], pra=-
ca Parkinsona [60], Gonczarowa [24], Naudaschera [50] i inne
(1,2,5,10,28,48,54,88] \

Odmienng prébe rozwigzania problemu drgan konstrukcji sta-
nowia prace poéwigcone modelowaniu hydrosprezystemu, dzigki
ktérym istnieje mozliwo8é obliczenia drgan rzeczywistych kons—
trukcji na podstawie badai modelowych. Aktualny stan wiedzy
w tej dziedzinie prezentujs prace Haspry [30,31], a z wczeénie j-
‘szych opracowania Leliarsky ego [47) i Prinsa [66].

Analiza literatury dotyczgcej zardéwno klap jak i innych
zamknieé hydrotechnicznych pozwala na wyciggniecie wniosku, ze

wprawdzie istnieje szereg prac omawiajgcych réznorakie sposoby
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obliczeh drgan wymuszonych przepiywem wody, to jednak rozwaza-
nia te dotyczg prostych konstrukcji, ktére mogag byé traktowane
jako uktady drgajgce o jednym stopniu swobody. Zamknigcie kla=-
powe, bedgce przedmiotem pracy, stanowi przykitad konstrukcji,
ktdéra nie moze byé potraktowana w ten sposdéb. Analiza drgan wy-
muszonych klapy soczewkowe]j wymaga przyJjecia ziozonego modelu
matematycznego. Jego rozwigzanie aktualnie nie jest mozliwe
z uwagi na brak metody, ktéra pozwolitaby wykonaé poprawne ob-
liczenia drgan wiasnych zamknigcia klapowego oraz okreslié wpiyw
masy wody na czegstofé drgan wiasnych klapy. _

Niniejsza praca stanowi prbébe rozwigzenia wymienionych za-

gadnien poprzez zastosowanie metody elementédw skohczonych (MES).
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3. TEZA, CEL I ZAKRES PRACY

Na podstawie dokonanego przeglgdu literatury oraz badah
wiasnych, autor sformuiowal nastgpujgcg teze niniejszej rozprawy:

Istnieje mozliwosé okreslenia czgstoSci drgain wirasnych klapy

przy zastosowaniu metody elementéw skoAczonych.

Celem prezentowanej pracy Jjest:

1. Adaptacja metody elementéw skonczonych do obliczenia
czestoscli i postaci drgan wiasnych klapy soczewkowe j
w powietrzu,

2. Zastosowanie MES do okresélenia dodanej masy wody oraz
jej wpiywu na drgania konstrukcjie.

3. Przeprowadzenie obliczen numerycznych stanowigcych
przyktad zastosowania metody.

4, Przeprowadzenie badai modelowych i pomiaréw w naturze,
aby uzyskaé informacje o poprawnosci przyjetych algo-
rytméw i dokzadnosci metodye.

Praca sktada sig¢ z czterech czeéci. W pierwszej, obejmujg=-
cej. rozdziat 4 oméwiono ogdlne réwnenia MES, przedstawiono spo=-
s6b adaptacji metody do rozwigzania zagadnienia drgan wtasnych
klapy soczewkowej 1 zsprezentowano opracowane przez autora
programy stuzgce do realizacji obliczeA numerycznych.

Czebé druga'(rozdzial 5) zawiera przedstawienie zalozenh
i réwnan hydrodynamiki odnoqucych sie do zjawisk zachodzgcych
na styku konstrukcje-woda oraz ich bezposredni zapis w metodo-
logii skohczonych elementéw. W czeéci tej podano ostateczne
sformutowania pozwalajgce na obliczenie dodanej masy wody oréz

opisano utozony do tego celu program numeryczny.
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Czgbé trzecia (rozdziatr 6) zawiera opis zastosowania opra-
cowanych programéw do obliczeﬁ‘drgaﬁ dwéch wybranych konstruk-
cji - modelu i istniejgcej w naturze klapy soczewkowej.

W czgsci czwartej (rozdziatr 7) przedstawiono opis przepro=
wadzonych pomiaréw drgah obu konstrukcji, analizQ btedu pomia=
ru, oraz porbwnahie wynik6éw badan i obliczen.

Praca konczy éie wnioskami wynikainoymi 2 przebrdwadzanych

rozwazan i doéwiadczeﬁ.
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4, OKRESLENIE DRGAN WEASNYCH ZAMKNIECIA Z ZASTOSOWANIEM METODY
ELEMENTOW SKONCZONYCH

4,1, Wprowadzenie do me tody elementéw_skoficzonych

Zapoczgtkowana W potowie lat pigédziesigtych przez Turnera
a rozwinigta i usystematyzowana przez Zienkiewicza [90], metoda
elementéw skoiczonych (MES) pozwala obecnie na przeprowadzenie
skomplikowanych obliczel statycznych i dynamicznych dzieki 788 -
tosowaniu coraz to doskonalszych maszyn cyfrowych.

Metoda elementéw skonczonych polega na podziale continuum
sprezystego na skonczong iloéé odksztatcalnych elementéw.,
W punktach zwanych weztami, w ktérych zbiegajg sie krawedzie
elementéw, zakiada si¢ istnienie nieznanych przemieszczen tzw,
stopni swobody wezta. Dla kazdego elementu ustala sig funkcje
aproksymujqce;przemiészczenia wewngtrz elementu w zaleznosci
od przemieszczenia wezié4w. Nastepnie, wykorzystujgc zwigzki po=-
miedzy przemieszczeniami i odksztalceniami oraz wtasciwoéciami
sprezystymi materiatu, ukiada sig réwnania réwnowagi wszystkich
sit odniesionych do weziéw elémentu. Potgczenie poszczegdlnych
elementé4w w uktad odpowiadajgcy cate] konstrukcji realizuje sie
‘przez sumowanie sit wzgledem nieznanych przemieszczen wezlowych,
Dla kazdego kolejnego stopnia swobody wezta dodaje sie tylko te
wartofci 8it, ktére pochodzg od elementdw zbiegajgcych sieg
w rozpatrywanym wezle. W efekcie otrzymuje sie:

a) dlé zagadnien statyki konstrukcji - uktad réwnan alge-

braicznych, w ktérym niewiadomymi sg prze@ieszczenia ‘
poszczegbdlnych wezibéw, co jednoznacznie okreSla réwniez

i stepn napiegcia,
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b) w problemach zwigzsnych z dynamike - uktad rTéwnah Té%-
niczkbwych, ktérego rozwigzanie prowadzi do znalezienia
czesfoéci i postaci drgan konstrukcji.

Bliszsze szczegdtry dotyczgce MES znale4é mozna m.in. w pracach
Zienkiewicza [90] i Gallaghera [23].

W rozpatrywanym przez autora zagadnieniu drgan wtasnych
zamkniecia klapowego odpowiedni ukiad réwnai rézniczkewych mosz-
na zapisaé w postaci macierzowej [90] s

a2
[M] &—{§) + (K}§} =0 (4.1)

a ata
a jego rozwigzanie wymaga wykonania nastepujgcych czynnoéci:

a) podziatu obszaru konstrukcji na elementy skonczone,

b) wyboru funkecji ksztattu stanowigcych przyblizone rozwig-
zanie przemieszczen wewngtrz elemenfu w zaleznosci od
nieznanych przemieszczen weziowych,

c) sformutowania zwigzkéw pozwalajgcych na obliczenie ma-
cierzy sztywnoéci i macierzy mas dla poszczegélnych o
lemen tbw,

d) utworzenia z macierzy elementéw, macierzy sztywnoici
i masg dla catej konstrukecji,

e) rozw&qzania uktadu réwnain i wyznaczenia poszukiwanych
wielkosci fizycznych, ktérymi sg czestosci wiasne i od-
powiadajgce im postacie drgan rozpatrywanej konstruk-
cjle
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4,2, Wybdr rodzaju elementdbw oraz przyjecie rodzajéwgprzemiesz-

czen weztowych. Uklady wspoirzednych

Ze wzgledu na skomplikowany kszbtait zamknigcia wybrano do
Jjego dyskretyzacji ptaskie elementy trébjkgtne Zaréwno dla prze-—
pon jak i powok. Konstrukcje klapy pdsiadajqéq W rzeczywistob-
ci powierzchnie zakfzywione w sposdb ciggty zastqpibno ustrojem
zlozonym z pléskich pasm piytowych (rys. 4.1) zwanym tarczowni-
ca [21].

Rys.4.1. Zamiana pow {oki zewne,trznej | wewnetrznq
na tarczownice.

lla tak przyjetg geometrig zamknigcla nazozono ﬁastepﬁie 8l atke
skonczonych elementowe

Powstata tarczownica, mimo %e sktada sie z elementéw prag-
kich zachowuje sie pod dowolnym obcigzeniem jak powloka, a wigceC
wystepuja w niej s8ity normalne, écinajqce i‘momenty, oraz odpo-
wiadajgce im odksztalcenia i przemieszczenia. Przy zalozeniu,
ze odksztalcehia elementu sg makte, mozna trékboﬁaé rozigcznie

odksztatcenia od s8il normalnych oraz odksztaltcenia od sil &ci-
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najgcych i momentéw. Woéwczas element trédjkgatny mozna rozpatry-
waé dwojako: albo jako tarcze, albo jako piyte, co znacznie u-
tatwia formulowanie zwigzkéw waznych dla tego elementu.

Na rysunku 4.2 pokazane zostaty siity i przemieszczenia
wystepujgce w wezitach elementu trédjkgtnego, z rozréznieniem na
tarcze i piyte.

Do peitnego opisu przemieszczenia wezita wystarczy pieé stop=-
ni swobody w wgsle, a mianowicie: u, v, w, @x, Oy. Jednakze,
édy zbiegajgce sie w wezle elementy nie sg wspbipitaszczyznowe
(np. w miejscu poigczenia powtoki zewngtrznej i przepony) kat
skrecenia ©Ox lub Oy krawedzi Jednego elementu nie miatby swo=
jego odpowiednika w elemencie don prostopadiym. Dlatego istnie-
je uzasadniona koniecznoéé przyjecia wszystkich katéw obrotu,

w tym takze ©z , W celu prawidlowego przeprowadzenia transfor-
macji przy ustalaniu réwnan dla cate] konstrukcji.

W obliczeniach prowadzonych metodg elementé4w skonczonych
nalezy postuzyé sie dwoma kartezjanskimi uktadami wspéirzedny ch.
Pierwszy, tzw. ukitad glbbalny Jest przyjmowany dla catej konse
trukcji w celu okreélenia w nim wspbirzednych wszystkich weztdw
oraz kierunké4w poszukiwanych przemieszczen. Drugi tzw. lokalny
jest przyjmowany dla kazdego elementu oddzielnie. W uktadzie
tym formutowane bedg wszystkie zwigzki potrzebne do uzyskania
macierzy sztywnoséci i macierzy mas elementu, zgodnie 2z kierunf
kami przemieszczen weziowych, pokazanych na rys. 4.2. Dla ele-
mentéw, w ktérych kierunki przemieszczeh wezidé4w w ukitadzie lo-
kalnym nie bedg pokrywaé sig z kierunkami przemieszczen tych
samych wezi6w w uktadzie globalnym, nalezy dokonaé¢ transforma=-'
cji do ukiadu globalnego. Szczegbdiowy opis tramnsformacji za-

mieszczony jest w p-cie 4.7.
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a)

b)

Rys. 4.2. Kierunki przemieszczer wezlow elementdw
a.) tarczy
b) ptyty

.3, Funkcje ksztattu oraz macierz sztywnobci elementu povwloki

Elementem powioki nazwano plaski tréjkat bedgcy fragmmubem
rozpatrywane j konstrukcji. Element ten w zaleznoéci od przyje-
tego stanu odksztatcenia i naprezenia bedzie traktowany albo
jako tarcza, albo jako plyﬁa i dla tych dwéch przypadkdéw omiwio-

ne zostanq'Sposoby otrzymania macierzy sztywnoséci i macierzy mas,
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a nastgpnie przedstawiony sposéb ich poigczenia w jedng ma-
cierz elementu powioki.

Wszystkie zwigzki dla elementu trdjkgtnego wyprowadzone
bedg przy zsatozeniu, zes

- obowigzuje prawo sPrezystoéci Hoocke’a

- gruboéé elementu jest statra

- materiat elementu jest izotropowy.

Macierz sztywnosci tarczy.

Przed przystgpieniem do wyznaczania macierzy sztywnosci
elementu tarczy, nalezy dokonaé wyboru funkcji ksztaitu tgczg-
cych przemieszczenia u,v wewngtrz elementu z przemieszczeniami
jego Wezldéw uy,v,. Zgodnie z monografig (90] przyjeto, ze zwig-
zek ten jest liniowy, a wéwczas przy dodatkowym zZalozeniu, ze
‘element polozony jest w lokalnym ukiadzie wspéirzednych kar-
tezjanskich w ptaszczyZnie x,y oraz, %e kierunek osi x pokrywa
sie z kierunkiem jednego boku tréjkgta (rys. 4.3), funkcje
ksztattu mozna okreslié z zaleznosci (4.2) -

/‘
U o= (ai + byx + ciy)ui + aj+bjx+cjy)uj+(am+bmx+cmy)um
S
V‘::E;& (ai+bichiy)vi+(a3+bjx*cjy)uj+(amfbmchmy)vm (4.2)

gdzig: ai = xjym - xmyd
bi = Yj -V = ijl (4, 3)
cizxm"szxmj

Pozostate wspéiczynniki réwnan (4.2) uzyskuje sig przez cyklicz-

ng zamiang wskaznikéw i,j,m; /\ oznacza pole powierzchni trojkgt-

nego elementu,
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< 1

Rys.4.3. Potozenie trojkata wzgledem lokalnego uktadu

wspolrzednych. Kolejnos¢ numeracji weztow
przebiega odwrotnie do ruchu wskazowek

zegara.

Réwnania (4.2) mozna zapisaé réwnies jakos

=Ly ug + Lj uy + L, u

m
(4att)
Vo= Li vy o+ Ld vj + Ly ¥
gdzies Li’Lj’Lm nazywene sg wspéirzednymi powierzchniowymi
i okreSlone wzoramis
Ly = (ai + bix + ciy)/2
Ly = (aj + b X & cjy)/2 (45)
L, = (am + b x + cmy)/a

Wspbtrzedne powierzchniowe zwigzane sg z kartezjanskim ukladem

wspbirzednych w nasbepujqcy sposodbs
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X = Li xi + Lj xj + Lm xm

Y =Ly ¥y ¢+ Lj yj + Lm y (4.6)

il

m

1 = Li + Lj + Lm

Wprowadz ajgc oznaczenia dla przemieszczeh wewngtrz elementus

] .
{f}.z { } (4.7)

v

i dla przemieszczeh weziowychs

§i ” |
(6)° = {85 » sdzie {53} = {’ i} (4.8)

) B

m

réownania (4.2) i (4.4) mozna przedptawié w typowym dla MES za-
pisie |
{£} = [N] (§}° (4.9)

gdzie [N] oznacza macierz funkcji ksztaitu, ktérej elementami
sgq odpowiednie wspérczynniki réwnah (4.4). Ostateczna postaé tej
macierzy jest nastgpujgcas

Li 0 Lj O L_ O

' (4.10)

[N] = ;
0O Ly O Ld 0 I,

Otrzymane funkcje ksztaitu sg potrzebne do okreslenia ma-
cierzy sztywnoéci elementu dasnej wzorem (4.11). Wyprowadzenie

tego réwnania mozna znalezé w litkraturze [23;84,90].
[k]° = [3]T [D][B] &,4 | (4.1)

gdzies
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[B] - macierz odksztatcen
[D] - macierz sprezystoseci

ty - grubosé elementu.

Macierz odksztaicehd [B] otrzymuje sie przez rézniczkowanie

réwnania (4.9) wzgledem x i y. Odksztatcenia elementu definiuje

wektors
re v, f du 3 '-b _ 9 fu, )
{€Y= < €y (: 3 %! P = 2— 0 Cy 0 c;j 0 Cn . ! gj > =
ay 20 o 3
u_av u
txy] |9y *ox, %1 %1 %5 %5 % Pu | VD
= [B] {§)° (4212)

Macierz spreszystoéci [D] okreéla wiasnosci materiatu. Dla

materiatu izotropowego jej postaé jest nastepujgca:

1
(4413)

2 O O

(0] = 2

o a <

R
0 .

Obliczona wg wzoru (4.11) macierz sztywnosci elementu ma
wymiar 6 x 6 co odpowiada liczbie przemieszczeh wezidéw opisa-
nych zaleznoSciami (4.7) i (4.8). Zgodnie z rysunkiem 4.2 nale=-
2y uwzglednié dodatkowo sz tywno 56 odpowiadajgcg kgtowi B,.
Poniewaz wartoéé kata 'O, nie jest sprzezona z odksztalceniami
w kierunku u i v - sztywnoééiK@z mozna przyjgé dowolnie jako
sztywnosé zewnetrzng.

W niniejszej pracy przyjeto zgodnie z [90] sieé wspdiczyn-
nikéw szbywnoéci skrecania w ptaszczyinie xy tworzgcych macierz

3 x 3 wg wzorus
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#E 1 dla r = 8
K@ = o B t1A (4.14)
g -0,5 dlar £s
gdzie o - jest wepbiczynnikiem o dowolnej, mniejszej od 1 war-

toséci.

Macierz sztywnosSci elementu ptytowego -

Przemieszczenia i odksztaicenia piyty wg klasycznej teorii
cienkich ptyt sg Jjednoznacznie okreslone przez ugigcie jej po-
wierzchni "w" [21,23,56,90].

Rozpatrujgc tréjkqtny element piyty nalezy, zgodnie 2z ry-
sunkiem 4.2 zatozyé W jego wezlach wystepowanie przemieszczen

w, ©x, By zdefiniowanych za pomocg wektora {§)}

di ,
{6)° = 143 (4.15)
Sn |
’Wi ) 'wi 1
= 46 B P t.1é
gdzie {84} xif { (ay { ? (4416)
C) ow
Y4 t(ax)i !

Zalezno8é pomiedzy przemieszczeniem "w" wewngtrz elementu,
a przemieszczeniami weztowymi okreslona jest poprzez funkcje

ksztattu [N] w nastepujgcy sposébs
w =[N (§)° (#.17)

Zalecana w[90] postaé tych funkcji jest nastepujgcas
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w=oc1Li+oc2L

g+ %z Ly + oc4(sz’Li + % Ly I’;} Lm) +

+ g (Dy°Ls + 3 Ty Dy Tp) + (% + 5 Ly Ty ) +
-o-oc,?(I,sz.;j + %Li I‘j Lm) + oCB(LiZLm + % Ly L L) +
+ ocg(LmzLi + 3L L L)  (4.18)

gdzie: Lg - 'wspéirzedne powierzchniowe okreslone wzorem (4.5)

oy = wspbdtczynniki wyznaczane z warunkd4w brzegowych.

Obliczenie wspdiczynnikédw <4 polega na podstawianiu do zalej-
nosci (4.18) wspéirzednych kolejnych wierzchoikéw trédjkata

i wéwczas wartosé funkcji bedzie réwna przemieszczeniom tych
weziéw. Np. po podstawieniu wspéirzednych wezta "i", tj. Iy = 1,

I’j =L, =0, wartodé funkcji w musi byé réwna Wiy @ stgds

Podobnie mozna wyznaczyé Lo = w.j i 063 = W natomiast pozostalte
oy oblicza sig rézniczkujac zaleznosé (4418) po x i y oraz wyko=
rzystujgc pozostale warunki brzegowes |

oW ow

(- 2%y - 0Bx &) =By, itp.

CRE L Tox'i i
W rezultacie funkcje ksztattu majg nastepujgcq macierzowg pos-
taés

(N]° = (& By Oy Ay By Oy Ay By Cp] (4.19).

Wspbétczynniki A,B,C zdefiniowane sg nastgpujgco:
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Ay = Iy + LizLj + L,%L, - Iy Lj2 L, I~

By = b (L2 L + 21y Iy Ly) = by(T, L%+ 3 Iy Iy Ly)

0y = op(Ly® Ly + 3 Ly Iy Ty) = o4(Ty 1% + 3 Iy Ty Iy

Ay =Ty + 1% 1y + 1,2 1y - 1 1,7 - I, LS

By = by (L% I, + 3 Iy Iy Iy) = by(Ly L%+ 3 Iy Iy ) (4.20)
6, = ci(sz L, + 3 Ly Ly Ip) = op(Ly Lj? " % Ly Dy L)

Ay =Ty + T2 Dy o+ T2 w Iy - Iy L% - 1, L

B, = bj(Lmz L; + 5 L Ly Ty) = by (I L2+ % Iy Iy Iy)

C, = cj(Lma L, + % Ly Ly Tp) - ¢ (L L2 + % Iy Ly I)

Macierz sztywnoSci elementu ptytowego otrzymuje sie ze

znanej zaleznoéci [17,23,90]

(1° = | 1310 8] g0 (1.2
A
gdzie, podobnie jak w réwnaniu (4.11), [B] jest macierzg odksz-
tatcei, a [D] macierzg spresystosci, ktére jednak majg inng
postaé. Odksztalcénia wyrazone sg tym razem przez drugie po=-

chodne ugiecia "w'":
~ 2 4

i
Yy
%

o 2l

(4. 22)

{€}= §

o

(o)
o
e
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|14 byby¢a bby-2b3-2b% )L, *(2 by =4 bybyL, * (b,b5-b3 b,) L [2b! by b, Bi-b kb, IL, * (4b,b,cb,b,c4b,bc - b b,e )L+ (2Ecsbbesr bb,co Ly
| : _
12b-4b,b,)Ls (262 b~ b,b,+b, b,b,)L [b,b, c,-2b2cb,b,c.)Ly
b c,c Fhe,cm 22T (2 ¢ be ey )Lt (Ab5c,C2* by, €574, ¢, €5 by, L 2D CH bic, 65 byc, cyll [ e, 6= & e )2 c2e ¢, ¢3¢ ¢ e, )y
2 b,y (bsc, c;-2b,c-b,c, 0 o (2cteic, e, chc, Ly
| 1 1 1 _ el el
|[2bilc g+ 2bfere+2bles ey Lee [2 by [bycsmbaCy)* 3Bybylcs i+ 5 bie,~ = b:c_,JLf [2 c,{b.c, b,cy) % c,Cibsb)* b, 5 by cz]L,*
f ' ' 1 1 1, ;
b [2bjleiec)-2bac ] L, * [babs(z &t ]2- S ]2-b3c‘(b5-b3) - JZ- b*bZCS] La* [C’ cy(2b* 7Bl 3 bgerc)- by, ‘32]Lz"P
E:Zb,(c;,-ca)'Z b, CJ L, Eb‘b2(2 c.t % cl+ '%- b,cd by-bl~ %— b, bsc,|La [—cq c2b,* %— b,)+ 17 b,c,(cs c)- 12- b,c, cs]L:.

Rys.&.Z..‘Mocierz odksztatcen [B] elementu ptytowego

8c

S ——
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Bx

2

By,

&

4 byt &b, b:Zb;—Zb:)LI(Z b:"l'bzbz)l'f

(b; by~ b, bL+{2b, b b, b,~b,b, by)Ly + (4b,bycxb, bye,~4b,b,cobb,c)L#(2br¢, b, bbb, ) Lt
125~ 4b,by)L, (2 b; by bbarb b b, )L, b,bsc,~ 2bfc,-bb,c.)L,
lLogrhccm26-2d)Lr G- boy gl Lyt (eb,c, by, b hby ¢, erbie )L+ (2b,Grbg 6 b,c, ;)L [cfemc, ci)L+2 ¢, P A |

;(ZCZ'I’C1 6Ly

(b,c,c5-2b,c-bye,cs)Ly

A

‘:2 bs(c;-cs)2b (e cr 2 by, c3)]Lz +
[2byereg2bycy)ly +

-

[2b,{c;c-2b,c2 ] Ly

2 2
[2b2[\b4 cyb,c,)t %'b1b3(°1' c* %b4 Cs™ %‘ b, C«]Lz
[b b2(2c + %q) l(b cz(b-bs)— ]2—be cl]l.“3 +

[b b (2c2+ Cy)+ 2—b3c2(b ba)* lb4 bzcs]

[2 C2(b3cq— b,ci* 17‘;4 Cs(bq- ba)+ %bscf— %ba C:]Lz *
[c,c 2, 1—b) + Ihcleoor Thc,ey Lyt
ECzC's(Zb + 7b3)+ 5 Thocileica)+ %‘ bsc, °2]L4

Rys. 4.4.cd.

62




Wi

Ox,

By,

(4b,bt 4b,by- 25 - 2b;)L5+ (2b,- 4 b, b)) Ly +
(2b3-4b,by)L,

(b, B}~ B}b,)L#(2b,b;* b, b~ b,b

2
3 273 T2

by)Ly+
2 2 )
(-2b, b~ by by bbby ) Ly

2
(b,b,c,~2b,c-b,bc L,

b, b,c*b, b, 4b,b,c-b,b,c,) L2 b3 ¢ bybyc by

(4c,craccm2d2e) L, ¥ (28 -4c e,

(2 c:-l.czcs) L,

]
§

: 2
[bbe cibecotbcerb e, )lst(2bcrbg e e, CS)L i

( ByC,e-2 b1c:— b,c, C,) L.

[2e,d-cereges)a

2
(A C:‘ & ca)ly* (2 czc;+ C, G—C, C.Cs)Ly

+

bleser 2higar 2bfgrelliy
{2b3(c; c,)-2b, cz]L.‘*-
[2by(cicr2b, ¢y La

[Zba(bch chz)"' Jz'bqbz(ci' c4)+ ]Z-b: S - ]Z-bjcz] Lz +
[bzb,(z c;r Sedr Sb,efbrb)- %—b,bbcz]Lq *
[bibyl2cst Tedr Fhcforb)t Jz' bzbscﬂ'-z

[2edbicibs)s Jeabrble Tog-

32_ bzcﬂi-z ¥

1 1 ’
c,cf2bt 7hyr zhc,(erc)- %hhq c}]L, +
¢, Gl2ber Jz-b,)i- 1Z'b_.’cd(cz- c)* 17!3,,(:1_(:3} L.

Rys. 4.4.c.d.
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a dla otrzymania macierzy [B] nalezy dwukrotnie zrézniczkowaé
wyrazenia (4.19). W efekcie uzyskuje sie macierz o wymiarach

3 x 9, ktérej elementami sg wyrazenia zalezne liniowo od Li,La;
L+ Macierz ta przedstawiona jest na rysunku 4.4,

Macierz (D] ma nastgpujaca postaés

3 1 9 0
[D i 1 0 (4.23)
T 12(1 - 92) Y

0 (1=v)/2

Catkowanie réwnenia (4.21) przebiega po powierzchni ele-
mentu i mozna go dokonaé W oparciu o wzér [90]:
al bl cl

L, 2..°1 Cax dy = 2 4, 24
J 17 "m il (a+b+c+2) ! e ) 2

Macierz elementu powioki

Dysponujgc macierzami sztywnosci elementu traktowanego ja-
ko tarcza i jako piyta mozna przystépié do utworzenia macierzy
- sztywnoséci elementu powioki. Zgodnie z zasadami oméwionymi
w punkcie 4.2 wektor przemieszczeh Weztowych tego elementu

przedstawia sig¢ nastepujgco:

ﬁsi L
{81° = 85 (t425)
\ Sm

ru 3
i

gdzies Vi

{8, :

/

w

q
Gx,
Gy,
0
\ zi

i
A~
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pi:-zy czym zaklada sig, %e zardéwno "tarczowe" przemieszczenia

’i-tego wezla‘ui,vi jak 1 "piytowe" wi,@xi,@yi oraz kgt skx:'eceé-
nia @z; sq wzajemie niezaleine. Wynikajaca stqd struktura ma-
cierzy sztywnosci elementu powkoki jest rezultatem rozmieszcze-
nia podmacierzy opisanych réwnmaniami (4.11‘), (4.14) ir 4.21)

w macierzy o wymiarach 18 x 18, odpowiedniﬁ' do przyjetego wek-
tora przemieszczef wegztowych. Macierz sztywnofci elementu pow=-

toki o weztach 1,2,% przedstawiona jest na rysunku 4.5.

K1y [KIY|. (K1}, s

— KQJ ey _.ﬁ_KeﬁGZ_’l.

S e _— e el KA T L

(k! Wy [} -2

| |
1P | p| | APl &
[K]31 | [K]32 \ [K] 33 - 9{3
N O3
K@;ﬂ] Kes Kesl ©z4

Rys.4.5. Posta¢ 'macierzy sztywnosci elementu powloki.
t—tarcza, p-plyta
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4,4, Funkcje ksztattu oraz macierz sztywnosci elementdw

belkowych

2 uwagi na to, %e w zamknieciu klapowym, przedstawionym
na rysunku 1.1 wystepujg zebra podtuine, nalezy W numerycznym
modelu konstrukeji wprowadzié ich odpowiedniki w postaci ele-

mentéw belkowych. Ich schemat pokazano na rysunku 4.6.

§z

p

L U'/ By
B~

Rys...6. Przemieszczenie wezla elementu belkowego.

W konstrukcji klapy poitgczenie éeber podtuznych z blachg
poszycia jest zrealizowane przez spoine pachwinowg na catej diu-
poécl sebra. Taki charakter zamocowania narzuca koniecznofé no-
dania odpowiedniej postaci funkecji ksztattu elementu bellkowero
w modelu matematycznym. Mianbﬁicie przemieszczenia na jej diu-
poéci muszg byé takie same-jak przémieszczenia krawédzi elemen=-
tu powlokowego. Wynika to z przyjetego sposobu podziatu, w kté-
rym’elementy belkowe przebiegaja wzdiuz krawedzi elementu pow-
toki. Zalezno$é pomiedzy przemieszczeniem na d%ugoéci.belki

a przemiészczeniami jej wezréw {(§} wyraza sie wzorem:

(w}® = [N)(§)® = [N, Ny N3 K, |

(4426)

-

{

é;kf églff

Y
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Do opisu funkcji ksztattu zebra przyjeto wielomien trzecie-
go stopnia jednej zmienne] (§= %):

Ni=a1+a2§ +a5-§2+ a4‘35 (4.27)

Funkcja N, powinna speiniaé¢ nastgpujgqce warunki brzegowe:

2N,
a) dla x =0 N1 =1i=—=0
0x

2N,
b) dla x = 1 N1 =0 1= =0
X

ktére uwzgledniajgc otrzymuje sig réwnania okreslajgce wartosci

uy e
a1'= 1
z warunku a) a,
e
(4.28)
a4 + a5 + a3+ aq_._O
z warunku b) a 2a 3a
Po rozwigzaniu powyzszego uktadu réwnah bedzie:
Ny=1-3%8 4+ 271 (4.29a)
- Podobnie otrzymuje sig¢ pozostate funkcje:
2
- 2 _ 5
I‘I5 = 33 23 (4.29b)
N, = =x({° - )
y="XE "

Wyrazenia (4.29a) i (4.29b) znane sg pod nazwg wielomiandw
Hermita [23,90].
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Przyjeta postaé funkcji ksztattu jest poprawna, gdy zacho=-
dzi, jak to wczeéniej powiedziano, zgodnobsé przemieszczen kra-
wedzi elementu powkiokowego 1 poigczonej z nim belki. ROwnosé
przemieszczen u i Bx przedstawionych na rysunkach 4.2 oraz 4.6
nie ulega watpliwo&ci, poniewaz przemieszczenia te sg liniowe
wzdiuz krawedzi réwnolegtej do osi X Natomiast réwmosé prae—
mieszczen CW‘oraz W, przedstawionych na tych samych rysunkach
wykazaé mozna W nastegpujgcy sposdb:
niech przemieszczenie "w" krawedzi 5-2 elementu ptytowego od
frzemieszczenia wezla nr 1.dane bedzie przez czynnik A; 7zapisa-

ny we wzorach (4.20) jako:

2 2

2 ' ,

7godnie z rysunkiem 4.7 wspbirzedne powierzchniowe na krawedzi

1-2 maja wartoscis L3 = 0 oraz L1 +-.L2 = 1s

<
\ hot
5 '
< )
/ )“) ' ©
Rys. 4.7 Wspotrzedne powierzchniowé elementu trojkatnego.

Podstawiajgc je do wzoru (4.30) otrzymamy:

Analizujgc wyrazenia (4.31) i (4.29a) tratwo stwierdzié, se pdy

L, roénie, to § maleje i dlatego mozna zapisaé, ze Ly =1-%,
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a po podstawieniu do zaleznoéci (4.31) otrzymuje sie wyrazenie

analogiczne do (4.29a), a misnowicies
w = 3(1-D%2(1-1)% = (42D (- = 1-332 + 257

Podobnie mozna wykazaé zgodnos8é przemieszczen od pozosta-
tych parametréw obu wezidw.

Dla okreélonych réwnaniami‘(4.29a) i (4.29b) funkcji
ksztattu moéna wyznaczyé macierz sztywnosci zginanego elementu
belkowego podobnie jak dla elementu powloki. Nalezy wiec okres-—
1ié macierz odksztaiceh [B]i sprezystosci [D] jako:

(B]

I
i

2 [
=

(4. 32)
[D] = EIy

a wowczas macierz sztyﬁnoéci przyjmie nastepujgcg postal:
(K]® = EIy Jl (8] T[B]ax =
0 .

- o " R " p P
N1 N1 Nq N2 Nq N3 N1 N4

= B i B dx =
symetria N3 N3 N3 Nﬁ
) 7 "
_ N, |
6 3L -6 3L | W,
orTy | 3L 21® -3 12| g 35S
T 12 -6 -3 6 3L | w,
2 21 A-
3L, L° =3L 2L ] e
2
: 22N}
We wzorze tym N, oznacza
i OXZ



EA -EA
L L
BEI, | 12Efy
LB Lb
Glo
L
» LE |y 6E!
; ety
2 L T2
EA EA
L L
_BEly 12E Iy
L 2
_Gle o
L
2Ely _BEly
L G
Rys. 4 sztywnodcl elementu belkowego.

144
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Macierze sztywnoScl dla skrecania i &ciskania belki okres-
la si¢ analogicznie. Maclerze te majg postaé

—~ dla przypadku Sciskania:

(K]® = — (4. 34)
1 -1 1

- dla przypadku skrecania:

o Glo S
[K]® = —— (4435)
1 -1 .

Petna macierz sztywnosci elementu zebra pokazana jest na rys.

4,8,

4,5, Macierz mas elementu powlokil

Macierz mas elementu zdefiniowana jest przez zwinek [90] ¢

[My41° = J [Nile[NJJdV (4.36)

Ve

Dla elementu tarczy, ktérego funkcje ksztatrtu oplsane sg

wzorem (4,10) macierz mas mozna zaplsaé jakoé

[Mij]e = q[I]J}LiLJ dxdy (4.37)

Po scatkowaniu, zgodnle ze wzorem (4.24) otrzymujemy:
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3 0 3 0 g o
o 5 o g o g
1 1 1
. pEA| ¥ 0 3z 0 7 O
(M]° = — 1 1 1 (#.38)
3 0 T 0 5 0 T E
1 1 1
r 0 g O 3 O
1 1 1
. o g OO g O 3 |

Dla elementu ptyty macierz mas okreslona jest zaleznoécig:

()° = o[ (] ax ey (.39)

przy czym [N] przyjmuje sie jak we wzorze (4.19).
Po wykonaniu mnozenia i catkowania otrzymuje sie¢ macierz
b

w zaleznosci od wartosci biy b cj, ¢, danych wzorami

j' "m? Ci»
4.3). Jawng postaé tej macierzy dla elementu o weztach i, j,m
przedstawia rysunek 4.9.

Cata macierz mas dla elementu powilokl musi by¢é utozona
analogicznie jak macierz sztywnoéci przedstawiona na rys. 4.5,
tylko w miejscach odpowiadajgcych fikcyjnej sztywnoéci K, na-

lezy wstawié zero.

4.6. Macierz mas elementu belkowego

Macierz mas elementu belkowego wyprowadza sie tak samo,
jak dla elementu powtoki podstawiajgc do wzoru (4.3%6) funkcje
ksztattu opisane réwnaniami (4.29). Tak jak poprzednio, osobno
wyprowadza Sie¢ podmacierze mas dla zginania, a oéobnb‘dlé skre-
cania i &ciskania. Petna macierz mas dla wezidbéw i,j przedstawio-

na jest na rys. 4.10,



RO-TA |
10 080

1936

208bgsby) | 208l ¢y 712 76 b—136bn | 76¢~136Cm| 7 136bj=76b; | 136 ¢;~76 ¢;
31(b1-2+ b:\) 31{53%*‘bjci) 13b,{birb}) 13(bmc;+bjcm) 13 b‘-{b-;'bm) 13(bmc}+bj c;)
-38byby  |-19(bacbjeal| 136B,7760; | —25 b —25b,Cm 76 b136b; | —25 b} - 25 bic;
-11 bib; —11bic; -11bib, | -11b,.c;
31(c§+ ca) 13(b;cm+bmc2') 13 cm(cﬁc:j) 13(b}c;b;ci) 13¢gjlerem
-38¢jcm 136¢,4776¢;| —=25¢bn- -25¢2, 76c,136¢; | -25bj¢) ~25¢j
=11 Dbicj ~11 Cio; -11bicm ~11ciCm
1936 208(bsby) | 208(ci-c,) 712 76b;7136b; | 76¢;-136¢
31(bibh) | 3Mbicitbacy) 13b;(b‘~+abm) 13(biC+ bncs)
-38bby | -19(bicy+baci| 13807780, | _25 b7 -25bic;
-11 bjbm ~11buc;
31(c+ch) 13(bjcirbical | 13 e cml~
Symetria -38¢icm | 136¢,-76¢,, | -25¢;bi -25¢; -
-11 bicm =11 cjCm
1936 208(bj-ba) 208(0{00
3Mbirb)) | 3Ubjebici) -
-38 blbj ‘19(b}C~;"bLC3)
31(c§*c§)—
-3805.':}

Rys. 4.8. Macierz ma

s dla elementu ptytoweqgo

4
7
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140 70
156 22L 54 -13L
lo 1o
1lo0A 7OA
22L Ay 13L e iy
$-AL;
420 70 140
54 13L 156 -22L
™
N 160
-13L -3# 221 o®

Rys.4.10. Macierz mas elementu belkowego.
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4.7. Transformacja uktadu wspdirzednych

Wyprow<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>