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Rozdziat 1

Wstep

Problemy szeregowania zadan, a takze inne problemy optymalizacji dyskretnej, sg dzis
przedmiotem duzego zainteresowania w Swiecie nauki i techniki. Przyczynia si¢ do tego
zwickszenie konkurencyjnosci na rynkach swiatowych, co wymusza z jednej strony obni-
zanie kosztéw produkcji a z drugiej strony zwickszanie elastycznosci systemow produk-
cyjnych w celu umozliwienia szybkiego dostosowywania sie do potrzeb klientow. Szereg
problemoéw, od ktérych rozwigzania zalezy efektywnosé dziatania firmy, mozna zamodelo-
wacé przy pomocy wlasnie probleméw szeregowania zadan. Osiagniecia naukowe zwigzane
z teorig szeregowania zadan stymuluja réwniez rozwoéj informatyki, poniewaz stosowane
sg m. in. do poprawy efektywnosci pracy scheduleréw wykorzystywanych w systemach
operacyjnych oraz skrocenia czaséw dziatania algorytmoéw przetwarzania danych.

W ogélnosci problem szeregowania zadan polega na ustaleniu kolejnosci wykonywa-
nia zadan na maszynach (procesorach), tak aby zminimalizowaé¢ (lub zmaksymalizowad)
warto$¢ pewnego zadanego kryterium. Dokladna definicja probleméw szeregowania zadan
zostanie przedstawiona w kolejnym rozdziale niniejszej rozprawy.

Niniejsza rozprawa dotyczy waskiej grupy probleméw szeregowania zadan - problemow
z doborem pozgdanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan.

Geneza rozpatrywanych w pracy problemoéw jest zwigzana z systemami produkcyjnymi
Just-in-Time (JIT). JIT to filozofia zarzadzania, w ktérej dazy sie do eliminowania Zré-
det strat poprzez wytwarzanie wtasciwego produktu we wtasciwym miejscu i wlasciwym
czasie. Pewne aspekty filozofii JIT znalazly odzwierciedlenie w problemach szeregowania
zadan z pozadanymi momentami zakonczenia wykonywania zadan. W problemach takich,
dla kazdego zadania jest okreslony pozgdany moment zakonczenia jego wykonywania. Jeze-
li zadanie konczy wykonywac sie przed pozadanym momentem zakonczenia wykonywania,
to powstaje kara za zbyt wczesne wykonanie zadania, co zwigzane jest m.in. z kosztami
magazynowania. Z drugiej strony, jezeli zadanie konczy wykonywaé si¢ po pozadanym
momencie zakonczenia wykonywania, to powstaje kara za zbyt pozZne wykonanie zadania,
ktora odzwierciedla przyktadowo ponoszenie kar okreslonych w umowie za niedotrzyma-

nie przez producenta terminu dostawy. Tym samym najbardziej korzystna jest sytuacja,



Rozdzial 1 4

w ktorej kazde zadanie konczy wykonywaé sie doktadnie w pozadanym momencie za-
konczenia jego wykonywania. Zaréwno zbyt wczesne, jak i zbyt pdzne zakonczenie jest
niepozadane. Czas przedwczesnego wykonania zadania (przyspieszenie zadania) oraz czas
zbyt p6Znego wykonania zadania (opdZnienie zadania) beda nazywane nieterminowosciq
wykonania zadania.

Uogolnieniem koncepcji pozadanego momentu zakonczenia wykonywania zadan jest
koncepcja pozgdanego przedziatu zakoriczenia wykonywania zadan. W problemach z po-
zadanymi przedzialami zakonczenia wykonywania zadan, zadanie nie wnosi zadnej kary
w sytuacji, gdy zakonczy wykonywaé sie wewnatrz pozadanego przedziatu zakonczenia
jego wykonywania. Szczeg6lne praktyczne znaczenia ma grupa probleméw, w ktorych po-
zadany przedziat zakonczenia wykonywania zadan nie jest z géry zadany, ale dobierany
w procesie optymalizacji.

W niniejszej pracy rozwazane beda wtasnie problemy szeregowania z doborem poza-
danego przedzialu zakonczenia wykonywania zadan. W problemach tych minimalizacji
podlega kryterium, w ktoérego sktad wchodza sumy kar zwigzanych z przedwcezesnym lub
zbyt p6Znym momentem zakonczenia wykonywania zadania. Na rozwigzanie (harmono-

gram) tego problemu skladaja sie:

- uszeregowanie zadan na procesorach;

- wyznaczenie poczatku i konca pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania za-

dan.

Cel pracy

Cel niniejszej pracy mozna sformulowaé¢ w nastepujacy sposéb:

Wyznaczenie z{ozonosci obliczeniowej, wykazanie szczegolnych wlasnosci oraz
skonstruowanie algorytmow rozwigzania wybranych probleméw szeregowania
zadan z doborem pozadanego przedziatu zakonczenia ich wykonywania przy

minimalizacji jednego sposrod nastepujacych kryteriow:
e wazona suma nieterminowosci wykonania zadan;
e suma nieliniowych kar za nieterminowe wykonanie zadan;
e suma wazonych nieterminowosci wykonania zadan;
e liczba nieterminowo wykonanych zadan;

e suma wazonych przyspieszen wykonania zadan i liczba op6znionych za-

dan.
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Przedstawiony cel pracy zostal sformutowany na podstawie przeprowadzonego prze-
gladu literatury naukowej, z ktorego wynika, ze badane problemy byty rozpatrywane do-
tad w niewystarczajacym zakresie, lub nie byty rozpatrywane wcale. Jednoczesnie sa one
bardzo istotne z teoretycznego, a zwtaszcza z praktycznego punktu widzenia, poniewaz

modelujg wiele rzeczywistych proceséw produkcyjnych.

Zakres pracy

Catos¢ prezentowanego w niniejszej rozprawie materiatu podzielono na 10 rozdziatow.

W Rozdziale 2 opisano sposoéb formutowania problemow szeregowania oraz metody
rozwigzywania tych problemdw.

W Rozdziale 3 przedstawiono praktyczne zastosowania analizowanych w pracy proble-
mow.

Rozdziat 4 opisuje aktualny stan badan zwigzanych z rozpatrywang w pracy tematy-
ka. Najistotniejsze rezultaty naukowe zaprezentowano w nim za pomocg tabelarycznych
podsumowan.

W Rozdziale 5 przedstawiono uzyskane przez autora rezultaty dla jednoprocesorowego
problemu szeregowania z liniowym: oraz identycznymi dla wszystkich zadan funkcjami
kar za nieterminowe ich wykonanie. W badanym problemie zaréwno poczatek, jak i ko-
niec pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan sa zmiennymi decyzyjnymi,
z tym ze szerokos¢ tego przedziatu jest ograniczona z dotu i z gory. Dla problemu tego
zaprezentowano wielomianowy algorytm optymalny.

Rozdziat 6 poswigecono uzyskanym przez autora rezultatom dla wieloprocesorowego
problemu szeregowania z nieliniowymi oraz identycznymi dla wszystkich zadan funkcja-
mi kar za nieterminowe ich wykonanie. Podobnie jak poprzednio, w badanym problemie
zaréwno poczatek, jak i koniec pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan
s zmiennymi decyzyjnymi a szeroko$¢ tego przedzialu jest ograniczona z dotu i z gob-
ry. Dla analizowanego problemu oraz jego szczegdlnego przypadku jednoprocesorowego
skonstruowano algorytmy optymalne oparte na metodzie programowania dynamicznego.

Rozdziat 7 poswiecono uzyskanym rezultatom dla wieloprocesorowego problemu sze-
regowania z kryterium minimalizacji sumy wazonych opoinien i przyspieszen wykonania
zadan. W problemie tym nalezy dobraé¢ poczatek i koniec pozadanego przedziatu zakon-
czenia wykonywania zadan przy dolnym i géornym ograniczeniu szerokosci tego przedziatu.
Przedstawiony zostal algorytm oparty na metodzie programowania dynamicznego, kto-
ry rozwigzuje optymalnie ten problem. Przeanalizowano liczne przypadki szczegolne tego
problemu, w tym przypadek jednoprocesorowy oraz przypadki z jednostkowymi czasami
wykonywania, dla ktérych skonstruowano odpowiednio: w petni wielomianowy schemat
aproksymacyjny oraz wielomianowe algorytmy optymalne.

W Rozdziale 8 analizowano dwa jednoprocesorowe problemy szeregowania z kryterium
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minimalizacji wazonej liczby opdinionych i przedwczesnie wykonanych zadan. W pierw-
szym problemie poczatek i koniec pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan
sg zmiennymi decyzyjnymi. Natomiast w drugim problemie, zmienng decyzyjna jest tylko
poczatek tego przedziatu, podczas gdy jego szerokosé jest z gory ustalona. Dla pierwszego
problemu skonstruowano wielomianowy algorytm optymalny, natomiast dla drugiego pro-
blemu opracowano pseudowielomianowy algorytm optymalny oraz w petni wielomianowy
schemat aproksymacyjny.

Rozdziat 9 poswigcono uzyskanym przez autora rezultatom dla jednoprocesorowego
problemu szeregowania, z kryterium minimalizacji wazonej liczby opdznionych zadan oraz
sumy wazonych przyspieszen wykonania zadan. W problemie tym nalezy dobra¢ poczatek
i koniec pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan. Skonstruowano algorytm
pseudowielomianowy, ktory rozwigzuje optymalnie ten problem.

Ostatni rozdzial stanowi podsumowanie osiagnietych w pracy rezultatow.

Autor niniejszej rozprawy wyraza swoje podziekowania wszystkim osobom, ktére przy-
czynity sie do jej powstania. Nalezg sie one przede wszystkim promotorowi Panu prof. dr.
hab. inz. Adamowi Janiakowi oraz wspotopiekunowi Panu prof. Mikhailowi Y. Kovalyovo-
wi za cenne uwagi i sugestie, ktére wptynely na ostateczny ksztalt pracy. Autor wyraza
swoja wdziecznos¢ swoim kolegom i wspotpracownikom m. in. Panom: dr. inz. Maciejowi

Lichtensteinowi oraz dr. inz. Tomaszowi Krysiakowi za owocne dyskusje i uwagi.
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Podstawowe pojecia dotyczace

szeregowania zadan

Niniejsza Praca dotyczy wybranych problemow szeregowania zadan. W zwiazku z tym,
przed przystapieniem do ich analizy, zaprezentowane zostang podstawowe pojecia zwigza-
ne z teoria szeregowania zadan. W Podrozdziale 2.1 przedstawiono ogélne zasady formuto-
wania problemow szeregowania zadan. Nastepnie, w Podrozdziale 2.2 opisano powszechnie

stosowane metody rozwigzywania takich probleméw.

2.1 Formulowanie probleméw szeregowania zadan

Dwa podstawowe terminy w teorii szeregowania to: zadanie (zlecenie) oraz procesor

(maszyna). Mozna zdefiniowa¢ je nastepujaco:

Zadanie jest to zbiér operacji (czynnosci), ktore nalezy wykonaé celem otrzymania pew-
nego produktu finalnego, np. obrébka potproduktu przez okreslone urzadzenie, prze-

tworzenie pewnej ilosci danych przez procesor itp.

Procesor jest to obiekt wykonujacy operacje, z ktorych sktadaja sie zadania, np. fizyczny
procesor w komputerze, obrabiarka (frezarka, tokarka, itp.). Czesto przez procesor

bedziemy takze rozumieli cztowieka wykonujacego zadanie.

Rzeczywiste systemy, modelowane przez problemy szeregowania zadan, majg rézna
ztozonos¢. Najprostszym systemem jest system jednoprocesorowy, w ktorym wszyst-
kie zadania sktadaja si¢ z doktadnie jednej operacji i sa przetwarzane przez jeden pro-
cesor. W przypadku, gdy mamy do dyspozycji kilka procesorow, z ktorych kazdy mo-
ze przetwarzaé¢ wszystkie dostepne zadania, méwimy o systemie wieloprocesorowym
z procesorami réwnolegtymi. W tym przypadku réwniez, podobnie jak w systemie jedno-
procesorowym, zadania sktadaja sie z jednej operacji. W zaleznosci od rodzaju dostepnych

procesoréw rownolegtych, wyrézniamy:
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e System z réwnolegtymi procesorami identycznymi, w ktérym czas przetwarzania da-

nego zadania jest taki sam na kazdym procesorze (ang. identical parallel processors).

e System z réwnolegltymi procesorami jednorodnymsi, w ktérym poszczegdlne procesory

przetwarzaja zadania z r6zna predkoscia (ang. uniform parallel processors).

e System z rownoleglymi procesorami niejednorodnymi, w ktérym predkosé przetwa-
rzania danego procesora zalezy od tego, jakie zadanie procesor ten w danej chwili

wykonuje (ang. unrelated parallel processors).

Wyrdznia sie takze systemy: przeplywowy (ang. flow shop), w ktérym kazde zadanie
sktada si¢ z takiej samej liczby operacji; kolejnos¢ wykonywania poszczegdlnych operacji
jest jednakowa dla kazdego zadania; gniazdowy (ang. job shop), w ktérym zadania skta-
daja sie z takiej samej liczby operacji a kolejnos¢ wykonywania poszczegdlnych operacji
zadania przez kolejne procesory moze by¢ dla réznych zadan rézna; otwarty (ang. open
shop), w ktérym kolejnosé wykonywania poszczegdlnych operacji zadania przez kolejne
procesory nie jest zadana i stanowi jeden z celow optymalizacji.

W niniejszej rozprawie analizowane beda jedynie systemy jednoprocesorowe, systemy
z identycznymi procesorami rownolegtymi oraz systemy z jednorodnymi procesorami row-
nolegtymi. W zwiagzku z tym w dalszej czesci pracy zaktadamy, ze zadania sktadaja sie
tylko z jednej operacji. Rozpatrywaé bedziemy zbiér n zadan J = {1, ...,n} do wykonania
na m roéownolegtych procesorach.

Kazde zadanie 7 € J opisuje pewien zbior parametrow. Najczesciej definiowane sa

nastepujace parametry:
e p; — czas wykonywania zadania j (ang. processing time);
o 1; — termin dostgpnosci zadania j (ang. release date);

e d; — najpoiniejszy pozgdany termin zakorczenia wykonywania zadania j (ang. latest
due date);

e ¢; — najwczesniejszy pozgdany termin zakoticzenia wykonywania zadania j (ang.
earliest due date);

e d; — nieprzekraczalny termin zakonczenia wykonywania zadania j (ang. deadline);

Parametry e; oraz d; okreslaja odpowiednio poczatek i koniec pozgdanego przedziatu
zakoriczenia wykonywania zadan. Jezeli e; = dj;, to mamy do czynienia z pozgdanym
momentem zakonczenia wykonywania zadan.

Dla danego problemu szeregowania, w odniesieniu do okre$lonych par zadan, moga
by¢ zdefiniowane pewne ograniczenia kolejnosciowe (ang. precedence constraints). Ograni-
czenia te wymuszaja rozpoczecie wykonywania jednego z zadan z pary, dopiero po zakon-

czeniu wykonywania drugiego. Moze réwniez istnie¢ ograniczenie na podzielnos¢ zadan,
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ktore skutkuje tym, ze rozpoczete zadanie nie moze by¢ przerwane, wowczas zadania
sa niepodzielne (ang. non-preemptive). W przeciwnym przypadku, zadania sa podzielne
(ang. preemptive). W niniejszej pracy zatozono, ze nie ma ograniczen kolejnosciowych i ze
wszystkie zadania sg niepodzielne.

W celu rozwigzania problemu szeregowania z procesorami réwnolegtymi nalezy znalez¢:
e przyporzadkowanie zadan do procesoréw;
e momenty rozpoczecia i zakonczenia wykonywania zadan;

e wartosci pewnych dodatkowych parametrow specyficznych dla danej grupy proble-

mow.

Rozwiazanie okreslamy mianem rozwigzania dopuszczalnego, jezeli spelnione sg naste-

pujace warunki:
e W kazdym momencie czasu procesor wykonuje co najwyzej jedno zadnie.

e W kazdym momencie czasu kazde zadanie jest wykonywane przez co najwyzej jeden

procesor.
o Waszystkie zadania musza zosta¢ wykonane.

Ponadto, musza by¢ uwzglednione wszystkie ograniczenia wynikajace ze specyfiki konkret-
nego problemu, np.: ograniczenia kolejnosciowe, nieprzekraczalne terminy zakonczenia Jj,
terminy dostepnosci r;, itp.

Dla kazdego zadania j € J, mozemy wyznaczy¢ nastepujace wielkosci:

e S; — termin rozpoczecia wykonywania zadania j (ang. starting time);

o C; — termin zakonczenia wykonywania zadania j (ang. completion time);

o T; £ max{0,C; — d;} — opéénienie wykonania zadania j (ang. tardiness);

e E; £ max{0,e; — C;} — prayspieszenie wykonania zadania j (ang. earliness);
o L; £ E; + T; — nieterminowos¢ wykonania zadania j (ang. lateness);

Jezell Cj = €j,

[ ]
Q<
>
——
— O

jezeli O < ej;

. A 0 Jezell Cj < dj,
’ 1 jezeli C; > d;.

Ocena rozwiazan probleméw dokonywana jest przy pomocy réznych kryteriéw (zwa-
nych takze funkcjami celu lub funkcjami kryterialnymi). Najczesciej rozpatrywane sa kry-

teria minimalizacji nastepujacych wielkosci:
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Crnaw = max;eg{C;} — dtugos¢ uszeregowania (ang. makespan);
Lpar = maxjey{L,;} — maksymalna nieterminowos¢ (ang. mazimum lateness);
Tnaz = max;ey{71;} — maksymalne opdznienie zadania (ang. mazimum tardiness);

Y (w;)C; = Yiey(w;)C; — suma (wazonych) terminéw zakonczenia wykonywania

zadan (ang. total (weighted) completion time);

S(w)T; = X jey(w;)T; — suma (wazonych) opdéznien zadan (ang. total (weighted)

tardiness);

SV + X(8;)U; = Yjes(y)Vi + Xie3(8;)U; — (wazona) liczba zbyt wezesnie
oraz zbyt p67no wykonanych zadan (ang. total (weighted) number of early and late

jobs);

> (0y)Ej + X(0)T; = Yjea(j)Ej + Xjea(;)T; — suma (wazonych) przyspieszen
i opéznien zadan (ang. total (weighted) earliness-tardiness).

W celu zwieztego opisu probleméw szeregowania zadan stosuje sie powszechnie tzw.

notacje trojpolowg A | B | C, wprowadzona w pracy [34].

W notacji tej pole A oznacza typ modelowanego systemu i moze przyjmowacé naste-

pujace wartosci:

1 — system jednoprocesorowy;

P — system z identycznymi procesorami réwnoleglymi;

() — system z jednorodnymi procesorami réwnolegtymi;

R — system z niejednorodnymi procesorami rownolegtymi;
F' — system przeptywowy;

J — system gniazdowy;

O — system otwarty.

W przypadku systeméw wieloprocesorowych, obok odpowiedniego symbolu moze pojawic

sie dodatkowo litera m (np., Pm), okreslajaca ustalong liczbe procesoréw. Oznacza to, ze

liczba procesoréw nie jest parametrem wejsciowym problemu.

Pole B opisuje dodatkowe wymagania lub ograniczenia, np.:

pj = p — czasy wykonywania wszystkich zadan sg identyczne, réwne p;
r; — zadania posiadajg niezerowe terminy dostepnosci;

d; — dla zadan okreslono nieprzekraczalne terminy zakonczenia;
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pmin — dopuszcza si¢ przerywanie wykonywania zadan;

prec — zdefiniowane sg ograniczenia kolejno$ciowe dla zadan.

e iree — wystepuja ograniczenia kolejnosciowe typu drzewo w wykonywaniu zadan;

S P — wystepuja ograniczenia kolejnosciowe wykonania zadan w postaci grafu szeregowo-

rownoleglego;

W polu C' definiuje si¢ optymalizowane kryterium, np.: Cpaq, >- Cj, > w;Uj, itd.

2.2 Metody rozwigzywania probleméw szeregowania

Algorytmy rozwigzania probleméw szeregowania zadan mozna podzieli¢ na dwie za-
sadnicze grupy: algorytmy dokladne (dostarczajace rozwiazan optymalnych) i algorytmy
przyblizone (dostarczajace rozwiazan nieoptymalnych). Algorytmy przyblizone stosuje sie
przede wszystkim w celu rozwigzania probleméw, dla ktorych nie skonstruowano wielo-

mianowych algorytméw doktadnych.

Metody doktadne

Do metod doktadnych zaliczaja sie: wielomianowe algorytmy doktadne, programowanie

dynamiczne, programowanie catkowitoliczbowe, metoda podziatu i ograniczen.

Wielomianowe algorytmy doktadne

Wielomianowe algorytmy doktadne dostarczaja rozwigzan optymalnych w czasie wie-

lomianowym. Algorytmy takie mozna skonstruowac jedynie dla probleméw z klasy P.

Programowanie dynamiczne

Istnieje wiele interpretacji metody Programowania Dynamicznego. Ponizej bedziemy
rozwazaé Programowanie Dynamiczne jako proces konstrukeji zbiorow rozwigzan czastko-
wych i wyboru rozwiazania dominujgcego z kazdego z tych zbioréw. Wybor dokonywany
jest w taki sposob, ze przynajmniej jedno rozwigzanie dominujace moze by¢ rozszerzone
do rozwigzania optymalnego.

W przypadku problemow szeregowania zadan rozwigzaniami czastkowymi sg zazwy-
czaj uszeregowania, ktore zawieraja k (k < n) pierwszych zadan.

7 kazdym rozwigzaniem czastkowym skojarzony jest pewien zbiér ¢ + 1 parametrow
V = (k,v1,...,v;), zwyczajowo nazywanych zmiennymi stanu. Zbiér V' zmiennych stanu
jest nazywany stanem. Natomiast zbioér wszystkich stanow jest nazywany przestrzenia

stanow.
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Niech X (V') oznacza zbiér rozwiazan czastkowych bedacych w stanie V. W metodzie
Programowania Dynamicznego, z kazdym stanem V' skojarzona jest pewna funkcja ®(V),
ktora bedziemy nazywac¢ funkcja dominacji. Zazwyczaj minimalizuje lub maksymalizuje
ona pewna wartos¢ na zbiorze X (V). Czastkowe rozwiazanie w stanie V', ktére dostar-
cza wartosci ®(V) dominuje wszystkie pozostale rozwiazania czastkowe. Oznacza to, ze
moze ono by¢ rozszerzone do kompletnego rozwigzania z maksymalng wartoscig funkcji
kryterialnej sposréd wszystkich kompletnych rozwigzan, rozszerzonych z rozwigzan czast-
kowych bedacych w stanie V. Z powyzszego wynika, ze w kazdym zbiorze X (V') wystarczy
wybraé tylko rozwiazanie dominujace do dalszego rozszerzania.

W metodzie Programowania Dynamicznego, wartosci funkeji dominacji ®(V') sa reku-
rencyjnie wyliczane dla réznych stanéw a na koncu wybierany jest stan odpowiadajacy
rozwiazaniu optymalnemu.

Optymalne rozwiazanie moze zosta¢ znalezione poprzez zastosowanie procedury itera-
cyjnej, zwanej procedurqg poszukiwania wstecznego (ang. backtracking).

Zazwyczaj ztozono$é¢ obliczeniowa algorytmow opartych na metodzie programowania

dynamicznego zalezy bezposrednio od wielkoSci przestrzeni stanow.

Programowanie catkowitoliczbowe

Niektore problemy mozna rozwigza¢ poprzez transformacje ich do problemoéw pro-
gramowania catkowitoliczbowego. Niestety postepowanie to dostarcza zazwyczaj zadan
programowania catkowitoliczbowego o tak duzych rozmiarach, ze standardowe metody

ich rozwigzywania nie umozliwiajg uzyskania wyniku w rozsadnym czasie.

Metoda podziatu i ograniczen

Dziatanie metody podzialu i ograniczen polega na bezposrednim lub posrednim ba-
daniu wszystkich rozwiazan problemu. Schemat dziatania mozna przedstawi¢ w postaci
drzewa poszukiwan. Kazdy wezel drzewa odpowiada podzbiorowi rozwigzan dopuszczal-
nych danego problemu. W procesie poszukiwan, przeglada si¢ poszczegdlne wezty drzewa
(poczynajac od korzenia) i ocenia, czy w podzbiorze rozwiazan, odpowiadajacym dane-
mu weztowi, moze znajdowac sie rozwiazanie optymalne. Jesli nie, to wezty poddrzewa,
poczynajac od wezta analizowanego, sa odrzucane z dalszego procesu poszukiwan. W prze-
ciwnym przypadku, z danego wezta generowane sa kolejne wezty. Proces przeszukiwania
drzewa trwa tak dhugo, az dokonamy bezposredniego lub posredniego przegladu wszyst-
kich weztéw w drzewie (tzn., dopdki wszystkie mozliwe rozwiazania problemu nie zostana

sprawdzone badz odrzucone).
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Metody przyblizone

Algorytmy przyblizone warto stosowaé wtedy, gdy czas potrzebny na uzyskanie roz-
wigzania optymalnego jest zbyt dlugi. Najwazniejszymi aspektami, na ktore zwraca sie
uwage przy konstruowaniu algorytmow przyblizonych, jest czas ich dziatania oraz doktad-
no$¢ dostarczanych rozwiazan. Wsrod metod przyblizonych wyrdzni¢ nalezy: algorytmy

konstrukcyjne, algorytmy typu popraw, schematy aproksymacyjne.

Algorytmy konstrukcyjne

Dziatanie algorytméw konstrukcyjnych opiera sie najczesciej na statycznych lub dy-
namicznych regutach priorytetowych, zastosowaniu relaksacji do problemu prostszego lub
aproksymacji rozwiazania w oparciu o inne (prostsze) problemy. W celu skonstruowania
rozwigzania problemu stosowane sg rowniez bardziej wyrafinowane metody, korzystajace
ze specjalnych wtasnosci danego problemu. Algorytmy te charakteryzuja sie z reguty duza

szybkoscig dziatania.

Algorytmy typu popraw

Algorytmy popraw dzielg sie na algorytmy lokalnego poszukiwania oraz algorytmy
metaheurystyczne.

Zasada dziatania algorytmow lokalnego poszukiwania polega na przegladaniu sasiedz-
twa danego rozwigzania i wyborze w nim rozwiazania kolejnego. Proces ten jest powta-
rzany przez pewna liczbe iteracji do momentu gdy zostang spetnione warunki stopu algo-
rytmu. Zazwyczaj warunkiem stopu jest osiggniecie minimum lokalnego.

Algorytmy metaheurystyczne sg wynikiem zastosowania elementéw sztucznej inteli-
gencji do rozwigzywania probleméw kombinatorycznych. Dziataja one podobnie do algo-
rytméw poszukiwania lokalnego, jednak posiadajg duzo bardziej wyrafinowane metody
przegladania sgsiedztwa oraz wyboru kolejnego rozwigzania. Podstawowa cechg tych al-

gorytméw jest to, ze potrafia opusci¢ minimum lokalne.

Schematy aproksymacyjne

Sa to rodziny algorytmoéw przyblizonych, ktére dostarczaja rozwiazan o zadanej do-
ktadnosci. Jezeli czas dziatania tych algorytméw zalezy wielomianowo od rozmiaru proble-
mu, to méwimy wtedy o wielomianowych schematach aproksymacyjnych. Jezeli natomiast
czas ich dziatania zalezy wielomianowo zaréwno od rozmiaru, jak i od odwrotnosci zadanej
doktadno$ci, to mowimy wowcezas o w petni wielomianowych schematach aproksymacyj-

nych.
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W odniesieniu do algorytmoéw przyblizonych celowa jest ich analiza pod katem jakosci
dostarczanych rozwigzan. Najczesciej stosowane sa nastepujace podejscia przy analizie

efektywnosci algorytmow.

e Analiza probabilistyczna — Metoda ta polega na analitycznym wykazaniu sta-
tystycznej zbieznosci algorytmu do rozwiazania optymalnego. W literaturze mozna
spotka¢ niewiele przyktadow takiej analizy, poniewaz jest ona bardzo trudna do

przeprowadzenia.

e Analiza najgorszego przypadku — W podejsciu tym wyznaczana jest roznica
wzgledna pomiedzy rozwigzaniem optymalnym a najgorszym mozliwym, jakie moze
zosta¢ skonstruowane przez analizowany algorytm. Podejscie to jest powszechnie

stosowane wsrod wielu projektantow algorytmow przyblizonych

e Analiza eksperymentalna — Metoda ta polega na ocenie zachowania si¢ algoryt-
mu (btad przyblizenia) w oparciu o wyniki przebiegu algorytmu na ograniczonej,
reprezentatywnej probce instancji. Mimo jej niedoskonatosci, jest to najbardziej po-

pularna metoda analizy algorytmoéw przyblizonych.

Reasumujac, rozwigzanie danego problemu szeregowania zadan polega na jego pre-
cyzyjnym sformutowaniu, okresleniu jego ztozonosci obliczeniowej i skonstruowaniu dla
niego odpowiednich, efektywnych obliczeniowo, algorytméw rozwigzania.

Dla problemoéw wielomianowo rozwiazywalnych, wtasciwym algorytmem jest oczywi-
Scie optymalny algorytm wielomianowy. Dla probleméw NP-trudnych sg to najczesciej

algorytmy pseudowielomianowe i/lub algorytmy przyblizone.



Rozdziat 3
Zastosowania praktyczne

W niniejszym rozdziale przedstawione zostana przyktady rzeczywistych proceséw pro-
dukcyjnych i ustugowych, ktore moga by¢ modelowane przez problemy szeregowania z do-

borem pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan.

Organizacja pracy laboratorium przy inwentaryzacji zrzutu Scie-

kow z zakladoéw przemystowych

Przeprowadzenie inwentaryzacji zrzutu sciekéw przemystowych polega na poborze
i przetransportowaniu probek sciekéw z zaktadow przemystowych do laboratorium oraz
wykonaniu w nim szeregu oznaczen (analiz) chemicznych celem okreslenia emisji poszcze-
gblnych zanieczyszczen do srodowiska przez zaktady przemystowe. Inwentaryzacja zrzutu
sciekéw obejmuje przydzielony laboratorium obszar réwny co najmniej powierzchni woje-
wodztwa, a tym samym dotyczy setek zaktadow przemystowych.

Standardowo laboratorium realizuje pewng ilo$¢ oznaczen, do wykonywania ktorych
posiada wymagane odczynniki i sprzet, a takze wykwalifikowany personel. Przeprowadze-
nie inwentaryzacji wymaga wykonania niestandardowych oznaczen, do ktérych wymaga-
ny jest osobny sprzet laboratoryjny, czesto takze specyficzne odczynniki chemiczne (np.
wzorce do oznaczen). Z uwagi na stan wyposazenia laboratoriow (zwlaszcza panstwowych
jednostek ochrony srodowiska) praktykowane jest wypozyczanie na czas okreslony sprzetu
laboratoryjnego od innych laboratoriéw lub wyspecjalizowanych wypozyczalni. Specjali-
styczna aparatura laboratoryjna jest bardzo kosztowna, np. zakup analizatora rteci typu
AMA to wydatek rzedu 150 tys. zt, analizator spektroskopii atomowej do oznaczania me-
tali kosztuje okoto 200 tys. zt. Z uwagi na to, w odniesieniu do okresowo realizowanych
badan, koszt zakupu wymaganych do nich aparatéw nie ulegtby amortyzacji. Znaczaco
mniejszy jest koszt wypozyczenia sprzetu, przy czym platny jest kazdy dzien korzystania
ze sprzetu. W przypadku, gdy laboratorium nie jest w stanie wykona¢ pewnych ozna-
czen z powodu braku dostepu w danej chwili do specjalistycznego aparatu, mozliwe jest

podzlecenie wykonania analizy innemu laboratorium. W praktyce oznacza to zwickszenie

15
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kosztow realizacji zlecenia ze wzgledu na marze podwykonawcy. Moze jednak zaistnie¢
taka sytuacja, ze w pewnym momencie bardziej optaca sie podzleci¢ wykonanie pewnej
ilosci oznaczen do innego laboratorium, niz ponosi¢ koszty za wydtuzenie okresu wynajmu
specjalistycznego aparatu.

W przypadku realizacji inwentaryzacji zrzutu $ciekow poboru prob dokonuje, zgodnie
z wymaganiami okreslonymi w przepisach, kompetentny personel przygotowany do wta-
Sciwego wyboru miejsca i sposobu poboru prob oraz ich utrwalenia i transportu. Czas
realizacji poszczegélnych zadan jest rézny w zaleznosci od odlegtosci miejsc poboru prob.
Prébka po przywiezieniu do laboratorium poddawana jest wymaganym badaniom przez
odpowiednio przygotowany personel laboratorium. Jezeli z powodu braku dostepu do
aparatu nie ma mozliwosci wykonania pewnych oznaczen w ciggu 24 godzin od momen-
tu poboru prébek Sciekdéw, konieczne jest ich dodatkowe utrwalenie i przechowywanie
w chlodniach laboratoryjnych.

Ponizej opisany jest sposéb zamodelowania przedstawionego powyzej problemu przy
pomocy problemu szeregowania z doborem pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywa-
nia zadan. Osobe¢ pobierajaca probki wraz z przydzielonym srodkiem transportu bedziemy
interpretowaé jako procesor (maszyne). Operacja pobrania i przetransportowania prébek
Sciekow bedzie odpowiadaé wykonaniu zadania (wykonanie oznaczen chemicznych nie jest
juz traktowane jako czesé zadania). Pozadany przedziat zakonczenia wykonywania zadan
charakteryzuje okres wynajmu specjalistycznej aparatury, a tym samym okres, w ktorym
mozliwe bedzie wykonywanie oznaczen na tym aparacie. Koszt przedwczesnego wykonania
zadania to koszt dodatkowego chemicznego utrwalenia probek oraz ich przechowywania
w chtodniach do momentu, kiedy dostepny bedzie wynajety aparat do badan. Natomiast
koszt zbyt pdznego wykonania zadania jest zwigzany z koniecznoscig zaptacenia podwy-
konawcy za wykonane analizy, ze wzgledu na dostarczenie prébki do laboratorium po
zakonczeniu okresu wynajmu aparatu niezbednego do wykonania tego oznaczenia.

Nalezy zatem wyznaczy¢ harmonogram poboru probek Sciekéw oraz ustali¢ okres wy-

najmu specjalistycznej aparatury tak, aby zminimalizowa¢ sume nastepujacych kosztow:
- wynajmu aparatury;

- chemicznego utrwalenia probek i przechowywania ich w chtodniach laboratoryjnych;

- zlecenia wykonania analiz innym laboratoriom.

W laboratoriach badawczych i laboratoriach chemicznych istnieje wiele sytuacji po-
dobnych do opisanej powyzej. Przyktadem moze by¢ prowadzenie reakcji z zakresu chemii
organicznej, w ktorych wykorzystuje sie szereg nietrwalych reagentéw (reagenty organicz-
ne ulegaja reakcjom utleniania lub rozkladu). Produkt jednej syntezy organicznej jest
czesto substratem nastepnej. Jezeli reagenty sa przygotowane przedwcezesénie, przed pro-

cesem danej syntezy, to pojawiaja si¢ koszty ich utrwalania i przechowywania w specjal-
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nych warunkach (np. w chtodniach). Z drugiej strony, zbyt dlugie oczekiwanie produktu

tej syntezy na wykorzystanie w nastepnej oznacza pogarszanie sie jego jakosci i czystosci.

Harmonogramowanie produkcji w odlewni zeliwa

Odlewnia zeliwa w Toowoombie wytwarza odlewy z zeliwa dla ciezkiego transportu,
czesci samochodowe, odlewy do pomp i inne elementy. Razem wytwarzanych jest okoto
1500 réznych odlewow.

Odlewnia zostala wybudowana okoto 100 lat temu. Od tego czasu wokét odlewni po-
wstaty liczne zabudowania, ograniczajac mozliwosé sktadowania wiekszej ilosci produkc;ji.

Kiedy klient sktada zamdwienie na duza partie towaru, to przeprowadzane sa nego-
cjacje, podczas ktorych ustalony jest zaréwno najpozniejszy, jak i najwcze$niejszy termin
odbioru towaru. Jezeli produkt zostanie wytworzony przed najwczesniejszym terminem
odbioru, to odlewnia ponosi koszty zwiazane z magazynowaniem. Oznacza to bowiem ko-
nieczno$¢ wynajecia pewnej powierzchni magazynowej i uiszczenie optaty za kazdy dzien
wynajmu. Jesli natomiast produkt zostanie wytworzony pdzniej niz najpdzniejszy termin
odbioru, to odlewnia musi zaptaci¢ kare okreslong w umowie za kazdy dzien opdznienia.

Odlewnia preferuje sytuacje, w ktérej terminy najwczesniejszego i najpdzniejszego od-
bioru sg od siebie maksymalnie odlegte. Z drugiej strony, klient chciatby odebra¢ wszystkie
zamoéwione odlewy w mozliwie najwezszym przedziale czasowym.

7, powyzszego wynika, ze odlewnia musi, na podstawie dostarczonego przez klienta
zamoéwienia, stworzy¢ wstepny harmonogram produkcji oraz ustali¢ terminy odbioru pro-
duktow, minimalizujgce sume wszystkich kosztéw producenta. Terminy te nastepnie sg
przedstawiane klientowi, w celu podpisania ostatecznej umowy.

Sytuacja podobna do przedstawionej powyzej moze zaistnie¢ w innych zaktadach wy-
tworczych, w ktérych zbyt wezesne wytworzenie produktu powoduje powstanie kosztéw
zwigzanych magazynowaniem, ubezpieczeniem oraz zamrozeniem srodkéw finansowych,
natomiast zbyt pézne wytworzenie produktu zwiazane jest z karami okreslonymi w umo-

wie i kosztami przesylek ekspresowych.

Minimalizacja koszté6w magazynowania i transportu w zakladzie

produkcyjnym

Rozwazmy zaktad produkujacy na zamowienie, usytuowany w centrum miasta i przez
to nie posiadajacy wystarczajacej powierzchni magazynowej. Zaktad taki zmuszony jest
do wynajmowania magazynéw w poblizu, co wigze sie ze znacznymi optatami, lub mu-
si przewozi¢ wytworzone produkty do magazynéw potozonych znacznie dalej, poza cen-
trum miasta. Koszt wynajecia odleglejszych magazynow jest znikomo maty w poréwnaniu
z kosztami wynajecia magazynoéw potozonych w centrum, nalezy jednak w tym przypadku

uwzgledni¢ dodatkowe koszty transportu.
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W celu zredukowania kosztéw transportu gotowych produktéow do odbiorcy, wickszosé
z nich jest wysytana do klienta w duzej partii, wybranym - najbardziej ekonomicznym
srodkiem transportu (np. pociag, ciezaréwka). Do momentu wystania do klienta, towar
jest przechowywany w magazynach. Produkty wytworzone po momencie wystania gtow-
nej partii produktéw sa dostarczane do klienta innym - drozszym Srodkiem transportu
(przesytka kurierska).

W przypadku realizacji zamowienia na wieksza partie produktéw, zaktad musi przy-
gotowa¢ odpowiedni harmonogram produkcji, zdecydowac na jaki czas optacalne jest wy-
najecie dodatkowej, znacznie drozszej, powierzchni magazynowej w poblizu zaktadu oraz
ustali¢ moment przestania gtéwnej partii produktéw do klienta w celu minimalizacji kosz-
tow magazynowania i transportu.

Ponizej zostanie przedstawiony sposéb transformacji przedstawionego problemu do
problemu szeregowania z doborem pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania za-
dan. Uszeregowanie zadan bedzie harmonogramem produkcji. Koniec pozadanego prze-
dzialu zakonczenia wykonywania zadan to moment wystania gtéwnej partii produktéw do
klienta, natomiast szeroko$¢ tego przedziatu to czas dzierzawy magazynu znajdujacego sie
w poblizu zaktadu produkcyjnego. Koszt przedwczesnego wykonania zadania jest kosz-
tem transportu produktu do odleglejszego magazynu. 7 drugiej strony, koszt opdznienia
wykonania zadania interpretujemy jako koszt przestania drozszym $rodkiem transportu

produktu wytworzonego juz po wystaniu gtownej partii produktow.

Wyznaczanie harmonograméw obsltug technicznych dla statkow

powietrznych

Opisany ponizej problem wyznaczania harmonograméw obstug technicznych dla stat-
kéw powietrznych zostal zaczerpniety z rozprawy doktorskiej Pana Marcina Marka [86].
Problem ten mozna zamodelowaé przy pomocy rozwazanych w pracy probleméw.

Zgodnie z obowiazujacymi regulacjami prawnymi, przewoznik lotniczy zobowigzany
jest posiadaé¢ zaplanowany na rok z gory harmonogram obstug technicznych swojej floty.
Sa one prowadzone przez odpowiednio przygotowany personel techniczny, ktory wykorzy-
stuje w tym celu specjalistyczny sprzet w przystosowanych do tego warsztatach. Warsztat
zazwyczaj posiada wiecej niz jedna linie obstugowa (pozwala to na jednoczesne, réwnolegte
prowadzenie obstug technicznych kilku statkéw powietrznych). Obstugi techniczne dane-
go statku powietrznego nie musza by¢ prowadzone w miejscu jego macierzystego lotniska.
Prowadzone obstugi techniczne majg charakter cykliczny, a ich dtugosé uzalezniona jest
od modelu statku powietrznego i wypadajacego dla niego przyrostu resursu godzinowego.
Resurs ten jest informacjg o nalocie godzinowym danego statku powietrznego w trakcie
jednego cyklu obstug technicznych. Ponizej przedstawiony jest taki przyktadowy cykl dla

hipotetycznego statku powietrznego:
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po 50 godzinach nalotu wykonuje si¢ krotka obstuge techniczng trwajaca 7 dni;

po 100 godzinach nalotu nalezy wykona¢ obstuge techniczna $redniej dhugosci trwa-

jaca 14 dni;

po 150 godzinach nalotu ponownie nalezy wykona¢ krétka obstuge techniczng trwa-

jaca 7 dni;

po 200 godzinach nalotu wykonuje si¢ dtuga obstuge techniczng trwajaca 21 dni.

Po calym cyklu obstug technicznych resurs godzinowy jest zerowany i caly proces
obshugowy zaczyna sie od poczatku.

Czas, ktory uptynat od momentu rozpoczecia eksploatacji statku powietrznego nazy-
wany jest resursem czasowym. Kazdy statek powietrzny powinien by¢ wycofany z dalszej
eksploatacji po osiagnieciu ustalonego dla danego modelu limitu resursu czasowego (np.
30 lat).

Ponizej opisany jest sposéb transformacji powyzszego problemu harmonogramowania
obstug technicznych dla floty statkéw powietrznych do problemu szeregowania zadania
z doborem pozadanych przedziatow zakonczenia wykonywania zadan. Harmonogram ob-
stug bedziemy interpretowac¢ jako uszeregowanie zadan. Linie obstugowe w warsztatach
odpowiadaja procesorom. Pozadane przedzialy zakonczenia wykonywania zadan charak-
teryzuja czas pobytu pilota oblatywacza na lotnisku przywarsztatowym. Ich szerokosé¢
zwigzana jest z kosztami wynagrodzenia, zakwaterowania i wyzywienia pilota oblatywa-
cza. Wspomniane przedzialy czasowe mogg by¢ wspolne dla poszczegdlnych grup zadan,
co jest zwiazane z uprawnieniami, jakie posiada pilot oblatywacz (uprawnienia do oblotu
moga dotyczyé¢ réznych modeli statkéw powietrznych). Jezeli obstuga techniczna stat-
ku powietrznego zakonczy sie przed przybyciem pilota oblatywacza, pojawiaja si¢ koszty
zwigzane z uptywem resursu czasowego dla tego statku powietrznego przy braku jego eks-
ploatacji oraz koszty przechowywania statku powietrznego w przywarsztatowym hangarze.
Jesli natomiast obstuga techniczna statku powietrznego zakonczy si¢ po okresie oblotow
dokonywanych przez pilota oblatywacza, to zadania transportowe przewidziane dla tego
statku powietrznego beda musiaty by¢ wykonane przy uzyciu innego statku powietrzne-
go (planujac dla niego dodatkowe wyloty). Powoduje to powstanie kosztéw zwiazanych
z utrzymaniem w dtuzszej pracy urzadzen elektronawigacyjnych i radionawigacyjnych na
lotniskach oraz kosztéw wydtuzenia czasu pracy personelu technicznego obstugujacego te

lotniska.



Rozdziat 4

Stan badan

4.1 Wstep

W niniejszym rozdziale dokonano przegladu dorobku naukowego, ktorego tematyka
stanowi geneze badz jest zwigzana z rozpatrywanymi w pracy problemami szeregowania.

W Podrozdziale 4.2 przedstawione sa uzyskane w literaturze rezultaty dotyczace pro-
blemow szeregowania z pozadanymi momentami zakonczenia wykonywania zadan, w kto-
rych powstaje koszt, jezeli zadanie zakonczy wykonywac si¢ przed lub po wyznaczonym
momencie. Natomiast rezultaty dotyczace probleméw z pozadanymi przedziatami zakon-
czenia wykonywania zadan, bedace uogodlnieniem probleméw z pozadanymi momentami
zakonczenia wykonywania zadan, przedstawione sg w Podrozdziale 4.3. Niniejszy rozdziat

zamyka krétkie podsumowanie.

4.2 Problemy z pozagdanymi momentami zakonczenia

wykonywania zadan

Pozadane terminy zakonczenia wykonywania zadan i zwigzana z nimi minimalizacja
nieterminowo$ci wykonania zadan sg od pewnego czasu przedmiotem duzego zaintereso-
wania wérod naukowcéw. Powszechnie uwaza sie, ze praca Jacksona z 1955 [43] stanowi
punkt startowy, inicjujacy badania nad ta wtasnie problematyka. Rozne aspekty rozpatry-
wania pozadanych terminéw zakonczenia wykonywania zadan sg tematem nastepujacych
prac przegladowych: Sena i Gupty z 1984 [93]|, Raghavarchariego z 1988 [91], Bakera
i Scuddera z 1990 [11] oraz Koulamasa z 1994 [70]. Obszerny przeglad probleméw szere-
gowania, w ktérych dobér pozadanych terminéw zakonczenia wykonywania zadan odbywa
sie w procesie optymalizacyjnym, znajduje sie w pracach Gordona, Protha i Chu z 2002
roku [30] i [31].

W literaturze rozpatrywano wiele modeli doboru pozadanego przedziatu zakonczenia

wykonywania zadan. Ponizej przedstawione zostana dwa z nich, ktére sa najblizsze pro-

20
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blematyce rozwazanej w niniejszej pracy:

e CON (CONstant number): d; = d,
e SLK (equal SLacKs): d; = d + (r;) + pj,

gdzie d oznacza parametr doboru pozadanych terminéw zakonczenia wykonywania zadan.
Oznaczenia powyzszych modeli doboru pozadanego terminu zakonczenia wykonywania
zadan umieszcza si¢ w drugim polu notacji trojpolowe;j.

Najczesciej rozpatrywany jest model CON, w ktorym pozadany termin zakonczenia
wykonywania zadan jest wspolny dla wszystkich zadan i jest dobierany w procesie opty-
malizacyjnym. W modelu SLK warto$¢ pozadanego terminu zakonczenia wykonywania
zadania jest rOwna sumie jego czasu wykonywania oraz pewnej wspolnej dla wszystkich
zadan zmiennej decyzyjnej.

Najistotniejsze rezultaty dotyczace problemoéw szeregowania z doborem pozadanych
terminow zakonczenia wykonywania zadan zamieszczono w kolejnych dwéch tabelach.
Tabela 4.1 uwzglednia te problemy, w ktorych wystepuje model CON. Tabela 4.2 zawiera
rezultaty dotyczace problemow, w ktérych wystepuje model SLK. W tabelach poszcze-
goblne problemy przedstawiono w oméwionej w Rozdziale 2 tréjpolowej konwencji zapisu.

W przedstawionych ponizej tabelach (oraz tych znajdujacych sie w kolejnym podroz-

dziale) pojawiaja sie dodatkowo nastepujace oznaczenia:

e ¢ — dopuszczalne odchylenie od pozadanego terminu zakonczenia wykonywania za-

dania;

dy — preferowana wartos¢ pozadanych terminéw zakonczenia wykonywania zadan;

/ / / / 3.
aaajaa 7aj767ﬁj757 j7’776707wj — wagl;

g, h— funkcje monotonicznie niemalejace.
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Tabela 4.1: Najistotniejsze rezultaty osiggniete dla probleméw szeregowania, w kto-

rych wystepuje model CON.

Lp.

Problem

Zlozonosé

obliczeniowa

Dorobek badawczy

Lld; = d| X (E; +Tj)

O(nlogn)

Kanet (1981)[67], Panwalker i
in. (1982)[89], Bagchi i in.
(1986)[8], Hall (1986)[88], Bag-
chi i in. (1987)[10]

1ld; = d| 2 (aE; + BT})

O(nlogn)

Panwalker i in. (1982)[89], Bag-
chi i in. (1987)[10]

1|d; = d[ ¥ (aE; + BT} + vd)

O(nlogn)

Panwalker i in. (1982)[89]

Ld; = d| 2 (aEj + 5T;) +
ymax {0,d — dp}

O(nlogn)

Seidmann i in. (1981)[92]

Lld; =d| X a; (E; +1T})

NP-trudny

Hall i Posner (1991) [38];

alg. prog. dyn.: Hall i Posner
(1991)[38], De i in. (1990)[22],
Jurisch i in. (1997) [63]; alg.
podz. i ogr.: Cheng (1990) [17];
sch. aproks.: Kovalyov i Kubiak
(1999) [74]; heuryst.: Hao i in.
(1996) [39]

Lld; = d| X (o E; + 85T})

NP-trudny

alg. podz. 1 ogr.: Dileepan
(1993)[26], De i in. (1994)[25],
heuryst.: Gupta i in. (1990)
[36], Dileepan (1993) [26], De
iin. (1994) [25], James(1997)
[44], Lee i Kim (1995) [80]

l|d; € (d—e,d+¢)]
> (B +T5)

O(nlogn)

Cheng (1988) [15], Dickman i
in. (1991)[31], Weng i Ventura
(1994) [100], Wilamowsky i in.
(1996)[101]

Lld; =d| Y (B2 +T2)

NP-trudny

Kubiak (1993) [76]; alg. prog.
dyn.: Kahlbacher (1989) [64],
De i in. (1992,1993) [22][23];
alg. podz. i ogr.: Bagchi i in.
(1987)[10]; heuryst.: Gupta i
in. (1993)[35], Jurisch i in.
(1997)[63]
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Tabela 4.1: (Kontynuacja)
Lp. Problem Ztozonos¢ Dorobek badawczy
obliczeniowa
9. | 1]d; =] O(n) De i in. (1991)[21]
> w;U; +ymax{0,d — dp}
10. | 1|d; = d| X w;U; +~d O(n) Kahlbacher i Cheng (1993) [66]
11. | 1|d; = d| X (U;+g(E;))+h(d) O(nlogn) Kahlbacher i Cheng (1993) [66]
12. | 1|d; = d| X (w;U; + aE;) +~d O(n?) Kahlbacher i Cheng (1993) [66]
13. | 1], = d| > w;U; + h(d) NP-trudny | Kahlbacher i Cheng (1993)[66]
4. | 1|d; = d| X (w;U; + g(E;)) NP-trudny | Kahlbacher i Cheng (1993)[66]
15. | 1|d; = d] max { Emax, Tmax } O(n?) Cheng (1987) [14]
16. | 1|d; = d|max {w;(E; + T;)} NP-trudny | Li i Cheng (1994)[81]
17. | Q|d; =d| X (E; + 1) O(nlogn) Emmons (1987)[27]
18. | Qld; =d| X (aE; + BT;) O(nlogn) Emmons (1987)[27]
19. | R|d; =d|> (E; +T;) O(n?) Alidaee i Panwalker (1993)[4],
Kubiak i in. (1990)[77]
20. | P|d; =d,p; =p| O(1) Cheng i Chen (1994)[18]
> (aE; + BT + vd)
21. | P2|d; =d| NP-trudny | Cheng i Chen (1994)[18]; alg.
> (aE; + BT; + ~d) prog. dyn.: De i in. (1994)[24]
22. | Pm|d; =d| NP-trudny alg. prog. dyn.: De 1 in.
5 (aE; + BT, +7d) (199424
23. | P|d; =d| X (aE; + BT; +~vd) | s. NP-trudny | De i in. (1994)[24], heuryst.:
Cheng (1989)[16]
24. | Qld; =d| X (aEj+ 81+ vd) | s. NP-trudny | heuryst.: Adamopoulos i Papis
(1998)[2]
25. | Pld; =d| X (U; + aE;) O(nlogn) Kahlbacher i Cheng (1993)[66]
26. | Pld; = d| Y (w;U; + aEj) O(n?) Kahlbacher i Cheng (1993)[66]
27. | Pld; =d| X Uj + ~d NP-trudny | Kahlbacher i Cheng (1993)[66]
28. | Pld; = d| max {Emax, Tmax } NP-trudny | Cheng i Chen (1994)[18]
29. | P|d; = d|max {w;(E; +T;)} | s. NP-trudny | Lii Cheng (1994)[81]
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Tabela 4.2: Najistotniejsze rezultaty osiggniete dla probleméw szeregowania, w kto-

rych wystepuje model SLK

Lp. Problem Ztozonos¢ Dorobek badawczy
obliczeniowa
L. | 1|d; = d+ pj|Timax +vd O(nlogn) Cheng  (1989)[16], Alidaee
(1991)[3]
2. | llpmtn,prec,rj,d; = d+1r; + O(nlogn) Gordon (1993)(33]
Pi| Tmax + vd
3. | lpmtn,tree,rj,d; = d+r; + O(nlogn) Gordon (1993)(33]
5| Tnax + v
4. | 1|d; = d+pj| X (E; + Tj) O(nlogn) Gupta i in.  (1990)[36],
Karacapilidis i Pappis
(1993,1995)[68],[69]
5. | 1|d; = d+ p,l O(nlogn) Adamopoulos i Pappis
5 (aF, + BT, +d) (1996)]1]
6. | 1|d; =d+pj|>Xa;(E;+1T)) NP-trudny | heuryst.: Gupta i in. (1990)[36]
7| 1]d; = d+p;| > (B2 +T?) NP-trudny | Kahlbacher (1993)[65]
8. | 1ld; =d+p;,C; <d;j|>Xg(E ) O(nlogn) Qi i Tu (1998)[90]
9. | 1|dj =d+p;,C; <dj|>Xa;E;|  O(nlogn) Gordon i Strusevich (1999)[32]
10. | 1|d; = d + py, C < dj| O(nlogn) Gordon i Strusevich (1999)[32]
> e
11. | 1|SP,d; =d+ p;,C; < dj| O(n*logn) | Gordon i Strusevich (1999)[32]
Yok
12. | 1|SP,d; =d+ p;,C; < dj O(n*logn) | Gordon i Strusevich (1999)[32]
> ye”
13. | 1|prec,d; = d+ p;, C; < d; s. NP-trudny | Gordon i Strusevich (1999)[32]
> F;

W Tabeli 4.3 przedstawione zostaly najistotniejsze rezultaty uzyskane w literatu-

rze dla probleméw szeregowania, w ktorych mamy do czynienia z ustalonym wspolnym

dla wszystkich zadan pozadanym terminem zakonczenia ich wykonywania. Oznaczenie

d; = ci, ktore bedzie pojawiato sie w drugim polu notacji tréjpolowej, bedzie oznaczato,

ze wszystkie zadania maja jeden wspélny i z gory zadany pozadany termin zakonczenia

ich wykonywania.
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Tabela 4.3: Najistotniejsze rezultaty osiggniete dla probleméw szeregowania z zada-

nym wspolnym terminem zakonczenia wykonywania zadan

Lp. Problem Ztozonos¢ Dorobek badawczy
obliczeniowa
1. | 1|d; =d|S(E; + T)) NP-trudny | Hoogeveen i van de Velde (1991) [42];

alg. progr. dyn.: Hall i in. (1991) [37],
Ventura i Weng (1995) [98], De i in.
(1993) [23]; alg. podz. i ogr. Bagchi
i in. (1986) [8], Szwarc (1989) [97]
heurist.: Sundararaghavan i Ahmed
(1984) [96], Hoogeveen i in. (1994)
[41]

2. | 1|d; = d| Y (aE; + BT;) NP-trudny alg. progr. dyn.. De i in. (1993)
[23]; alg. podz. i ogr.: Bagchi i in.
(1987) [10]

3. | 1ld; = d| Y oi(E;+ 1)) NP-trudny alg. progr. dyn.: Hoogeveen i van de
Velde (1991) [42]

1d; = d| X (o, E;+6;T;) | NP-trudny | heuryst.: James (1997) [44]

1)d; = cZ|Z(04EJ2 + BT7) | NP-trudny | alg. progr. dyn.: Kahlbacher (1989,
1993) [64, 65], De i in. (1993) [23] alg.
podz. i ogr.: Bagchiiin. (1987) [9, 10],
De i in. (1989, 1990a) [19, 20]

6. | 1d; = cZ|Zoszj + NP-trudny alg. podz. i ogr., heuryst.: De i in.
v max{d — dy, 0} (1991) [21]

4.3 Problemy z pozadanymi przedziatami zakoncze-

nia wykonywania zadan

W niniejszym podrozdziale przedstawiony zostanie przeglad literatury po$wieconej
problemom szeregowania z pozadanymi przedziatami zakonczenia wykonywania zadan.

W przypadku probleméw z pozadanymi momentami zakonczenia wykonywania zadan,
zadanie nie ponosi kary jezeli zakonczy wykonaé¢ sie¢ doktadnie w pozagdanym momencie
zakonczenia wykonania. Natomiast w przypadku probleméw z pozadanymi przedziatami
zakonczenia wykonywania zadan, zadanie nie ponosi kary jezeli zakonczy sie¢ wykonywac
wewnatrz pewnego przedziatu czasowego. Wynika z tego, ze koncepcja pozadanego prze-
dzialu zakonczenia wykonywania zadan jest pewnym uogélnieniem koncepcji pozadanego
momentu zakonczenia wykonywania zadan.

W przedstawionym ponizej przegladzie literatury zastosowane beda nastepujace ozna-
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czenia odnoszace si¢ do roznych modeli pozgdanych przedziatow zakonczenia wykonywania

zadan:

o (&, dj> - kazde zadanie ma indywidualny pozadany przedziat zakonczenia jego wy-

konywania, ktory jest z géry zadany;

e (¢,d) - wszystkic zadania maja wspolny pozadany przedzial zakonczenia wykony-

wania zadan, ktory jest z gory zadany;

e (e, d) - wszystkie zadania maja wspdlny pozadany przedzial zakonczenia wykonywa-

nia zadan; zaréwno poczatek jak i koniec tego przedziatu sa zmiennymi decyzyjnymi;

e (e,e + D) - wszystkie zadania maja wspolny pozadany przedzial zakonczenia wy-
konywania zadan; poczatek tego przedziatu jest zmienng decyzyjna, natomiast jego

szerokos¢ jest z géry zadana.

e (e¢; = e+pj,d; = d+pj) - szerokos¢ pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania
zadan jest wspoélna dla wszystkich zadan; poczatek tego przedziathu jest réwny sumie
pewnej zmiennej decyzyjnej, ktora jest wspélna dla wszystkich zadan, oraz czasu

wykonywania tego zadania.

o (¢; =e,d; = d+ p;) - poczatek pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania
zadan jest wspélny dla wszystkich zadan oraz jest zmienng decyzyjna; koniec tego
przedziatu jest rowny sumie pewnej zmiennej decyzyjnej, ktora jest wspolna dla

wszystkich zadan, oraz czasu wykonywania tego zadania.

e (¢; = e+pj,d; = d) - poczatek pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania za-
dan jest réwny sumie pewnej zmiennej decyzyjnej, ktora jest wspolna dla wszystkich
zadan, oraz czasu wykonywania tego zadania; koniec tego przedziatu jest wspolny

dla wszystkich zadan oraz jest zmienng decyzyjna.

Powyzsze oznaczenia pojawia¢ sie beda w drugim polu notacji tréjpolowe;j.
Nalezy w tym miejscu podkresli¢, ze w niniejszej rozprawie badane beda problemy sze-
regowania z doborem wspolnego pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan,

czyli z nastepujacymi modelami: (e, d) i {(e,e + D).
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Tabela 4.4: Problemy szeregowania z modelami (é;, ci]) pozadanych przedzialéw za-

konczenia wykonywania zadan

Lp. Problem Ztozonos¢ Dorobek badawczy
obliczeniowa
1| 1&;,d;);d; —e; > p;] NP-trudny | heuryst.: Koulamas (1996)[71]
X(E +T5)
1(é;,d;)| (o, E; + B;T5) s. NP-trudny | heuryst.: Wan i in. (2002)[99]
11(é;,d,);d; — e; > pj s. NP-trudny | heuryst.: Koulamas (1997)[72]
2 (w; Vi + w;Uj)
4. | 1(é;,d;)] O(nlogn) | Sidney (1997)[94]
max{max g(E;), max h(1};)}
5. | 11, d) | S(V; + U,) NP-trudny | heuryst.. Yoo i Martin-Vega
(2001)[106]
6. | 1/(¢5,d;); ;| S(V; + U;) NP-trudny | heuryst.. Yoo i Martin-Vega
(2001)[106]
7. | 1[(&;,d;)| max {g;(E,), h;(T;)}| NP-zupety | alg. aproks.: Smutnicki
(1997)[95]

Tabela 4.5: Problemy szeregowania zadan z modelami (é, ci) pozadanych przedzialéw

zakonczenia wykonywania zadan

Lp. Problem Ztozonos¢ Dorobek badawczy
obliczeniowa

1. | 1/(&,d)| Y (aE;+0T;+a'V,+ NP-trudny | alg. progr. dyn.: Yeung i in.
BU; +5C;) (2001)[103]

2. | 1|(e, d)| (o E; + 5;U;) NP-trudny | alg. progr. dyn.: Liman i Rama-

swamy (1994)[85]

11(é,d)| S (V; + U;) O(nlogn) | Yoo i Martin-Vega (2001)[106]
1/(e, dy; 5| S(V; + U;) O(nlogn) | Yoo i Martin-Vega (2001)[106]
P|(é,d)] (o E; + B;T;) s. NP-trudny | alg. podz. i ogr.. Chen i Lee

(2002)[13]
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Tabela 4.6: Problemy szeregowania zadan z modelami (e; e + D) pozadanych prze-

dziatow zakonczenia wykonywania zadan

Lp. Problem Ztozonos¢ Dorobek badawczy
obliczeniowa
1. | 1{e;e+D)| > (aE;+0T;)+de O(nlogn) Liman i in. (1996)[82]
2. | 1|{e;e + D)] O(nlogn) Yeung i in. (2001)[104]
Y (aE;+BTi+a'Vi+3'U;)+-de
3. | 1I|{e;e+ D); D < min p,| O(nlogn) Wu i Wang (1999)[102]
> (aE; + BT;) + yd + 6C;
4. | 1{e,e+ D)| (o E; + B;U;) NP-trudny | alg. progr. dyn.: Liman i Rama-
swamy (1994)[85]
5. | P2[(e;e+ D)| X(aE; + BTj) NP-trudny | alg. progr. dyn.: Kramer i Lee
(1994)[75]
6. | Pl{e;e+D)la>XE;+ 3> T; | s. NP-trudny | heuryst. Kramer i  Lee
(1994)[75]
7. | F2|(e;e+ D)| X (E; +15) s. NP-trudny | heuryst., alg. podz. i ogr. Yeung
i in. (2004)[105]
8. | I{ese+D)| >(o;V; + 5;U;) + NP-trudny | alg. prog. dyn.: Yeung i in.
vd (2001) [104]
9. | I{ese+ D)| X (o E; + 5T + NP-trudny | alg. prog. dyn.: Yeung i in.
o Vi+B35U;) +y max{d—dy, 0} (2001) [104]
10. | 1|{e;e + D)| > (;V; + B;U; + NP-trudny | alg. prog. dyn.: Yeung i in.
0,C;) + y max{d — do, 0} (2001)[104]
11. | 1|{e,e + D)| > (e, E; + 5;T7) NP-trudny | alg. podz. i ogr.: Azizoglu i We-
bster (1997)[5]
12. | Pl{ese+ D)|> (o, E; + B;1;)| s. NP-trudny | alg. podz. i ogr.. Chen i Lee

(2002)[13]

Tabela 4.7: Problemy szeregowania zadan z modelami (e; d) pozadanych przedziatow

zakonczenia wykonywania zadan

Lp. Problem Ztozonos¢ Dorobek badawczy
obliczeniowa
1. | 1/{e;d)| S(aE; + BT;) + e+ |  O(nlogn) | Liman i in. (1998)[84]
V(d—e)
2. | 1{e;d);pj = ply— 5] X(aEj+ O(n?) Liman i in. (1997)[83]
BT + Gix;) + de +(d — e)
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Tabela 4.7: (Kontynuacja)

Lp. Problem Ztozonos¢ Dorobek badawczy
obliczeniowa
3. | P2l{e;d)| X(E;+T;)+(d—e) NP-trudny | sch. aproks., alg. podz. i ogr.:
Janiak i Marek (2002,2004)
(51, 54]
4. | P2|(e;d)| max{o max E;, NP-trudny | sch. aproks., alg. podz. i ogr.:
BmaxT;,v(d—e)} Janiak i Marek (2003,2004)
[52, 54]
5. | P|{e;d)| max{omax E}, s. NP-trudny | heuryst.. Janiak 1 Marek
BmaxT;,v(d—e)} (2004)[54]
6. | Pl(e;d)| max{omax E}, s NP-trudny | heuryst.: Mosheiov (2001)[87]
BmaxT;,~v(d—e),0e}

Tabela 4.8: Problemy szeregowania zadan z innymi modelami pozadanych przedzia-

tow zakonczenia wykonywania zadan

Lp. Problem Ztozonos¢ Dorobek badawczy
obliczeniowa

L. | 1|{e; = e+pj;d; = d + p;)| O(n) Janiak i Marek (2004)[55]
max{a max F;, fmax T},
V(d—e)}

2. | 1[{e; = e;dj = d + pj)| O(n) Janiak i Marek (2004)[86]
max{amax F;, fmax T},
v(d—e)}

3. | I|{e; = e+pj;d; =d)| O(n) Janiak i Marek (2004)[86]
max{amax F;, fmax T},
V(d—e)}

4. | 1|{e; = e +pj;d; = d+ pj)| O(nlogn) Janiak i Marek (2004)[55]
S (0 + BT)) + 1(d - o)

5. | P2|{ej = e+ pj;d; = d+ p,)| NP-trudny | sch. aproks., alg. podz. i ogr.:
SN(E; +T;)+ (d—e) Janiak 1 Marek (2004)[54]

6. | P2l(e; =e+pj;d; =d+ p,)| NP-trudny | sch. aproks., alg. podz. i ogr.:
max{amax F;, fmax T}, Janiak 1 Marek (2004)[54]
V(d—e)}
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4.4 Podsumowanie

Jak wynika z przedstawionego powyzej przegladu literatury, problemy z doborem
wspolnego pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan sg stosunkowo od nie-
dawna przedmiotem zainteresowania naukowcéw i jak dotad rozpatrywane byty w bardzo
waskim zakresie. Ponadto, wiele typow kryteriow optymalizacji nie byto w ogole rozpa-
trywanych. Przyktadowo, nalezy zauwazy¢, ze sposréd problemoéow, w ktorych zaréowno
poczatek, jak i koniec pozadanego przedzialu zakonczenia wykonywania zadan sa zmien-
nymi decyzyjnymi, nie rozpatrywano wczesniej probleméw z réznymi dla poszczegdlnych
zadan funkcjami kar za nieterminowe wykonanie, mimo ze modeluja one wiele proceséw
rzeczywistych.

W zwiazku z tym, w niniejszej pracy podjeto badania nad wybranymi problemami sze-
regowania z doborem wspolnego pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan.

Wyniki tych badan przedstawiono w kolejnych rozdziatach.
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Problem z liniowymi identycznymi
dla wszystkich zadan funkcjami kar

za nieterminowos¢ wykonania

5.1 Wstep

W niniejszym rozdziale przedstawione zostana nowe wyniki, uzyskane przez autora
niniejszej pracy, dotyczace jednoprocesorowego problemu szeregowania z optymalnym do-
borem pozadanego przedziatlu zakonczenia wykonywania zadan, przy zadanym dolnym
i gornym ograniczeniu na szerokos¢ tego przedziatu. Minimalizacji podlega wazona suma
przyspieszen i op6znien wykonania zadan oraz nieliniowa kara zwigzana z szerokoscia tego
przedziatu. Problem ten jest uogélnieniem dwoch probleméw rozwazanych w pracach [82]
i[84].

Czesé przedstawionych w tym rozdziale rezultatow zostato wezesniej opublikowanych
w pracy [56].

Niniejszy rozdzial zawiera precyzyjne sformutowanie badanego problemu (Podrozdziat
5.2). Nastepnie wprowadzone zostaja niezbedne oznaczenia oraz wykazane wlasnosci roz-
wiazania optymalnego (Podrozdzial 5.3). W Podrozdziale 5.4 opisany jest algorytm, ktéry
rozwigzuje optymalnie analizowany problem w czasie wielomianowym. Niniejszy rozdziat

zamyka krétkie podsumowanie uzyskanych wynikow.

5.2 Sformutowanie problemu

Ponizej zostanie przedstawiona definicja badanego problemu.
Zadany jest zbiér n niezaleznych i niepodzielnych zadan J = {1,...,n} do wykona-
nia na pojedynczym procesorze. Procesor ten moze wykonywaé¢ jednoczes$nie tylko jedno

zadanie. Kazde zadanie j € J, o czasie wykonywania p;, jest dostepne w momencie 0.

31
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Wszystkie zadania maja wspolny pozadany przedziat zakonczenia wykonywania. Pocza-
tek i koniec tego przedziatu oznaczmy przez e i d.

Rozwiazanie (harmonogram) okresla momenty zakonczenia wykonywania zadan oraz
poczatek i koniec pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan.

Przypomnijmy nastepujace oznaczenia:
e S; - moment rozpoczecia wykonywania zadania j;
e (; - moment zakonczenia wykonywania zadania j;

o 2 le— C},0} - czas przedwezesnego wykonania zadania j (przyspieszenie wyko-

nania zadania j);

o T} = {C; — d,0} - czas zbyt pbéznego wykonania zadania j (op6znienie wykonania

zadania j).

W celu podkreslenia, ze konkretne oznaczenie, np. S;, odnosi si¢ do pewnego, okreslonego
harmonogramu o, stosowany bedzie nastepujacy zapis: S;(c). Ta sama zasada bedzie
obowiazywaé¢ rowniez dla oznaczen wprowadzonych w dalszej czedci niniejszej pracy.

Niech Diin, (Diin, = 0) 0raz Dypay (Dimaz < Y- p;) 0znaczaja odpowiednio dolne i gorne
ograniczenie na szeroko$¢ pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan, tzn.
kazde rozwigzanie dopuszczalne musi spetnia¢ nastepujace nieréwnosci D, < d — e <
Do

Celem jest znalezienie takiego harmonogramu o (spetniajacego ograniczenie D, <

d — e < Dz ), ktéry minimalizuje wartosé nastepujacego kryterium:

Z(o) =Y (aB; + BT;) + be + fw(d — e),
jed
gdzie « > 0, B > 0 oraz € > 0 sa zadanymi wagami, ktére przyjmuja tylko war-
tosci catkowite, natomiast fy jest dowolng wypukty i niemalejaca funkcjg okreslong na
przedziale [Doin, Dimas), taka ze fyy (Din) =0 .
Zaktadamy rowniez, ze czasy wykonywania zadan oraz poczatek i koniec przedziatu
le, d] przyjmuja tylko wartosci catkowite.

W tréjpolowej notacji [34], problem moze byé przedstawiony nastepujaco:
1/{e, d); Dinin < d — € < Dpas| > _(aE; + BT}) + e + fw(d — e).

W celu skrocenia notacji, badany problem bedziemy oznacza¢ rowniez jako P1.
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5.3 Wilasnosci rozwigzania optymalnego

W niniejszym podrozdziale przedstawione zostana wtasnosci rozwigzania optymalnego

problemu P1.

Witasno$é¢ 5.1. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P1, w ktérym nie ma okresow

bezczynnosci procesora pomiedzy wykonywaniem poszczegolnych zadan.

Dowdd. Zatézmy, ze znane jest rozwigzanie optymalne o. Niech 7 oznacza kolejnosé
wykonywania zadan (permutacje). Przyjmijmy, ze rozwigzanie ¢ nie spelnia dowodzonej
wlasnodci, tzn. istnieja przynajmniej dwa takie zadania 7(j) oraz m(j + 1), ze Sr(j1) >
Cr(j)- W celu uproszczenia notacji wprowadzmy nastepujace oznaczenia: t; = Cr(j) oraz
ta = Sx(j+)-

Pokazemy, ze przedzial bezczynnosci procesora [t1, t5] mozna zlikwidowaé nie zwiek-

szajac wartosci funkcji celu. W tym celu nalezy rozpatrze¢ trzy mozliwe przypadki:

Przypadek 1. Zatézmy, ze t5 < d.

Utwoérzmy harmonogram ¢’ z harmonogramu o taki, ze momenty rozpoczecia wyko-
nywania zadan m(k), gdzie k = 1,...,j, sa zwigkszone o warto$¢ t, — t1, tzn. Sy (0') =
Sriky(0) + (t2 — t1). Oczywiste jest, ze po takiej zamianie, terminy rozpoczecia i za-
konczenia wykonywania pozostatych zadan nie zmienig si¢. Latwo rowniez zauwazyc¢, ze

Eray(0') < Erwy(o) dlak=1,...,5. Z powyzszego wynika, ze Z(o') < Z(0).

Przypadek 2. Zatézmy, ze t, > d.

Utwérzmy harmonogram ¢” z harmonogramu o taki, ze momenty rozpoczecia wy-
konywania zadan w(k), gdzie k = j + 1,...,n, sa zmniejszone o warto$é¢ to — 1, tzn.
Srky(0") = Sry(0) — (t2 —t1). Oczywiste jest, ze po takiej zamianie, terminy rozpoczecia
i zakonczenia wykonywania pozostatych zadan nie zmienig sie. Latwo réwniez zauwazy¢,

ze Try(0") < Try (o) dla k= j +1,...,n. Z powyzszego wynika, ze Z(0") < Z(0).

Przypadek 3. Zatézmy, ze t; < d < t.

Wystarczy zauwazy¢, ze przypadek ten mozemy rozbi¢ na dwa przypadki rozpatrywa-
ne powyzej dzielac przedzial bezczynnosci [t1, t3] na dwa przedzialy [¢, d] (Przypadek 1)
oraz [d, ts] (Przypadek 2).

Ostatecznie mozemy stwierdzi¢, ze wyeliminowanie okresu bezczynnosci [Cr(jy, Sr(j+1)]
nie zwiekszy wartosci funkcji celu. Mozemy zatem, powtarzajac powyzsze postepowanie
dla kazdego okresu bezczynnosci, uzyska¢ harmonogram spetniajacy dowodzong wtasnosé

bez wzrostu wartosci kryterium. O

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko te rozwigzania problemu P1,
ktore spelniaja Whasnosé 5.1.
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Wtasno$é¢ 5.2. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P11, w ktorym pierwsze zadanie

rozpoczyna wykonywac sie w momencie 0.

Dowéd. Zatézmy, ze znane jest rozwiazanie optymalne o, ktore nie spelnia dowodzo-
nej wtasnosci. Oznaczmy moment rozpoczecia pierwszego zadania w tym harmonogramie

przez A. Wartos¢ kryterium dla harmonogramu o wynosi:

Z(o) => (aE;(0) + BT;(0)) + fw(d — €) + e = Zy + be,
j€T
gdzie Zy = ¥jes(aEj(0) + BT;(0)) + fw(d —e).
Utwérzmy harmonogram o’ z harmonogramu o poprzez przesuniecie catego harmono-
gramu o wartos¢ A w lewo na osi czasu, tzn. Sj(0’) = S;(c) —Adlaje Joraze =e— A
id =d— )\, gdzie € i d' oznaczajg odpowiednio poczatek i koniec pozadanego przedziatu

zakoniczenia wykonywania w harmonogramie o’. Warto$é kryterium dla harmonogramu

o’ wynosi:
Z(0') =) (aE;(o") + BT;(0")) + fw(d —€) + b’ =
jed
Y (amax{e’ — C;(0”),0} + fmax{C;(c") — d',0}) + fw(d — €) + b’ =
jed
2(04 max{e — A — (C;(c) — A),0} + fmax{C;(c) — A — (d — X),0})+

fw(d—=A—=(e—=XN)+0(e—N) =
> (amax{e — Cj(c),0} + fmax{C;(c) — d,0}) + fw(d —e) +0(e — \) =

jed
Z(an(U) + 0T;(0)) + fw(d—e)+0(e = X) = Zy+ 0(e — \).

jedJ

Skoro 6 > 0, to mamy:
Z(o)—Z(d')=0e—0(e —\) =0\ >0,

a stad:
Z(o) = Z(d").

7 powyzszego wynika, ze przesuniecie calego harmonogramu o warto$¢ A w lewo na osi
czasu nie zwiekszy wartodci funkceji celu. Mozemy zatem uzyska¢ harmonogram spelniajacy

dowodzong wlasnos¢ bez wzrostu wartosci kryterium. O]

W dalszych rozwazaniach bedg brane pod uwage tylko te rozwiazania problemu P2.1,
ktore spetniaja Wihasnosé 5.2.

Niech 7 oznacza kolejno$¢ wykonywania zadan. Z Wtasnosci 5.1 i 5.2 wynika, ze mo-
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ment zakonczenia wykonywania zadania 7(j) mozemy wyrazi¢ w sposdb nastepujacy:

7
Cr() = X Pr(t)-
=1

Zapis 0 = (m,e,d) bedzie oznaczal harmonogram o, w ktérym = okresla kolejnosé
wykonywania zadan na procesorze, natomiast e i d to odpowiednio poczatek i koniec
pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan.

Dla zadanego harmonogramu zdefiniujmy:

e Kp = min{j : Cyr(;) > €} - pozycja pierwszego zadania, ktére koficzy wykonywacé

sie¢ w lub po momencie e;

e Kr 2 max{j: Sy < d}- pozycja ostatniego zadania, ktére rozpoczyna wykonywacé

sie¢ w lub przed momentem d;

o Ap = Crip) — € - cze$¢ zadania 7(Kp), ktéra wykonuje sie wewnatrz przedziatu
e, d];

® 0p = e— Sp(ky) - cze$¢ zadania 7(Kp), ktora wykonuje sie przed przedziatem [e, d];

o Ar £ d— Sury) - cze$¢ zadania m(Kr), ktéra wykonuje sie wewnatrz przedziatu
le, d];

o 0r £ Cr(iy) — d - cze$¢ zadania m(Kr), ktéra wykonuje sie za przedzialem [e, d).

e A A s
J=1 2 Ke Kt n-1 n

Rysunek 5.1: Tlustracja zdefiniowanych oznaczen.

Zdefiniowane oznaczenia zostaly zilustrowane na Rysunku 5.1.

Zauwazmy, ze warto$ci parametréw e i d mozna wyrazi¢ w sposob nastepujacy:
e = Crkp) — Ap;

d = Srkr) + Ar = Crrp-1) + Ar.

Latwo zauwazy¢, ze:
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e E.;) >0 tylkoiwylgczniedla j =1,..., Kg — 1;

o Tr(j) > 0 tylko i wyltgcznie dla j = Kr, .

-

Wartos$¢ przyspieszenia wykonania zadania 7(j) dla j =1

E(j) = max{e —

Kg J Kg
an Z — A = Z Pr()
- =1 I=j+1

a stad:

Kp—1 [ Kg
a2 Bnjy =@ Z Erj) =« Z (lZ Pr(t)
= -

=j+1

Kpg
a (Z Pria) + pru)
=2 =3

Oé( 7(2) + Qpﬂ(g) 4+ ...

Kg

I=Kg

j=1
Wartosé op6znienia wykonania zadania 7(j) dla j = K,

Ty = max{Cr(jy — d,0} = Crjy — d = Cr

7 Kpr—1
ZPW(Z) - Z Pr(1)
=1 =1

I=Kr

Cr(j), 0} = e — Cr(jy = Cr(ep)

.+ Z Pr(i ) —a(Kg —1)Ag
+ (KE - 1)p7r(KE)) - Q(KE - 1)AE =

Z (O‘(] - 1)p7r(j)) - Oé(KE — 1)AE

) = Cr(rer—1)

., Kgp — 1 wynosi:
—Ap = Cr) =

_AE7

_AE) _

., L WynoOSsl1:

—Ap =

J
- AT = Z Pr@y — AT)
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a stad:

ﬁz:lTrr(] ﬁ Z Tﬂ'(] 5 Z (Z Pr) — AT) =
j=

J=Kr J=Kr \l=Kr

n J n
BY N py—08 > Ar=

j=Kr I=Kr j=Kr
Kr n—1 n n
Bl v+ 4+ D vy + D ey | =B D, Ar=
1=K 1=K 1=K j—KT
ﬁ ((n — Kr + 1)p7r(KT) +.oo+ 2pﬂ'(n 1) +pﬁ (n) ) ﬁ Z AT -
j=Kr
> (B(n =+ Dprgy) — Bn — Kr + 1)Ar.

j=Kr

Koszt zwiazany z poczatkiem przedziatu [e, d| mozemy wyrazi¢ w spos6b nastepujacy:

Kg
fe = 9<C7r(KE) — AE) = Z Qpﬂ(j) —0A
j=1

7, powyzszych rozwazan wynika, ze wartos¢ funkcji celu dla harmonogramu o =

(7, e,d) mozemy wyrazi¢ w sposéb nastepujacy:

Z(o) = Z(an + BT;) + Oe + fw(d —e) =

jed

ZO&EW —I—ZﬁT )+ e+ fw(d—e) =

Kg
> (ali = Vpaiyy) — a(Ep — 1)Ap+ 3 (Bn =+ Vpxis)) — B(n — Kz +1)Ar+
j=1 j=Kr
Kg
> Ope() — 0Ap + fw(d —e) =
j=1
Kg
Z[ o(j = 1)+ 0) pay)| — [a(Kp — 1) + 0] Apt
> (B =+ 1)pagy) = B — K+ DAz + fur(d —e).
J=Kr
Niech:
s Jali—1) 40, jezeli j < Kp;
w; =
"o Bm—i+1), jexelij > Ky
oznacza wage pozycji j. Wartosci wag pozycji j = Kg+1,..., Kr—1 nie sg zdefiniowane,

poniewaz nie beda wykorzystywane w dalszych rozwazaniach.
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Zauwazmy, ze:
o w; < wjy; dla kazdej pozycji j =1,..., Kg — 1;
o w; > wjy; dla kazdej pozycji j = Krp,...,n — 1.

Mozemy wykorzysta¢ wprowadzone oznaczenie do przedstawienia wartosci funkcji celu

w sposob nastepujacy:

Kg n
Z(0) =Y wipn() — Wk Ap+ Y Wipa) — Wi Ar + fw(d —e).
j=1

Jj=Kr
Wtasno$é¢ 5.3. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P1, w ktorym:

e jezeli waga pozycyi Kg jest mniejsza od wagi pozycji Kr, to pewne zadanie korniczy

wykonywac sie w momencie e;

e jezeli waga pozycyi Kr jest nie wieksza niz waga pozycyi Kr, to pewne zadanie kornczy

wykonywac sie w momencie d;

Dowéd. Zalézmy, ze znane jest rozwiazanie optymalne o = (7, e, d). Przyjmijmy réwniez,
ze rozwiazanie to nie spetnia dowodzonej wlasnosci. W niniejszym dowodzie zaktadamy,
ze oznaczenia Kg i Kr beda odnosity sie do harmonogramu o. Warto$¢ kryterium dla

rozwigzania o wynosi:

Z(o) =Y (aE; + BT;) + fw(d —e) + be =

jEJ

oY max{e — Cr(;), 0} + 8 max{Cr;) — d,0} + fw(d —e) + e =
j=1

J=1

KE—l n

o Z (6 — Cﬂ(]’)) + 0 Z (Cﬂ-(j) — d) + fw(d — 6) + fe.
j=1 j=Kr

W celu wykazania prawdziwo$ci niniejszej wtasnosci musimy rozpatrze¢ dwa mozliwe

przypadki.

Przypadek 1. Zatézmy, ze waga pozycji Kg jest mniejsza od wagi pozycji K+ w harmo-
nogramie o, czyli a(Kgp — 1) +60 < f(n — Kr +1).

Niech Ay = min{Ar(0),dg(0)}. Utwérzmy harmonogram o’ = (m,¢€’,d") z harmono-
gramu o taki, ze ¢ = e — A\ i d = d— \. Wartos¢ kryterium dla harmonogramu o’

Wynosi:
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8E AE AT 6T
D
harmonogram o coo | Kp! coo| UKy Jees
e d
harmonogram ¢’ cee |l Kp Jeeo| Ky |ees
; 0
harmonogram ¢ coe Kp |eee Ky i|ees
e'n a;”
Rysunek 5.2: Przyktadowe harmonogramy o, o’ i o”.
Z(0") =Y (aE; + BT;) + fw(d —€) + 0 =
JjeJ
o Z max{e’ — Cr(;),0} + 3 Z max{Cr;) —d,0} + fw(d —¢') +0e' =
Jj=1
0 3 (¢ Cap) + 8 32 (Coy — &) + firld — &) + 66 =
Jj=1 Jj=Kr
KE—I n
a Y (e=M—=Crp)+8 Y (Cagy = (d= M)+ fwl(d —e) +0(e = \) =
j=1 j=Kr
Kg—1 n
a D (e=Crpy) +8 Y (Cagy —d) + fw(d —e) + et
Jj=1 Jj=Kr

Uwzgledniajac zalozenie o(Kg — 1) + 6 < B(n — K + 1) otrzymujemy:
Z(o)—Z(d)y=MBn—Kr+1)—a(Kg—1)—0) >0

Powyzsza nieréwnosé zaprzecza optymalnosci harmonogramu o.
Przypadek 2. Zal6zmy, ze waga pozycji Kg jest nie mniejsza niz waga pozycji K w har-

monogramie o, czyli «(Kg — 1) +6 > f(n — Kr + 1).

Niech Ay = min{ér (o), Ag(o)}. Utwérzmy teraz harmonogram o’ = (m,e”,d") z har-

monogramu o taki, ze ¢/ = e+ Ay 1 d" = d+ \y. Wartosé kryterium dla harmonogramu
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o” wynosi:
Z(o") => (aB; + BTy) + fw(d —¢€) + fe =
jed
o Z max{e” — Cr(;),0} + ﬁz max{Cr;) —d",0} + fw(d" —€") + 0" =
7j=1
a Z (e// ]) +ﬁ Z ﬂ(] d// +f (d// o e//) +06// —
j=1 i=Kr
Kg—1 n
a Y (e+ A —Cri) +8 D (Cagy — (d+ X)) + fr(d —e) +0(e + Xs) =
j=1 j=Kr
Z +ﬁZ d)+ fw(d—e) + e+
Jj=1 Jj=Kr

)\g(a(KE — 1) + 60— ﬁ(n — KT + 1))
Uwzgledniajac zalozenie a(Kp — 1) + 6 > f(n — K7 + 1) otrzymujemy:
Z(o) = Z(0") = X(a(Kg —1)+60 — B(n— Kr+1)) > 0.

Rozwazmy dwa przypadki:

o Jezeli Ay = Ar(0), to Ar(c”) = 0 (patrz Rysunek 5.2) oraz Kr(o”) = Kr(o) + 1
i Kg(o”) = Kg(o) + 1. Latwo zauwazy¢, ze woéwczas harmonogram ¢” spelnia

dowodzong wlasnosc.

o Jezeli o = Ag(0), to Ag(o”) = 0 (patrz Rysunek 5.2) a Kg(0”) = Kg(o)—1. Jezeli
a(Kg(o") —1)+6 > B(n — Kr(¢")), to harmonogram ¢” spelia dowodzona wta-
snos¢. W przeciwnym przypadku powtarzamy przedstawione powyzej postepowanie

w celu skonstruowania harmonogramu spehiajacego dowodzona wtasnosc.

7 powyzszego wynika, ze mozemy zawsze uzyska¢ harmonogram, dla ktérego rozwa-

zana wlasnosé jest prawdziwa, bez wzrostu wartosci kryterium. O

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko te rozwigzania problemu P1,
ktore spetniajg Wtasnosé 5.3.
Z Wlasnosci 5.3 wynika, ze jezeli wg, < wg,, to Ag = 0, a jezeli wg, > wg,., to

Ar = 0. Tak wiec w celu uproszczenia dalszych rozwazan zdefiniujmy:
o A= max{Ag, Ar};

KA Kg, jezeli Ag > 0;
° =
Kr, w przeciwnym przypadku.
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? . A:AT d
i i g
= 1 2 Ke K=K+ n-1 n
€ A=A d
j: 1 2 K=Kg K+ n-1 n

Rysunek 5.3: Dwa przyktadowe harmonogramy z zaznaczonymi oznaczeniami A i K.

Zdefiniowane oznaczenia zostaly zilustrowane na Rysunku 5.3.
Uwzgledniajac wprowadzone wczesniej oznaczenia, wartos¢ funkcji celu dla harmono-

gramu o = (7, e,d) moze by¢ wyrazona w sposob nastepujacy:

Kg n
Z(0) =Y wipx(y + D wiPas) — WA+ fw(d —e). (5.1)
j=1

Jj=Kr

Dla zadanego harmonogramu o = (7, e, d) zdefiniujmy nastepujace zbiory zadan:

eE2{jcJ: S; < e} - zbior zadan, ktore rozpoczynaja wykonywaé si¢ przed

momentem e;

e WI= {jeJ:S;>eAC; <d} - zbiér zadah wykonanych catkowicie wewnatrz
przedziatu [e, d];

e TZ {jeJ:C;>d} - zbiér zadan, ktére koficza wykonywaé sie po momencie d.
Zauwazmy, ze:

e E={x(1),7(2),...,7(Kg)};

o WI={n(Kg+1),n(Kg+2),...71(Ky —1)};

o T = {n(Ky),7(Kr+1),...,7(n)};

e EUWIUT =J.
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Przedstawiony ponizej lemat zostanie wykorzystany do wykazania prawdziwosci kolej-

nej wlasnodci.

Lemat 1. [40] Niech a = (a1, as,...,a,) oraz b = (by,ba,...,b,) oznaczajg dwa wek-
tory o dodatnich wspotczynnikach. Iloczyn skalarny wektoréow a i b jest minimalny, gdy
wspotczynniki tych wektorow sq odwrotnie uporzgdkowane, czyli ay < as < ... < ayp;
bi>by>...2b,lubay >ay> ... > a,; by <by<...<b,.

Witasnosé 5.4. W optymalnym rozwigzaniu problemu P1, zadania ze zbioru E U T sq
uszeregowane tak, Ze zadanie o najdluzszym czasie wykonywania jest uszeregowane na
pozycyi o najmniejszej wadze, zadanie o nastepnym najdiuiszym czasie wykonywania jest

uszeregowane na pozycji o nastepnej najmniejszej wadze, itd.

Dowéd. Prawdziwosé Wthasnosci 5.4 wynika bezposrednio z Lematu 2 oraz wyrazenia

(5.1). O

Witasnosé 5.5. W rozwigzaniu optymalnym problemu P1 zadania ze zbioru WI sq wy-

konywane w dowolnej kolejnosci.

Dowdéd. Prawdziwosé tej wtasnosci wynika bezposrednio z faktu, ze kolejnos¢ wykony-

wania zadan ze zbioru WI nie ma wptywu na wartos¢ funkcji celu. O]

Wtasno$é¢ 5.6. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P11, w ktorym kazde zadanie ze

zbroru WI ma nie dluzszy czas wykonywania niz kazde zadanie ze zbioru EUT.

Dowéd. Zalézmy, ze znane jest rozwiazanie optymalne o = (7, e, d). Przyjmijmy ponad-
to, ze rozwiazanie to nie spetnia dowodzonej wtasnosci, czyli istniejg co najmniej dwa
takie zadania k € WI il € EUT, ze p, > p;. Bez straty ogdélnosci mozemy zaltozy¢,
ze zadanie [ jest najkrotszym zadaniem ze zbioru E U T. Zgodnie z Wtasnoscia 5.3, naj-
krotsze zadanie ze zbioru E U T wykonuje sie na pozycji Kg lub Kp. Rozwazmy zatem

nastepujace dwa przypadki.

Przypadek 1. Zalézmy, ze zadanie | wykonuje sie na pozycji Kg, czyli | = 7(Kg).
Skoro kolejno$¢ wykonywania zadan ze zbioru WI nie wptywa na wartosé¢ kryterium,
to mozemy zalozy¢, bez straty ogolnosci, ze zadanie k wykonuje sie na pozycji Kg + 1,

tzn. k = w(Kg + 1). Latwo zauwazy¢, ze e < C(0) < Ci(0) < d. Wynika z tego, iz:
Ei(0) =T)(0) = Ex(0) = Tr(0) = 0.

Utwérzmy harmonogram o' = (7', e,d) z harmonogramu o taki, ze zadania 7(Kpg)
i 7(Kg + 1) sa wykonywane w odwrotnej kolejnosci, tzn. 7n'(Kg) = n(Kg + 1) oraz

' (Kgp+1) = n(Kg). Zauwazmy, ze po takiej zamianie, terminy rozpoczecia i zakonczenia
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wykonywania pozostatych zadan nie zmienig si¢. Oczywiste jest, ze Crr(ky+1) = Cr(kp+1)

1 Sr(ky) = Sr(ky)- Ponadto uwzgledniajac zatozenie py, > p;, otrzymujemy:

Cri(kp) = Sri(Kp) + Pri(Kp) = Sr(ky) T Pk >
Sr(Kp) T Pl = Sx(kp) T Pr(is) = Cr(ip) > €

Wynika z tego, iz:
Ei(o') =Ti(o") = Er(0') = Ti(c") = 0.

Oznacza to, ze:

Przypadek 2. Zalézmy, ze zadanie | wykonuje sie na pozycji Kp, czyli | = w(Kr).
Skoro kolejnos¢ wykonywania zadan ze zbioru W1 nie wpltywa na warto$¢ kryterium,
to mozemy zatozy¢, bez straty ogodlnosci, ze zadanie k wykonuje sie na pozycji Kr — 1,

tzn. k = n(Kr — 1). Latwo zauwazy¢, ze e < Cy(0) < d < Ci(0). Wynika z tego, iz
Ek(O') = Tk(O') = EI(O') =0.

Utwérzmy harmonogram ¢’ = (7", e,d) z harmonogramu o taki, ze zadania w(Kr)
i (Kt — 1) sa wykonywane w odwrotnej kolejnosci, tzn. n”(Kr) = w(Kr — 1) oraz
7" (Kr—1) = n(Kr). Zauwazmy, ze po takiej zamianie, terminy rozpoczecia i zakonczenia
wykonywania pozostalych zadan nie zmienig si¢. Oczywiste jest, ze Crr(x,) = Crikp)-
Wynika z tego, ze:
Ti(o") = Ti(o).

Uwzgledniajac zatozenie py > p;, otrzymujemy:

Crr(kp—1) = Sar(kp—1) T P (Kp—1) = Sa(kp—1) + 1 <
Sr(kr—1) + Pk = Sr(kp-1) + Pr(r-1) = Cr(ip-1) < d.

Wynika z tego, iz:

Oznacza to, ze:

7 powyzszego wynika, ze zamiana zadan k i [ nie zwickszy wartosci funkcji celu. Moze-

my zatem uzyska¢ harmonogram spelniajacy dowodzong wtasnosé, bez wzrostu wartosci

kryterium. O
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Podsumujmy teraz wtasnosci rozwigzania optymalnego problemu P1:
e Nie ma przestojéw procesora pomiedzy wykonywaniem poszczegdlnych zadan;
e Pierwsze zadanie rozpoczyna wykonywac si¢ w momencie 0;

e Pewne zadanie konczy wykonywaé sie w momencie e, jezeli waga pozycji Kg jest

mniejsza od wagi pozycji Kr;

e Pewne zadanie konczy wykonywaé sie w momencie d, jezeli waga pozycji Kg jest

nie mniejsza od wagi pozycji Kr;

e Zadania ze zbioru EU T sg uszeregowane tak, ze zadanie o najdtuzszym czasie wy-
konywania jest uszeregowane na pozycji o najmniejszej wadze, zadanie o kolejnym
najdtuzszym czasie wykonywania jest wykonywane na pozycji o kolejnej najmniej-

szej wadze, itd.
e Kolejnos¢ wykonywania zadan ze zbioru WI jest dowolna;

e Czas wykonywania kazdego zadania ze zbioru WI jest nie dtuzszy od czasu wyko-

nywania kazdego zadania ze zbioru E U T;

Zalézmy, ze znana jest szerokos$¢ pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania za-
dan oraz, ze zadania ponumerowane sa wedlug niemalejacych czaséw wykonywania, tzn.
P1 < p2 < ... < pp. Z Whasnosci 5.5 1 5.6 wynika wowcezas, ze zbior WI zawiera k naj-
krétszych zadan, gdzie k = max{[ : 2221 p; < d — e}, ktore wykonywane sa w dowolnej
kolejnosci. Optymalna kolejno$¢ wykonywania zadan ze zbioru EUT wynika z Wtasnosci
5.4. Na bazie Wtasnosci 5.3 mozemy ustali¢ optymalne wartoéci parametrow Ag i Ar.
Dzieki Wtasnosciom 5.1 i 5.2 mozemy wyznaczy¢ momenty zakonczenia wykonywania za-
dan, jezeli znana jest kolejnos¢ ich wykonywania. W konsekwencji, dla zadanego rozmiaru
przedziatu [e, d] rozwiazanie, ktore spelnia Wihasnosci 5.1-5.6 jest optymalne.

Zdefiniujmy problem P1’ jako problem P1, w ktérym szerokosé przedziatu [e, d] nie

jest w zaden spos6b ograniczona a minimalizacji podlega nastepujace kryterium:
S (aE; + BT)) + e + fw(d —e).

Funkcje fy definiujemy na bazie funkcji fy w nastepujacy sposéb:

0, jezeli © < Din;
o fw(z) 21 fwl(w), jezeli Dy < 2 < Doy

max{v, V& — Dyaz) + fw(Dmaz), jezeli & = Dpin,
gdzie:

S V= fW(Dmam) - fW(Dma:p - 1)7
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< "Lp =40 -+ nman{Oéj, ﬁ]}
Latwo zauwazy¢, ze funkcja fiy jest rowniez funkcja wypukla i niemalejaca. Na Ry-

sunku 5.4 przedstawiono przykladowa transformacje funkeji fyr do funkeji fiy.

fW A

Rysunek 5.4: Przykladowa transformacja funkeji fir do funkeji fyy.

Latwo zauwazy¢, ze istnieje harmonogram optymalny problemu P1’, w ktorym szero-
kosé przedziatu [e, d] jest nie mniejsza niz D,,;,, poniewaz fw(x) = 0dlax < D,,;,,. Latwo
rowniez zauwazy¢, ze w optymalnym harmonogramie problemu P1’ szeroko$¢ przedziatu
le, d] jest nie wigksza niz Dypez, ze wzgledu na zbyt duzy koszt zwiazany z dalszym rozsze-
rzaniem tego przedziatu. Z powyzszych rozwazan wynika, ze w celu rozwigzania problemu
P1 wystarczy rozwiazac¢ problem P1’.

Latwo zauwazy¢, ze Wtasnosci 5.1-5.6 sg réwniez spetnione dla problemu P1’.

W celu uproszczenia notacji zdefiniujmy dodatkowo nastepujaca funkcje:

® f‘%/(.r) = fw(ZE + 1) - fw<l’)

Poniewaz fW jest funkcja wypukla i niemalejacy, to fv% jest funkcja niemalejaca.

Skoro potrafimy ustali¢ harmonogram optymalny dla zadanej szerokosci przedziatu
le,d], to oznaczmy przez o*(D) optymalny harmonogram przy zalozeniu, ze szerokos$é
przedziatu [e, d] wynosi D. Oznaczmy ponadto przez wy (D) warto$¢ parametru wg dla
harmonogramu o*(D). Latwo zauwazy¢, ze Z(o*(D+1)) — Z(6*(D)) = f&(D) —wx (D).
Witasnosé 5.7. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P1°, w ktorym szerokosé prze-
dziatu e, d] wynosi D*, gdzie f&(D*) > wr(D*) oraz f&(D* —1) < wg(D* —1).
Dowéd. W celu wykazania prawdziwosci niniejszej wtasnosci wystarczy pokazaé, ze
Z(o*(D*)) = min{Z(c*(D)) : D = 0,1,...,> p;}, czyli Z(o*(D*)) < Z(c*(D)) dla
kazdego D =0,1,...,> p;.
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Skoro funkcja f& jest niemalejgca, to fi (x+1) > f&(z) dlakazdego z = 0, . .. D —
1. Bezposrednio z definicji wag pozycji wynika, ze wg(z + 1) < wg(z) dla kazdego x =
0,...,%p; — 1. Poniewaz f&(D*) > wg(D*) oraz f&(D* — 1) < wg(D* — 1), to :

o f&(z) > wi(z) dla kazdego © = D*,..., Y p; oraz
o f5(x) < wg(x) dla kazdego z =0,...,D* — 1.
Rozwazmy dwa mozliwe przypadki.

Przypadek 1. Zatézmy, ze D < D*.
Réznica pomiedzy wartodciami kryterium dla harmonograméw o*(D*) i 0*(D) wynosi:
Dt
Z(c"(D") = Z(o*(D)) = 3 (fiv(2) —w(x)).

z=D

Skoro f&(x) < wi(z) dla kazdego z = 0, ..., D* — 1, to:

Z(0*(D")) < Z(a"(D)).

Przypadek 2. Zatézmy, ze D > D*.

Réznica pomiedzy wartodciami kryterium dla harmonograméw o*(D*) i (D) wynosi:

)

Z(0*(D")) = Z(0"(D)) =

xT

(fiv(@) = wie(x)) .

*

5]

Skoro f&(x) > wi(z) dla kazdego = = D*,..., Y p;, to:

Z(c*(D")) < Z(o"(D)).
Z powyzszego wynika, ze Z(o*(D*)) = min{Z(c*(D): D =0,...,> p;}. O

5.4 Algorytm optymalny

Na bazie przedstawionych powyzej wlasnosci mozna skonstruowac algorytm optymalny
dla problemu P1’. Algorytm ten dziata w dwoéch etapach. W pierwszym, konstruowana
jest optymalna kolejno$é wykonywania zadan i wyliczana jest pozycja przedziatu e, d]
przy zalozeniu, ze szeroko$¢ tego przedziatu wynosi 0. W drugim etapie, przedzial [e, d|
jest sukcesywnie poszerzany poprzez zmniejszanie wartosci e lub zwiekszanie wartosci d

tak dtugo, dopoki rozszerzanie to powoduje zmniejszenie wartosci funkcji celu.
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Szczegbdtowy opis algorytmu jest podany ponizej. Kroki 1-2 odpowiadaja pierwszemu
etapowi a Kroki 3-7 odpowiadajg drugiemu etapowi. W algorytmie tym wykorzystana

bedzie procedura Poszukiwanie Binarne, ktora zostanie przedstawiona w drugiej kolejnosci.

Algorytm A1’

Krok 1. Ponumeruj zadania w porzadku SPT, tzn. tak, ze py < ... < p,. Podstaw
r:=1y:=n,7:=1

Krok 2. Jezeli a(x —1)+6 < B(n—y+ 1), to umiesé¢ zadanie j na pozycji z (w(x) := j)
i podstaw x := z 4+ 1. W przeciwnym przypadku umies¢ zadanie j na pozycji y
(m(y) := j) i podstaw y := y — 1. Nastepnie podstaw j := j + 1. Jezeli j < n, to
powtorz Krok 2. W przeciwnym przypadku podstaw e := d := Cr(,—1).

Krok 3. Podstaw D :=d —e. Jezeli wg, > wg,., to idz do Kroku 6.
Krok 4. Jezeli fv% (D + Pr(Kkr) — 1) < Wk, to podstaw d := d+ pr (k) 11dz do Kroku 3.

Krok 5. W przeciwnym przypadku znajdz taka wartos¢ | = 0,...,pr(x,) — 1, ze
J;v%/ (D+1l+1) > wg, a f‘% (D+1) < wg,, korzystajac z procedury
PoszukiwanieBinarne(pk,), Wk, , D). Nastepnie podstaw d := d +1 i STOP

Krok 6. Jezeli fv% (D + Dr(Kp) — 1) < Wk, to podstaw e := e — pr (k) 11dZ do Kroku 3.

Krok 7. W przeciwnym przypadku znajdz taka wartos¢ | = 0,...,pr(x,) — 1, ze
fB(D+1+1) > wg, a f&(D+1) < wg,, korzystajac z procedury
PoszukiwanieBinarne(pk ), Wk, D). Nastepnie podstaw e := e — [ i STOP

PoszukiwanieBinarne(p, w, D)

Krok 1. Podstaw a :=01ib=p—1. Jezeli f&,(D%—a) > w, to podstaw
[:=01STOP.

Krok 2. Jezeli b=a + 1, to podstaw [ := b i STOP.

Krok 3. Podstaw ¢ := a + P"T‘ﬂ Jezeli f&(D + ¢) < 1, to podstaw
a := c. W przeciwnym przypadku podstaw b := c. IdZ do Kroku 2.
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Ztozono$¢ obliczeniowa procedury PoszukiwanieBinarne(p,w, D) wynosi O(log p). Wy-

puklosé funkeji fir gwarantuje poprawnosé dzialania tej procedury.

Niech prge = max; pj.
Lemat 2. Algorytm A1’ rozwigzuje optymalnie problem P1’ w czasie O(nlog n+1og pmaz )-

Dowédd. Latwo zauwazy¢, ze o ztozonosci obliczeniowej catego algorytmu decyduje ztozo-
no$¢ obliczeniowa Krokéw 1, 5,1 7. Krok 1 potrzebuje czasu O(nlogn). Natomiast Kroki 5
i 7 wykonuja sie w czasie O(log ppaz). Wynika z tego, ze catkowita ztozonos$é obliczeniowa
algorytmu A1 wynosi O(nlogn + 1og pmaz)-

Optymalnosé¢ algorytmu wynika bezposrednio z Wtasnosci 5.1 - 5.7. n

Twierdzenie 1. Problem P1 mozna rozwigzaé optymalnie w czasie O(nlogn+10g pmaz)-

Prawdziwos¢ Twierdzenia 1 wynika bezposrednio z Lematu 2 i wczes$niejszych rozwa-

zan.

5.5 Podsumowanie rozdzialu

W niniejszym rozdziale analizowano jednoprocesorowy problem szeregowania z dobo-
rem pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan przy kryterium minimaliza-
¢ji sumy kar za nieterminowe wykonanie zadan oraz kar zwiazanych z poczatkiem i sze-
rokoscig tego przedziatu. Funkcja kary zwigzanej z szerokoscig przedziatu jest dowolng
wypukta funkcjg niemalejacy a pozostate funkcje kar sg funkcjami liniowymi. Wykazano
liczne wtasnosci rozwigzania optymalnego tego problemu. Na ich podstawie skonstruowa-
no algorytm o ztozonosci O(nlogn +10g pimas ), ktory rozwiazuje optymalnie analizowany

problem.



Rozdzial 6

Problemy z nieliniowymi
identycznymi dla wszystkich zadan
funkcjami kar za nieterminowosc¢

wykonania

6.1 Wstep

W niniejszym rozdziale przedstawione zostang nowe wyniki, uzyskane przez autora
niniejszej pracy, dotyczace wieloprocesorowego problemu szeregowania z optymalnym do-
borem pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan przy zadanym goérnym
i dolnym ograniczeniu na szeroko$¢ tego przedziatu. Minimalizacji podlega suma kar za
nieterminowe wykonania zadan oraz kar zwigzanych z poczatkiem i szerokoscig pozada-
nego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan. Wszystkie kary opisane sa funkcjami
nieliniowymi identycznymi dla wszystkich zadan. Analizowany problem jest uogélnieniem
problemu rozwazanego w Rozdziale 5.

Czes¢ przedstawionych w tym rozdziale rezultatéw zostato wezesniej opublikowanych
w pracach [58] i [62].

W niniejszym rozdziale przedstawione zostang precyzyjne sformutowanie analizowane-
go problemu oraz definicje pewnych niezbednych oznaczenn (Podrozdzial 6.2). Nastepnie
ustalona zostanie ztozonos¢ obliczeniowa badanego problemu oraz jego szczegdlnego przy-
padku z pojedynczym procesorem (Podrozdzial 6.3) W Podrozdziale 6.4 wykazane beda
wtlasnoéci rozwigzania optymalnego, ktore postuzg do konstrukeji algorytmow optymal-
nych opartych na metodzie programowania dynamicznego dla analizowanego problemu
oraz jego szczegblnego przypadku z pojedynczym procesorem (Podrozdzial 6.5). Niniej-

szy rozdzial zamyka krotkie podsumowanie uzyskanych wynikéw.

49
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6.2 Sformutowanie problemu

Ponizej zostanie przedstawiona definicja badanego problemu.

Zadany jest zbiér n niezaleznych i niepodzielnych zadan J = {1,...,n} do wykonania
na m réwnoleglych i identycznych procesorach. Kazdy procesor moze wykonywaé jed-
noczesnie tylko jedng operacje. Kazde zadanie j € J o czasie wykonywania p; > 0 jest
dostepne w momencie zerowym. Wszystkie zadania maja wspolny pozadany przedziat
zakonczenia wykonywania. Poczatek i koniec tego przedziatu oznaczmy przez e i d.

Harmonogram zadan okresla przydziat zadan do procesoréw, momenty zakonczenia
wykonywania zadan oraz poczatek i koniec pozadanego przedziatu zakonczenia wykony-
wania zadan.

Przypomnijmy definicje nastepujacych oznaczen:
e S, - moment rozpoczecia wykonywania zadania j;
e (; - moment zakonczenia wykonywania zadania j;

o I 2 le— C},0} - czas przedwezesnego wykonania zadania j (przyspieszenie wyko-

nania zadania j);

o T; £ {C; — d,0} - czas zbyt pdZnego wykonania zadania j (opéZnienie wykonania

zadania j).

Przypomnijmy réowniez, ze w celu podkreslenia, iz konkretne oznaczenie (np. S;) odnosi
sie do pewnego, okreslonego harmonogramu o, stosowany bedzie nastepujacy zapis: S;(o).

Szeroko$¢ przedziatu [e, d] jest ograniczona z dotu przez D, oraz z géry przez D,az,
tzn. Do < d—e < Dygs-

Celem jest znalezienie takiego harmonogramu o (spelniajacego ograniczenie D, <

d — e < Dpaz), ktéry minimalizuje wartosé nastepujacego kryterium:
Z(0) =Y (felE;) + fr(Ty) + fw(d —e) + fo(e),
j€J

gdzie fg, fr, fw i fp sa dowolnymi niemalejacymi funkcjami takimi, ze fg(0) =
fr(0) = fw(0) = fp(0) = 0.

Zaktadamy, ze czasy wykonywania zadan oraz poczatek i koniec pozadanego przedziatu
zakonczenia wykonywania zadan sg warto$ciami catkowitymi.

W tréjpolowej notacji [34], problem ten moze by¢ przedstawiony nastepujaco:

Ple,d); Din < d = € < Dyaa| Y_(fe(E)) + fr(T})) + fw(d —€) + fp(e).

Badany problem bedzie oznaczany réwniez jako P2.
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Problem P2 jest problemem bardzo ztozonym. W zwiazku z tym bedzie analizowany
rowniez jego szczegblny jednoprocesorowy przypadek, ktéry w notacji trojpolowej mozna

zdefiniowa¢ w sposéb nastepujacy:
1‘<67d>7 szn < d — € < Dmax’ Z(fE(E]) + fT(jjj)) + fW(d - 6) + fD(e)-

Problem ten bedziemy oznacza¢ rowniez jako P2.1.

Dla zadanego harmonogramu zdefiniujmy nastepujace zbiory zadan:

e Ji - zbiér zadan wykonywanych na procesorze i

E={jcl]: S; < e} - zbior zadan, ktore rozpoczynaja wykonywac sie przed

momentem e;

T2{jecl]: C; > d} - zbidr zadan, ktére koncza wykonywaé sie po momencie d;

WI2 {jelJ:S;>eAC; <d} - zbiér zadan wykonanych catkowicie wewnatrz

przedziatu [e, d].

Jezeli X jest pewnym zbiorem zadari, to zbiér X N J¢ bedzie oznaczany jako X°.

Zdefiniujmy ponadto nastepujace zadanie:

e hi - zadanie ze zbioru J?, ktére rozpoczyna wykonywaé sie przed momentem e,
a konczy wykonywaé sie po momencie d, tzn. S, < e oraz Cj: > d (takie zadanie

moze w harmongramie nie istniec);

Dla problemu P2.1, czyli problemu jednoprocesorowego, w celu uproszczenia notacji,
gérny indeks w oznaczeniu h? bedzie pomijany.
Zdefiniowane oznaczenia sa przedstawione na Rysunku 6.1. Nalezy zwroci¢ uwage na

fakt, iz jezeli istnieje zadanie h’, to zbiér WI' jest pusty.

6.3 Analiza zlozonosci obliczeniowej

Ponizej zostanie wykazana ztozono$¢ obliczeniowa probleméw P2.1 i P2.

Latwo zauwazy¢, ze szczegdlny przypadek problemu P2.1, w ktérym D, = Doz =
0, fe(x) = 2%, fr(x) = 2% i fp(xz) = 0 jest réwnowazny jednoprocesorowemu problemo-
wi szeregowania z doborem pozadanego momentu zakonczenia wykonywania zadan przy
kryterium minimalizacji Z(E]2 + sz) (w notacji tréjpolowej problem ten definiujemy na-
stepujaco: 1|d; = d| > (EJ2 + Tf)) Kubiak [76] wykazal, ze problem 1|d; = d| ¥(E} +T7)

jest NP-trudny. Z powyzszego wynika prawdziwos¢ Wniosku 1.
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Rysunek 6.1: Przyktadowy harmonogram dla problemu dwuprocesorowego.

Whniosek 1. Problem P2.1 jest NP-trudny.

Jezeli fp(xz) =0, fe(z) =z, fr(z) = 2, fw(r) =2, Dpin = 0 018z Dypae = >3 D5
to problem P|{e,d); Dpin < d — € < Dpaa| S( fe(E)) + fr(Ty)) + fw(d —e) + fp(e)
sprowadza si¢ do problemu P|(e,d)| > (E; + Tj) + (d — e). Janiak i Marek [54] wykazali,
ze problem P|(e,d)| > (E; + Tj) + (d — e) jest silnie NP-trudny w ogdlnym przypadku
oraz NP-trudny w zwyktym sensie dla ustalonej liczby procesorow wigkszej lub rownej 2.

7 powyzszego wynika prawdziwos¢ Wniosku 2.

Whniosek 2. Problem P2 jest NP-trudny w silnym sensie. Jest on NP-trudny w zwyktym

sensie dla dowolnej ustalonej iloSci procesorow m > 2.

6.4 Wtlasnosci rozwigzania optymalnego

W niniejszym podrozdziale zostana wykazane wtasnosci rozwigzania optymalnego pro-
bleméw P2 i P2.1. Wlasnosci te zostang wykorzystane pézniej przy konstrukeji algoryt-

mow optymalnych ich rozwiazania.

Wtlasnosci rozwigzania optymalnego problemu P2.1

W pierwszej kolejnosci zostang przedstawione wtasnosci problemu P2.1, czyli proble-

mu jednoprocesorowego.

Witasno$é¢ 6.1. Istnieje optymalne rozwigzanie problemu P2.1, w ktorym nie wystepujg

zZadne czasy bezczynnosci pomiedzy wykonywaniem poszczegolnych zadan.
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Dowéd. Zatézmy, ze znane jest rozwigzanie optymalne o. Niech 7 oznacza kolejnosé
wykonywania zadan (permutacje). Przyjmijmy, ze rozwiazanie ¢ nie spelnia dowodzonej
wlasnosci, tzn. istniejg przynajmniej dwa takie zadania 7(j) oraz 7(j + 1), ze Sx(j4+1) =
Cr(j)- W celu uproszezenia notacji wprowadzmy nastepujace oznaczenia: t; = Cr(;) oraz
ta = Sx(j+)-

Pokazemy, ze przedzial bezczynnosci procesora ¢y, t5] mozna zlikwidowaé nie zwiek-

szajac wartosci funkeji celu. W tym celu nalezy rozpatrze¢ trzy mozliwe przypadki.

Przypadek 1. Zatézmy, ze t5 < d.

Utwérzmy harmonogram ¢ z harmonogramu o taki, ze momenty rozpoczecia wyko-
nywania zadan m(k), gdzie k = 1,...,j, sa zwigkszone o warto$¢ t, — t1, tzn. Sy (0') =
Sry(0) + (t2 — t1). Oczywiste jest, Zze po takiej zamianie, terminy rozpoczecia i za-
konczenia wykonywania pozostatych zadan nie zmienia sie. Latwo rowniez zauwazyc¢, ze
Eray(0") < Ergy(o) dla k =1,..., . Skoro zatem funkcja kary za przedwczesne wykona-
nie zadan, fg, jest niemalejaca, to fg(Errk)(0') < fe(Exmm(o)) dlak=1,...,j. Wynika
z tego, ze Z(o') < Z(o).

Przypadek 2. Zatézmy, ze t; > d.

Utwérzmy harmonogram o¢” z harmonogramu o taki, ze momenty rozpoczecia wy-
konywania zadan 7(k), gdzie k = j + 1,...,n, sa zmniejszone o warto$¢ to — ti, tzn.
Srey(0") = Sray (o) — (t2 —t1). Oczywiste jest, ze po takiej zamianie, terminy rozpoczecia
i zakonczenia wykonywania pozostalych zadan nie zmienig sie. Latwo rowniez zauwazyc,
ze Trey(0") < Try(o) dla k = j +1,...,n. Skoro zatem funkcja kary za op6znione wy-
konanie zadan, fr, jest niemalejaca, to fr(Trw)(0”)) < fr(Trwy(o)) dlak=j+1,...,n.
Wynika z tego, ze Z(0") < Z(0).

Przypadek 3. Zatézmy, ze t; < d < ts.

Wystarczy zauwazy¢, ze przypadek ten mozemy rozbi¢ na dwa przypadki rozpatrywa-
ne powyzej dzielac przedzial bezczynnosci [t1, t3] na dwa przedzialy [t, d] (Przypadek 1)
oraz [d, ts] (Przypadek 2).

Ostatecznie mozemy stwierdzi¢, ze wyeliminowanie okresu bezczynnosci [Cr(jy, Sr(j41)]
nie zwiekszy wartosci funkcji celu. Mozemy zatem, powtarzajac powyzsze postepowanie
dla kazdego okresu bezczynnosci, uzyska¢ harmonogram spetniajacy dowodzong wtasnosé

bez wzrostu wartosci kryterium. O]

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko te rozwigzania problemu P2.1,
ktore spetniajg Wtasnosé 6.1.

Witasno$é 6.2. Istnieje optymalne rozwigzanie problemu P2.1, w ktorym pierwsze zada-

nie zaczyna wykonywaé sie w momencie (.
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Dowé6d. Zatézmy, ze znane jest rozwigzanie optymalne o, ktore nie spelnia dowodzo-
nej wtasnosci. Oznaczmy moment rozpoczecia wykonywania pierwszego zadania w tym

harmonogramie przez A. Wartosé¢ kryterium dla harmonogramu o wynosi:

Z(0) =Y (fe(Ej(0)) + fr(Tj(0))) + fw(d — ) + fple) = Zo + fp(e),
jed
gdzie Zy = ¥ jes(f(E;(0)) + fr(T5(0))) + fw(d —e).
Utwérzmy harmonogram o’ z harmonogramu o poprzez przesuniecie catego harmono-
gramu o wartos¢ A w lewo na osi czasu, tzn. Sj(0’) = S;(c) —Adlaje Joraz e =e— A
id =d— )\, gdzie € i d' oznaczajg odpowiednio poczatek i koniec pozadanego przedziatu

zakonczenia wykonywania w harmonogramie ¢’. Wartos¢ kryterium dla harmonogramu

o’ wynosi:
2(0') = SUe(E0) + Jr(T3(0) + fld =) + fole) =
z;r(fE(maX{el — Cj(0"),0}) + fr(max{C;(c") — d',0})) + fw(d —€)+ fp(e) =
S (femax{e =\ = (C4(0) = 0,0)) + fr(max{Cy(#) A~ (d = X).0)+

fw(d=XA—=(e=N)+ fole—=A) =
Z;(fE(maX{e —Cj(0),0}) + fr(max{Cj(o) — d,0})) + fw(d —e) + fpole = A) =
Y (fe(Ei(0) + fr(T;(0))) + fw(d —e) + fole = X) = Zo + fple — N).

jed

Uwzgledniajac fakt, ze fp jest funkcja niemalejaca otrzymujemy:
Z(0) = Z(0') = fple) = fole = A) >0,

a stad:
Z(o) = Z(d").

7 powyzszego wynika, ze przesuniecie calego harmonogramu o wartosé¢ A w lewo na osi
czasu nie zwiekszy wartodci funkeji celu. Mozemy zatem uzyska¢ harmonogram spekiajacy

dowodzong wlasnos¢ bez wzrostu wartosci kryterium. O]

W dalszych rozwazaniach bedg brane pod uwage tylko te rozwiazania problemu P2.1,
ktore spetniaja Wihasnosé 6.2.

Zauwazmy, ze dla rozwiazania speliajacego Wtasnosci 6.1 oraz 6.2, kolejnos¢ wykona-
nia zadan implikuje momenty ich rozpoczecia i zakonczenia. Jezeli poprzez m oznaczymy

kolejnos¢ wykonywania zadan, to momenty zakonczenia wykonywania zadan mozna wy-
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liczy¢ z nastepujacego wzoru:
J
= D_Pr)
=1

Zapis 0 = (m,e,d) bedzie oznaczal harmonogram o, w ktérym = okresla kolejnosé
wykonywania zadan na procesorze, natomiast e i d to odpowiednio poczatek i koniec

pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan.

Wtasnos$é 6.3. Istnieje optymalne rozwigzanie problemu P2.1, w ktorym zadania ze

zbioru E\ {h} sq uszeregowane w nierosngcym porzqdku czaséw ich wykonywania.

Dowéd. Zalézmy, ze znane jest rozwiazanie optymalne o = (m,e,d). Zatézmy réwniez,
ze rozwigzanie to nie spetnia dowodzonej wtasnosci, tzn. istnieja co najmniej dwa zadania
7(j) i m(j +1) nalezace do zbioru E\ {h} takie, ze pr(;) < pr(j+1). Wartosé¢ kryterium dla

rozwigzania ¢ wynosi:

Z(0) =Y (fe(E;) + fo(T}) + fw(d —e) + fple) =

JjeJ

Zo+fE( o) + JE(Ergen) =
Zy+ fr(max{e — 0}) + fe(max{e — Cr(j3+1),0}) =
Zo + fe(max{e — (Sx() + Pr( ) 0}) + fe(max{e — (Sx() + Pr(j) + Prii41): 03);

gdzie Zo = X jen (r(j) (1) (fE(ES) + fr(T})) + fw(d —e) + fp(e).

Utwérzmy harmonogram o' = (7,e,d) z harmonogramu o taki, ze zadania 7(j)
im(j+1) wykonywane sa w odwrotnej kolejnosci, tzn. 7'(j) = w(j+1) oraz 7' (j+1) = 7(j).
Zauwazmy, ze po takiej zamianie, terminy rozpoczecia i zakonczenia wykonywania pozo-

statych zadan nie zmienia sie. W zwiazku z tym, warto$¢ kryterium wynosi:

Z(0") =Y (fe(E;) + fo(T)) + fw(d —e) + fple) =

JjeJ

Zy + fE(E ty) + fe(EBx ’(j+1)) =
Zo + fe(max{e — Cr(;),0}) + fp(max{e — Cr(j41),0}) =
Zo + fe(max{e — (Sx(j) + px a+1)) 0}) + fr(max{e — ( () T Pr(G) T Pri+1)) 0})-

Uwzgledniajgc nier6wnos¢ pr(jy < pr(j+1), mamy:

Z(o) = Z(o') =
fe(max{e — (Sx) + Pr(;)),0}) + fe(max{e — (Sx() + Pr() + Pr(i+1)): 0})—
[fe(max{e = (Sag) + Priien); 0}) + fe(max{e = (Sag) + Pag) + Prien), 0})] =
fe(max{e — (Sz(j) + pr(j)), 0}) — fe(max{e — (Sx(j) + Pr(j+1)),0}) = 0
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a stad:
Z(o) = Z(d").

Z powyzszego wynika, ze zamiana kolejnosci wykonywania zadan 7(j) i w(j + 1) nie
zwickszy wartosci funkcji celu. Mozemy zatem uzyska¢ harmonogram, w ktérym zadania
ze zbioru E\ {h} sa uszeregowane w nierosnacym porzadku czaséw ich wykonywania, bez

wzrostu wartosci kryterium. O

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko te rozwigzania problemu P2.1,
ktore spelniajag Wthasnosé 6.3.

Witasno$é 6.4. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P2.1, w ktérym zadania ze

zbioru T\ {h} sq uszeregowane w niemalejacym porzadku czaséow ich wykonywania.

Dowéd. Zalézmy, ze znane jest rozwiazanie optymalne o = (7, e,d). Zatézmy réwniez,
ze rozwigzanie to nie spetnia dowodzonej wtasnosci, tzn. istnieja co najmniej dwa zadania
m(j) i m(j + 1) nalezace do zbioru T\ {h} takie, ze pr(j) > Dr(j4+1)- Warto§¢ kryterium dla

rozwigzania o wynosi:

Z(0) =>_ (fe(E)) + fr(T})) + fw(d — e) + fp(e) =

JjedJ

Zo + fr(Trigy) + fr(Trgrn)) =
Z() =+ fT(maX{Cﬂ N — d 0}) + fT(maX{Cﬂ(j+1 — d 0}) =
Zo + fr(max{Sr;) + prj) — d,0}) + fr(max{Sz,) + pry) + Pr(j+1) — d,0}),

gdzie Zo = Xjex (n()n(iry (SE(E)) + fr(T7) + fw(d — ) + fp(e).

Utwérzmy harmonogram o' = (7’,e,d) z harmonogramu o taki, ze zadania 7(j)
iw(j+1) wykonywane sa w odwrotnej kolejnosci, tzn. 7'(j) = w(j+1) oraz 7' (j+1) = 7(j).
Zauwazmy, ze po takiej zamianie, terminy rozpoczecia i zakonczenia wykonywania pozo-

stalych zadan nie zmienig sic. W zwigzku z tym, wartos¢ kryterium wynosi:

Z(0") =Y (fe(E;) + fr(T))) + fw(d —e) + fple) =

JjedJ

Zo + fr(Try) + fr(Tr) =
ZO —+ fT(maX{Cﬂ/ N — d O}) + fT(maX{Cﬂ/ (j+1) — d, 0}) =
Zo + fr(max{Sz¢) + pri+1) — d,0}) + fr(max{Sz;) + Pr@) + Pr(j+1) — d,0}).
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Uwzgledniajac nierd6wnosc¢ pr(jy > Pr(j+1), otrzymujemy:

Z(o)—Z(d') =
fr(max{S:;) + p=) — d,0}) + fr(max{S:;) + Pr(;) + Pr(j+1) — d,0})—
[ fr(max{Sx) + pr+1) — d,0}) + Fr(max{Se(j) + Pe(j) + Pegar) — d, 0})]
fr(max{Sx(j) + pr(jy — d,0}) — fr(max{Sz;) + Pr(j+1),0}) >

a stad
Z(o) = Z(d").

Z powyzszego wynika, ze zamiana kolejnosci wykonywania zadan 7(j) i 7(j + 1) nie
zwiekszy wartosci funkcji celu. Mozemy zatem uzyska¢ harmonogram, w ktérym zadania
ze zbioru T \ {h} sa uszeregowane w niemalejagcym porzadku czaséw ich wykonywania,

bez wzrostu wartosci kryterium. O]

W dalszych rozwazaniach bedg brane pod uwage tylko te rozwiazania problemu P2.1,
ktore spetniaja Wihasnosé 6.4.

Wtasno$é¢ 6.5. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P2.1, w ktorym, jezeli zadanie

h istnieje, to:
e ma najgkrotszy czas wykonywania sposrod zadan ze zbioru E lub
e ma najgkrotszy czas wykonywania sposrod zadan ze zbioru T.

Dowdéd. Zalézmy, ze znany jest harmonogram optymalny o = (7, e, d), w ktérym zadanie
h wykonuje sie na pozycji j. Zgodnie z Wtlasnosciami 6.3 i 6.4 zadanie o najkrotszym
czasie wykonywania ze zbioru E \ {h} znajduje si¢ na pozycji j — 1, natomiast zadanie
o najkrotszym czasie wykonywania ze zbioru T\ {h} znajduje sie na pozycji j+1. Zat6zmy,
ze harmonogram o nie spetnia dowodzonej wlasnosci, tzn. pri—1) < px(j) oraz pr(j+1) <
Pr(j)-

Wartosé kryterium dla harmonogramu o zostanie ponizej wyrazona na dwa rdzne

sposoby:

Z(0) =Y (fe(E;) + fr(T}) + fw(d —e) + fple) =

JjeJ

Zl+fE(E -1) + fr(Tr) =
Zy + fr(max{e — Cr(j-1),0}) + fr(max{Cr¢;) — d,0}) =
Z1 + fe(max{e — (Sx(j—1) + Pr(j- 1) 0}) + fr(max{Sx(;-1) +pm 1) + Pr() — d,0}),

gdzie Z1 = X jep (r(j—1)x0)3 (fE(E)) + fr(T})) + fw(d —e) + fp(e);
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Z(o) =Y (fe(E;) + fr(1})) + fw(d —e) + fple) =

JjeJ

Zy + fr(Trigy) + fr(Trgrn)) =
ZQ + fT(maX{C,r(j) — d 0}) + fT(maX{Cﬂ(j+1 — d 0}) =
Zoy + fT(maX{Crr(j—i-l — Pr(i+1) — 4, 0}) + fT(maX{C G+1) — d, 0}),

gdzie Zy = X jen (n(j) 40y (fE(E)) + fr(Th)) + fw(d —e) + fp(e).

Utwérzmy harmonogram o’ = (7/,e,d) z harmonogramu o taki, ze zadania 7(j — 1)
i m(j) wykonywane sa w odwrotnej kolejnosci, tzn. 7'(j) = w(j — 1) oraz #'(j — 1) =
7(7). Zauwazmy, ze po takiej zamianie, terminy rozpoczecia i zakonczenia wykonywania
pozostatych zadan nie zmienig sie.

Utwérzmy réowniez harmonogram o” = (7", e,d) z harmonogramu o taki, ze zadania
7(7) im(j+1) wykonywane sa w odwrotnej kolejnosci, tzn. 7”(j) = w(j+1) oraz 7" (j+1) =
7(7). Zauwazmy, ze po takiej zamianie, terminy rozpoczecia i zakorniczenia wykonywania
pozostatych zadan nie zmienig sig.

Rozwazmy teraz trzy mozliwe przypadki:

Przypadek 1. Zatozmy, ze Cr ;) < d.

Warto$é kryterium dla harmonogramu ¢’ wynosi:

Z(o') =) _ (fp(E;) + fr(T)) + fw(d —e) + fp(e) =

JjeJ

Z1 + fe(Bri-1) + fr(Tw) =
Zy + fe(max{e — Cr(j—1),0}) + fr(max{Cr ) —d,0}) =
Z1 + fe(max{e — (Sx(j-1) + Px(), 0}) + fr(max{Sx(1) + Pr(i-1) + Px(j) — 4, 0}).

Uwzgledniajgc nier6wnos¢ pr(j—1y < pPrx(j), otrzymujemy:

Z(0) — Z(o") =
fe(max{e — (Sx(j—1) + Pr(j-1)), 0}) + fr(max{Sr—1) + Pr(j-1) + Pr(j) — d,0})—
[fe(max{e = (Snii-1) + Pr(i); 0}) + fr(max{S;_1) + Pe(i-1) + Pr(s) — o, 0}}
fe(max{e — (Sx(—1) + Pr(j-1)), 0}) — fr(max{e — (Sx(j-1) + Px(j)), 0}) >

a stad:
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Przypadek 2. Zatézmy, ze Sy ;) > e
Wartosé kryterium dla harmonogramu ¢” wynosi:
Z(0") = > (fe(E;) + fr(Ty) + fw(d —e) + fple) =
jedJ
Zy + fr(Tori)) + fr(Tengin)) =
ZQ + fT(maX{C’ "(§)—d> 0}) + fT(max{C 7(j+1) d 0}) =
Zy + fr(max{Crt1) —d,0}) + fr(max{Crjt1) — d,0}).
Uwzgledniajac nieré6wnos¢ pr(j11) < Pr(j), otrzymujemy:
Z(o)— Z(o") =
fr(max{Cr 1) = Pr(j+1) — d,0}) + fr(max{Cr(+1) — d,0})—
fr(max{Cri11) = prgyy — d,0}) + fr(max{Crj4n) — d,0})] =
Jr(max{Cr1) = pr(+1) = d,0}) = fr(max{Cr(js1) = pr) — d,0}) > 0
a stad:
Z(o) = Z(a").
Przypadek 3. Zatozmy, ze Cr ;) > d oraz Sy < e.
Wartosé kryterium dla harmonogramu o’ wynosi:
Z(0') =>_ (fe(E;) + fr(T)) + fw(d — ) + fp(e) =
jeJ
Zr+ fr(Te-v) + fr(Te ) =
Z1 + fT<IIlaX{C "(j—1) — d 0}) + fT(maX{C (5 — d 0}) =
Zl + fT(maX{Sﬂ(] 1) +p7r d O}) + fT(maX{S (-1) +p7r(J 1) +p7r(] d,O})
Mamy zatem:
Z(o) = Z(0') =
fe(max{e — (Sz(j—1) + Pr(j-1)); 0}) + fr(max{Sx(j—1) + Prj-1) + Pr(j) — ,0})—
[ fr(max{Sai 1) + ) — d,0}) + fr(max{Se(; 1) + Prii-1) + i) — d,0})] =
fe(max{e — (Sx(j-1) + Pr(i-1)), 0}) — fr(max{Sz;-1) + pry) —d,0}).  (6.1)
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Dla harmonogramu ¢” wartos$¢ kryterium wynosi:

Z(0") = (fe(E;) + fr(T}) + fw(d —e) + fp(e) =

jedJ
Zy + fE(E vy) + Jr(Teriny) =
Zy + fe(max{e — Crr(;), 0}) + fr(max{Crr(j11) — d,0}) =

Zy + fe(max{e — (C m(j+1) — pw(j))7 0}) + fT(maX{CW(j+1) —d,0}).

W efekcie otrzymujemy:

Z(o)— Z(d") =
Jr(max{Crg1) = Prg+1) — d,0}) + fr(max{Cr11) — d,0})—
| fe(max{e — (Cr(js1) — Pe(i)), 0}) + fr(max{Crsr) — d, 0})}
Jr(max{Cr(jr1) = Pr41) — d,0}) — fe(max{e — (Cr(+1) — Pr(p). 0}).  (6.2)

Wykazemy, ze:

e jezeli wyrazenie (6.1) przyjmuje warto$¢ ujemna to wyrazenie (6.2) przyjmuje war-

tos¢ dodatnig;

e jezeli wyrazenie (6.2) przyjmuje warto$¢ ujemna to wyrazenie (6.1) przyjmuje war-

tos¢ dodatnig.

W tym celu wystarczy rozwazy¢ dwa nastepujace przypadki:

Przypadek 3a. Zatézmy, ze Z (o) — Z(0o') < 0.

7 powyzszego zatozenia wynika, ze:
Jfe(max{e — (Sx(j-1) + Pr(j-1)); 0}) < fr(max{Sr;_1) + pry — d,0}).
Latwo zauwazy¢, ze prawdziwe sa nastepujace zaleznosci:
Sr(j-1) + Pr(-1) = Ca(i-1) < Cn(j1) = Pr(i);

Sr(i=1) + Pr(j) < Sr(i+1) = Cr(j+1) — Pr(j+1)-

Uwzgledniajac fakt, ze funkcje fr oraz fr sa niemalejace, otrzymujemy:

fe(max{e — (Cr(j41) = Pr(j)); 0}) < fe(e = (Sri—1) + Prj—1))) <
Jr(max{Sz(; 1) + pr(j) — d,0}) < fr(max{Cr(j11) = pr(i+1) — d,0}),



Rozdzial 6 61

a stad:

Z(o)—Z(d") =
fr(max{Cr(;y1) = pr(jr1) — d,0}) — fe(max{e — (Cx(j11) — Px(s)), 0}) > 0.

Przypadek 3b. Zatézmy, ze Z(o) — Z(c") < 0.

7 powyzszego zatozenia wynika, ze:

fr(max{Cr(j+1) = Pr+1) — d,0}) < fp(max{e — (Cr(jr1) — Pr(j), 0}).

Przypomnijmy, ze prawdziwe sg nastepujace zaleznosci:
Sr(j-1) + Pr(i-1) < Cr(i1) = Prs);

Sr(j-1) + Pr(j) S Cr(j+1) = Pr(i+1)-

Uwzgledniajgc fakt, ze funkcje fr oraz fr sg niemalejace, otrzymujemy:

(maX{Sﬂ.(j 1) +pﬂ' d O}) fT(maX{Cﬂ'(jJrl = Pr(j+1) — d 0})
fe(max{e — (Cr(+1) — Pr(s); 0}) < [r(e — (Sxgi—1) + Pr(i-1))),

a stad:

Z(o)— Z(o") =
fr(max{e — (Sx(j—1) + Pr(j-1)), 0}) — fr(max{Sr;-1) + px(jy — d,0}) >

Z powyzszego wynika, ze zamiana kolejnosci wykonywania zadan (j) i 7(j + 1) badz
zamiana kolejnosci wykonywania zadan 7(j — 1) i 7(j) nie zwiekszy wartosci funkcji
celu. Mozemy zatem uzyska¢ harmonogram spetiajacy dowodzong wtasnosé bez wzrostu

wartosci kryterium. O

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko te rozwigzania problemu P2.1,
ktore spetniajg Wtasnosé 6.5.

Witasnosé 6.6. W optymalnym rozwigzaniu problemu P2.1, zadania ze zbioru WI sq

uszeregowane w dowolnej kolejnosci.

Dowéd. Wystarczy zauwazy¢, ze wartos¢ kryterium nie zalezy od kolejnosci wykonywa-

nia zadan ze zbioru WI. O

Podsumujmy teraz wtasnosci rozwiazania optymalnego problemu P2.1:
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e pierwsze zadanie rozpoczyna wykonywaé¢ sie w momencie 0;
e nie ma okreséw bezczynnosci pomiedzy wykonywaniem poszczegolnych zadan;

e zadania ze zbioru E \ {h} sa uszeregowane w nierosngcym porzadku czaséw ich

wykonywania;

e zadania ze zbioru T \ {h} sa uszeregowane w niemalejacym porzadku czaséow ich

wykonywania;

e zadanie h ma najkrotszy czas wykonywania sposrod zadan ze zbioru E lub ma

najkroétszy czas wykonywania sposrod zdan ze zbioru T;

e zadania ze zbioru WI wykonywane sa w dowolnej kolejnosci.

Wlasnosci rozwigzania optymalnego problemu P2

Ponizej przedstawione zostang wtasnosci problemu P2, czyli wieloprocesorowej wersji
problemu P2.1.

Wtasno$¢ 6.7. Istnieje optymalne rozwigzanie problemu P2, w ktorym procesory wyko-

nujq¢ zadania bez przestojow.

Dowdd Wtasnoscei 6.7 zostanie pominiety, poniewaz byltby on niemal identyczny jak

dowod analogicznej Wiasnosci 6.1.

Wtasnos$¢é 6.8. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P2, w ktorym przynajmniej

jedno zadanie zaczyna wykonywac sie w momencie 0.

Dowd6d Wtasnosci 6.8 zostanie pominiety, poniewaz bylby on niemal identyczny jak
dowdd analogicznej Wthasnoéci 6.2.

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko te rozwiazania problemu P2,
ktore spetniaja Wtasnosci 6.7 1 6.8.

Zauwazmy, ze kiedy pozycja i szerokosé¢ przedziatu [e, d] sa ustalone oraz zadania sa
przydzielone do poszczegdlnych procesoréow, to mozemy rozwazaé¢ oddzielnie uszerego-
wanie zadan na poszczegdlnych procesorach. W zwiazku z tym, prawdziwosé¢ Wtasnosci

6.9-6.12 wynika bezposrednio z prawdziwosci Wtasnosci 6.3-6.6.

Wtasnosé 6.9. Istnieje optymalne rozwigzanie problemu P2, w ktorym zadania ze zbioru

E‘\ {h'} (i=1,...,m) sqg uszeregowane wedlug nierosngcych czaséw wykonywania.

Witasno$é¢ 6.10. Istnieje optymalne rozwigzanie problemu P2, w ktorym zadania ze zbio-

ru TP\ {h'} (i =1,...,m) sq uszeregowane wedlug niemalejgcych czaséw wykonywania.
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Wtasno$é 6.11. Istnieje optymalne rozwigzanie problemu P2, w ktorym, jezeli zadanie
h' istnieje (i =1,...,m), to ma najkrétszy czas wykonywania sposréd zadan ze zbioru E'

lub ma najkrétszy czas wykonywania sposréd zadar ze zbioru T*.

Wtasnoéé 6.12. W optymalnym harmonogramie P2, zadania ze zbioru WI' (i =1,...,m)

sq uszeregowane w dowolnej kolejnosci.

6.5 Algorytmy optymalne

Teraz przedstawione zostang algorytmy programowania dynamicznego A2 i A2.1,
ktore rozwigzuja optymalnie odpowiednio problemy P2 i P2.1.

Zaktadamy, ze zadania sa ponumerowane zgodnie z niemalejacym porzadkiem czaséw
wykonywania (tzn. py < py < ... < pp).

W celu uproszczenia dalszych rozwazan, dla zadanego harmonogramu o, zdefiniujmy:
A ok )
® Tk = i1 Dy

(2

(1>

T

Ei, jezeli ppi < minjcgi pj,
E'\ {h'}, w przeciwnym przypadku;

7

[I>

=t

. { T?, jezeli ppi < minjeri pj,

T\ {h'}, w przeciwnym przypadku.

Zauwazmy, ze z Wlasnosci 6.9, 6.10, i 6.11 wynika, ze w optymalnym harmonogramie

problemu P2:
e hi ¢ Ei lub b € T' dla kazdego i = 1,...,m;

e zadania ze zbioru E* (i = 1,...,m) sg uszeregowane w nierosngcym porzadku czaséw

ich wykonywania;

e zadania ze zbioru T¢ (i = 1,...,m) sa uszeregowane w niemalejacym porzadku

czasoéw ich wykonywania.

W przypadku problemu P2.1 (czyli problemu jednoprocesorowego), w oznaczeniach

podanych powyzej, bedzie pomijany goérny indeks, ktory oznacza numer procesora.

Algorytm dla problemu P2.1

Na podstawie wykazanych wtasnosci oraz powyzszych rozwazan mozemy stwierdzi¢, ze
aby uzyska¢ harmonogram optymalny wystarczy okresli¢, ktore zadania nalezg do zbioru

E, ktére do zbioru T a ktére do zbioru WI. Tak wiec w celu znalezienia rozwigzania
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Rysunek 6.2: Przyktadowy harmonogram z zaznaczonymi zbiorami E’ oraz T".

optymalnego nalezy dla kazdego zadania podja¢ decyzje, czy nalezy ono do zbioru E, czy
do zbioru WI, czy do zbioru T.

Ponizej opisane jest dziatanie Algorytmu A2.1, ktory rozwigzuje optymalnie problem
P2.1. Rozpoczynamy od harmonogramu zerowego oy, czyli takiego, ktory nie zawiera zad-
nego zadania. Nastepnie generujemy kolejne harmonogramy czastkowe oy, (harmonogramy
zawierajace k pierwszych zadan) z harmonograméw oy_; poprzez przyporzadkowanie za-
dania k do zbioru E lub do zbioru WI, lub do zbioru T.

Bedziemy méwié, ze harmonogram jest w stanie (k, a, b) jezeli:
e zawiera k pierwszych zadan;

e réznica pomiedzy poczatkiem przedziatu [e, d], a momentem rozpoczecia wykony-

wania pierwszego zadania jest rowna a oraz

e rOznica pomiedzy zakonczeniem wykonywania ostatniego zadania, a koncem prze-

dziatu [e, d] jest réwna b.

Parametry k, a i b bedziemy nazywac¢ zmiennymi stanu. Przyktadowy harmonogram w sta-
nie (k,a,b) zostal przedstawiony na Rysunku 6.3.

Niech Fy(a,b) oznacza minimalng warto$¢ sumy kar za nieterminowe wykonanie za-
dan dla harmonograméw w stanie (k,a,b). Zauwazmy, ze kara za szeroko$é¢ i poczatek
pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan jest jednakowa dla wszystkich

harmonograméw w stanie (k,a,b) i wynosi odpowiednio fg(7 —a — b) oraz fp(a).
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Tk

Rysunek 6.3: Przyktadowy harmonogram w stanie (k,a,b).

Latwo zauwazy¢, ze optymalna wartosé¢ funkcji celu wynosi:

min{ F,(a,b) + fw (1, —a—b) + fp(a) :
a=0,...,70; 0=0,...,7; Dinin < T —a@ — b < Doz}

Zalézmy, ze mamy harmonogram czastkowy znajdujacy sie w stanie (k — 1, a, b).

Jezeli zadanie k przyporzadkujemy do zbioru E, to uzyskamy harmonogram w stanie
(k,a + pg,b). Z Wtasnosci 6.3 wynika, ze w otrzymanym harmonogramie zadanie k

konczy wykonywaé sie w momencie e — a (patrz Rysunek 6.3).

— Jezeli zadanie k konczy wykonywaé sie przed momentem d, czyli k # h, to
mamy Fi(a + pg,b) = Fr_1(a,b) + fr(min{a,0}).

— Jezeli natomiast zadanie k konczy wykonywacé sie za momentem d, czyli k = h,
to Fy(a + pg,b) = Fr_1(a,b) + fr(b — mx—1) (patrz Rysunek 6.4).

Latwo zauwazy¢, ze wartos¢ wyrazenia b — 7,1 jest dodatnia tylko i wytacznie
gdy k = h. Tak wiec, uwzgledniajac obydwa powyzsze przypadki, otrzymujemy:
Fy(a+ pg,b) = Fx_1(a,b) + fe(max{a,0}) + fr(max{b+ a,0}).

Jezeli zadanie k przyporzadkujemy do zbioru W1, to uzyskamy harmonogram w sta-
nie (k,a,b), natomiast Fy(a,b) = Fx_1(a,b).

Jezeli zadanie k przyporzadkujemy do zbioru T, to uzyskamy harmonogram w stanie
(k,a,b+ py). Z Wtasnosci 6.4 wynika, ze w otrzymanym harmonogramie zadanie k
koniczy wykonywaé sie w momencie d + b (patrz Rysunek 6.3). Mamy wéwczas

Fie(a,b+ pg) = Fr—1(a,b) + fr(b+ px), niezaleznie od tego czy k = h, czy nie.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze harmonogram w stanie (k, a,b) mozemy uzyska¢:

z harmonogramu w stanie (k— 1, a — p, b) poprzez przyporzadkowanie zadania k do
zbioru E. W tym przypadku mamy Fi(a,b) = Fy_1(a—pg, b) + fe(max{a—pg,0}) +
fr(max{b— 1,_1,0}).
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Rysunek 6.4: Dwa przyktadowe harmonogramy czastkowe o1 i1 0.

e 7z harmonogramu w stanie (k — 1,a,b) poprzez przyporzadkowanie zadania k do
zbioru WI. W tym przypadku mamy Fi(a,b) = Fy_1(a,b).

e 7z harmonogramu w stanie (k — 1,a,b — py) poprzez przyporzadkowanie zadania k
do zbioru T. W tym przypadku mamy Fi(a,b) = Fy_1(a, b — pi) + fr(b).

Rozwazmy teraz jakie wartosci zmiennych stanu a i b opisuja harmonogramy czast-
kowe, ktére moga by¢ rozszerzone do harmonogramu optymalnego. Latwo zauwazy¢, ze
zmienna stanu a przyjmuje wartosci zaréwno dodatnie jak i ujemne (patrz Rysunek 6.5).
Jezeli jednak w harmonogramie czastkowym zbidr E nie jest zbiorem pustym, to war-
tos¢ zmiennej stanu a jest dodatnia. Przyporzadkowanie zadania j do zbioru E powoduje
zwickszenie wartosci zmiennej stanu a o czas jego wykonywania, czyli o p;. Wynika z tego,
ze jest celowe rozwazanie tylko takich stanéw (k,a,b), w ktérych a > —max; p; = —pp.
W przypadku zmiennej stanu b mamy do czynienia z analogiczna sytuacja, tzn. celowe
jest rozwazanie tylko takich stanéw (k,a, b), w ktérych b > —max; p; = —p,.

bLatwo zauwazy¢, ze szerokos¢ przedziatu [e, d] w harmonogramach bedacych w stanie
(k,a,b) wynosi 7, — b — a (patrz Rysunek 6.3). Aby zapewnié¢ nieujemng szeroko$¢ tego
przedziatu, musi by¢ spetniona nastepujaca nier6wnosé: a+b < 7, — Dy (W szczegdlnosei
dla k = 0 mamy a + b < 0). Skoro b > —p, ia > —p,, toa <7 —b < 7 + p, oraz b <
T —a < Ti + pp. Ponadto, skoro szeroko$é przedziatu [e, d] w kompletnym harmonogramie
musi by¢ nie mniejsza niz D, to 7, —b—a > D, a w konsekwencji a+0 < 7, — Dnin-
Latwo zauwazy¢, ze w rozwigzaniu optymalnym a > 01 b > 0. Musza by¢ wiec spetnione
nastepujace zaleznosci: a < 7, — Dypin 1 b < 7, — D, Podsumowujac, w kazdej iteracji k
algorytmu mozemy ograniczy¢ przedziatl wartosci zmiennych stanu w sposéb nastepujacy:
—Pp < a < min{7g + Py, 7w — Dpmin } 0raz —p, < b < min{7y + pn, Tn — Din }-

Ponizej zaprezentowano formalny opis algorytmu stworzonego na bazie powyzszych

rozwazan.
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Rysunek 6.5: Cztery przyktadowe harmonogramy z zaznaczonymi zmiennymi stanu.

Algorytm A2.1

Krok 1 (Inicjalizacja) Dla a = —p, + 1,...,7% — Dpin; b = —pn + 1,..., 7 — Dyin,
podstaw:
0, jezeli a + b < 0,

+00, W przeciwnym przypadku.

Fy(a,b) = {

Podstaw k := 1.

Krok 2 (Rekursja) Dla a = —p, + 1,...,min{7 + pn, 7 — Dmin};
b= —Dp + 1, . ,min{Tk + Pny Tn — Dmm}, Wylicz:

Fk_l(a, b),
Fi(a,b) :=min{ Fy_1(a,b— pr) + fr(b), jezeli b > 0;
Fr 1(a —pg, ) + fe([a — pe]™) + fr([t = 71]T), jezelia > 0.

Jezeli k = n, to idz do Kroku 3. W przeciwnym przypadku podstaw k := k + 1
i powtorz Krok 2.

Krok 3 (Rozwigzanie optymalne) Wyznacz optymalna warto$¢ kryterium:

F* = min{F,(a,b) + fw(m, —a—0b)+ fp(a):
a>0;b20; Dyin <7 —a—b< Dyast
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oraz skonstruuj odpowiadajace rozwigzanie optymalne metoda przegladu wstecz-
nego (ang. backtracking). Poczatek i koniec przedziatu [e,d] moga by¢ wyliczone

w sposob nastepujacy: e = a, d =7, — b.

Twierdzenie 2. Algorytm A2.1 rozwigzuje optymalnie problem P2.1 w czasie

O (n (Xp;— Dmin)2)-

Dowdd. tatwo zauwazyé, ze ztozonosé obliczeniowa algorytmu wynika bezposrednio
z rozmiaru przestrzeni stanéw. Tak wiec, skoro k=1,... ,n,a=—p, +1,..., 7 — Dyn

ib=—p,+1,...,7 — Dpin, to ztozonosé¢ obliczeniowa algorytmu A2.1 wynosi:

2

2
) <n (Tn — Dpin +pn)2) =0 |n (ij + Pn — Dmm) =0|n (Zp] - Dmm)
j=1

J=1

Rozwazmy pare harmonograméw czastkowych w tym samym stanie. Latwo zaobser-
wowal, ze dla kazdego harmonogramu w stanie (k,a,b) kary za poczatek i za szerokosé
przedziatu [e,d] wynosza odpowiednio fp(a) i fi (7, — a — b). Harmonogram z mniej-
szg wartoscig catkowitej kary za nieterminowos¢ wykonania zadan bedzie mial mniejsza
warto$¢ catkowitej kary za nieterminowos¢ wykonania zadan po rozszerzeniu go o nie
uszeregowane zadania w ten sam sposob, w jaki rozszerzony zostanie drugi harmonogram
bedacy w tym stanie. Z powyzszego wynika, ze do rozszerzenia o kolejne nie uszeregowane
zadania nalezy wybra¢ sposrod harmonograméw bedgcych w tym samym stanie, harmo-
nogram o najmniejszej wartosci catkowitej kary za nieterminowos$¢ wykonania zadan.

Optymalnosé algorytmu A2.1 wynika bezposrednio z powyzszych rozwazan oraz za-

sady optymalnosci ogélnej metody programowania dynamicznego. O

Skoro D, = 0, to ztozonosé obliczeniowg algorytmu A 2.1 bedziemy dla uproszczenia

wyraza¢ rowniez w skroconej formie: O(n (3 p;)?).

Algorytm dla problemu P2

W niniejszym punkcie zostanie przedstawiony algorytm optymalny dla problemu P2.

Algorytm programowania dynamicznego A2 dla problemu P2 zostal skonstruowany
w oparciu o Wtasnosci 6.7-6.12. Algorytm ten jest modyfikacja algorytmu A2.1.

Latwo zauwazy¢, ze aby uzyska¢ harmonogram optymalny wystarczy okresli¢, ktore
zadania naleza do zbioru E?, ktére do zbioru T, a ktére do zbioru WI' (i = 1,...,m).
Tak wiec, w celu znalezienia rozwigzania nalezy dla kazdego zadania podja¢ decyzje czy

nalezy ono do zbioru Ef, czy do zbioru WI', czy do zbioru T* (t=1,...,m).
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Ponizej opisane jest dziatanie Algorytmu A2. Rozpoczynamy od harmonogramu zero-
wego 0y, czyli takiego, ktéry nie zawiera zadnego zadania. Nastepnie generujemy kolejne
harmonogramy czastkowe o, (harmonogramy zawierajace k pierwszych zadan) z harmo-
nogramow oy_; poprzez przyporzadkowanie zadania k do zbioru E’ lub do zbioru WI',
lub do zbioru T

Niech S? oraz C' oznaczaja odpowiednio moment rozpoczecia pierwszego zadania i mo-
ment zakonczenia ostatniego zadania na procesorze ¢ w pewnym harmonogramie czastko-
wym. Bedziemy moéwié, ze harmonogram ten jest w stanie (k,a,w,b), gdzie
a= (a',a? ...,am), w = (ww? ..., w")ib=(b',0?...,0"), jezeli zawiera k pierw-
szych zadafi, natomiast @' = e — S, b = C' —d i w' = Y jegi pj —a—b. Wartos¢ zmiennej
stanu w’ bedzie nam wygodnie interpretowaé jako szeroko$é pozadanego przedziatu zakon-
czenia wykonywania zadan. Latwo zauwazy¢, ze przy takiej interpretacji musimy dopuscié
rozne szerokosci tego przedziatlu na poszczegolnych procesorach - oczywiscie jest to do-
puszczalne tylko w harmonogramach czastkowych. W zwigzku z tym, niech d’ oznacza
koniec pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan na procesorze i. Zdefinio-

wane zmienne stanu zostaly zilustrowane na Rysunku 6.6.
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Rysunek 6.6: Przyktadowy harmonogram czastkowy z zaznaczonymi zmiennymi stanu.

W celu uproszczenia dalszych rozwazan, zdefiniujmy z° jako wektor o rozmiarze m
z wartoscig 1 na pozycji ¢ oraz wartoscia (0 na pozostatych pozycjach.

Niech Fy(a,w,b) oznacza minimalng warto$¢ sumy kar za nieterminowe wykonanie za-
dan spoéréd harmonograméw w stanie (k, @, w, b). Zauwazmy, ze kara za poczatek i szero-
kosé przedziatu [e, d] jest jednakowa dla wszystkich harmonograméw w tym samym stanie
i wynosi odpowiednio fr(max; a’) i f,(w'), przy czym o karze za szeroko$¢ tego przedziatu

mozemy moéwié¢ tylko w przypadku harmonograméw, w ktérych w! = w? = ... = w™.
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Latwo zauwazy¢, ze optymalna warto$¢ funkcji celu wynosi:
min{ F,(a, wb) + fw (w") + fp(maxa’) : Dpin < w' =w? = ... = W, < Dinaa -

Zatézmy, ze mamy harmonogram czastkowy znajdujacy sie w stanie (k — 1, @, w, b).

e Jezeli zadanie k przyporzadkujemy do zbioru E, to uzyskamy harmonogram w sta-
nie (k,a + Z'pg,w,b). Z Wlasnoéci 6.9 wynika, ze w otrzymanym harmonogramie

zadanie k konczy wykonywaé si¢ w momencie e — a’ (patrz Rysunek 6.6).

— Jezeli zadanie k koniczy wykonywaé sie przed momentem d, czyli k& # A%, to
mamy F(a + z'pg, w,b) = Fy_1(a,w,b) + fg(min{a’,0}).

— Jezeli natomiast zadanie k konczy wykonywaé sie za momentem d, czyli k = h’,
to Fy(a+ z'py, w,b) = Fy_1(a,w,b) + fr(—a® — w') (patrz Rysunek 6.7).

Latwo zauwazyé, ze warto$é wyrazenia —a’ — w' jest dodatnia tylko i wylgcznie
gdy k = hi. Tak wiec, uwzgledniajac obydwa powyzsze przypadki, otrzymujemy:
F.(a + Z'pg, w,b) = F_1(a,w,b) + fp(max{a’,0}) + fr(max{—a’ — w’,0}).

e Jezeli zadanie k przyporzadkujemy do zbioru WI', to uzyskamy harmonogram w sta-

nie (k,a,w + T'py, b), natomiast Fy(a,w + Z'pg, b) = Fj_1(a,w,b).

e Jezeli zadanie k przyporzadkujemy do zbioru T, to uzyskamy harmonogram w sta-
nie (k,a,w,b -+ z'py). Z Whasnoéci 6.10 wynika, ze w otrzymanym harmonogramie
zadanie k konczy wykonywaé si¢ w momencie d + b* (patrz Rysunek 6.6). Mamy
wowezas Fy(a,w,b + z'p,) = Fr_1(a,w,b) + fr(b' + pi), niezaleznie od tego czy
k = hi, czy nie.

b! a w b!

=
A
A
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4
Y
4

I [eeel k-2 | k-1

\ 4
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D --}
[ Y

harmonogram oy harmonogram oy

Rysunek 6.7: Dwa przyktadowe harmonogramy czastkowe oy_1 i 0.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze harmonogram w stanie (k, a, w, b) mozemy uzyska¢:

e 7 harmonogramu w stanie (k — 1,a@ — pi@’, W, b) poprzez przyporzadkowanie zada-
nia k do zbioru E (i = 1,...,m). W tym przypadku mamy F}(a,@,b) = Fj_1(a —
peZt, W, b) + fp(max{a’ — py,0}) + fr(max{—a’ — w’,0}).
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e 7 harmonogramu w stanie (k—1, @, w—pyZ", b) poprzez przyporzadkowanie zadania k
do zbioru WI' (i = 1,...,m). W tym przypadku mamy Fj(a,w,b) = Fy_1(a,w —
pki’i, B) .

e 7z harmonogramu w stanie (k — 1,a,w, b — p,Z') poprzez przyporzadkowanie zadania
k do zbioru T¢ (i=1,...,m). W tym przypadku mamy F(a,w,b) = F,_1(a,w,b—

Rozwazmy teraz jakie warto$ci zmiennych stanu o', w' i b opisujg harmonogramy
czastkowe, ktére moga by¢ rozszerzone do harmonogramu optymalnego. Podobnie jak
miato to miejsce w przypadku problemu jednoprocesorowego, celowe jest rozwazanie tylko
takich stanéw (k,a,w,b), w ktérych a' > —p, i b' > —p,. Ponadto, latwo zauwazy¢, ze
zmienna stanu w’ przyjmuje tylko wartoéci nieujemne.

Oczywiste jest, ze a' + b + w' = ;3 p;. W konsekwencji, jezeli zadne zadnie nie
jest uszeregowane na procesorze i, to a' + b* + w® = 0. Skoro rozwazamy tylko calko-
wite harmonogramy, dla ktérych w! = w? = ... = w™, to warto$¢ zmiennej stanu w’
nie moze by¢ wigksza niz min{™, D, }. Zauwazmy, ze w harmonogramie optymalnym
nier6wnoé¢ min; a® > max;a’ + p, musi byé zawsze spelniona. W przeciwnym przy-
padku przesuniecie zadania, ktére zaczyna wykonywaé¢ sie w momencie max; a’ na in-
ny procesor spowodowatoby zmniejszenie wartosci kryterium. Ponadto, skoro minimalna
szerokos¢ przedziatu [e, d] wynosi Dy, to musi by¢ spelniona nastepujaca nieréwnosé
Sat < 1, — mD,. Wynika z tego, ze warto$é zmiennej stanu a’ nie moze by¢ wiek-

Tn

sza niz = — Dy + pp. Podobnie wartos¢ zmiennej stanu b® nie moze by¢ wieksza niz
%— min+Pn- Niech zatem @y, = min{7g, | ™ |, Dynae }, G = min{ 7 +pp, [ 72| = Dimin+pn },
b, = min{7, — g, [™ ] — Dpin + pn} oznaczaja odpowiednio maksymalne akceptowalne
wartos$ci zmiennych stanu w’, a* oraz b* w iteracji k algorytmu.

Ponizej zaprezentowano formalny opis algorytmu skonstruowanego na bazie powyz-

szych rozwazan.

Algorytm A2

Krokl. (Inicjalizacja) Dla w* = 0,..., Dyaz; 0 = —pp + 1, .., T — Dppin; b = —py, +

L,...., 7 — Dpin (1 =1,...,m), podstaw:

0, jezeliV; w' = —a® — b

00, W przeciwnym przypadku.

Fy(a,w,b) = {

Podstaw k := 1.
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Krok 2. (Rekursja) Dla a' = —p, + 1,... a5 b' = —po + 1,... by w' = 0,..., iy
(i=1,...,m), jezeli 7 (a’ + 0" + w') = 73, , wylicz:

Fy.(a,w,b) =

Feoi(a— pe@',w,b) + fe([a’ — pi)t) + fr([—a’ —wh), jezeli a’ > 0,
min o Fio(a,w— i’ b),

Fr1(a,w,b — pp@') + fr(t'), jezeli b* > 0.

Jezeli k = n, to idZz do Kroku 3. W przeciwnym przypadku podstaw k := k + 1 i
powtorz Krok 2.

Krok 3. (Rozwigzanie optymalne) Wyznacz optymalng warto$¢ kryterium:

F* = min{F,(a,w,b) + fw(w') + fp(maxa') :
a,m,b i
Dpin <w' =w? = ... = 0™ < Dpaa }

oraz skonstruuj odpowiadajace mu rozwigzanie optymalne metoda przegladu wstecz-
nego (ang. backtracking). Poczatek i koniec pozadanego przedziatu zakonczenia wy-

konywania zadan moze byé¢ wyznaczony nastepujaco : e = max; a’; d = e + w'.

Twierdzenie 3. Algorytm A2 rozwigzuje optymalnie problem P2 w czasie
2m—1 . m
) <7’L (% - szn + pmaa:) (mlIl {%7 Dmaw}) ) :

Dowéd. tLatwo zauwazy¢, ze ztozonosé obliczeniowa algorytmu wynika bezposrednio
z rozmiaru przestrzeni stanéw. Tak wiec skoro k =1,...,n; —p, < a* < L7 | — Diin + Dn;
—pn < U < [2] — D +pn; 0 < ' < min{%,me} (dla kazdego i = 1,...,m), to

ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu A2 wynosi:

2m m
O <7’L <Tn_szn +pn) (min{’rnaDmaz}> ) .
m m

Skoro wyrazenie .7, (a' +b'+w') = Z;f"zl p; jest prawdziwe dla kazdej iteracji algoryt-
mu k =1,... n, to mozemy wyeliminowa¢ jedng ze zmiennych stanu, np. b™. W efekcie

zmniejszymy zlozono$¢ obliczeniows algorytmu do nastepujacej wartosci:

2m—1 m
O (n (Tn_szn +pn> (min{ﬂl>Dmaz}> ) .
m m

Rozwazmy pare harmonograméw czastkowych w tym samym stanie. Przypomnijmy,
ze kary za poczatek i za szeroko$¢ przedziatu [e, d] sa identyczne dla wszystkich harmo-

nogramow bedacych w tym samym stanie. Harmonogram z mniejsza wartoscia catkowitej
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kary za nieterminowo$¢ wykonania zadan bedzie mial mniejsza warto$é¢ catkowitej kary
za nieterminowos¢ wykonania zadan po rozszerzeniu go o nie uszeregowane zadania w ten
sam sposOb, w jaki rozszerzony zostanie drugi harmonogram bedacy w tym stanie. Z po-
wyzszego wynika, ze do rozszerzenia o kolejne nie uszeregowane zadania nalezy wybrac
sposrod harmonogramoéw bedacych w tym samym stanie, harmonogram o najmniejsze;j
wartosci catkowitej kary za nieterminowos¢ wykonania zadan.

Optymalnosé algorytmu A2 wynika bezposrednio z powyzszych rozwazan oraz zasady

optymalnosci ogélnej metody programowania dynamicznego. O]

Skoro D,in 2 0, 7, = > p; oraz min {%, Dmm} < 22, to ztozonosc¢ obliczeniows algo-

rytmu A2 bedziemy dla uproszczenia wyraza¢ rowniez w nastepujacej skroconej formie:

3m—1
@) (n (225] —|—pmafc> )’ gdZie Pmaz = IMaXP;.

Uwaga 1. Algorytm A2 moze by¢ w prosty sposob zaadaptowany do rozwigzania rozsze-

rzonej wersji problemu P2 z procesorami jednorodnyma.

Wyjasnienie: W przypadku procesoréw jednorodnych p;; = p;/v; oznacza czas wyko-
nywania zadania j na procesorze [, gdzie v; jest predkoscig procesora [, j = 1,...,n,
I =1,...,m. Gdy zadania sg przydzielone do procesoréow, to czasy wykonywania po-

szczegblnych zadan sa ustalone. Latwo zatem zauwazy¢, ze Wihasnosci 6.7-6.12 sg réwniez
spelnione dla problemu z procesorami jednorodnymi. Wystarczy zatem dokonaé¢ kilku
drobnych zmian w algorytmie A2 w celu zaadaptowania go do rozwigzania tego proble-

mau.

6.6 Podsumowanie rozdziatu

W niniejszym rozdziale analizowano wieloprocesorowy problem szeregowania z dobo-
rem pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan przy kryterium minimalizacji
sumy kar za nieterminowe wykonanie zadan oraz kar zwiazanych z poczatkiem i szero-
koscig tego przedzialu. Wszystkie te kary sa opisane identycznymi dla wszystkich za-
dan, dowolnymi funkcjami nierosngcymi. Wykazano, ze problem ten jest silnie NP-trudny
w ogolnym przypadku oraz ze jest on NP-trudny w zwyklym sensie dla dowolnej ustalonej
liczby procesoréw. Ponadto wykazano liczne wtasnosci rozwigzania optymalnego. Na ich
podstawie skonstruowano algorytmy oparte na metodzie programowania dynamicznego,
ktore rozwigzujg optymalnie badany problem oraz jego szczegdlny przypadek z pojedyn-

czym procesorem.
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Minimalizacja sumy wazonych
opOznien i przyspieszen wykonania

zadan

7.1 Wstep

W niniejszym rozdziale przedstawione zostana nowe wyniki, uzyskane przez autora
niniejszej pracy, dotyczace wieloprocesorowego problemu szeregowania zadan z doborem
pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan, przy zadanym dolnym i gérnym
ograniczeniu na szeroko$¢ tego przedziatu. Minimalizacji podlega¢ bedzie suma wazonych
nieterminowosci wykonania zadan oraz kary zwigzanej z szerokoscia pozadanego przedzia-
tu zakonczenia wykonywania zadan. Jednostkowe kary za nieterminowe wykonanie zadan
beda rézne dla poszczegdlnych zadan.

Przedstawione w niniejszym rozdziale rezultaty zostaly czesciowo opublikowane w pra-
cy [57].

Na wstepie nalezy wyodrebni¢ pewien szczegdlny przypadek tego problemu, mianowicie

taki, w ktorym ponizsza zaleznosc¢ jest prawdziwa dla kazdych dwoch zadan j i [

gdzie p; oznacza czas wykonywania zadania j, natomiast «; i 3; to odpowiednio jednost-
kowy koszt przyspieszenia/op6znienia wykonania zadania j. Ten szczegblny przypadek
bedzie okreslony mianem przypadku ze zgodnymi ilorazami wag.

W dalszej czesci tego rozdziatu przedstawiona jest precyzyjna definicja analizowanego
problemu (Podrozdzial 7.2). Nastepnie zaprezentowane sa niezbedne oznaczenia, wyka-
zane wlasnosci rozwigzania optymalnego i ustalona ztozonos¢ obliczeniowa analizowane-
go problemu oraz jego szczegblnego przypadku z pojedynczym procesorem (Podrozdzial

7.3). Dla szczegdlnego przypadku problemu ze zgodnymi ilorazami wag skonstruowano,

74
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na podstawie wykazanych wtasnosci, algorytm optymalny oparty na metodzie programo-
wania dynamicznego (Podrozdzial 7.4) W Podrozdziale 7.5 zaprezentowano w petni wielo-
mianowy schemat aproksymacyjny dla szczegdlnego przypadku problemu z pojedynczym
procesorem, ze zgodnymi ilorazami wag oraz bez ograniczen na szeroko$¢ pozadanego
przedziatu zakonczenia wykonywania zadan. Nastepnie zaprezentowano trzy wielomiano-
wo rozwiazywalne szczego6lne przypadki rozwazanego problemu z jednostkowymi czasami
wykonywania zadan (Podrozdzial 7.6). Niniejszy rozdzial zamyka krétkie podsumowanie

uzyskanych wynikéw.

7.2 Sformulowanie problemu

Ponizej zostanie przedstawiona precyzyjna definicja problemu analizowanego w niniej-
szym rozdziale.

Zadany jest zbiér n niezaleznych i niepodzielnych zadan J = {1,...,n} do wykonania
na m réwnoleglych i identycznych procesorach. Kazdy procesor moze wykonywaé jed-
noczesnie tylko jedno zadanie. Kazde zadanie j € J o czasie wykonywania p; > 0 jest
dostepne w momencie zerowym. Wszystkie zadania maja wspolny pozadany przedziat
zakonczenia wykonywania. Poczatek i koniec tego przedziatu oznaczmy przez e i d.

Harmonogram zadan okresla przydziat zadan do procesoréw, momenty zakonczenia
wykonywania zadan oraz poczatek i koniec pozadanego przedziatu zakonczenia wykony-
wania zadan.

Przypomnijmy definicje nastepujacych oznaczen:
e S, - moment rozpoczecia wykonywania zadania j;
e (; - moment zakonczenia wykonywania zadania j;

o I 2 {e— C},0} - czas przedwezesnego wykonania zadania j (przyspieszenie wyko-

nania zadania j);

o T} = {C; — d,0} - czas zbyt pdznego wykonania zadania j (opéznienie wykonania

zadania j).

Przypomnijmy réowniez, ze w celu podkreslenia, iz konkretne oznaczenie (np. S;) odnosi
sie do pewnego, okreslonego harmonogramu o, stosowany bedzie nastepujacy zapis: S;(o).

Szeroko$¢ przedziatu [e, d] jest ograniczona z dotu przez D, oraz z géry przez D,aq,
tzn. Do < d—e < Dygs-

Celem problemu jest znalezienie takiego harmonogramu o (spetniajacego ograniczenie

Dipin < d — € < D), ktory minimalizuje warto$é nastepujacego kryterium:

Z(0) =Y (o E; + 3;T;) +~v(d —e),

jeJ
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gdzie a; > 0, B; > 01 v > 0 sa pewnymi wagami, ktére przyjmuja tylko wartosci
catkowite.

Zaktadamy réwniez, ze czasy wykonywania zadan oraz poczatek i koniec pozadanego
przedziatu zakonczenia wykonywania zadan sg wartosciami catkowitymi.

W tréjpolowej notacji [34] problem moze by¢ przedstawiony nastepujaco:
Pl{e,d); Dyin < d— € < Dpag| > _(;Ej + 3;T;) +y(d —e).

Badany problem bedzie oznaczany réwniez jako P3.
Problem P3 jest problemem bardzo ztozonym. Dlatego bedzie analizowany réwniez
jego szczegbdlny jednoprocesorowy przypadek, ktory w notacji tréjpolowej bedzie zdefinio-

wany w sposob nastepujacy:
(e, d); Dmin < d — € < Dy Z(&jEj + BiT;) +~v(d — e).

Problem ten bedziemy oznacza¢ rowniez jako P3.1.

7.3 Wlasnosci rozwigzania optymalnego i zlozonosé

obliczeniowa

W niniejszym podrozdziale zostang wprowadzone pewne przydatne oznaczenia, wyka-
zane wlasnosci rozwigzania optymalnego oraz ustalona ztozonos¢ obliczeniowa problemdw

P3iP3.1.

Dla zadanego harmonogramu o zdefiniujemy nastepujace zbiory zadan:

ek 2 {j € J|C; < e} - zbior zadan, ktére konczg wykonywaé sie w lub przed

momentem e;

eT 2 {j € J|S; > d} - zbiér zadan, ktére rozpoczynaja wykonywaé si¢ w lub po

momencie d.

Zdefiniowane oznaczenia zostaly zilustrowane na Rysunku 7.1.

-

|‘5 e d

Rysunek 7.1: Ilustracja zdefiniowanych oznaczen.
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Przypomnijmy rowniez pewne zdefiniowane wczesniej zbiory zadan:
e Ji - zbiér zadan wykonywanych na procesorze i

e WI= {jeJ:S;>eAC; <d} - zbiér zadat wykonanych catkowicie wewnatrz
przedziatu [e, d];

e T2{jc]: C; > d} - zbidr zadan, ktére koncza wykonywaé si¢ po momencie d.

Jezeli X jest pewnym zbiorem zadan, to X = X N J°.

Wlasnosci problemu P3.1

Wtlasnosé 7.1. W optymalnym rozwigzaniu problemu P3.1 nie ma okresow bezczynnosci

procesora pomiedzy wykonywaniem poszczegolnych zadan.

Dowdd tej wlasnosci zostanie pominiety, poniewaz byltby niemal identyczny jak dowod
analogicznej Wtasnosci 5.1 dla problemu P1.

W dalszych rozwazaniach bedg brane pod uwage tylko te rozwiazania problemu P3.1,
ktore spetniaja Wihasnosé 7.1.

Witasno$¢ 7.2. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P3.1, w ktorym przynajmniej

jedno zadanie rozpoczyna wykonywaé sie w momencie 0.

Dowdd tej wlasnosci zostanie pominiety, poniewaz byltby niemal identyczny jak dowod
analogicznej Wtasnosci 5.2 dla problemu P1.

W dalszych rozwazaniach bedg brane pod uwage tylko te rozwiazania problemu P3.1,
ktore spelniajag Wthasnosé 7.2.

Zauwazmy, ze dla rozwiazania speliajacego Wtasnosci 7.1 oraz 7.2, kolejnos¢ wykona-
nia zadan implikuje momenty ich rozpoczecia i zakonczenia. Jezeli poprzez m oznaczymy
kolejnos¢ wykonywania zadan, to momenty zakonczenia wykonywania zadan mozna wy-

liczy¢ z nastepujacego wzoru:
7
Cr(j) = D Pr(1)-
=1

Zapis 0 = (m,e,d) bedzie oznaczal harmonogram o, w ktérym 7 okresla kolejnosé
wykonywania zadan na procesorze, natomiast e i d to odpowiednio poczatek i koniec
pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan.

Przypomnijmy zdefiniowane wczesniej oznaczenia:

e Kp = min{j : Crj) = e} - pozycja pierwszego zadania, ktére koriczy wykonywac

sie w lub po momencie e;

o K = max{j: Sx(j) < d} - pozycja ostatniego zadania, ktore rozpoczyna wykonywac

sie w lub przed momentem d;
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o Ap = Crip) — € - cze$¢ zadania 7(Kp), ktéra wykonuje si¢ wewnatrz przedziatu
e, d];

o2 e— Sr(kp) - cz€8¢ zadania 7(Kp), ktora wykonuje sie przed przedziatem [e, dJ;

Ar £ d — Sq(xy) - cze$¢ zadania 7(Kr), ktéra wykonuje sie wewnatrz przedzialu
le, d];

or = C, (k) — d - czes¢ zadania m(Kr), ktéra wykonuje si¢ za przedziatem [e, d].

Witasnosé 7.3. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P3.1, w ktérym jedno zadanie

konczy wykonywac sie w momencie e lub w momencie d.

Dowéd. Zalézmy, ze znane jest rozwiazanie optymalne o = (7, e, d). Zal6zmy réwniez, ze
rozwigzanie to nie spelia dowodzonej wtasnosci, tzn. nie istnieje zadne zadanie, ktére kon-
czy wykonywaé sie w momencie e lub w momencie d. Oznacza to, ze Ag > 0 oraz Ar > 0.
W niniejszym dowodzie zaktadamy, ze oznaczenia EiT odnosza si¢ do harmonogramu o.

Wartos¢ kryterium dla rozwiazania o wynosi:

Z(o) =Y (yE; + 3;Tj) +v(d —e) =

jed
Y (aymax{e — C;,0} + B max{C; — d,0}) + y(d —¢) =
jed
S ajle—Cy) + Y Bi(Cy —d) +~(d —e).
jeB JjeT
6E AE AT 8T
harmonogram ¢ co ! cee| coe
e d
harmonogram o’ coe ! ces . o
; &
harmonogram o" co coe ] e
o g

Rysunek 7.2: Przyktadowe harmonogramy o, o’ i o”.

Niech A\; £ min{Az(0),d5(c)}. Utwérzmy harmonogram o' = (7, €’,d’) z harmono-

gramu o taki, ze ¢ = e — N\ i d = d— \. Zauwazmy, ze w harmonogramie ¢’ pewne
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zadanie konczy wykonywaé sie w momencie €’ (jezeli dg(0) < Ar(c)) lub w momencie d'

(jezeli dg(0) = Ar(o)). Wartoé¢ kryterium dla harmonogramu ¢’ wynosi:

Z(0') =Y (e E; + B;Ty) +~(d —¢') =

jeJ
> (aymax{e’ — C},0} + f;max{C; — d',0}) + y(d' — ¢') =
jeJ
Z (Oéj max{e — )\1 — Cj, O} + 6]' maX{C'j —d + /\1, 0}) + ’Y(d - )\1 —e+ >\1) =

Yoajle=M =05+ Bi(C;—d+ ) +(d—e) =

jek JET

Zaj(e—Cj)+ Zﬁ](C] —d) +’Y(d—€) + (Z ﬁj - Z&j) /\1.

jEE JeT JET jeB

Mamy zatem:

Z(o) = Z(o') = (Z Bj = Z%‘) Ar

jGT ]GE

Niech Ay £ min{dr (o), Ag(c)}. Utwérzmy harmonogram o” = (7, ¢”,d") z harmono-
gramu o taki, ze ¢/ = e+ Xy i d’ = d+ \y. Zauwazmy, ze w harmonogramie ¢” pewne
zadanie konczy wykonywaé sie w momencie €” (jezeli Ag(o) < d7(0)) lub w momencie d”

(jezeli Ag(o) = dr(0)). Wartoé¢ kryterium dla harmonogramu ¢” wynosi:

Z(0") =Y (a;E; + B;T;) +(d" —€") =

jed
> (aymax{e” — Cj,0} + 8 max{Cj — d",0}) + y(d" — €") =
jed
> (aymax{e + Ay — C;, 0} + Bymax{C; —d — s, 0}) + Y(d+ Aa —e — Ag) =

jeJ

Yoajletr—Cy)+> Bi(C;—d =) +(d—e) =

jeB JET

Yoale=Cy)+ Y Bi(C;—d) +(d—e)+ (Z oy — Z@‘) Aa.

jE€E JeT jeB JET
Mamy zatem:
Z(o) — Z(0") = (Z = 5]‘) Ag.
jek JET
Latwo zauwazy¢, ze:

- Jezeh Z]ET /6] 2 ZJGE Oéj, to Z(O”) < Z(U),



Rozdzial 7 80

- Jezeli Yjer B < Xjep ay, tO Z(0") < Z(o).

7 powyzszego wynika, ze mozemy zawsze uzyska¢ harmonogram, dla ktérego rozwazana

wlasnosé jest prawdziwa, bez wzrostu wartosci kryterium. O

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko takie rozwiazania problemu
P3.1, ktore spetniajag Wtasnosé 7.3.

Wtasno$é¢ 7.4. W rozwigzaniu optymalnym problemu P3.1 zadania ze zbioru E 5q usze-

regowane w nierosngcym porzgdku wartosci ilorazu p;/ ;.

Dowéd. Zalézmy, ze znane jest rozwiazanie optymalne o = (m,e,d). Zatézmy réwniez,
ze rozwigzanie to nie spetnia dowodzonej wtasnosci, tzn. istnieja co najmniej dwa zadania
7(j) i 7(j + 1) nalezace do zbioru E takie, ze Pr(j)/ Qn(j) < Pr(i+1)/ Cn(jt1)-

Wartosé kryterium dla rozwiazania o wynosi:

Z(o) =Y (a;E; + 3;T;) +y(d —e) =

jeJ
Zo + () B () + Qn(1) En(jr) =
Zy + axjy max{e — Crj), 0} + ax(jy1y max{e — Criji), 0} =
Zo + ax(j)(€ = Cr()) + angey (€ = Crgan) =
Zo + an (€ = (Segi) + Pri))) + iy (€ = (Sei) + ey + Prien)) )

gdzie Zo = Zjenir()mirny (058 + BiT5) +y(d —e).

Utwérzmy harmonogram o' = (7’,e,d) z harmonogramu o taki, ze zadania 7(j)
i7(j+1) wykonywane sa w odwrotnej kolejnosci, tzn. 7'(j) = w(j+1) oraz 7' (j+1) = 7(j).
Zauwazmy, ze po takiej zamianie, terminy rozpoczecia i zakonczenia wykonywania pozo-

statych zadan nie zmienia sie. W zwiazku z tym, warto$¢ kryterium wynosi:
Z(0') =Y (a;E; + B;T)) +y(d —e) =
jeJ
Zo + () B () + Q1) B (j41) =
Zo + agigy max{e — Crig), 0} + Qg max{e — Cr(jia), 0 =
Zo + aw(g(e = Crp) + amgrn(e = Crry) =
Zo+ (i) (€ = (Sx() + Pr4n) ) + @y (€ = (Sws) + Prti) + Pr(ian)) ) -
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Réznica pomiedzy warto$ciami kryterium dla rozwigzan o i o’ wynosi:

Z(0) = 2(0") = ax) (€ = (Sxg) + Pr)) + nin) (€ = (Sxig) + Pry) + Prien)) —
[an11) (€ = (Ses) + Pren)) + n) (€ = (Ses) + Paii) + Priin) )| =
Ar(j)Pr(j+1) — Xa(G+1)Pr(j) =

e(5) (1) (Pr(i+1)/@Qn(i41) = P /) ) -

Uwzgledniajac nier6wnosé pr(jy/ o) < Pr(j+1)/r(j+1), Otrzymujemy:

Ostatecznie mozemy stwierdzi¢, ze zamiana kolejnosci wykonywania zadan 7(j)
i 7(j+1) nie zwiekszy wartosci funkcji celu. Mozemy zatem uzyska¢ harmonogram, w kto-
rym zadania ze zbioru E sg uszeregowane w nierosngcym porzadku wartosci ilorazu p;/a;,

bez wzrostu wartosci kryterium. O

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko takie rozwiazania problemu
P3.1, ktore spetniajg Wthasnosé 7.4.

Wtasno$é¢ 7.5. W rozwigzaniu optymalnym problemu P3.1 zadanie ze zbioru T 5q usze-

regowane w niemalejgcym porzqdku wartosci ilorazu p;/B;.

Dowéd. Zalézmy, ze znane jest rozwiazanie optymalne o = (m,e,d). Zatdézmy réwniez,
ze rozwigzanie to nie spelnia dowodzonej wtasnosci, tzn. istniejg co najmniej dwa zada-
nia 7(j) i 7(j + 1) nalezace do zbioru T takie, ze D)/ Bri) > Pr(i+1)/ Br(j+1)- Wartosé

kryterium dla rozwiazania o wynosi:

Z(o) =Y (a;E; + 3;T;) +y(d —e) =

jeJ
Zo + Bai) Trs) + By Trir1) =
Zy + Br(yy max{Cr(j) — d, 0} + Br(j+1) max{Cr(j1) — d, 0} =
Zo + Br(i)(Sxi) + Pr() — d) + Br(41) (Sz) + Pr(g) + Priirn) — d),

gdzie Z() = ZjEJ\{W(j),w(j+l)} (OéjEj + ﬁyﬂ) + ’Y(d — 6).
Utwérzmy harmonogram o = (7’,e,d) z harmonogramu o taki, ze zadania 7(j)
im(j+1) wykonywane sa w odwrotnej kolejnosci, tzn. 7'(j) = w(j+1) oraz 7' (j+1) = 7(j).

Zauwazmy, ze po takiej zamianie, terminy rozpoczecia i zakonczenia wykonywania pozo-
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stalych zadan nie zmienig sic. W zwigzku z tym, wartos¢ kryterium wynosi:
Z(0") = > (B + BiT)) +v(d —e) =
JjeJ
Zo + Bry Ty + B (1) T (1) =
Zo + By max{Cr(j) — d, 0} + Bro(jn) max{Crrj1) — d, 0} =
Zo+ By (Sey + Prtian) — ) + By (Sw(s) + Prgi) + Pren) — d) -

Roéznica pomiedzy wartosciami kryterium dla rozwiazan o i ¢’ wynosi:

Z(0) = Z(0") = Br(j)(Sx(s) + Pr() — @) + Ba(j+1)(Sx() + Prii) + Prj+1) — d)—
Brian) (S w<j>+pw<j+1> d) + Bx(5) (Sx(j) + i) + Priian) — )| =

ﬂ G+ Pr(j /871’ VPr(i+1) =
Br(j+1)Br () (pwm/ Br) — Pri+1)/ Brii 1)) -

Uwzgledniajac nierdwnos¢ pr(;)/Br(j) > Pr(j+1)/ Br(j+1), Otrzymujemy:

Ostatecznie mozemy stwierdzi¢, ze zamiana kolejnosci wykonywania zadan m(j)
i m(j+1) nie zwiekszy wartosci funkcji celu. Mozemy zatem uzyska¢ harmonogram, w kto-
rym zadania ze zbioru T sg uszeregowane w niemalejacym porzadku wartosci ilorazu p;/3;,

bez wzrostu wartosci kryterium. ]

W dalszych rozwazaniach bedg brane pod uwage tylko takie rozwiazania problemu
P3.1, ktoére spetniaja Wtasnosé 7.5.

Witasnosé 7.6. W rozwigzaniu optymalnym problemu P3.1 zadania ze zbioru WI sg

uszeregowane w dowolnej kolejnosci.

Dowdd. Prawdziwosé tej wlasnosci wynika bezposrednio z faktu, ze warto$é kryterium

nie zalezy od kolejnosci wykonywania zadan ze zbioru WL O]
Podsumujmy teraz wszystkie wykazane dotychczas wlasnosci rozwigzania optymalnego
problemu P3.1:
e nie ma okreséw przestoju pomiedzy wykonywaniem poszczegélnych zadan;
e pierwsze zadanie rozpoczyna wykonywa¢ sie w momencie 0;

e pewne zadanie konczy wykonywaé sie w momencie e lub w momencie d;
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A

e zadania ze zbioru E sa uszeregowane w nierosngcym porzadku wartosci ilorazu
pi/ay;
e zadania ze zbioru T sa uszeregowane w niemalejacym porzadku wartosci ilorazu

pj/ﬁj;

e zadania ze zbioru WI sa uszeregowane w dowolnej kolejnosci.

Ztozonosé obliczeniowa problemu P3.1

Latwo zauwazy¢, ze jezeli D = Dy = 0 oraz a; = §; (j = 1,...,n), to problem
P3.1 redukuje si¢ do NP-trudnego problem 1|d; = d| Y «; (E; + Tj) [38]. Potwierdza to

prawdziwos¢ Wniosku 3.

Whniosek 3. Problem P3.1 jest NP-trudny.

Wtlasnosci problemu P3

Ponizej zostana przedstawione wtasnosci rozwiazania optymalnego problemu P3.
Dowody Wtasnosci 7.7 1 7.8 zostana pominiete, poniewaz bytyby one niemal identyczne

jak dowody analogicznych Wtasnosci 5.1 i 5.2.

Witasnosé 7.7. W optymalnym rozwigzaniu problemu P3 nie ma okresow bezczynnosci

pomiedzy wykonywaniem poszczegolnych zadan.

Wtasno$é 7.8. Istnieje rozwigzanie optymalne P3, w ktorym przynajmnie) jedno zadanie

rozpoczyna wykonywac sie w momencie 0.

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko te rozwiazania problemu P3,
ktore spetniaja Wthasnosci 7.7 1 7.8.
Zat6zmy, ze kolejno$¢ (permutacja) wykonywania zadan na procesorze i oznaczona

jest przez m;, zatem zdefiniujmy:

e Ki Zmin{j € J': C; > e} - pozycja pierwszego zadania ze zbioru J*, ktére koticzy

wykonywaé sie nie weze$niej niz w momencie e;

o Kir & max{j € J' : S; < d} - pozycja ostatniego zadania ze zbioru J, ktore

rozpoczyna wykonywaé sie nie wcze$niej niz w momencie d;
i A ) 94 ; i : .
o A = Cpkiy — € - czest zadania mi(K};) wykonana wewnatrz przedziatu [e, d];

o AL 2d— Sy - €268¢ zadania m;(K7) wykonana wewnatrz przedziatu [e, dJ;

e 0 =e— S, ki) - czeS¢ zadania 7;(K%) wykonana przed przedziatem [e, d];

I Cri(kiy — d - czes¢ zadania 7;(K’}.) wykonana za przedzialem [e, d].
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Zauwazmy, ze jezeli przesuniemy caly harmonogram w prawo na osi czasu o dowol-
ng wartos¢ € > 0, czyli zwiekszymy warto$ci momentéw rozpoczecia wszystkich zadan
oraz wartosci parametrow e i d o €, to warto$¢ kryterium nie ulegnie zmianie. Nie by-
toby to prawda gdyby w kryterium uwzgledni¢ dodatkowo kare za poczatek pozadanego
przedziatu zakonczenia wykonywania zadan.

Powyzsze spostrzezenie zostanie wykorzystane w dowodzie Wtasnosci 7.9

Witasno$é¢ 7.9. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P3, w ktorym jedno zadanie na

kazdym procesorze konczy wykonywac sie w momencie e lub d.

Dowdéd. Na wstepie zaznaczmy, ze dowdd ten jest podobny do dowodu Wtasnosci 7.3.
Zalbézmy, ze znane jest rozwigzanie optymalne o. Zalézmy réwniez, ze rozwigzanie to
nie spetnia dowodzonej wtasnosci, tzn. na pewnym procesorze ¢ nie istnieje zadne zadanie,
ktore koriczy wykonywa¢ sie w momencie e lub w momencie d. Oznacza to, ze A(c) > 0
oraz Al(c) > 0. W niniejszym dowodzie zaktadamy, ze oznaczenia E' oraz T beda

odnosity sie do harmonogramu o. Warto$¢ kryterium dla rozwigzania o wynosi:

Z(0) =Y (a;E; + B;T;) +v(d —e) =

jed
Zo+ Y (aymax{e — C;,0} + fjmax{C; — d,0}) + y(d — e) =
jeds
Zo+ 3 ajle=Cy) + 3 Bi(Cr —d) +(d —e),
jeR JET?

gdzie Zo = Xjeyai (g Ej + 0;T5).

Niech \; £ min{A% (o), §%(0)}. Utwérzmy harmonogram o’ z harmonogramu o taki,
ze C;(0') = Cj(0) — A dla kazdego zadania j € J\J' oraz ¢/ = e—\; id = d—\, gdzie €
i d’ oznaczaja odpowiednio poczatek i koniec pozadanego przedzialu zakonczenia wykony-
wania zadan w harmonogramie o’. Skoro przesuwamy momenty zakonczenia wykonywania
zadan, a tym samym momenty ich rozpoczecia, w lewo na osi czasu, to moze si¢ zdarzy¢,
ze pierwsze zadanie rozpocznie wykonywaé sie przed momentem 0 w harmonogramie o’
Mimo tego bedziemy harmonogram ten traktowaé jako dopuszczalny, poniewaz mozemy
dokona¢ przesuniecia catego harmonogramu w prawo na osi czasu o dowolna wartos¢, bez
wzrostu wartosci kryterium. Zauwazmy, ze w harmonogramie ¢’ pewne zadanie ze zbioru
J? koriczy wykonywa¢ siec w momencie € (jezeli 6% (o) < AL(co)) lub w momencie d’ (jezeli
6%(c) > Al(0)). Dla j € J\ J* mamy:

E;(0") = max{e'— C;(0'),0} = max{e— A\ — C;(0) + A1, 0} = max{e—C;(0),0} = Ej(0);

T;(0") = max{C;(¢") —d’,0} = max{Cj(o) — \1 —d+ 1,0} = max{C;(c) —d,0} = T;(0).
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W zwigzku z powyzszym, wartos¢ kryterium dla harmonogramu ¢’ wynosi:

Z(a') =Y (E; + B;Ty) +~(d —¢') =

jed
Zo+ ) (ajmax{e’ — Cj,0} + Bjmax{C; — d',0}) + y(d' — ') =
jeJi
Zo+ Y (aymax{e — A\; — C},0} 4+ B max{C; — d + X\,0}) +y(d — e) =
jegi
Z0+ZOéj(€—)\1 "‘Zﬁ] _d+)\1)+7(d ):
jeki JETI
Zo—i-Zozj(e— +Zﬁ] —d ) +y(d (Zﬁ] ZOéj>)\1
jeR JET JET jeh

Mamy zatem:

Z(o) — Z(0') = (Z Bi— > %‘) At

JET? jeki

Niech Ay £ min{d}(0), A% (0)}. Utwérzmy teraz harmonogram o” z harmonogramu o
taki, ze C;(0”) = Cj(0) + Ay dla kazdego zadania j € J\J' oraz ¢’ = e+ Xy i d" = d+ A,
gdzie €” 1 d” oznaczajg odpowiednio poczatek i koniec pozadanego przedziatu zakonczenia
wykonywania zadan w harmonogramie ¢”. Zauwazmy, ze w harmonogramie ¢’ pewne
zadanie konczy wykonywaé si¢ w momencie e” (jezeli A% (o) < 8%(0)) lub w momencie d”
(jezeli Aly(o) > 04(0)). Dla j € J\ J* mamy:

E;(0") = max{e"—C;(0"),0} = max{e+A2—C;(0)— X2, 0} = max{e—C;(0),0} = Ej(0);

T;(0") = max{C;(0")—d",0} = max{Cj(0)+ A2 —d— X, 0} = max{C;(c)—d,0} = T;(0).

W zwiazku z powyzszym, warto$¢ kryterium dla harmonogramu ¢” wynosi:

Z(0") = > (a;E; + BTy) +~(d" — ") =

JjeJ
Zo+ S o maxte” — €, 04 + B max{C, — d',0}) +1(d" — ") =
jedi

Zo+ Y (ajmax{e + Ay — C;,0} + B max{C; —d — X,0}) +y(d —e) =

jexs

Zo+ Y ajle+d—Cy)+ D> Bi(Cj—d—=d) +y(d—e) =
jeki jeTi

Zo—i-zaj(@— +Zﬁj —d ) +y(d (ZOC] Zﬁj)/\z

jeki jeTi jeh jeT
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Mamy zatem:
Z(o) = Z(co") = (Z a = 5]‘) As.
jeki jert
Latwo zauwazy¢, ze:
- Jezeli Yjemi B 2 X e 0, t0 Z(0") < Z(0);
- jezeli ¥jeri B3 < Xjep o, to Z(0") < Z(0).

7 powyzszego wynika, ze mozemy zawsze uzyska¢ harmonogram, dla ktérego rozwazana

wtasnos¢ jest prawdziwa, bez wzrostu wartosci kryterium. O

Latwo zauwazy¢, ze gdy zadania sa przydzielone do procesoréw i ustalony jest przedziat
le, d], to uszeregowanie zadan na kazdym z procesoréw moze byé¢ rozpatrywane indywi-
dualnie. Oznacza to, ze prawdziwos¢ Wtasnosci 7.4-7.6 implikuje prawdziwos¢ Wtasnosci
7.10-7.12.

Witasnosé 7.10. W rozwigzaniu optymalnym problemu P3 zadania ze zbioru o

(i=1,...,m) sq uszeregowane w nierosngcym porzgdku wartosci ilorazu pj/o;.

Wtlasnosé¢ 7.11. W rozwigzaniu optymalnym problemu P3 zadanie ze zbioru Ti

(i=1,...,m) sq uszeregowane w niemalejgcym porzgdku wartosci ilorazu p;/p;.

Wtlasnosé 7.12. W rozwigzaniu optymalnym problemu P3 zadania ze zbioru WI'

(i=1,...,m) sq uszeregowane w dowolnej kolejnosci.

Ztozonosé obliczeniowa problemu P3

PrzejdZzmy teraz do ustalenia ztozonosci obliczeniowej problemu P3. Janiak i Marek
[54] wykazali, ze problem P|(e,d)| > (E; + T};) + (d — e) jest silnie NP-trudny w ogélnym
przypadku oraz NP-trudny w zwyklym sensie dla ustalonej liczby procesorow wiekszej
lub réwnej 2. Skoro P|(e,d)| > (E;+T;)+ (d—e) jest szczegdlnym przypadkiem problemu
P3, to mamy:

Whniosek 4. Problem P3 jest silnie NP-trudny. Jest on NP-trudny w zwyktym sensie dla

dowolnej ustalonej ilosci procesorow m > 2.

7.4 Algorytmy programowania dynamicznego

W niniejszym podrozdziale zostang zaprezentowane dwa algorytmy optymalne oparte

na metodzie programowania dynamicznego dla szczegélnych przypadkow probleméw P3
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i P3.1, w ktorych dla kazdych dwoch zadan 7,1 € J zachodzi nastepujaca zaleznos¢:

W notacji trojpolowej, problemy te moze przedstawi¢ w sposéb nastepujacy:

P|<6, d>7szn < d—e < Dmaz;& T
Q;

gi 113 (s By + BT5) +4(d — ).

1(e:d); Dpin < d = € < Dinaai =2 1 221 |30 By + BTy) +(d = e).
J J

W celu skrécenia notacji, bedziemy oznaczaé je odpowiednio jako P3.2 i P3.3.
Zakladamy, ze zadania sa ponumerowane tak, ze p;/a; < ... < p,/an.

Zanim przedstawimy algorytmy, zdefiniujmy:
e R’ - zadanie, ktére wykonuje sie czesciowo wewnatrz, a czesciowo na zewnatrz prze-

dziatu [e, d], tzn. (Sp < e < Cpgi) V (S <d < Cpi).

~

R - zadanie, ktore koniczy wykonywaé sie w momencie e, tzn. C'p; = e

Ri2 { R?, jezeli zadanie R istnieje;

R, w przeciwnym przypadku.
e R2{R'R? ... ,R"}.

Oznaczenie R zostalo zilustrowane na Rysunku 7.3.

Rl

PV
N

Rysunek 7.3: Przyktadowy harmonogram z zaznaczonymi zadaniami R’.

Zgodnie z Wtasnoscia 7.9 na kazdym procesorze i istnieje zadanie R’. Ponadto oczy-
wiste jest, ze EUTUWIUR =J.

Dla problemu P3.3 gorny indeks ”"¢” w powyzszych oznaczeniach bedzie pomijany.
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Algorytm programowania dynamicznego dla problemu P3.3

W pierwszej kolejnosci zostanie przedstawiony algorytm programowania dynamicznego
dla problemu P3.3, poniewaz jest on mniej skomplikowany.

Podzielmy problem P3.3 na n podprobleméw P3.3(R). W podproblemie P3.3(R)
zadanie R jest ustalone. Latwo zauwazy¢, ze w celu optymalnego rozwiazania problemu
P3.3 wystarczy rozwiazaé¢ optymalnie problem P3.3(R) dla kazdego R = 1,...,n a
nastepnie wybra¢ rozwigzanie, dla ktérego warto$¢ kryterium jest najmniejsza.

W zwiazku z powyzszym, w celu rozwigzania problemu P3.3 wystarczy skonstruowaé
algorytm optymalny dla problemu P3.3(R).

Zdefiniujmy:

C T e o

Na podstawie wykazanych wtasnosci mozemy stwierdzi¢, ze aby uzyska¢ harmonogram
optymalny wystarczy okresli¢, ktére zadania naleza do zbioru E, ktére do zbioru T a kté-
re do zbioru WI. Tak wiec w celu znalezienia rozwigzania nalezy dla kazdego zadania,
z wyjatkiem zadania R, podja¢ decyzje, czy nalezy ono do zbioru E, czy do zbioru WI,
czy do zbioru T.

Ponizej opisano dziatanie algorytmu A3.3(R), ktéry rozwiazuje optymalnie problem
P3.3(R). Rozpoczynamy od harmonogramu zerowego oy, czyli takiego, ktéry zawiera tyl-
ko zadanie R. Nastepnie generujemy kolejne harmonogramy czastkowe o (harmonogramy
zawierajace zadania {1, ..., k}U{R}) z harmonogramoéw oy_; poprzez przyporzadkowanie
zadania k do zbioru E lub do zbioru WI, lub do zbioru T.

Bedziemy méwié, ze harmonogram jest w stanie (k, a, b) jezeli:
e zawiera zadania {1,...,k} U{R},

e réznica pomiedzy poczatkiem przedziatu [e, d] a momentem rozpoczecia wykonywa-

nia pierwszego zadania jest rowna a oraz

e rOznica pomiedzy zakonczeniem wykonywania ostatniego zadania a koncem prze-

dziatu [e, d] jest réwna b.

Parametry k, a i b bedziemy nazywac¢ zmiennymi stanu. Przyktadowy harmonogram w sta-
nie (k,a,b) zostal przedstawiony na Rysunku 7.4.
Niech Fj(a,b) oznacza minimalng warto$¢ kryterium dla harmonograméw w stanie

(k,a,b). Latwo zauwazy¢, ze optymalna warto$¢ funkcji celu wynosi:
min{F,(a,b) :a=0,...,7,; b=0,...,7; Dpin < Tn —a — b < Dypaz }-

Zat6zmy, ze mamy harmonogram czastkowy znajdujacy sie w stanie (k—1, a,b). Jezeli
k = R, to zadanie k jest juz uszeregowane. Uzyskujemy zatem harmonogram w stanie

(k,a,b), natomiast Fy(a,b) = Fy_1(a,b). W przeciwnym przypadku:
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Rysunek 7.5: Przyklad generowania harmonograméw z harmonogramu w stanie (k —
1,a,b).

e Jezeli zadanie k przyporzadkujemy do zbioru E, to uzyskamy harmonogram w stanie
(k,a+ pr,b). Z Whasnosci 7.4 wynika, ze w otrzymanym harmonogramie zadanie k
koniczy wykonywaé sie w momencie e — a (patrz Rysunek 7.5). Mamy wéwczas
Fy(a + pg,b) = Fr_1(a,b) + aja.

e Jezeli zadanie k przyporzadkujemy do zbioru W1, to uzyskamy harmonogram w sta-
nie (k,a,b), natomiast Fy(a,b) = Fj_1(a,b) + vpx (patrz Rysunek 7.5).

e Jezeli zadanie k przyporzadkujemy do zbioru ’i‘, to uzyskamy harmonogram w stanie
(k,a,b+ pr). Z Wthasnosci 7.5 wynika, ze w otrzymanym harmonogramie zadanie k
konczy wykonywa¢ si¢ w momencie d + b (patrz Rysunek 7.5). Mamy wowczas
Fi(a,b+pr) = Fr—1(a,b) + Be(b + pr).
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Z powyzszych rozwazan wynika, ze jezeli k = R, to harmonogram w stanie (k,a,b)
uzyskujemy z harmonogramu (k — 1, a, b), natomiast Fy(a,b) = Fy_1(a,b). W przeciwnym
przypadku, harmonogram w stanie (k, a,b) mozemy uzyskac:

e 7z harmonogramu w stanie (k — 1,a — pg, b) poprzez przyporzadkowanie zadania k

do zbioru E. W tym przypadku mamy Fy(a,b) = Fy_i(a — pg, b) + a(a — pi).

e 7 harmonogramu w stanie (k — 1,a,b) poprzez przyporzadkowanie zadania k do
zbioru WI. W tym przypadku mamy Fj(a,b) = Fy_1(a,b) + vpy.

e 7 harmonogramu w stanie (k — 1,a,b — py) poprzez przyporzadkowanie zadania k
do zbioru T. W tym przypadku mamy Fi(a,b) = Fy_1(a,b — px) + Bib.

Fy(a,b) jest, zgodnie z definicja, rowne karze za opézZnienie zadania R oraz za szerokosé
przedziatu [e, d]. Zatem, Fy(a,b) = Brb+ v(pr — a — b) (patrz Rysunek 7.6).

a b

P 'y < »

|t b) t |
é d e a

a)

Rysunek 7.6: Dwa przyktadowe harmonogramy oy.

Rozwazmy teraz jakie wartosci zmiennych stanu a i b opisuja harmonogramy czast-
kowe, ktére moga by¢ rozszerzone do harmonogramu optymalnego. Latwo zauwazy¢, ze
zmienne stanu a i b przyjmuja jedynie wartosci nieujemne oraz musi by¢ spelniona naste-
pujaca nieréwnos¢ a + b < 7. W szczegélnosci, dla k = 0, otrzymujemy a + b < pg.

Z Wtasnosci 7.3 wynika, ze w harmonogramie optymalnym nie istnieje zadanie, ktore
rozpoczyna wykonywac sie przed momentem e oraz konczy wykonywac sie po momencie d.
Wynika z tego, ze a = 0 lub b = 0 w harmonogramie zerowym o (patrz Rysunek 7.6). Po-
nadto z dolnego ograniczenia na szerokosé¢ przedziatu [e, d] wynika, ze nalezy rozpatrywaé
tylko takie zmienne stanu a i b, ze a < 7, — Dypin oraz b < 7, — D in.

Ponizej przedstawiony jest formalny opis algorytmu A3.3 (R).

Algorytm A3.3 (R)

Krok 1. (Inicjalizacja). Ponumeruj zadania tak, ze p1 /o < ... < p,/ay,. Podstaw:

Brb+v(pr —a —b), jezeli (a=0A0<b< pg)
Fo(a,b) == V(b=0A0<a< pgr);

~+00, w przeciwnym przypadku.
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Nastepnie podstaw k := 1.

Step 2. (Rekursja). Dla kazdego a = 0, ..., min{7x, 7, — Dypin} 1 0 =0, ..., min{7rg, 7, —
szn} WthZZ

o jezeli k = R, to:
Fi(a,b) == Fr_1(a,b);

e w przeciwnym przypadku:

Fy_1(a — pg, b) + ag(a — py),
Fk(CL, b) ‘= min Fk*l<a7 b) + YDk,
Fyp_1(a,b—pg) + Brd.

Jezeli £ = n, to idz do Kroku 3, w przeciwnym przypadku podstaw k := k + 1
i powtorz Krok 2.

Krok 3. (Rozwiazanie optymalne). Wyznacz optymalng warto$¢ kryterium:
= mibn {F,(a,b) : Dpin < 7 —a —b < Doz}

oraz skonstruuj odpowiadajace mu rozwigzanie optymalne metoda przegladu wstecz-
nego (ang. backtracking). Parametry przedzialu [e, d] moga zosta¢ wyliczone w spo-

sob nastepujacy: e = a; d = 71, — b.

Lemat 3. Algorytm A3.3(R) rozwigzuje optymalnie problem P3.3(R) w czasie
O(n(Xpj = Dimin)?)-

Dowéd. tatwo zauwazyé, ze ztozonosé obliczeniowa algorytmu wynika bezposrednio
z rozmiaru przestrzeni stanow. Tak wiec skoro £ = 1,....n; a = 0,...,7, — Dyn

ib=0,...,7, — Din, to ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu A2.1 wynosi:

2
=1

Rozwazmy par¢ harmonograméw czastkowych w tym samym stanie. Harmonogram
z mniejsza wartoscig kryterium bedzie miatl mniejsza wartosé kryterium po rozszerzeniu
go o nie uszeregowane zadania w ten sam sposéb, w jaki rozszerzony zostanie drugi har-
monogram bedacy w tym stanie. Z powyzszego wynika, ze do rozszerzenia o kolejne nie
uszeregowane zadania nalezy wybra¢ sposréd harmonograméw bedacych w tym samym

stanie, harmonogram o najmniejszej wartosci kryterium.
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Optymalnosé¢ algorytmu A2.1 wynika bezposrednio z powyzszych rozwazan oraz za-

sady optymalnosci ogélnej metody programowania dynamicznego [12]. O

7, wezesniejszych rozwazan wynika, ze problem P3.3 moze zosta¢ rozwiazany przy

pomocy algorytmu A3.3, ktory zostatl przedstawiony ponizej.

Algorytm A3.3

Krok 1. Podstaw R := 1.

Krok 2. Rozwiaz problem P3.3(R) przy pomocy algorytmu A3.3(R). Uzyskane rozwia-
zanie optymalne oznaczmy przez o®. Podstaw R := R+ 1. Jezeli R < n, to powtérz

Krok 2.

Krok 3. Znajdz rozwiazanie o*, takie ze Z(c*) = max{Z(c®): R =1,...,n}. Rozwia-

zanie o* jest rozwiazaniem optymalnym problemu P3.3.

Twierdzenie 4. Algorytm A3.3 rozwigzuje optymalnie problem P3.3 w czasie
O(n* (X pj — Diin)?)-

Prawdziwos¢ powyzszego twierdzenia wynika bezposrednio z Lematu 3.
Skoro D, = 0, to ztozonos¢ obliczeniows algorytmu A 3.3 bedziemy dla uproszczenia

wyraza¢ réwniez w skroconej formie: O(n?(3 p;)?).

Algorytm programowania dynamicznego dla problemu P3.2

Ponizej zostanie przedstawiony algorytm A3.2, ktéry rozwiazuje optymalnie problem
P3.2.

Podzielmy problem P3.2 na szereg podprobleméw P3.2(R). W podproblemie
P3.2(R) zbiér zadan R jest z gory zadany. Latwo zauwazy¢, ze w celu optymalnego roz-
wiazania problemu P3.2 wystarczy rozwiaza¢ optymalnie problemy P3.2(R) dla wszyst-
kich mozliwych zbioréw R a nastepnie wybra¢ rozwiazanie, dla ktérego wartos¢ kryterium
jest najmniejsza.

W zwiazku z powyzszym, w celu rozwiazania problemu P3.2 wystarczy skonstruowac
algorytm optymalny dla problemu P3.2(R).

Zdefiniujmy:

L

® T ' '
je{1,....,k}UR
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Algorytm programowania dynamicznego A3.2 dla problemu P3.2 zostal skonstruowa-
ny w oparciu o Wtasnosci 7.7-7.12. Algorytm ten jest modyfikacja algorytmu A3.3.

Latwo zauwazy¢, ze aby uzyska¢ harmonogram optymalny wystarczy okresli¢, ktore
zadania nalezg do zbioru E', ktére do zbioru T¢, a ktére do zbioru WI (i = 1,...,m).
Tak wiec w celu znalezienia rozwigzania nalezy dla kazdego zadania podja¢ decyzje czy
nalezy ono do zbioru B czy do zbioru WI', czy do zbioru T (i=1,...,m).

Ponizej opisane jest dziatanie Algorytmu A3.2(R). Rozpoczynamy od harmonogramu
zerowego oy, czyli takiego, ktory zawiera tylko zadania ze zbioru R. Nastepnie generujemy
kolejne harmonogramy czastkowe oy, (harmonogramy zawierajace zadania {1,2,...,k} U
R) z harmonograméw o1 poprzez przyporzadkowanie zadania k do zbioru E' lub do
zbioru WI', lub do zbioru T (i = 1,...,m).

Niech S oraz C oznacza odpowiednio moment rozpoczecia pierwszego zadania i mo-
ment zakonczenia ostatniego zadania na procesorze ¢ w pewnym harmonogramie czastko-
wym. Bedziemy moéwié, ze harmonogram ten jest w stanie (k,a,w,b), gdzie
a = (a',a? ...,a™), w = (whw? ..., w™)ib= (b',0% ...,bM), jezeli zawiera zadania
{1,2,...,k} UR, natomiast a’ = e — Si.p=Cl—diw = >jesiPj —a —b. War-
to$¢ zmiennej stanu w' bedzie nam wygodnie interpretowaé jako szeroko$é pozadanego
przedziatu zakonczenia wykonywania zadan. Latwo zauwazy¢, ze przy takiej interpretacji
musimy dopusci¢ rézne szerokosci tego przedzialu na poszczegdlnych procesorach - oczy-
wiscie jest to dopuszczalne tylko w harmonogramach czastkowych. W zwiazku z tym, niech
d’ oznacza koniec pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan na procesorze i.

Zdefiniowane zmienne stanu zostaty zilustrowane na Rysunku 7.7.

3l wi >L bt
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) J
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Rysunek 7.7: Przyktadowy harmonogram z zaznaczonymi zmiennymi stanu.

W celu uproszczenia dalszych rozwazan, zdefiniujmy z' jako wektor o rozmiarze m
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z wartoscig 1 na pozycji ¢ oraz wartoscia 0 na pozostatych pozycjach.

Niech F},(a@,w,b) oznacza minimalng warto$¢ sumy kar za nieterminowe wykonanie za-
dan spoéréd harmonograméw w stanie (k, @, w, b). Zauwazmy, ze kara za szeroko$é¢ prze-
dziatu [e, d] jest jednakowa dla wszystkich harmonograméw w tym samym stanie i wynosi
~yw?, przy zatozeniu, ze w! = w? = ... = w™.

Latwo zauwazy¢, ze optymalna warto$¢ funkcji celu wynosi:
min{ F,, (@, wb) + yw' : Dpin < w' = w? = ... = Wy < Dinas -

Zatézmy, ze mamy harmonogram czastkowy znajdujacy sie w stanie (k—1,a,w, b). Je-
zeli k € R, to zadania k jest juz uszeregowane. Uzyskujemy zatem harmonogram w stanie

(k,a,w,b), natomiast Fy(a,w,b) = Fj_,(a,w,b). W przeciwnym przypadku:

e Jezeli zadanie k przyporzadkujemy do zbioru B, to uzyskamy harmonogram w sta-
nie (k,a + Z'pg, w,b). Z Whasnoéci 7.10 wynika, ze w otrzymanym harmonogramie
zadanie k konczy wykonywaé si¢ w momencie e — a' (patrz Rysunek 7.7). Mamy

wowezas Fi(a + 'py, w,b) = Fy_1(a,w,b) + aza’.

e Jezeli zadanie k przyporzadkujemy do zbioru WI', to uzyskamy harmonogram w sta-

nie (k, @, @ + Z'py, b), natomiast Fy(a,w + Z'pg, b) = Fr_1(a,w,b).

e Jezeli zadanie k przyporzadkujemy do zbioru T, to uzyskamy harmonogram w sta-
nie (k,a,w,b + z'py). Z Whasnoéci 7.11 wynika, ze w otrzymanym harmonogramie
zadanie k konczy wykonywaé si¢ w momencie d + b' (patrz Rysunek 7.7). Mamy
wowezas Fy(a,w, b+ T'py) = Fy_1(a, w0, b) + Bi(b° + pr).

7Z powyzszych rozwazan wynika, ze jezeli k € R, to harmonogram w stanie (k,a,w, b)
uzyskujemy z harmonogramu (k—1, @, w, b), natomiast Fy(a, w, b) = Fy_1(a,w,b). W prze-

ciwnym przypadku harmonogram w stanie (k,a,w,b) mozemy uzyskaé:

e 7 harmonogramu w stanie (k — 1,a@ — pi@’, W, b) poprzez przyporzadkowanie zada-
nia k do zbioru B (i = 1,...,m). W tym przypadku mamy F}(a,w,b) = Fj_1(a —

pk:ii, w, B) + aga'.

e 7 harmonogramu w stanie (k—1, @, w—py", b) poprzez przyporzadkowanie zadania k
do zbioru WI" (i = 1,...,m). W tym przypadku mamy Fj(a,w,b) = Fj_,(a,w —
pki’i, l_)) .

e 7 harmonogramu w stanie (k—1, @, w, b—p,Z') poprzez przyporzadkowanie zadania k

do zbioru T* (i=1,...,m). W tym przypadku mamy F}(a,w,b) = Fj_1(a,w,b —
pk.f'i> + ﬂkbz
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Fy(a,w, b) jest, zgodnie z definicja, réwne sumie kar za nieterminowe wykonanie zadan
ze zbioru R. W zwiazku z tym Fy(e,w,t) = Y1, Brit;, poniewaz zadania te nie ponosza
kary za przedwczesne wykonanie.

Rozwazmy teraz jakie warto$ci zmiennych stanu opisuja harmonogramy czastkowe,
ktore moga by¢ rozszerzone do harmonogramu optymalnego. Latwo zauwazy¢, ze zmienne
stanu a’, w' i b° (1 = 1,...,m) przyjmuja jedynie warto$ci nieujemne. Oczywiste jest, ze
a' + b0 +w' =Y c5 p;. W konsekwencji, dla harmonogramu oy mamy a’ + b* + w* = pgi
(1t = 1,...,m). Z Wlasnosci 7.9 wynika, ze w harmonogramie optymalnym nie istnieje
zadanie, ktoére rozpoczyna wykonywac sie przed momentem e a konczy wykonywaé sie po
momencie d. Wynika z tego, ze a = 0 lub b = 0 w harmonogramie oy,

Skoro rozwazamy tylko catkowite harmonogramy, dla ktérych w! = w? = ... = w™, to
warto$é¢ zmiennej stanu w' nie moze by¢ wieksza niz min{ ™, D4, }. Zauwazmy, ze w har-
monogramie optymalnym nieréwnosé min; a® > max; a® + p, musi by¢ zawsze spelniona.
W przeciwnym przypadku przesuniecie zadania, ktére zaczyna wykonywaé sie w momencie
max; a' na inny procesor spowodowatoby zmniejszenie wartosci kryterium. Ponadto, sko-
ro minimalna szerokosé¢ przedziatu [e, d] wynosi D,,;,,, to musi byé¢ spelniona nastepujaca
nier6wnos¢ Y- a' < 7, — mD,,. Wynika z tego, ze warto§é zmiennej stanu a’ nie moze byé
wigksza niz = — Dy + ppn. Podobnie wartos¢ zmiennej stanu b’ nie moze by¢ wicksza niz
™ — Dynin+pn- Niech zatem wy, = min{7, {%J s Dinaz }y G = min{ 7 +py, L%J —Dinin+pn},
l;k = min{7, — ax, L%J — Dpin + pn} oznaczaja odpowiednio maksymalne akceptowalne
wartodci zmiennych stanu w®, a’ oraz b* w iteracji k algorytmu.

Ponizej zaprezentowany jest szczegdltowy opis algorytmu A3.2 (R).

Algorytm A3.2 (R)

Krok 1. (Inicjalizacja). Ponumeruj zadania tak, ze p;/ag < ... < p,/a,. Podstaw:

S Brib, jezeli dla kazdego i =1,...,m
Fy(a,w,b) = a' +w' + b = pri A (a' =0V b =0)

+00, w przeciwnym przypadku.
Nastepnie podstaw k := 1.

Step 2. (Rekursja). Dla kazdego a’ = 0,...,a; w' = 0,...,0, i 0" = 0,...,b, (i =

1,...,m) wylicz:

o jezeli k € R, to:
Fk(d, w, B) = Fk71<a7 w, B)?
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e W przeciwnym przypadku:

Fk—l(dv QD, f_ Pk - :Z‘l) + 5kbl

Jezeli k = n, to idz do Kroku 3, w przeciwnym przypadku podstaw k := k + 1
i powtoérz Krok 2.

Krok 3. (Rozwiazanie optymalne). Wylicz optymalna warto$é¢ kryterium:

N

F* .= min{Fn(f,zD,li))—i—vwl:Dmm <w' =w?=...=uw™

@b,

Dmam}

oraz skonstruuj odpowiadajace rozwigzanie optymalne metoda przegladu wsteczne-
go (ang. backtracking). Parametry przedziatu [e, d] moga zosta¢ wyliczone w sposéb

nastepujacy: e = max; a’; d = e + w'.

Lemat 4. Algorytm A3.2 (R) rozwigzuje optymalnie problem P3.2 (R) w czasie
2m—1 m
O (n (% - szn +pn) (mln {%7 Dmax}) )

Dowéd. tLatwo zauwazy¢, ze ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu wynika bezposrednio

z rozmiaru przestrzeni stanéw. Tak wiec skorok =1,...,n;a* = 0,1, ..., L%J — Dopin+Pn;
b=0,1,..., L%J — Do + pn; ' =0,1,. .. ,min{%, me} (dla kazdego i = 1,...,m),

to ztozonos¢é obliczeniowa algorytmu A3.2 (R) wynosi:

2m m
O (n (Tn_szn +pn> (min{TnaDmaz}> > .
m m

Skoro wyrazenie 3.7, (a'+b' +w') = Z;?:l p; jest prawdziwe dla kazdej iteracji algoryt-
mu k =1,...,n, to mozemy wyeliminowa¢ jedng ze zmiennych stanu, np. b™. W efekcie

zmniejszymy zlozono$¢ obliczeniows algorytmu do nastepujacej wartosci:

2m—1 m
O (Tl (Tn_Dmm +pn> (min{TnaDmam}> > .
m m

Rozwazmy pare harmonograméw czastkowych w tym samym stanie. Przypomnijmy;,
ze kara za szerokos¢ przedziatu [e, d] jest identyczna dla wszystkich harmonograméw beda-
cych w tym samym stanie. Harmonogram z mniejszg wartoscia catkowitej kary za nietermi-
nowos$¢ wykonania zadan bedzie miat mniejsza warto$é catkowitej kary za nieterminowosé
wykonania zadan po rozszerzeniu go o nie uszeregowane zadania w ten sam sposob, w jaki

rozszerzony zostanie drugi harmonogram bedacy w tym stanie. Z powyzszego wynika,
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ze do rozszerzenia o kolejne nie uszeregowane zadania nalezy wybra¢ sposréd harmono-
graméw bedacych w tym samym stanie, harmonogram o najmniejszej wartosci catkowitej
kary za nieterminowos¢ wykonania zadan.
Optymalnosé algorytmu A2 wynika bezposrednio z powyzszych rozwazan oraz zasady
optymalnosci ogélnej metody programowania dynamicznego [12]. O
Ponizej przedstawiony bedzie opis algorytmu, ktory rozwigzuje optymalnie problem
P3.2.

Algorytm A3.2

Krok 1. Wygeneruj zbiér wszystkich mozliwych zbioréw R. Oznaczmy wygenerowany

zbior przez €.

Krok 2. Rozwiaz problem P3.2(R) przy pomocy algorytmu A3.2(R) dla kazdego R €

Q. Uzyskane rozwigzanie optymalne oznaczmy przez o®.

Krok 3. Znajdz rozwigzanie o*, takie ze Z(0*) = max{Z(c®) : R € Q}. Rozwigzanie

o* jest rozwigzaniem optymalnym problemu P3.2.

Twierdzenie 5. Algorytm A3.2 rozwigzuje optymalnie problem P3.2 w czasie
2m—1 . - m
@] (nm+1 (% — Dopin —|—pn) (mln {E", Dmaz}) )

Skoro ilo$¢ réznych zbioréw R nie przekracza n™, to z Lematu 4 wynika poprawnosé
powyzszego dowodu.
Skoro Dy 2> 0, 7, = Y p; oraz min{%,Dmax} < 2, to ztozonosé obliczeniowa

algorytmu A3.2 bedziemy dla uproszczenia wyraza¢ rowniez w skroconej formie:

. 3m—1
9] (nm-i—l (m +pmaa;> ) .
m

Uwaga 2. Algorytm A3.2 moze byé w tatwy sposob przeksztatcony tak, aby rozwigzywal

optymalnie rozszerzong wersje problemu P3.2 z jednorodnymi procesorami rownoleglymi.

Wyjasnienie: W przypadku procesoréow jednorodnych p;; = p,/v; oznacza czas wykony-
wania zadania j na procesorze [, gdzie v; oznacza predkos¢ procesora [, j = 1,...,n,

=1,...,m. Gdy zadania sg przydzielone do procesoréw, to czasy wykonywania poszcze-
golnych zadan sa ustalone. Latwo zatem zauwazy¢, ze Whasnosci 7.7 - 7.12 sa rowniez
spetnione dla problemu z procesorami jednorodnymi. Wystarczy zatem dokonaé¢ kilku
drobnych zmian w algorytmie A3.2 w celu zaadaptowania go do rozwigzania tego pro-

blemu.
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7.5 W pelni wielomianowy schemat aproksymacyjny

W niniejszym podrozdziale zostanie zaprezentowany w petni wielomianowy schemat
aproksymacyjny dla szczegdlnego przypadku problemu P3.1, w ktorym dla kazdych dwéch

zadan j i k prawdziwa jest zaleznos$é

a szeroko$¢ przedziatu [e, d] nie jest ograniczona ani z dotu ani z géry. Oznaczmy ten

problem jako P3.4. W notacji trojpolowej, moze by¢ zdefiniowany w sposob nastepujacy:

1{e.d): 221 51| Y05y + B/T) +7(d — e).

Najpierw zostanie wykazana wtasnos¢ problemu, ktéra bedzie wykorzystana przy kon-

strukcji schematu aproksymacyjnego.

Wtasnos$é 7.13. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P3.4, w ktorym pewne za-
danie konczy wykonywac sie w momencie e oraz pewne zadanie konczy wykonywac sie

w momencie d.

Dowdéd. Zalézmy, ze znane jest rozwigzanie optymalne o = (m,e,d). Przyjmijmy réw-
niez, ze rozwigzanie to nie spetnia dowodzonej wtasnosci, tzn. zadne zadnie nie konczy
wykonywaé si¢ w momencie e lub zadne zadanie nie konczy wykonywac si¢ w momencie d.

Zgodnie z Wtasnoscig 7.3, w rozwigzaniu optymalnym pewne zadanie konczy wykony-

waé sie w momencie e lub w momencie d. Musimy zatem rozwazy¢ dwa mozliwe przypadki.

Przypadek 1. Zalézmy, ze w harmonogramie o pewne zadanie konczy wykonywacé sie
W momencie d.

7, powyzszego zalozenia wynika, ze w harmonogramie o zadne zadanie nie konczy
wykonywaé sie¢ w momencie e, czyli Ag(c) > 0. W niniejszym dowodzie zaktadamy, ze
oznaczenia B, Ay i 65 odnosza sie do harmonogramu o.

Wartosé funkceji celu dla harmonogramu o wynosi:

Z(o) =Y (a;E; + 3;T;) +y(d —e) =

jed
Zo+ Y ;B +v(d—e)=Zy+ > ajmax{e — C;,0} +vy(d—e) =
jed jed
Zo+ ) ajle=Cj)+r(d—e),
jEB

gdzie Z() = ZjEJ ﬁJTJ
Utwérzmy harmonogram o’ = (7, €/, d) z harmonogramu o taki, ze ¢/ = e+ Ap. Latwo

zauwazy¢, ze Tj(0) = T;(0"). Ponadto C;(0”) < e tylko dla zadan j € E. Tak wicc wartosé
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or  Ag d
< < > |

harmonogram o coe : coe oo
e |

harmonogram o' coe cos cos
e’ E

harmonogram ¢’ coe cee coe
e" d

Rysunek 7.8: Przyktadowe harmonogramy o, o’ i o”.

funkcji celu dla harmonogramu ¢’ wynosi:

Z(0") =Y (B + B;Ty) +~(d —¢) =

jed
Zo+ Y eiEj+y(d—e)=Zy+ Y ajmax{e — Cj,0} +y(d —¢) =
j€I jeI

Zo+ Y aymax{e+ Ap—C;,0} +v(d —e— Ap) =

jed

Zo—i—Zaj(e+AE—C’j)+7(d—e—AE):
jek

Zo+ > ajle—Cj)+y(d—e)+ (Zaj—y) Apg.

jeB jek

Mamy zatem:
Z(o)—Z(d') = (Z aj — fy) Ap.
jek
Utworzmy teraz harmonogram o” = (m,€”, d) z harmonogramu o taki, ze ¢’ = e — dp.

Latwo zauwazy¢, ze Tj(0) = Tj(0”). Ponadto C;j(c0”) < e tylko dla zadan j € E. Tak wicc
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warto$¢ funkcji celu dla harmonogramu ¢” wynosi:

Z(a") =Y (eyE; + B;Ty) +~(d —¢") =

jed
Zo+ Y aiEj+y(d—e") = Zo+ ) ajmax{e” — C;,0} +y(d —¢") =
jed jed
Zo+ > ajmax{e—dp — C;,0} +y(d — e+ dp) =
jed
Z()‘f‘ZOZj(G—(sE—Cj)‘f"Y(d_e"’(sE):
jE€E
Zo+ Y ajle=Cj) +y(d—e)+ (7— Zaj) op.
jeE jeR

Mamy zatem:
Z(o)— Z(o") = (7 -y og) op.
jE€B

Latwo zauwazy¢, ze:
o jezeli ¥;cp o 2, to Z(0') < Z(0);

® Jezeh E]EE ij < v, to Z(O’U) < Z(O’)

Przypadek 2. Zal6zmy, ze w harmonogramie o pewne zadanie konczy wykonywacé sie
W momencie e.

7, powyzszego zalozenia wynika, ze w harmonogramie o zadne zadanie nie konczy
wykonywaé sie w momencie d, czyli Ap(o) > 0. W niniejszym dowodzie zaktadamy, ze
oznaczenia T, A7 i 07 beda odnosity sie do harmonogramu o.

Wartos¢ funkeji celu dla harmonogramu o wynosi:

Z(o) =Y (a;E; + 3;T;) +y(d —e) =

JjeJ
Zo+ 3 BiTj+v(d—e) = Zy+ Y fjmax{C; — d,0} + y(d — ) =
jeJ jeJ
Zo+ 3 3i(C —d) +1(d —e),
jek

gdzie Z() = Zje.] OéjEj.
Utwérzmy harmonogram &' = (m, e, d') z harmonogramu o taki, ze d’ = d+ d7. Latwo
/>.

zauwazy¢, ze Ej(0) = E;(¢'). Ponadto C;(6') > d tylko dla zadan j € T. Tak wigc
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AT 81’
<—ﬂ<—>
d

harmonogram O coe oo

harmonogram &' coe coe oo

Q

harmonogram 6" oo oo coe

Rysunek 7.9: Przykltadowe harmonogramy o, ¢’ i 6”.

warto$¢ funkcji celu dla harmonogramu " wynosi:

Z(a") = (oyE; + B;Tj) + ~v(d —e) =
JjeJ
Zo+ Y BT +y(d —e) = Zo+ Y Bymax{Cj — d',0} +~v(d —e) =
JjeJ JjeJ
Zo+ " Bjmax{Cj —d — 67,0} +y(d+ dr —¢) =
jedJ
Zo+ Z@(C] —d—éT,)‘{"}/(d—i‘(ST—e) =

JjeT

Zo+ Y Bile = Cy) +(d—e) + (7— Zﬁj) o7

JET JET
Mamy zatem:

Z(o)—Z(c") = |7 - Zﬂj o
JET
Utworzmy teraz harmonogram ¢” = (m, e,d”) z harmonogramu o taki, ze d” = d— Ar.

Latwo zauwazy¢, ze T;(0) = T;(6"). Ponadto C;(6") > d tylko dla zadan j € T. Tak wiec
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warto$¢ funkcji celu dla harmonogramu ¢” wynosi:

Z(&") =) _ (0B + BTj) +~(d" —e) =

jeJ
Zo+ Y BTy +1d" — ¢) = Zy+ Y. Bymax{C; — d",0} +7(d" — ¢) =
jeJ jeJ

Zo—f—ZﬂjmaX{Cj —d+AT,O}+’7(d—AT—€) =

jeJ

Zo+ > Bi(Cj—d+Ar) +7y(d—e—Ar) =
JjET

Zo—f— ZBJ(CJ —d)+7(d—6)+ (ZBJ —’7) Ar.

jET jEE

Mamy zatem:
Z(o)—Z(d") = (Z B; — 7) Ar.
jek
Latwo zauwazy¢, ze:

o jozeli v > Sjer 3, to Z(6) < Z(0);

o jezeliy < Xjer 5, to Z(0") < Z(o).

7 powyzszego wynika, ze mozemy zawsze uzyska¢ harmonogram spetniajacy dowodzo-

ng wtasnos$é¢ bez wzrostu wartosci kryterium. O]

W dalszych rozwazaniach bedg brane pod uwage tylko te rozwiazania problemu P3.4,
ktore spetniajg Wtasnosé 7.13.

Latwo zauwazy¢, ze jezeli v > 37y max {aj, ﬂj}, to e = d w rozwigzaniu optymalnym
problemu P3.4. Jezeli zatem «o; = 3; dla kazdego zadania j = 1,...,n oraz v > >0 ay,
to problem P3.4 redukuje si¢ do NP-trudnego problemu 1|d; = d| X o; (E; + 1) [38].

Z powyzszego wynika prawdziwos¢ Wniosku 5.
Whniosek 5. Problem P3.4 jest NP-trudny.

Przytoczmy najpierw pewne definicje zwiazane ze schematami aproksymacyjnymi.

Niech ¢* oznacza rozwigzanie optymalne, a off

rozwiazanie uzyskane przy pomocy
pewnego algorytmu aproksymacyjnego H.. Bedziemy mowili, ze H. jest algorytmem (1 +
g)-aproksymacyjnym, jezeli Z (o) < (1+¢)Z(c*) dla wszystkich instancji rozpatrywanego
problemu.

Bedziemy méwili, ze rodzina algorytméw { H. } jest w pelni wielomianowym schematem
aproksymacyjnym, jesli dla dowolnego € > 0, H. jest (14¢)-aproksymacyjnym algorytmem

o ztozonosci wielomianowej zaréwno od dtugosci instancji problemu, jak i wyrazenia 1/¢.
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Ponizej zostanie przedstawiony w petni wielomianowy schemat aproksymacyjny dla
problemu P3.4, ktory zostal skonstruowany na bazie schematu aproksymacyjnego dla
problemu 1|d; = d| Y o (E; + T;) zaproponowanego przez Kovalyov i Kubiak [74].

Zat6zmy, ze zadania sa ponumerowane tak, ze p1/a; < ... < p,/ay,. Niech:

1, jezeli a = b;

0, w przeciwnym przypadku.

h(a,b) £ {

Dla kazdego harmonogramu spetniajacego Wtasnosci 7.1- 7.6 i Wtasnosc¢ 7.13 definiujemy:

0, jezeli C; < e;
x; 201, jezelie < C; < d;
2, jezeli C; > d.

Niech X oznacza zbiér wszystkich wektoréw = = (z1,...,,), gdzie z; € {0,1,2}. Zdefi-
niujmy:

X;2{zeX|z;=0,i=j+1,...,n},

Wo(z) £ P () £ P () £ 0,

PF(x) = PP (x) + pih(x;,0),
Pl (z) £ P () + pih(z;,2),
Wj(x) £ Wi (2) + a; P (2)h(x5,0) + B3 Pf (2)h(;, 2) + ypih(z;, 1),
reX;,jg=1,...,n.

Pierwszych j elementéw kazdego wektora z € X; odpowiada uszeregowaniu zadan
L,...,J. W;(x) jest catkowitym kosztem dla tego harmonogramu. Natomiast PJE ()i PJT(x)
oznaczajg odpowiednio sumy czaséw wykonywania zadan ze zbiorow E i T. Z powyz-
szego wynika, ze problem P3.4 redukuje sie do problemu minimalizacji warto$ci funk-
cji Wy(x). Bedziemy oznaczaé¢ wektor x € X, ktéry minimalizuje funkcje W, (x) jako
o= (x3,...,2)).

W iteracji j algorytm dzieli zbior rozwiazan czastkowych (harmonograméw zawieraja-
cych j pierwszych zadan) na rozdzielne podzbiory przy uzyciu procedury Partition(A, G, J),
ktéra zostata opisana w pracy [74], gdzie A C X, G jest nieujemna funkcja catkowita na
zbiorze X, oraz 0 < § < 1. Procedura ta dzieli zbior A na k rozdzielnych podzbio-
row A§,AS .. A tak, ze |G(x) — G(2')| < min{G(z), G(2')} dla kazdego x, 2" € A%,
i=1,..., k. W pracy [74] wykazano rowniez, ze dla 0 < ¢ < 1 prawdziwa jest nastepujaca
zaleznosc:

k <log Graw/d + 2, (7.1)

gdzie Gpar = maxgep G().
Algorytm wylicza kolejno sekwencje zbioréw Yi,...,Y,, gdzieY; C X, j=1,...,n.
Wektor 2° (rozwigzanie dostarczane przez algorytm) jest nastepnie wybierany ze zbioru

Y,. Rozpoczynamy od zbioru Yo = {(0,...,0)}. W kazdej iteracji j (j = 1,...,n)
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konstruowany jest pewien zbiér poprzez generowanie trzech wektorow dla kazdego wektora
x € Y;_; dodajac 0, 1 lub 2 na pozycje j wektora x. Zbidr ten jest nastepnie dzielony
przy uzyciu procedury Partition na rozdzielne podzbiory w taki sposéb, ze dla kazdych

dwdbch wektorow x 1 2’ z tego samego zbioru spelnione sg nastepujace zaleznosci:
g g 3! epuja
(Wj(z) — Wy(2")] < e min{Wj(z), W;(2')},
€ .
|Pf () = PP ()] < o - min{ P} (z), Py (')},
€ .
[P/ (2) = P (2)] < o - min{ P} (z), P ()}
Z kazdego podzbioru wybierane sg dwa rozwigzania w celu dotgczenia ich do zbioru Y ;
jedno z minimalng wartoscia funkcji W;(z) a drugie z maksymalng wartoscia funkeji

W;(z). Wszystkie pozostale rozwigzania znajdujace si¢ w podzbiorach sg odrzucane.

Formalny opis schematu aproksymacyjnego jest przedstawiony ponize;j.

Algorytm A3.4.

Krok 1. (Inicjalizacja). Ponumeruj zadania tak, ze p;/a; < ... < pp/a,. Podstaw Y, :=
{(0,...,0)} oraz j := 1.

Krok 2. (Generacja zbioréw Yy, ...,Y,,). Dla kazdego wektora = € Y,_; wygeneruj trzy
wektory poprzez dodanie 0, 1 lub 2 na pozycji j wektora x. Oznaczmy wygenero-
wany zbi6r wektoréw jako Y. Dla kazdego wektora = € Y wylicz P (z), P/ (x)
i W;(z).

Jezeli j = n, to podstaw Y,, := Y/ iidz do Kroku 3.

W przeciwnym przypadku wykonaj nastepujace obliczenia:

(Podzial zbioru Y’ ze wzgledu na W;) Wywotaj procedure Partition(Y’;, Wj, ¢) aby
podzieli¢ zbiér Y na rozdzielne podzbiory YV, ... ,Y,?V/V.

(Podziat zbioru Y ze wzgledu na P]") Wywotaj procedure Partition(Y', Pl e/(2n))
aby podzieli¢ zbiér Y/ na rozdzielne podzbiory YT ,..., Y[ .

(Podziat zbioru Y, ze wzgledu na PJ) Wywotaj procedure Partition(Y), PF,e/(2n))
aby podzieli¢ zbiér Y’ na rozdzielne podzbiory YE . ,YkEE.

Dla wszystkich trojek (li,ls,l3) takich, ze Y)Y N YL NY] # 0,1 < I < kw,
1<l <kpil<ly<kyp, podstaw Zg, 1,0, =Y NYLNYL

amaz) takie, ze:

W kazdym podzbiorze Z, ; wybierz wektory z(@min) g
W (@) = min{W(2)|z € Zq4},

W;(2@me)) = max{W (2)|z € Zq }.
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Podstaw Y := {z(@™n) gl@man)|q jest trojka (I, 1o, 13) taka, ze Y}V N YENYE #
0, 1<l <kw,1<lb<kpil<l3<kr}ij:=j+ 1. Powtérz Krok 2.

Krok 3. (Rozwiazanie). Wybierz wektor 2V € Y, taki, ze W, (z°) = min{W, (z)|x €
Y,}.

Lemat 5. Liczba réznych trojek (11, 1ls,l3) takich, ze Y)V N YENYL # 0,1 <l < kw,
1 <ly < kg oraz 1 <l3 < ky nie przekracza kw (kg + kr).

Dowdd. Dowdd ten jest modyfikacja dowodu analogicznego lematu przedstawionego
w pracy [74].

Wystarczy pokazaé, ze liczba réznych par (I3, I3) takich ze Y{ 1Y}, # 0 nie przekracza
kg + kr. Skojarzmy pare indekséw (lo(z),l3(x)) z kazdym wektorem x € Ylf(w) N Y?;(I)
i uporzadkujmy wektory = € Y/ w niemalejacym porzadku P (x). Skoro P](z) =
S pi— PjE(x), to te wektory sa jednoczesnie uporzadkowane w nierosnacym porzadku
PJT(a:) Jezeli zatem przeszukujemy wektory z € Y, w niemalejacym porzadku PjE (x), to
indeks ly(z) nigdy nie maleje a indeks ly(z) nigdy nie rosnie. Z powyzszego wynika, ze
ilo¢ réznych par (I3, 13) takich, ze Y7 N'Y[, # 0 nie przekracza kg + kr. O

Lemat 6. Dla kazdych dwéch wektorow x,x’ € Zy; spetnione sq nastepujgce zaleznosci:
(Wj(z) — Wj(2')] < e min{Wj(z), W;(2')};
[P/ () = PP(@')] < o~ min{ Pf(2), PP (')}
[P (@) = P () < o min{P] (a), P (')},
Prawdziwo$¢ powyzszego lematu wynika bezposrednio z (7.1).

Twierdzenie 6. Algorytm A3.4. znajduje rozwigzanie 2° € X takie, ze W, (2°) < (1 +
e)Wo(z").

Dowd6d. Dowdd ten jest modyfikacjg dowodu analogicznego twierdzenia przedstawionego

w pracy [74].
1
elementow wektora x jest takich samych jak pierwszych j elementéw wektora z*. Zgodnie

Zalozmy, ze x = (27, ...,27,0,...,0) € Z,; C Y} dla pewnego j i ¢ gdzie j pierwszych
z definicja algorytmu A3.4., takie j zawsze istnieje, np. j = 1.

Algorytm A3.4. moze nie wybra¢ wektora x do dalszej konstrukeji. Z Lematu 6 wynika,
ze wektory x(@°P") gdzie opt € {min,maz} wybrane zamiast wektora x ze zbioru Z,;

w j-tej iteracji spetniajg nastepujace nieréwnosci:

[Wj(a*) = Wi < eWj(a*), (7.2)
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PP (a%) = PP(2 )| < PF ("), (7.3)
[P} (2%) = P} (1) < P ("), (74)
gdzie vy = 5. <e.

Podstawmy v; = v; + (14 v5)5: = 5= + (1 + 5)v;, j = 1,...,n — 2. Pokazemy, ze
powyzsze trzy nieréwnosci beda réwniez spelmone, gdy zastapimy j przez j+1,...,n—1
a v zastagpimy odpowiednio przez vy, ..., v,_;. Wartos¢ v; dla j = 1,2 1 3 wynosi:

o £
L= 50

(o) 3 a1 (143
Uy = — — = =z o /|
2 2n 2n/) 2n 2n on/l’

o g () () =5 [ () + (0 5)

7 powyzszego mozna tatwo wywnioskowac, ze dla kazdego j = 1,...,n — 1 mamy:
£ < e\!
v, = — 1+—.
Toang < * 2n>
Wartos¢ v;, j = 2,...,n — 1, moze by¢ oszacowana w sposob nastepujacy:

n—1 c ; n—1 i1 n—1 c i
W\nl‘nz( ) 2 (1+5) X (g -

£
21 1=0 =0

Ve 2 - (e -5 ()

=1
Ponadto dla kazdego i =1,...,n

Zn: m (22) B z'(nniz) <2&;1> e Zln(n SAS (;) < 21, (;) < 3‘;

=1

Ostatnia z powyzszych nieréwnosci jest spelniona, poniewaz § < 1. Z powyzszego wynika

nastepujaca zaleznosc:

S<iy e
S 2 = 1!
dlaj=2,...,n—1.
Rozwazmy wektory & = (xgq’om), - ,x§~q’0pt), 74,0, .,0), gdzie opt € {min, max},

T € Y}y, w ktorych element 27, jest taki sam jak w wektorze x*. Zgodnie z definicja
PE i PL

i1, namy:

+11
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|PEL (%) = PEL(®)] = [PF(@) + pjiah(a)y, 0) = PE(@@) = pjy1h(],,,0)] =
!Pf ") = PF(z9")| < vy PE(a") < 1y PE, (27);
‘ ]+1 ") ]+1 ‘ = ‘PT +p]+1h( ]+172> - pJT(x(q,opt) —Pj+1h($;+172)>‘ =
‘PJ.T r*) — PjT(az(q’om))‘ <Pl (a") <w Pl (a"). (7.5)
W konsekwencji:
PEL (%) < (L+m) P, ()
PJTH(@ <(1T+ V1>Pﬁr1($*)- (7.6)

Ponadto, zgodnie z definicjg W, mamy:

Wi (o) = Wisa ()] < [Wy(a7) = Wial9P)] + g b, 0[PP (a") = P07+
ﬁj+1h($;+1a 2)|P'T(9U*) - P'T(m(q’om)” +YPj+1 (h(x;-&-l’ 1) — h(x;fﬂ, 1
W+ vn (agah(@ 0, DPEG) + Bah(@y, OPT (@) < Wi (@), (7.7)

=
N

Ostatnia z powyzszych nieréwnosci jest spetniona, poniewaz 14 < e.

Zalozmy, ze ¥ € Zyj41 C Yy, 1 algorytm A3.4. wybiera w iteracji j + 1 wektory
gbmin) g (lmaz) o Z, ;1 zamiast wektora & ze zbioru Z; ;1. Wowczas, zgodnie z definicja

x(l,mz’n) i .,L.(l,mam)7 mamy:

Wi (x(lmin)) < Wj+1(f) < W, (x(l,ma:n)> )

Z powyzszych nieréwnosci oraz nieréwnosci (7.7) mamy:

Wi (2%) = Wy (247) | < eWja (") (7.8)
lub
Wi (@™) = Wi (247) | < Wy (o). (7.9)

Teraz na podstawie (7.5) i (7.6) oraz Lematu 6 otrzymujemy:

‘ JH ) g+1( lopt)‘ ’ J+1 ") J+1( )+P (7)) — PfL( (Lopt))’ <
’ (") = Piia (@ ‘ k(&) — PE ( loznf))‘ <
Pﬁl( ")+ %P]H(x) < V1Pj+1(33*) + %(1 +1/1)Pﬁ1( ") =

(v + (14 0)) PE )
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oraz

[Pl (a®) — Pl (« lom)\ !m ) ]+1<>+P-T+1<> Pl (0| <
P = Pla(@)] + |Pa@ = Pl (a877)| <

VlPJH( ")+ o P (7 ) < lejjjrl<x*> + 50 on (1 + ’/l)PgH(iU*) =

(1/1 + %(1 + 1/1)> Pl (")

7 powyzszego wynika:

’ i (7) j+1( (l’Opt))’ < V2Pﬁrl( ") (7.10)

oraz
’ ]+1 * (x(l,opt))‘ < V2Pj‘7ji-1(x*)- (7.11)
Jezeli v; < e dlaj = 2,...,n — 1, co zostalo wczesniej wykazane, to powyzsze wy-

prowadzenie nieréwnosci (7.8) - (7.11) dla iteracji j + 1 z nieréwnosci (7.2) - (7.4) dla
iteracji j moze by¢ powtoérzone dla j+ 1,54 2,...,n— 1. Przypomnijmy, ze potrzebowali-
$my nieréwnosci v; < e aby udowodnié (7.7). Poprzez indukcje mamy, Ze istnieje 2’ € Y,
takie, ze |W,(z*) — W, (2")] < eW,(x*). Wynika z tego, ze w trzecim kroku algorytmu

A3.4, bedzie wybrany taki wektor 2°, dla ktérego spelniona jest nastepujaca nieréwnosé:
W, (z%) < (1+e)W™.

]
Twierdzenie 7. Algorytm A3.4. dziala w czasie O(n?log®(max;{n, 1/, p;, aj, B;,7})/2).

Dowdd. Najpierw ustalmy ztozonosé obliczeniows iteracji 7 Kroku 2. Najbardziej cza-
sochtonng operacja jest podziat zbioru Y na podzbiory Z,,. Ze ztozonosci obliczeniowe;
procedury Partition wynika, ze podziat ten moze zosta¢ dokonany w czasie O(|Y|log [Y’]).
W konsekwencji ztozonos¢ obliczeniowa iteracji j Kroku 2 wynosi O(]Y|log |Y}]).

Poniewaz zbiér Y uzyskujemy poprzez wygenerowanie trzech wektoréw dla kazdego
wektora ze zbioru Y; i, to [Y}| < 3|Y;1|. Niech f; oznacza iloé¢ réznych trojek q =
(L,l,03), 1 < I < kw,1 <l < kg, 1 < I3 < kp, takich ze Y)Y N YENYL # 0
w iteracji j. Latwo zauwazy¢, ze |Y;_1| < 2f;_1, poniewaz co najwyzej dwa wektory sa
wybierane z kazdego podzbioru Z,;_ ;. Zgodnie z Lematem 6, wartos¢ f; nie przekracza
kw (kg + kr). Z powyzszego wynika, ze [Y'| < 6f;1 < 6kw (kg + kr).
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Ostatecznie, z réwnania (7.1), otrzymujemy:

kg, kr < 2nlog (maX{PE (x ),PjT_l(:c)]Y;_l}) /e +2 < 2nlog (nmjaxm) Je+2<

4nlog (max{n,pﬁ) Je +2
J
oraz

kw <log (max {W;_1()[Y;-1,}) /e +2 <

log <nmaxpj max{a],ﬁ],7}> /e +2 < 3log (max{n p],oz],ﬁj,v}> /e +2

dla kazdego j = 1,...,n. Mamy zatem |Y}| < O(nlog*(max{n, p;, a;, 8;,7})/e?). Wynika
7 tego, ze iteracja j Kroku 2 dziata w czasie O(nlog®(max{n, 1/¢,p;, a;, 3;,7})/?) a cal-
kowita ztozonoéé obliczeniowa algorytmu wynosi O(n? log®(max{n, 1/¢, p;, o;, B;,7})/€%).

0

7.6 Wielomianowo rozwiagzywalne przypadki

W niniejszym punkcie rozwazane beda szczegdlne przypadki problemu P3, ktore moz-
na rozwigza¢ w czasie wielomianowym.

Niech P3.5 oznacza szczegdlny przypadek problemu P3 z pojedynczym procesorem
oraz jednostkowymi czasami wykonywania. W notacji tréjpolowej problem mozna zdefi-

niowa¢ w sposob nastepujacy:
1[{e;d); Dyin, < d — € < Dipag;pj = 1| Z(oszj + 5;1;) +v(d —e).

Latwo zauwazyé¢, ze w rozwigzaniu optymalnym zachodzi nastepujaca zaleznosé
d—e < Yp; = n. W zwigzku z tym, w dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do
instancji problemu, w ktorych D, < n.

Z Wiasnosci 7.1 1 7.2 wynika, ze Cr;y = j dla kazdego j = 1,...,n. W konsekwencji
Erjy = max{e — Cr(;),0} = max{e—j, O} oraz Tr(jy = max{Cr;) —d,0} = max{j —d,0}.
Przypomnijmy, iz z za%ozenla parametry e i d przyjmuja jedynie wartosci catkowite. Tak

wiec, wartos¢ funkcji celu dla problemu P3.5 wynosi:

Z(0'> = Z(ajEj + BJE) + v Z (aw(j N+ Bw(g ) + f}/(d ) _
Jjed j=1
z:(a7r ymax{e — j,0} + Gy max{j — d, O})—|— Z v =
J=1 j=e+1
¢ d
(e —J) + Z Prn(J — d) + > 7+ YDmin-

[y

j= Jj=d+1 j=e+Dmin+1
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Zauwazmy, ze wartos¢ v D, jest z gbry zadana dla ustalonej instancji; w zwiazku z czym
nie ma znaczenia w procesie poszukiwania rozwigzania optymalnego.

Dla zadanego harmonogramu o = (, e, d) zdefiniujmy:

mle—k+1), jezeli X=E;
[klx 24 w(e+k), jezeli X=W;
w(d+ k), jezeli X=T.

Oznaczenie [k]x jest zilustrowane na Rysunku 7.10.

e d

[Elle | <=+ | [2]e [ | [1w | e |[[Wlw]| [1]x | [2x | e | [T+

Rysunek 7.10: Ilustracja oznaczenia [k]x.

Mozemy teraz wartos¢ kryterium dla problemu P3.5 wyrazi¢ w sposéb nastepujacy:

Bl i) W]
Z0) = e =D+ Byei+ D, 7+ 7Dmin. (7.12)

7 powyzszego wyrazenia wynika, ze warto$¢ funkcji celu mozemy wyrazié¢ jake sume
kosztéw wnoszonych przez poszczegdlne zadania. Niech costjx; oznacza koszt jaki wnosi

zadanie j, jezeli j = [k]x. Z wyrazenia (7.12) mamy:

aj(k—1), jezeli X =Eoraz k=1,...,|E[;

0, jezeli X =W oraz k=1,..., Dpyin;
costjxk = .

7, jezeli X = W oraz k = Dy + 1,..., [W;

Bk, jezeli X =T oraz k= 1,...,|T|.

Mozemy teraz wartosé¢ kryterium wyrazi¢ w sposdb nastepujacy:

2] IT| W]
Z(0) = 3 costiyim; + D costym; + 3 costww; + 7 Dmin =
Jj=1 j=1 j=1
|X]
Yo > costyiexi + ¥ Dumin. (7.13)

Xe{E,W,T}j=1

Nie zostala wykazana zadna wtasno$¢, ktéra pozwalataby na okreslenie ilos¢ zadan
znajdujacych sie w poszczegolnych zbiorach E, W i T. Z ograniczenia na szeroko$é
przedziatu [e, d] wynika jedynie, ze: Dy < [W/| < Dige. W konsekwencji, ilo$é zadan

w zbiorach E i T nie moze by¢ wigksza niz n— D,,;,. W celu skrocenia notacji, zdefiniujmy:
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A . e , .
e vg =n — Dy, - maksymalna ilosé zadan w zbiorze |El;

A . s 7 , .
e vw = D, - maksymalna ilo$é zadan w zbiorze |W|;

A . oy , .
e vt =n — Dy, - maksymalna ilo$¢ zadan w zbiorze |T|.

Mamy zatem: |W| < vw, |E| <wvgi|T| <
7 powyzszych rozwazan wynika, ze problem P3.5 redukuje sie do problemu minima-

lizacji:

przy ograniczeniach:

vx )
° 3 S rixk=1:(j=1,...,n),
Xe{E,W,T} k=1

oZa:ij 1: Xe{E,W,T}hE=1,...,vx),
=1

e rxp,=0lubl:(j=1,... X e{E, W, THhk=1,...,vx).

Rozwiazanie dla przedstawionego powyzej problemu interpretujemy w sposob naste-
pujacy:

o jezelizjxp=1to klx=7(=1,....mXe{E,W,Thk=1,...,vx);

¢ = ?:1 PO LjEk;

° d—e—i—z W Tk

Zadane ograniczenia gwarantuja, ze kazde zadanie jest wykonywane doktadnie raz oraz
kazda pozycja jest zajeta przez co najwyzej jedno zadanie. Latwo zauwazy¢, ze tak zde-
finiowany problem programowania liniowego jest jednoczesnie znanym problemem skoja-

rzenia, ktory moze by¢ rozwiazany w czasie O(n?) (patrz Lawler [78]).

Niech P3.6 oznacza szczegdlny przypadek problemu P3.1 z jednostkowymi czasami

wykonywania. W notacji trojpolowej problem jest zdefiniowany nastepujaco:
Pl{e;d); Dyin < d — € < Doz pj = 1| Y _(;Ej + B;T;) +~(d — e).

Zauwazmy, ze problem P3.6 jest wieloprocesorowa wersja problemu P3.5.

Zgodnie z Wtasnodciami 7.7, 7.8 1 7.9, C; € {1,2,...,n} dla kazdego zadania j € J.
Niech [j]° oznacza zadanie, ktére koniczy wykonywaé si¢ w momencie j na procesorze i -
patrz Rysunek 7.11. W celu uproszczenia dalszych rozwazan, bedziemy méwili, ze [f]° jest

zadaniem na pozycji j na procesorze i. Ponadto, niech s’ oraz ¢' oznaczaja odpowiednio
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moment zakonczenia wykonywania pierwszego i ostatniego zadania na procesorze i. Skoro
Cyi = J, to By = max{e — Cp;;;,0} = max{e — 5,0} oraz Tj;; = max{Cj; —d,0} =
max{j — d,0}. Przypomnijmy, iz z zalozenia parametry e i d przyjmuja jedynie wartosci
catkowite. Wykorzystujac wprowadzone oznaczenia, wartosé¢ funkcji celu mozemy przed-

stawi¢ w sposob nastepujacy:
Z(0) = Y (a; B+ BiT;) +y(d —e) =
> (Z (e By + 5miTw)) +y(d—e) =

i=1 \j=si

> (Z (o max{e = 5,0} + By max{j — . o})) +(d—e) =

i(i agjie —j) + Z B j—d)) +v(d —e). (7.14)

=1 7 st j d+1

[ | 21" | 381" | [4 | [8I" | [61' | [7)

21 | [B° | [4° | B | [6° | [71" | [8]°

[ | [2F | [8F° | 4P | 5 | [6° | [7F | [9F

Rysunek 7.11: Przyktadowy harmonogram dla problemu P3.6.

Zauwazmy, ze jezeli szeroko$é¢ przedziatu le, d] jest réwna lub wieksza niz [%W, to

wystarczy uszeregowac wszystkie zadania w dowolnej kolejnosci wewnatrz tego przedziatu,
aby uzyska¢ minimalng warto$¢ kryterium. 7 zwiazku z tym w dalszych rozwazaniach
ograniczymy sie tylko do tych instancji, w ktérych D,,q. < [%W

Niech P3.6 (D) oznacza szczegdlny przypadek problemu P3.6, w ktorym D, =
Do = D. Latwo zauwazy¢, ze w celu rozwigzania problemu P3.6, wystarczy rozwigzac
problem P3.6 (D) dla kazdego D = D,in, Dinin + 1 ..., Dpnas & nastepnie wybraé rozwia-
zanie o najmniejszej wartosci kryterium. Z tego powodu skupimy si¢ teraz na znalezieniu

algorytmu optymalnego dla problemu P3.6 (D).
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Dla zadanego harmonogramu o zdefiniujmy:

e —k+ 1], jezeli X=E;
k% =< [e+ k], jezeli X=W;
[d + k], jezeli X=T.

Mozemy teraz warto$¢ kryterium dla problemu P3.6(D) wyrazi¢ w sposéb nastepuja-

cy:

m [ T
Z(o) = | oy —1)+ > Byi| +7D. (7.15)
i=1 | j=1 Jj=1

Zauwazmy, ze vD jest wartoscia stala i nie podlega optymalizacji. Z wyrazenia (7.15)
wynika, ze wartos¢ funkcji celu mozemy wyrazi¢ jake sume kosztoéw wnoszonych przez
poszczegolne zadania. Niech zatem ch’thk oznacza koszt jaki wnosi zadanie j do cal-
kowitego kosztu harmonogramu, jezeli j = [k]% w tym harmonogramie. Na podstawie

wyrazenia (7.15) warto$¢ tego kosztu definiujemy w sposéb nastepujacy:

aj(k—1), jezeli X =Eoraz k=1,...,|E[;
costjxr =1 0, jezeli X = W oraz k = 1,..., |W];
Bik, jezeli X =T oraz k =1,...,|T|.

Korzystajac z wprowadzonych oznaczen mozemy warto$¢ kryterium wyrazi¢ w sposob

nastepujacy:

m B |T|
Z(o) = Z (Z costyji g + Z COStmg’rTj) +D =

i=1 \j=1 j=1
|X|

Yo X Do costyx; D (7.16)

i=1 Xe{E,W,T} j=1

Skoro czasy wykonywania zadan sa jednostkowe, to w rozwiazaniu optymalnym do-
ktadnie mD zadan wykonuje sie wewnatrz przedziatu [e, d] dla problemu P3.6(D). Ozna-
cza to, ze co najwyzej n — mD zadan moze wykonaé si¢ przed tym przedziatem oraz co
najwyzej n—mD zadan moze wykonac si¢ za tym przedziatem. Latwo zauwazy¢, ze w roz-
wiazaniu optymalnym |Ef| < |[EV| + 11 |T¢| < |T?| + 1 dla kazdych dwdch procesoréw i
oraz v. Z powyzszego wynika, ze |E!| < [%W = [%W - Di|T < [%W = [%W - D.

W celu skrocenia notacji zdefiniujmy:

o g = [%W — D - maksymalna ilo$¢ zadai w zbiorze |[E‘| (i = 1,...,m);
e Ow = D - maksymalna iloé¢ zadaii w zbiorze [W'| (i = 1,...,m);
o ip £ [ﬂw — D - maksymalna ilo§¢ zadan w zbiorze |T!| (i =1,...,m).

m



Rozdzial 7 114

Mamy zatem |E!| < 9g, |T!| < 9p oraz |W!| = tw w kazdym rozwigzaniu dopuszczal-

nym. Zauwazmy, ze:

m m

(1B + | T| + W) < 3(0g + 0r + bw) = m(Tg + o7 + Iw) =

i=1 =1
mdﬂ D+ Vﬂ —D+D> <m(2 [”D — O(n).
m m m
Z powyzszych rozwazan wynika, ze problem P3.6(D) redukuje sie do problemu mini-

malizacji:

m Ux . '
Z Z Z costixk Tixp

1i=1 Xe{E,W,T} k=1

n

J

przy ograniczeniach:

m ux )
* > > Y rxp=1:(=1,...,n),
i=1 Xe{E,W,T} k=1

o ilx§Xk<1:(i:1,...,m; Xe{E,W, T} k=1,...,0x),

J]=

. :U;Xk:()lubl:(izl,...,m;jzl,...,n; Xe{E,W T} k=1,...,0x).

Rozwiazanie dla przedstawionego powyzej problemu interpretujemy w sposéb naste-

pujacy:

o jezeli zjxpy = L, to [klx =5 (i=1,....m; j=1,...,n; X € {ELW,T}; k =

L,...,0x)

n UE .0 - .

° e:max{zjzlzkzl:pﬂ%.z:l,...,m},
e d=c+D.

Zastosowane ograniczenia gwarantuja, ze kazde zadanie jest wykonywane doktadnie raz
i kazda pozycja jest zajeta przez co najwyzej jedno zadanie. Latwo zauwazyé, ze zdefi-
niowany powyzej problem jest dobrze znanym problemem skojarzenia, ktéry moze by¢
rozwiazany optymalnie w czasie O(n?®) (patrz Lawler [78]). Przypomnijmy, ze w celu
rozwiazania problemu P3.6 wystarczy rozwiaza¢ problem P3.6 (D) dla kazdego D =
Dins Dimin + 1, ..., Dpae. Przypomnijmy réwniez, ze zatozyliSmy, iz ograniczamy si¢ do
instancji, w ktérych D,,;, < [%] Skoro problem P3.6 (D) mozna rozwigzaé w czasie
O((vg + vw + v1)?) = O(n?), to problem P3.6 mozna rozwiaza¢ w czasie O(n>(Dypae —

4

Diin)) = O ().

m

Niech P3.7 oznacza szczegblny przypadek problemu P3.6, w ktérym o; = (3; dla

kazdego zadania j = 1,...,n. W notacji tréjpolowej problem ten mozna przedstawic¢
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nastepujaco:
P|<€7d>aszn <d—e< Dmax;pj = 1| zaj(Ej +T‘J) +7(d_ 6)'

Podobnie jak miato to miejsce w przypadku problemu P3.6, ograniczymy sie w naszych
rozwazaniach do instancji problemu, w ktérych D, < [%W

Wartosé funkeji celu dla problemu P3.7 wynosi:

=Z<§: e —J)apy + Z %12)+7(d—6)=

i=1 J=s" j d+1

> D wiag +y(d—e), (7.17)

i=1 j=gi

gdzie w; oznacza wage pozycji j i jest zdefiniowane w sposéb nastepujacy:

(e —j), jezelij<e
wj =< 0, jezelie < 7 < d;
(j —d), jezelij>d.

Przypomnijmy, ze w tym podrozdziale poprzez zadanie na pozycji j rozumiemy zdanie
konczace wykonywaé sie w momencie j.

Jezeli szeroko$¢ przedziatu [e, d] bytaby zadana, to w celu optymalizacji kryterium,
nalezatoby Znaleié taki harmonogram, ktory minimalizowatby wartos¢ nastepujacego wy-
razenia: ».", Z — i Wi

Zauwazmy, ze waga pozycji nie zalezy od procesora. Ponadto zachodza nastepujace

relacje pomiedzy wagami pozycji:

We = Wey1 = ... = Wg_1 = wg =0 (7.18)

l=w.1 = W1 < We—2 = W42 < We—3 = Wa43 < ... (719)

Przypomnijmy w tym momencie Lemat 2 zaprezentowany w Rozdziale 5.

Lemat 2. [40] Niech a = (a1, as,...,a,) oraz b = (by,bo,...,b,) oznaczajg dwa wek-
tory o dodatnich wspotczynnikach. Iloczyn skalarny wektoréow a i b jest minimalny, gdy
wspotczynniki tych wektorow sq¢ odwrotnie uporzgdkowane, czyli ay < as < ... < ayp;
bi>by>...2b, lubay > ay> ... > a,; by <by<...<b,.

Z Lematu 2 wynika prawdziwos¢ Wtasnosci 7.14.

Witasnosé 7.14. W rozwigzaniu optymalnym problemu P3.7, dla zadanej szerokosci prze-
dzialu [e,d], zadania sq uszeregowane w taki sposob, Ze zadanie o najwiekszej wartosci

parametru o jest przyporzqdkowane do pozycji o najmniejszej wadze, zadanie o kolejnej
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najwigkszej wartosci parametru «; jest przyporzqdkowane do pozycjyi o kolejnej najmnies-

szej wadze, itd.

W dalszych rozwazaniach bedziemy bra¢ pod uwage tylko te rozwigzania problemu
P3.7, ktoére spetniajg Wtasnosé 7.14.

Zal6ézmy, ze zadania sg ponumerowane tak, ze a; > ag > ... = Q.

Jezeli szerokosé przedziatu e, d] bytaby z gory zadana, to mogliby$my skonstruowaé
rozwiazanie optymalne, w oparciu o Wlasnosé 7.14 oraz zaleznosci (7.18) i (7.19), w na-

stepujacy sposob:

uszereguj m(d — e) pierwszych zadan (czyli zadan o najmniejszych wartosciach pa-

rametru «;) na pozycjach e, ..., d na wszystkich m procesorach;
- uszereguj m kolejnych zadan na pozycji d + 1 na wszystkich m procesorach;
- uszereguj m kolejnych zadan na pozycji e — 1 na wszystkich m procesorach;

- uszereguj m kolejnych zadan na pozycji d + 2 na wszystkich m procesorach;

i tak dalej, az do uszeregowania wszystkich zadan.

Jezeli zalozymy, ze szerokos$é przedziatu [e, d] jest réwna D, to wartosci parametréw e i d
dla harmonogramu skonstruowanego w przedstawiony powyzej sposob mozemy wyliczy¢

nastepujaco:
e= {”_275”1; d=e+D. (7.20)
Niech o(D) oznacza rozwiazanie optymalne problemu P3.7 dla ustalonej szerokosci
przedziatu [e, d] réwnej D. Zaldzmy, ze rozwiazanie to zostalo skonstruowane w sposob,

ktéry zostal przedstawiony powyzej. Wartos¢ funkeji celu dla harmonogramu o (D) wynosi:

i=1 j=si
(D+2)m (D+3)m
7D + > wgpiag+ > weroyt
j=(D+1)m+1 j=(D+2)m+1
(D+4)m (D+5)m
Z W20 + Z We_oQtj + ... =
j=(D+3)m+1 j=(D+4)m+1
(D+3)m (D+5)m
YD+ Y o+ Y 205+ (7.21)
j=(D+1)ym+1 j=(D+3)m+1

Musimy zatem znalez¢ taks szeroko$¢ pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywa-
nia zadan D* = Dyin, ..., Dias, dla ktérej warto$é wyrazenia Z(o(D*)) jest minimal-

na. W tym celu wystarczy wyliczy¢ wartos¢ Z(o(D)) dla kazdego D = Dinin, Dimin +
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1,..., Dy, @ nastepnie wybrac¢ takie D*, ze:
D* = argmin{Z(c(D)) : D = Duyin, - - -, Dinaz }-

Znalezienie optymalnej szerokosci przedziatu [e,d] w ten sposéb zajetoby O(n(Dnar —
Diyin)) czasu. Wykorzystujac pewne prawidlowosci wystepujace w wyrazeniu (7.21), cel
ten mozna osiagna¢ rowniez w czasie O(n). Szczegdly zostana przedstawione ponizej.
Pierwszym krokiem jest zbadanie jak warto$¢ kryterium zmienia si¢ kiedy zwickszamy
szeroko$¢ tego przedziatu o 1. Zdefiniujmy zatem Za(D) £ Z(o(D + 1)) — Z(a(D)).

Podstawiajac do wzoru (7.21) otrzymujemy:

Za(D) = Z(o(D +1)) = Z(0(D)) =

(D+4)m (D+6)m
YD+ + > ot Y 20+ -
j=(D+2)m+1 j=(D+4)m+1
(D+3)m (D+5)m
YD+ Y o+ Y 20+ =

j=(D+1)m+1 j=(D+3)m+1

(D+2)m (D+4)m
e S T N T (7.22)
j=(D+1)m+1 j=(D+3)m+1

Witasno$é¢ 7.15. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P3.7, w ktérym:

— e =
max {D : D < Dyar; ZA(D — 1) < 0}, w przeciwnym przypadku.

Dowéd. Na wstepie zostanie wykazane, ze Za(D) > ZA(D —1) dla kazdego D = D, +
1,..., Dpaz- Z wyrazenia (7.22) otrzymujemy:

ZA(D) — Za(D — 1) =

(D+2)m (D+4)m (D+1)m (D+3)m
(’y— Z Oéj— Z Oé]—)—(’}/— Z Oéj— Z ozj—...)—
j=

(D+1)m+1 Jj=(D+3)m+1 Jj=Dm+1 J=(D+2)m+1
(D+1)m (D+2)m (D+3)m (D+4)m
o= >t Y a4 Y et
j=Dm+1 j=(D+1)m+1 j=(D+2)m+1 j=(D+3)m+1

Przypomnijmy, ze zadania sa ponumerowane tak, ze a1 > as > ... > «a,. Wynika z tego,

ze dla kazdego k£ > 1 prawdziwa jest nastepujaca zaleznosc:

(D+k+1)m (D+k+2)m
> 4> Y a
j=(D+k)m+1 j=(D4k+1)m+1

Mozemy wiec stwierdzi¢, ze Za(D) — Za(D —1) > 0 dla dowolnego D = Dyin, - - -, Dinaa-
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Rozwazmy teraz dwa mozliwe przypadki.

Przypadek 1. Zalézmy, ze Za(Din) = 0.
Skoro ZA(D) > ZA(D - 1), to ZA(Dmax) > ZA(DmM; - 1) > ... = ZA(Dmm) = 0.
Wynika z tego, ze Z(0(Dmaz)) = Z(0(Dmaz — 1)) = ... 2 Z(0(Dimin)). Mozemy zatem

stwierdzi¢, ze d — e = D,,;, W rozwigzaniu optymalnym.

Przypadek 2. Zalézmy, ze Za(Dypin) < 0.
Niech D* = max{D : D < Dyaz; Za(D — 1) < 0}. Skoro Za(D — 1) < Za(D), to:

e ZA(D) > 0dla kazdego D = D*, ..., Dyau;
e /n(D) < 0 dla kazdego D = Dy, ..., D* — 1.
Skoro Za(D) £ Z(o(D + 1)) — Z(a(D)), to:
Z(0(Dmin)) > ... > Z(ao(D* = 1)) > Z(o(D*)) < Z(o(D*+1)) < ... < Z(6(Dpmaz))-
Mozemy zatem stwierdzi¢, ze d — e = D* w rozwiazaniu optymalnym.

Powyzsze rozwazania potwierdzajg prawdziwo$é¢ dowodzonej wtasnosci. n

Wyliczenie wartosci Za (D) na podstawie wyrazenia (7.22) zajmuje O(n) czasu. Nie-
mniej jednak wystarczy zauwazy¢, ze warto$¢ Za (D) moze byé rowniez wyliczona reku-

rencyjnie poprzez wykorzystanie nastepujacej zaleznosci:
ZA(D) — ZA(D —2) =

(D+2)m (D+4)m
e B e B ]

(D+1)m+1 j=(D+3)m+1
Dm (D+2)m (D+4)m Dm
T Z o5 — Z o5 — Z G — = Z Q.
j=(D—-1)ym+1 j=(D+1)m+1 j=(D+3)m+1 j=(D—-1)m+1
Zatem:
Dm
ZAND)=ZA(D-2)+ >  «j (7.23)
j=(D—1)m+1

Wystarczy wigc wyliczy¢ wartosci Za(Dumin) oraz Za(Dpin + 1) z wyrazenia (7.22)
a nastepnie, dla kazdego D > D, + 1, wartos¢Za(D) moze zostaé wyliczona z wy-
razenia (7.23) w czasie O(m). Skoro, zgodnie z wczesniejszym zalozeniem, ograniczamy
sie w naszych rozwazaniach do instancji, w ktorych D,,., < [%W, to wyliczenie war-
tosci Za(D) dla kazdego D = Do, - - - Dinae zajmie 20(n) + (Dyaz — Dmin) O(m) =
20(n) + O (%) O(m) = O(n) czasu.

Oznaczmy przez A3.7 algorytm rozwigzujacy optymalnie problem P3.7. Algorytm

ten dziata w trzech etapach. W pierwszym etapie (Kroki 1-2) ustalana jest optymalna



Rozdzial 7 119

szeroko$¢ przedziatu [e,d]. W kolejnym etapie (Krok 3) znajdowany jest poczatek i ko-
niec przedziatu [e, d] zgodnie ze wzorem (7.20). W ostatnim etapie (Kroki 4-6) zadania
szeregowane sa zgodnie z Wtasnoscia 7.14.

Ponizej przedstawiony jest szczegotowy opis algorytmu A3.7. Zwrot "uszereguj zada-

nie j na pozycji k7 bedzie oznaczal "uszereguj zadanie j tak, ze C; = k7.

Algorytm A3.7

Krok 1. Ponumeruj zadania wedlug nierosngcego porzadku wartosci o, tzn. oy > ap >
... 2 ay. Podstaw D := D,;,. Wylicz Za(D) i Za(D + 1) na podstawie wyrazenia
(7.22).

Krok 2. Jezeli ZA(D) < 01 D < Dyaq, to wylicz Za(D + 1) na podstawie wyrazenia
(7.23), podstaw D := D + 1 i powtérz Krok 2.

Krok 3. Podstaw e := [MW id:=e+ D.

2m

Krok 4. Uszereguj zadania 1,..., (D + 1)m w dowolnej kolejnosci na pozycjach e, ..., d

na procesorach 1,...,m. Podstaw j .= (D+1)m,z:=e—1iy:=d+ 1.

Krok 5. Uszereguj zadania j + 1,5 + 2,...,min{j + m,n} na pozycji y na procesorach
1,...,min{m,n — j}. Podstaw j := j +m oraz y := y + 1. Jezeli j > n, to STOP.

Krok 6. Uszereguj zadania j + 1,7 + 2,...,min{j + m,n} na pozycji  na procesorach
1,...,min{m,n — j}. Podstaw j := j +m oraz x := x — 1. Jezeli j > n, to STOP;
w przeciwnym przypadku idz do Kroku 5.

Twierdzenie 8. Algorytm A3.7 rozwigzuje optymalnie problem P3.7 w czasie O(nlogn).

Dowdéd. Najpierw przeanalizujmy ztozonos$é obliczeniowa algorytmu. Krok 1 potrzebuje

czasu O(nlogn). Krok 2 potrzebuje czasu O(m) i jest powtarzany O ( ) razy. Krok 3

n
m

dziata w czasie O(1). W Kroku 4 wykonywanych jest O(n) operacji. Kroki 5 i 6 potrzebuja

czasu O(m) i sa powtarzane O (%) razy. Z powyzszego wynika, ze catkowita ztozonosé
obliczeniowa algorytmu wynosi O(nlogn) + O(m)O (%) +0(1)+O(n) +O(m)O (%) =

O(nlogn).

Wyznaczenie optymalnej szerokosci przedziatu [e, d] odbywa sie w Krokach 1-2 zgodnie
z Wtasnoscia 7.15. Nastepnie, w Kroku 3 parametry przedziatu [e, d] sa ustalane w opar-
ciu o wyrazenie (7.20). W krokach 4-6, zadania sa szeregowane zgodnie z Wtlasnoscig
7.14. W zwiazku z tym, rozwiazanie dostarczone przez Algorytm A3.7 jest rozwigzaniem

optymalnym. O
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7.7 Podsumowanie rozdzialu

W niniejszym rozdziale analizowano wieloprocesorowy problem szeregowania zadan
z doborem pozadanego przedziatu zakonczenia ich wykonywania, przy zadanym dolnym
i gébrnym ograniczeniu na szerokos¢ tego przedziatu. Minimalizacji podlegata suma wazo-
nych nieterminowosci wykonania zadan oraz kary zwigzanej z szerokoscia tego przedziatu.
Wykazano wiele wtasnosci rozwiazania optymalnego oraz pokazano, ze problem ten jest
silnie NP-trudny.

Dla szczegdlnego przypadku tego problemu ze zgodnymi ilorazami wag skonstruowano
optymalny algorytm oparty na metodzie programowania dynamicznego. Ponadto zapro-
ponowano w pelni wielomianowy schemat aproksymacyjny dla szczegbdlnego przypadku
z pojedynczym procesorem, ze zgodnymi ilorazami wag oraz bez ograniczen na szerokos$é
pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan. Pokazano ponadto, ze przy jed-
nostkowych czasach wykonywania zadan, problem ten mozna rozwigza¢ w czasie O(%)
Wykazano réwniez, ze czas rozwiazania problemu z jednostkowymi czasami wykonywania
mozna dodatkowo zredukowaé¢ do O(n3) dla przypadku z pojedynczym procesorem oraz
do O(nlogn) dla przypadku z symetrycznymi kosztami jednostkowymi nieterminowego

wykonania zadan.
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Minimalizacja wazonej liczby zadan
opoOznionych i przedwczesnie

wykonanych

8.1 Wstep

W niniejszym rozdziale przedstawione zostana nowe wyniki, uzyskane przez autora ni-
niejszej pracy, dotyczace dwoch jednoprocesorowych problemoéw szeregowania zadan przy
kryterium minimalizacji wazonej liczby opéZznionych i przedwczesnie wykonanych zadan.
W pierwszym analizowanym problemie zarowno poczatek jak i koniec pozadanego prze-
dziatu zakoniczenia wykonywania zadan beda zmiennymi decyzyjnymi. Natomiast w dru-
gim problemie poczatek pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan bedzie
zmienng decyzyjna, podczas gdy szerokosé¢ tego przedziatu bedzie z gory zadana.

W niniejszym rozdziale zaprezentowana zostang precyzyjne definicje analizowanych
probleméw (Podrozdziat 8.2). Nastepnie przedstawione zostana niezbedne oznaczenia oraz
wlasnosci rozwigzan optymalnych obu probleméw (Podrozdziat 8.3). W Podrozdziale 8.4
zostanie zaprezentowany wielomianowy algorytm optymalny dla pierwszego problemu oraz
dwa pseudowielomianowe algorytmy optymalne dla drugiego problemu. W pelni wielomia-
nowy schemat aproksymacyjny dla drugiego problemu zostanie opisany w Podrozdziale

8.5. Niniejszy rozdziat zamyka krotkie podsumowanie uzyskanych wynikéw.

8.2 Sformutowanie problemu

Ponizej zostanie przedstawiona definicja pierwszego z rozwazanych probleméw.
Zadany jest zbiér n niezaleznych i niepodzielnych zadan J = {1,...,n} do wykona-
nia na pojedynczym procesorze. Procesor ten moze wykonywaé¢ jednoczes$nie tylko jedno

zadanie. Kazde zadanie j € J, o czasie wykonywania p;, jest dostepne w momencie 0.

121
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Wszystkie zadania maja wspolny pozadany przedziat zakonczenia wykonywania. Pocza-
tek i koniec tego przedziatu oznaczmy przez e i d.

Harmonogram zadan okresla momenty zakonczenia wykonywania zadan oraz poczatek
i koniec pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan.

Przypomnijmy definicje nastepujacych oznaczen:

e S; - moment rozpoczecia wykonywania zadania j;
e (; - moment zakonczenia wykonywania zadania j;
1, jezeli C; <e;
o V2 ) J
0, w przeciwnym przypadku;
[

a | 1, jezeli C; > d
U; = :
0, w przeciwnym przypadku.

Przypomnijmy réowniez, ze w celu podkreslenia, iz konkretne oznaczenie (np. S;) odnosi
sie do pewnego, okreslonego harmonogramu o, stosowany bedzie nastepujacy zapis: S;(o).

Celem jest znalezienie takiego harmonogramu o, ktéry minimalizuje warto$¢ nastepu-
jacego kryterium:

Z(o) = (a;V; + B;U;) + ~v(d — e) + 0d,

jed
gdzie o; > 0, B; =2 0, v =2 01 0 > 0 sg zadanymi wagami, ktoére przyjmuja tylko
wartosci catkowite.

W tréjpolowej notacji [34], problem moze by¢ przedstawiony nastepujaco:
1|<€, d>| Z(Oéj‘/} + ﬁjUj) + ad.
W celu skrécenia notacji, badany problem bedziemy oznaczaé¢ réwniez jako P4.1.

Drugi z badanych problemoéw, ktory bedziemy oznaczaé jako P4.2, jest bardzo po-
dobny do problemu P4.1. Réznica polega jedynie na tym, ze w problemie P4.2 szerokosé¢
przedziatu jest z géry zadana i wynosi D. W konsekwencji, kara za szerokos¢ przedziatu
nie jest uwzgledniana w kryterium. Tak wiec w przypadku problemu P4.2 wartos¢ funkcji

celu dla harmonogramu ¢ wynosi:

Z(O’) = Z(Oéj‘/j + ﬁjUj) + 9d

jed
W notacji tréjpolowej [34], problem P4.2 moze by¢é przedstawiony nastepujaco:

1{e.e+ D) > _(a;V; + B8;U;) + 0d.
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8.3 Wilasnosci rozwigzania optymalnego

W niniejszym podrozdziale zostana zaprezentowane wtasnosci dla probleméw P4.1
i P4.2.

Na wstepie przypomnijmy zdefiniowane wczesniej zbiory zadan:

e E 2 {jeJ:S; < e} - zbibr zadan, ktére rozpoczynaja wykonywaé sie przed

momentem e;

9 DR {j € J|C; < e} - zbiér zadan, ktore koncza wykonywaé sie w lub przed

momentem e;
e T={jecJ:C;>d} - zbiér zadan, ktére koncza wykonywaé sie po momencie d;

T 2 {j € J|S; > d} - zbior zadan, ktore rozpoczynaja wykonywaé si¢ w lub po

momencie d;

e WIZ {jcJ: S; > eANC; < d} - zbibr zadain wykonanych catkowicie wewnatrz
przedziatu [e, d];

e W2 {jeJ:S;<dAC;> e} - zbiér zadan wykonanych catkowicie lub czgsciowo

wewnatrz przedziatu [e, d].

Powyzsze oznaczenia sg zilustrowane na Rysunku 8.1

E e Wi d T

W T

m»

Rysunek 8.1: Przyktadowy harmonogram z zaznaczonymi zbiorami zadan.

W celu uproszcezenia dalszych rozwazan zdefiniujmy dodatkowo nastepujace oznacze-

nia:

e ¢ - zadanie, ktére rozpoczyna wykonywac sie przed momentem e, konczy natomiast
wykonywac sie po lub w momencie e, tzn. S; < ei C, > e (jezeli e = 0, to zadanie

g nie istnieje);
¢« E£E\ {g};
e WA WIU{g}

Zdefiniowane oznaczenia zostaly zilustrowane na Rysunku 8.2.
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[T
=

[T
=

Rysunek 8.2: Dwa przyktadowe harmonogramy z zaznaczonymi zbiorami E i W oraz
zadaniem g.

Wtlasnosci rozwigzania optymalnego problemu P4.1

Ponizej zostanie wykazanych szereg wtasnosci problemu P4.1, ktére postuza do skon-

struowania wielomianowego algorytmu optymalnego.

Witasnosé 8.1. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P4.1, w ktorym nie ma okresow

bezczynnosci procesora.

Dowdd tej wlasnosci zostanie pominiety, poniewaz bytby on niemal identyczny jak
dowdd analogicznej Wtasnosci 5.1 problemu P1 (1|(e, d); Dyin < d — € < Dypoz| Y (Ej +
BT}) + 0 + fur(d - ¢).

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko te rozwigzania problemu P4.1,
ktore spetniajg Wtasnosé 8.1.

Witasnosé 8.2. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P4.1, w ktorym pierwsze zada-

nie rozpoczyna wykonywaé sie w momencie (.

Dowdd tej wlasnosci zostanie pominiety, poniewaz bytby on niemal identyczny jak
dowdd analogicznej Wtasnosci 5.2 problemu P1 (1|(e, d); Dpin < d — € < Dypog| Y (Ej +
BT;) + e + fw(d — e)).

W dalszych rozwazaniach bedg brane pod uwage tylko te rozwiazania problemu P4.1,
ktore spetniajg Wtasnosé 8.2.
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Zauwazmy, ze dla rozwigzania spetiajacego Wtasnosci 8.1 oraz 8.2, kolejno$¢ wyko-
nania zadan implikuje momenty ich rozpoczecia i zakonczenia. Zatem przedzial [e, d] oraz
kolejnos¢ wykonywania zadan okreslajg precyzyjnie harmonogram dla problemu P4.1.

Zapis 0 = (m,e,d) bedzie oznaczal harmonogram o, w ktérym = okresla kolejnosé
wykonywania zadan na procesorze, natomiast e i d to odpowiednio poczatek i koniec
pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan.

W dowodach Wtasnoéci 8.3 i 8.4 wykorzystywane beda nastepujace, zdefiniowane wcze-

$niej oznaczenia:

e Kp = min{j : Cr(j) = e} - pozycja pierwszego zadania, ktére konczy wykonywaé

sie w lub po momencie ¢;

e Kr = max{j: Sy < d}- pozycja ostatniego zadania, ktére rozpoczyna wykonywacé

si¢ w lub przed momentem d;

o A & Cr(kp) — € - czes¢ zadania m(Kp), ktéra wykonuje sie¢ wewnatrz przedziatu
le, d];

® 0p = e — Sp(ky) - czes¢ zadania T(Kp), ktéra wykonuje sie przed przedziatem [e, d);

o Ar £ d— Spry) - cze8¢ zadania 7(Kr), ktéra wykonuje sie wewnatrz przedziatu

le. dl;
o 0r = Cr(xp) — d - cze$¢ zadania 7(Kr), ktéra wykonuje si¢ za przedzialem [e, d).

Wtasno$é 8.3. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P4.1, w ktorym jedno zadanie

konczy lub rozpoczyna wykonywac sie w momencie d.

Dowéd. Zalézmy, ze znane jest rozwiazanie optymalne o = (w, e, d). Przyjmijmy réw-
niez, ze rozwigzanie to nie spetnia dowodzonej wtasnosci, tzn. zadne zadanie nie konczy
ani nie rozpoczyna wykonywaé sie w momencie d, czyli Ap(o) > 0. Zatézmy w niniejszym
dowodzie, ze oznaczenie Ar bedzie odnosi¢ sie do harmonogramu ¢. Rozwazmy dwa moz-

liwe przypadki.

Przypadek 1. Zatézmy, ze d — e > Arp.

Wartosé kryterium dla harmonogramu o mozemy wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

Z(o) = (Vi + B;U;) +y(d —e) + 0d =

JjeJ

Zo+7(d—e)+9d,

gdzie Zy = 3 c5(a;V; + B;U;).
Utwoérzmy teraz harmonogram o’ = (m, e,d’) z harmonogramu o taki, ze d' = d — Ar.

W tak powstalym harmonogramie pewne zadanie rozpoczyna wykonywaé siec w momencie
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harmonogram ¢ oo

D -+---1

harmonogram ¢' coe

D -+}--1
o

Rysunek 8.3: Przykladowe harmonogramy o i ¢’ przy zalozeniu, ze d — e > Ar.

d'" (patrz Rysunek 8.3). Skoro zaltozyliSmy, ze warunek d — e > Ar jest spelniony, to
d =d— Ap > e. Latwo zauwazy¢, ze V;(o) = V;(0') oraz U;(o) = U;(o’) dla kazdego
zadania j € J (patrz Rysunek 8.3). Zatem warto$¢ funkcji celu dla harmonogramu o’

Wynosi:

Z(o") = (a;V; + B;U;) +~y(d —e) + 0d =
jedJ
Zo+v(d—Ar —e) +0(d— Ar) =
Zo+~v(d—e)+0d— (v+6)Ar.

Mamy zatem:

Z(o) = Z(0o') = [y(d —e) + 0d] — [y(d — e) + 6d — (v + 0)Ar] = (v + 0)Ar > 0,

Z(o) = Z(d).

Przypadek 2. Zatézmy, ze d — e < Ar.
Niech k£ oznacza zadanie wykonujace si¢ na pozycji Kg — 1 w harmonogramie o, czyli
k =7n(Kg—1). Zauwazmy, ze Cy(0) < e, czyli Vi(o) =11 Ug(o) = 0. Warto$¢ kryterium

dla harmonogramu ¢ mozemy wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

Z(0) = (a;V; + 3;U;) +v(d — ) + 0d =

jed

Zy + o +y(d — e) + 0d,

gdzie Zy = 3 jcp iy (s V + B;Uj).
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harmonogram c coo| Kk

harmonogram ¢’ eool k coe

e’1:d,,

Rysunek 8.4: Przykladowe harmonogramy o i ¢” przy zalozeniu, ze d — e < Ar.

Utworzmy teraz harmonogram ¢” = (w,e”,d"”) z harmonogramu o taki, ze d’ = ¢” =
d — Ap. W tak powstalym harmonogramie pewne zadanie konczy lub rozpoczyna wy-
konywaé si¢ w momencie d” (patrz Rysunek 8.4). Latwo zauwazy¢, ze V;(o) = V;(c")
oraz Uj(c) = U;(0”) dla kazdego zadania j € J\ {k} (patrz Rysunek 8.4). Ponadto

Cr(a") = €", czyli Vi(0") = Ur(c”) = 0. Zatem wartos¢ funkgji celu dla harmonogramu

o” wynosi:
Z(U”) — Z(aj‘/} + ﬁjUj> + V(d” . e//) + 0d’ —
jed
S (V4 BU;) + 0(d — Ap) = Z, + 0(d — Ar) = Z) + 0d — OA.
JeIN{k}

Mamy zatem:

Z(o)— Z(0d") = [ar. + v(d —e) + 0d] — [0d — 0Ar] = a, +~y(d —e) + 0Ar > 0,

Z(o) > Z(a").

Mozemy zatem uzyska¢ harmonogram spetniajacy dowodzong wtasnosé¢ bez wzrostu

wartosci kryterium. O

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko te rozwigzania problemu P4.1,
ktore spetniajag Wtasnosé 8.3.
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harmonogram ¢ coe

harmonogram ¢' coe oo coe

Rysunek 8.5: Przyktadowe harmonogramy o i ¢’ dla przypadku gdy d — e > Ag.

Wtasno$é¢ 8.4. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P4.1, w ktérym jedno zadanie

koniczy lub rozpoczyna wykonywaé sie w momencie e.

Dowéd. Zalézmy, ze znane jest rozwiazanie optymalne o = (m,e,d). Przyjmijmy row-
niez, ze rozwigzanie to nie spetnia dowodzonej wtasnosci, tzn. zadne zadanie nie konczy
ani nie rozpoczyna wykonywaé sie w momencie e, czyli Ag(o) > 0. Zalézmy w niniej-
szym dowodzie, ze oznaczenie Ag odnosi sie do harmonogramu o. Wartosé¢ kryterium dla

harmonogramu ¢ wynosi:

Z(o) = (aVj+ B;U;) +y(d—€e) + 0d = Zy + ~(d — e),
jeJ
gdzie Zy = Y c5(a;V; + B;U;) + 0d.

Utworzmy teraz harmonogram ¢’ = (m,€’,d) z harmonogramu o taki, ze ¢ = e +
Apg. Zgodnie z Wlasnoécig 8.3 pewne zadanie konczy wykonywaé sie w momencie d, co
gwarantuje nam, ze ¢ < d. W tak powstalym harmonogramie pewne zadanie konczy
wykonywaé si¢ w momencie e’ (patrz Rysunek 8.5). Latwo zauwazy¢, ze V;(o) = V;(o’)
oraz Uj(o) = U;(0’) dla kazdego zadania j € J (patrz Rysunek 8.5). Zatem wartos$¢ funkcji

celu dla harmonogramu ¢’ wynosi:

Z(0") = (Vi + BiUj) +y(d — €) + 6d = Zy +y(d — ¢) =

jed

Zo+v(d—e—Ap)=Zy+~y(d—e) —vAg.

Mamy zatem:
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a stad:
Z(o) = Z(d").

Ostatecznie mozemy stwierdzi¢, ze przesuniecie poczatku przedziatu [e,d] w prawo
o Ag nie spowoduje wzrostu wartosci funkcji celu. Mozemy zatem uzyska¢ harmonogram,
w ktérym pewne zadanie konczy lub rozpoczyna wykonywaé sie w momencie e, bez wzro-

stu wartosci kryterium. O

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko te rozwigzania problemu P4.1,
ktore spelniajag Wthasnosé 8.4.

Zauwazmy, ze skoro pewne zadanie konczy lub rozpoczyna wykonywacé sie w momen-
cie e oraz pewne zadanie konczy lub rozpoczyna wykonywaé si¢ w momencie d, to T =T

oraz WI = W. Zadanie g natomiast konczy wykonywaé¢ sie w momencie e.

E

t--- @

W d T

E

Rysunek 8.6: Przyktadowy harmonogram z zaznaczonymi zbiorami E;, T, W i E oraz
zadaniem g.

7, Wtasnosci 8.3 1 8.4 wynika, ze wartosci parametrow e i d mozemy wyrazi¢ w sposob

nastepujacy (patrz Rysunek 8.6):

e= > pj

JjeE
d= ) pj
JEEUW

W zwigzku z tym, wartos¢ funkcji celu dla harmonogramu o wynosi:
Z(0) =3 _(a;V; + BiUj) +7(d — e) + 0d =

Z%+Zﬁj+v( 3 pj—ij)Jre S p =

jek JeET JEEUW jeE JEEUW

Doaj+d B+ Y pi 0 pi+Op,+0) p=

jek jET jEW jek JEW

> (e +0p;) +0pg+ > (v +0)p; + > 5;.

jeE JEW jeT

Na podstawie powyzszego wyrazenia mozemy powiedzieé¢ jaki koszt wnosi kazde zada-
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nie j do catkowitego kosztu uszeregowania o. Oznaczmy ten koszt przez cost;(o).

Mozemy teraz wartosé¢ funkceji celu wyrazi¢ w sposob nastepujacy:

Z(o) = cost;(o), (8.1)

jeJ
gdzie
a; +0pj, jezeli j € E:
Op;, jezeli 7 = g¢;
costyo) £ 0 Y
(0 +)p;, jezeli j € W;
B;, jezeli j € T.

Wtasnosé 8.5. W rozwigzaniu optymalnym problemu P4.1:
e zadania ze zbioru E sq wykonywane w dowolnej kolejnosci;
e zadania ze zbioru W sqg wykonywane w dowolnej kolejnosci;
e zadania ze zbioru T sq wykonywane w dowolnej kolejnosci.

Dowdéd. Prawdziwosé dowodzonej wiasnosci wynika bezposrednio z faktu, ze kolejnos$é

wykonywania zadan ze zbioru E ani W, ani T nie wplywa na wartosé¢ funkcji celu. [
Witasnosé 8.6. W rozwigzaniu optymalnym problemu P4.1:

o jezeli a; + Op; < min{ (0 + v)p;, B;}, to zadnie j nie nalezy do zbioru W UT;

o jezeli (6 +v)p; < min{ay + 0p;, 5;}, to zadnie j nie nalezy do zbioru EUT;

o jezeli B; < min{a; + Op;, (0 4+ v)p;}, to zadnie j nie nalezy do zbioru W U E.

Dowé6d. Zauwazmy, ze ilo$¢ zadan w zbiorach E, Wi T nie jest w zaden sposob ograni-
czona. W zwigzku z tym prawdziwos¢ dowodzonej wlasnosci wynika bezposrednio z wy-
razenia (8.1). O

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko te rozwigzania problemu P4.1,
ktore spetniaja Wtasnosci 8.5 1 8.6.

Latwo zauwazy¢, ze dla rozwiazania o spetniajacego powyzszg wtasnos¢ mamy:

0, jezeli j = g;
min{a; + 0p;, (0 +7)pj, G5}, Jjezeli j # g.

costj(o) = {
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Mozemy zatem warto$¢ kryterium zapisa¢ w nastepujacej postaci:

Z(o) = Z min{a; + 6,0 4+, 5;} + 0p, =
J€I\{g}

Zmin{aj + 0pj7 (0 + 7)pj7 ﬂj} + (epg - min{ag + Hpga (0 + ’Y)pgv 59}) =

jed
>_min{a; +0p;, (0 +7)p;, 8;} — min{ay, ¥pg, By — Opg}-
jed
Latwo zauwazy¢, ze wartos¢ wyrazenia ;3 min{0p; + a;, (0 4+ v)p;, B;} jest stata dla
danej instancji. Wynika z tego, ze w celu minimalizacji kryterium nalezy znalez¢ takie
zadanie j € J, ktore maksymalizuje warto$¢ wyrazenia min{cy;, vp;, 8; — 0p; }.

Zdefiniujmy:
o v(j) = min{a;, p;. B; — Op; };
® Uper = max; v(j).

Z powyzszych rozwazan wynika, ze w rozwigzaniu optymalnym nieréwnosé v(g) > v(j)
jest spelniona dla wszystkich zadan j € J. Przypomnijmy, ze jezeli e = 0, to zadanie g
nie istnieje.

Skoro parametry «;, p; i v przyjmuja jedynie wartosci nieujemne, to v(j) <0 (j € J)
wtedy i tylko wtedy, gdy 5, < 0p;. Z Wtasnosci 8.6 wynika zatem, ze jezeli vy, < 0, to
zadne zadanie nie nalezy do zbioru E U W, a w konsekwencji e = d = 0.

7 powyzszych rozwazan wynika bezposrednio prawdziwos¢ Wtasnosci 8.7.
Witasnosé 8.7. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P4.1, w ktorym
o jezeli Vyar <0, toe=d=0;

o jezeli Uy > 0, to zadanie k takie, Ze v(k) = Upmae koriczy wykonywadé sie w momen-

cie e (czyli g =k).

Wtasnosci rozwigzania optymalnego problemu P4.2

Ponizej przedstawiono wtasnosci problemu P4.2, ktorych prawdziwosé zostata wyka-

zana przez Yeung i in. [103].

Wtiasno$é 8.8. [103] Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P4.2, w ktorym
(1) pierwsze zadanie rozpoczyna wykonywad sie w momencie 0;

(11) zadania sq wykonywane bez przestojow pomiedzy nimi.

Wtiasno$é 8.9. [103] Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P4.2, w ktorym
(1) jedno zadanie konczy wykonywaé sie w momencie d lub
(ii) e = 0.
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Wtiasno$é 8.10. [103] Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P4.2, w ktérym

e zadania ze zbioru E sq wykonywane w dowolnej kolejnosci;
e zadania ze zbioru W1 sq wykonywane w dowolnej kolejnosci;

e zadania ze zbioru T sq wykonywane w dowolnej kolejnosci.
Wtiasno$é 8.11. [103] W rozwigzaniu optymalnym problemu P4.2
o jezeli oj + yp; < B, to zadanie j nie nalezy do zbioru T:

o jezeli o; +yp; > B, to zadanie j nie nalezy do zbioru E.

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko te rozwigzania problemu P4.2,
ktore spelniaja Wthasnosci 8.8 - 8.11.

W pracy [103] zaprezentowano algorytm programowania dynamicznego o ztozonosci
obliczeniowej O(n?Dpyq.) TOzWiazujacy optymalnie problem P4.2. W dalszej czedci roz-
dziatu zostanie wykazane, ze problem P4.2 mozna rozwiaza¢ w czasie O(n(D+pimaz)). Do
skonstruowania szybszego algorytmu potrzebna jest jeszcze jedna wtasnosé rozwigzania

optymalnego, ktora zostanie przedstawiona ponizej.

Wtasno$é¢ 8.12. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P4.2, w ktorym zadanie g ma

najdtuzszy czas wykonywania sposrod zadan ze zbioru W.

Dowdd. Zaldzmy, ze znane jest rozwigzanie optymalne o. Zatézmy réwniez, ze rozwia-
zanie to nie spetnia dowodzonej wtasnosci, tzn. istnieje co najmniej jedno takie zadanie
je W, ze p; > pg. Skoro W = WIU {g}, to zadanie j nalezy do zbioru WI. Bez
utraty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze zadanie 7 wykonuje sie bezposrednio po zadaniu g.
Zalézmy w niniejszym dowodzie, ze oznaczenie g odnosi si¢ do harmonogramu o. Za-
uwazmy, ze e < Cj(0) < d oraz e < Cy(0) < d. Wynika z tego, ze V;(o) = Uj;(0) = 0
i V(o) =U,(c) =0.

Utwérzmy harmonogram ¢’ z harmonogramu o taki, ze zadania j i g wykonywane
sa w odwrotnej kolejnosci. Zauwazmy, ze po takiej zamianie, terminy rozpoczecia i za-
konczenia wykonywania pozostalych zadan nie zmienig sie. Ponadto, tatwo zauwazy¢, ze
spelnione sa nastepujace zaleznosci e < Cj(0) < d oraz e < Cy(0) < d. Wynika z tego,
ze Vi(o') = Uj(o') = 01 Vy(o') = Uy(o’) = 0, a w konsekwencji Vi(o') = Vj(o) oraz
Uk(o') = Uk(o) dla kazdego zadania k € J. Mamy zatem:

7 powyzszego wynika, ze zamiana kolejnosci wykonywania zadan j i g nie zwiekszy
wartosci funkcji celu. Mozemy zatem uzyska¢ harmonogram, w ktorym zadanie g bedzie
miato najdtuzszy czas wykonywania sposrod zadan ze zbioru W, bez wzrostu wartosci

kryterium. O
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8.4 Algorytmy optymalne
W niniejszym podrozdziale zostang zaprezentowane algorytmy optymalne dla proble-

mow P4.1 1 P4.2.

Algorytm optymalny dla problemu P4.1

Ponizej przedstawiony jest algorytm A4.1, ktory rozwiazuje optymalnie problem P4.1.

Algorytm ten dziata w oparciu o Wtasnosci 8.1 - 8.7.

Algorytm A4.1

Krok 1. Wylicz wartosci v(j) := min{ey,vp;, 5; — 0p;} (j = 1,2,...,n) oraz vye, =

max; v(7).

o Jezeli Ve < 0, to wylicz parametry przedziatu [e, d| w sposdb nastepujacy: e =

d = 0, uszereguj zadania w dowolnym porzadku i zakoncz dziatanie algorytmu.

o Jezeli vpae = 0, to uszereguj zadanie j takie, ze v(j) = Vmaq, jako zadanie g.
Krok 2. Uszereguj pozostale zadania w sposéb nastepujacy:

o Jezeli a; + Op; < min{f;, (0 + v)p;}, to przydziel zadanie j do zbioru E.
o Jezeli (6 +v)p; < min{a; + Op;, B;}, to przydziel zadanie j do zbioru W.
o Jezeli B; < min{a; + 6,6 + v}, to przydziel zadanie j do zbioru T.

Krok 3. Wylicz parametry przedziatu [e,d] w sposéb nastepujacy: e = Y ;cgp;, d =
e+ 2 jew Dj-

Twierdzenie 9. Algorytm A4.1 rozwigzuje optymalnie problem P4.1 w czasie O(n).

Dowdd. Optymalno$é algorytmu A4.1 wynika bezposrednio z Wtasnosci 8.1-8.7.
Latwo zauwazy¢, ze kazdy z trzech krokow algorytmu wymaga czasu O(n). Zatem

catkowita ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu jest réwna O(n). [
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Algorytm optymalny dla problemu P4.2

Ponizej omowiony zostanie algorytm optymalny dla problemu P4.2.

Zalbézmy, ze zadania sg ponumerowane wedtug niemalejacych czaséw wykonywania,
tzn. p1 < ... < Py

Rozbijmy problem P4.2 na dwa nastepujace podproblemy:

e P4.2.1 : Zakladamy, ze w rozwigzaniu optymalnym tego podproblemu e = 0.

e P4.2.2 : Zakladamy, ze w rozwiazaniu optymalnym tego podproblemu pewne za-

danie konczy wykonywaé¢ sie w momencie d.

7, Wtasnosci 8.9 wynika, ze w celu rozwiazania problemu P4.2 wystarczy rozwigzac
problemy P4.2.1 i P4.2.2 a nast¢pnie wybra¢ rozwigzanie o minimalnej wartosci kryte-

rium.

Wtasnosé 8.13. Problemy P4.2.1 i 1|d; = CZ| > B;U; sq sobie rownowazne w tym sensie,
ze rozwigzanie optymalne jednego z nich jest rozwigzaniem optymalnym drugiego a wartosé

kryterium rozni sie jedynie o stalq.

Dowdéd. Skoro e = 0 w rozwigzaniu optymalnym problemu P4.2.1,tod =D a V; =0
dla kazdego zadania 7 € J. Wynika z tego, ze w problemie P4.2.1 nalezy znalez¢ ta-
kie uszeregowanie zadan (kolejno$é wykonywania zadan), ktére minimalizuje nastepujace

kryterium:
> BiU; +6D.
jed
Z kolei w problemie 1|d; = a?| >~ B;U; nalezy znalezé takie uszeregowanie zadan, ktore

minimalizuje warto$¢ nastepujacego kryterium:

> BiU;.

j€T
Skoro wartos$¢ 0D jest wartoscia statg dla danej instancji, to optymalne uszeregowanie pro-
blemu P4.2.1 bedzie réwniez optymalnym uszeregowaniem dla problemu 1|d; = |y B;U;
(przy zatozeniu, ze d = D) i na odwr6t, natomiast wartosci ich kryteriéw réznia sie jedynie

o stala. O

Z powyzszej whasnosci wynika, ze optymalny algorytm o ztozonosci O(nD) dla pro-

blemu 1|d; = cZ| > a;U; [79] moze zostaé zastosowany do rozwigzania problemu P4.2.1.

Zajmijmy si¢ teraz problemem P4.2.2.
Skoro pewne zadanie konczy wykonywaé sie w momencie d, to warto$¢ parametru d

mozemy wyrazi¢ w sposob nastepujacy:

d= Z Dj-

jeEEUW
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Wartos¢ funkeji celu dla problemu P4.2.2 wynosi zatem:

Z(o)=>(a;V; +BU) +0d=>"a; + > B;+0 > p=

jed jek jeT JEEBUW
> (o +0p;) + > 0pj+ > B
jek jEW jeT

Uwzgledniajac Wtasnosé 8.11, otrzymujemy:

Z(o)= Y min{a; +0p;, ;} + D Op;.

jeEuT JEW
W celu skrocenia notacji, zdefiniujmy:

e ¢; = min{a; + Op;, 5;}.

Teraz warto$é¢ funkceji celu mozemy wyrazi¢ nastepujaco:

Yoo Ui+ Y O (8.2)

jeBUT JEW

Zauwazmy, ze ilo$¢ zadan w zbiorach E oraz T nie jest w zaden sposéb ograniczona,

natomiast w przypadku zbioru W musi by¢ spetniona nastepujaca nieréwnoscé:

ij:ij—pg<D

JEWI ]EW

Z Wtasnosci 8.12 wynika, ze p, = max{p; : j € W} Mozemy zatem powyzsza nieré6wnosé

zapisa¢ w sposoOb nastepujacy:

> pj—max{p;:j€ W} < D. (8.3)
JEW
Ponizej opisano dziatanie Algorytmu A4.2.2;, ktéry rozwigzuje optymalnie problem
P4.2.2. Rozpoczynamy od harmonogramu zerowego oy, czyli takiego, ktéry nie zawiera
zadnego zadania. Nastepnie generujemy kolejne harmonogramy czastkowe oy (harmono-
gramy zawierajace k pierwszych zadan) z harmonograméw o1 poprzez przyporzadko-
wanie zadania k do zbioru E U T lub do zbioru W.
Bedziemy méwié, ze harmonogram czastkowy jest w stanie (k, w), jezeli zawiera pierw-
szych k zadan, a suma czaséw wykonywania zadan ze zbioru W wynosi w.
Niech Fj(w) oznacza minimalng warto$¢ funkeji celu dla harmonograméw znajduja-
cych sie w stanie (k,w). Latwo zauwazy¢, ze wartosé funkeji celu dla rozwiazania opty-

malnego jest rowna:
min{F,(w) :w=0,1,...,D+p,}.
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Zauwazmy, ze zgodnie z definicja funkcji Fi(w), mamy Fy(0) = 0.

Zatézmy, ze mamy harmonogram czastkowy znajdujacy sie w stanie (k — 1,w). Je-
zeli zadanie k przyporzadkujemy do zbioru EUT, to uzyskamy harmonogram w sta-
nie (k,w). W rezultacie warto$¢ kryterium wzrosnie o iy, czyli Fi(w) = Fi_1(w) + x;
patrz wyrazenie (8.2). Jezeli natomiast zadanie k przyporzadkujemy do zbioru W, to
uzyskamy harmonogram w stanie (k,w + pi). Warto$¢ funkeji celu wzrosnie o 0py., czyli
Fe(w + pr) = Fr_1(w) 4 Opg. Zadanie k mozemy przyporzadkowaé do zbioru W, tylko

jezeli uzyskany harmonogram bedzie spelniat warunek (8.3), czyli w < D.

Z powyzszego wynika, ze harmonogram w stanie (k,w) mozemy uzyskac:

e 7 harmonogramu w stanie (k—1,w) poprzez przyporzadkowanie zadania k do zbioru
EUT. W tym przypadku mamy Fi(w) = Fy_1(w) + Vgpy.

e 7 harmonogramu w stanie (k — 1, w — pg) poprzez przyporzadkowanie zadania k do
zbioru W. W tym przypadku mamy Fr(w) = Fy_1(w—pg) +0pg. Zadanie k mozemy
przyporzadkowaé do zbioru W tylko jezeli w — p < D.

Formalny opis algorytmu A4.2.2; jest podany ponizej.

Algorytm A4.2.2,

Krok 1. (Inicjalizacja). Ponumeruj zadania wedtug niemalejacych czaséow ich wykony-

wania czyli tak, ze p; < ... < p,. Podstaw

0, jezeli w = 0;
Fo(w) = {

+00, w przeciwnym przypadku.
Nastepnie podstaw k := 1.

Krok 2. (Rekurencja). Dla kazdego w =0, ..., D + p,, wyznacz:

Fr—i(w) + y;
Fr_1(w — p) + Ope, jezeli w —py, < D.

Fi(w) := min {

Jezeli k = n, to idz do Kroku 3, w przeciwnym przypadku podstaw k := k + 1
i powtérz Krok 2.

Krok 3. (Rozwiazanie optymalne). Wyznacz optymalna warto$¢ kryterium:

F*:=min{F,(w):w=0,...,D+p,}
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oraz skonstruuj odpowiadajace rozwigzanie optymalne metoda przegladu wsteczne-

go (ang. backtracking).

Lemat 7. Algorytm A4.2.2; rozwigzuje optymalnie problem P4.2.2 w czasie
O(n(D + pmaz))-

Dowdd. Ztozono$é obliczeniowa algorytmu wynika bezposrednio z rozmiaru przestrzeni
stanéw. Skoro k =1,2,... naw=0,1,..., D+ Py, to ztozonos¢ obliczeniowa algoryt-
mu jest rowna: O(n(D + pmaz))-

Rozwazmy pare harmonogramoéow czastkowych znajdujacych sie w tym samym sta-
nie. Harmonogram o mniejszej warto$ci kryterium bedzie nadal miat mniejsza wartosé
kryterium po rozszerzeniu go o nie uszeregowane zadania w ten sam sposéb, co drugi
harmonogram bedgcy w tym samym stanie. Wynika z tego, ze tylko harmonogram o mi-
nimalnej wartosci kryterium sposréd harmonogramoéow bedacych w tym samym stanie
nalezy wybra¢ do rozszerzania o kolejne nie uszeregowane zadania.

Optymalnosé¢ algorytmu A4.2.2; wynika bezposrednio z powyzszych rozwazan oraz

optymalnosci ogélnej techniki programowania dynamicznego [12]. O]

Algorytm optymalny dla problemu P4.2

Ponizej przedstawiony zostat algorytm rozwiazujacy optymalnie problem P4.2.

Algorytm A4.2

Krok 1. Rozwiagz optymalnie problem P4.2.1 przy pomocy algorytmu optymalnego dla

problemu 1|d; = |y B;U;. Otrzymane rozwiazanie oznaczmy przez o'.

Krok 2. Rozwiaz optymalnie problem P4.2.2 przy pomocy algorytmu A4.2.2;. Otrzy-

mane rozwigzanie oznaczmy przez o>.

Krok 3. Jezeli Z(o') < Z(0?), to harmonogram o' jest optymalnym rozwiazaniem pro-
blemu P4.2, a w przeciwnym przypadku harmonogram o? jest optymalnym rozwia-

zaniem problemu P4.2.

7 Lematu 7 oraz Wtasnosci 8.13 wynika prawdziwos¢ Twierdzenia 10.

Twierdzenie 10. Algorytm A4.2 rozwigzuje optymalnie problem P4.2 w czasie O(nD +
pmax)~
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Alternatywny algorytm optymalny dla problemu P4.2.2

Ponizej zostanie zaprezentowany drugi algorytm programowania dynamicznego dla
problemu P4.2.2 ktory bedzie p6zniej wykorzystany przy konstrukcji w petni wielomia-
nowego schematu aproksymacyjnego.

Niech UB oznacza gorne oszacowanie wartosci funkcji celu, czyli UB > Z(o*), gdzie
o* oznacza rozwigzanie optymalne. Ponizej opisano dziatanie algorytmu A4.2.2,, ktory
rozwiazuje optymalnie problem P4.2.2 w czasie O(nUB).

Rozpoczynamy od harmonogramu zerowego oy, czyli takiego, ktory nie zawiera zadne-
go zadania. Nastepnie generujemy kolejne harmonogramy czastkowe o (harmonogramy
zawierajace k pierwszych zadan) z harmonograméw oy_; poprzez przyporzadkowanie za-
dania k do zbioru EU T lub do zbioru W.

Bedziemy mowié¢, ze harmonogram czastkowy jest w stanie (k, v) jezeli zawiera pierw-
szych k zadan a wartosé¢ kryterium jest rowna v.

Niech Py(v) oznacza minimalna wartosé sumy czaséw wykonywania zadan ze zbioru
W dla harmonograméw znajdujacych sie w stanie (k,v). Jezeli zaden harmonogram nie
znajduje si¢ w stanie (k,v), to P,(v) = +o00. Latwo zauwazy¢, ze warto$¢ funkeji celu dla

rozwigzania optymalnego jest rowna:
min {v : P,(v) < +o0;v=0,1,...,UB}.

Zauwazmy, ze zgodnie z definicja funkcji Py (v), mamy Fy(0) = 0.

Zat6zmy, ze mamy harmonogram czastkowy znajdujacy sie w stanie (k — 1,v). Je-
zeli zadanie k przyporzadkujemy do zbioru E U T, to uzyskamy harmonogram w stanie
(k,v + 1y ); patrz wyrazenie (8.2). Nie spowoduje to wzrostu wartosci sumy czaséw wy-
konywania zadan ze zbioru W, wiec Py(v 4+ ¥3) = Py_1(v). Jezeli natomiast zadanie k
przyporzadkujemy do zbioru W, to uzyskamy harmonogram w stanie (k,v + 0py). Na-
tomiast warto$¢ sumy czaséw wykonywania zadan ze zbioru W wzroénie o Opy, czyli
Py(v+0pi) = Pe_1(v)+pi. Zadanie k mozemy przyporzadkowaé do zbioru W, tylko jeze-
li Pp(v+0py)—pr = Pr—1(v) < D (przypomnijmy, ze py, > p; dlakazdego j =1,...,k—1).
W przeciwnym przypadku uzyskane rozwiazanie nie spetniatoby warunku (8.3).

Z powyzszego wynika, ze harmonogram w stanie (k,v) mozemy uzyskac:

e 7 harmonogramu w stanie (k — 1,v — ;) poprzez przyporzadkowanie zadania k do
zbioru EUT. W tym przypadku mamy Py, (v) = Py_y1(v — ¥y).

e 7 harmonogramu w stanie (k — 1, v — 0py) poprzez przyporzadkowanie zadania k do
zbioru W. W tym przypadku mamy Py (v) = Py_1(v — 0py) + pr. Zadanie k mozemy
przyporzadkowaé do zbioru W tylko jezeli Py(v) — pr = Pr_1(v — 0pg) < D.

Formalny opis algorytmu A4.2.2, jest podany ponizej.
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Algorytm A4.2.2

Krok 1. (Inicjalizacja). Ponumeruj zadania wedlug niemalejacych czaséw ich wykony-

wania czyli tak, ze p; < ... < p,. Podstaw

0, jezeliv =01k = 0;
Pk(U) = {

400, W przeciwnym przypadku.
Nastepnie podstaw k := 1.

Krok 2. (Rekursja). Dla kazdego v = 0,...,UB, wyznacz:

Pi_1(v —y);
Py_1(v—0pg) + pr, jezeli P,_1(v—0pg) < D.

Py (v) := min {

Jezeli k = n, to idZ do Kroku 3, w przeciwnym przypadku podstaw k := k + 1
i powtoérz Krok 2.

Krok 3. (Rozwiazanie optymalne). Wyznacz optymalng warto$¢ kryterium:
min {v : P,(v) < 4o0;v =0,1,...,UB}

oraz skonstruuj odpowiadajace rozwigzanie optymalne o* metoda przegladu wstecz-

nego (ang. backtracking).

Lemat 8. Algorytm A4.2.29 rozwigzuje optymalnie problem P4.2.2 w czasie
O(nUB).

Dowdéd. Ztozonosé obliczeniowa algorytmu wynika bezposrednio z rozmiaru przestrzeni
stanow. Skoro k = 1,2,...,nav = 0,1,...,UB, to ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu
jest réwna: O(nUB).

Optymalnosci algorytmu A4.2.2; mozna dowies¢ uzywajac tej samej argumentaciji,

ktora zostata uzyta w dowodzie Lematu 7. [

8.5 W pelni wielomianowy schemat aproksymacyjny

W niniejszym podrozdziale zostanie zaprezentowany w pelni wielomianowy schemat
aproksymacyjny dla problemu P4.2.

Przypomnijmy najpierw pewne definicje zwigzane ze schematami aproksymacyjnymi.
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Niech ¢* oznacza rozwigzanie optymalne, a o’

rozwigzanie uzyskane przy pomo-
cy pewnego algorytmu aproksymacyjnego H.. Bedziemy moéwili, ze H, jest algorytmem
(1+ ¢)-aproksymacyjnym, jezeli Z (o) < (1+¢)Z(c*) dla wszystkich instancji rozpatry-
wanego problemu.

Bedziemy méwili, ze rodzina algorytméw { H. } jest w petni wielomianowym schematem
aproksymacyjnym, jesli dla dowolnego ¢ > 0, H, jest (1+¢)-aproksymacyjnym algorytmem
o ztozonosci wielomianowej zaréwno od dlugosci instancji problemu, jak i wyrazenia 1/e.

Podobnie jak mialo to miejsce w przypadku algorytmoéw optymalnych, w celu uzyska-

nia rozwigzania dla problemu P4.2 rozwigzemy dwa podproblemy: P4.2.1 i P4.2.2.

Schemat aproksymacyjny dla problemu P4.2.1

Niech Z'(0) oznacza warto$¢ funkcji celu dla harmonogramu o problemu
1’dJ:d|ZﬁjU]
Z'(o) =>_3U;.

7, Wtasnosci 8.13 wynika, ze dla kazdego harmonogramu o prawdziwa jest nastepujaca
relacja:
Z(o)=Z'(c) +0D.

Lemat 9. Kazdy algorytm (1 + €)-aproksymacyjny dla problemu 1|d; = cZ| > B;U; jest
rowniez (1 + €)-aproksymacyjnym dla problemu P4.2.1.

Dowéd. Niech o* bedzie rozwigzaniem optymalnym problemu 1|d; = d| > B;U;. Zgod-
nie z Wtasnoscia 8.13, ¢* jest jednoczes$nie rozwigzaniem optymalnym problemu P4.2.1.
Niech ¥ oznacza rozwiagzanie dostarczone przez algorytm (1 + €)-aproksymacyjny dla

problemu 1|d; = cZ| > B;U;. Latwo zauwazy¢, ze prawdziwe sa ponizsze relacje:

Z (%) o Z(0%) — 6D _ Z'(a?) .
Z(o*) " Z(o*)—6D  Z'(o*)

Z powyzszego wynika, ze algorytm (1 + ¢)-aproksymacyjny dla problemu 1|d; =
|y B,;U; jest réwniez algorytmem (1 + ¢)-aproksymacyjnym dla problemu P4.2.1. [

W pracy [29] zaproponowano w pelni wielomianowy schemat aproksymacyjny dla pro-
blemu 1|d; = s B;U;. Kazdy algorytm (14 ¢)-aproksymacyjny wchodzacy w sktad tego
schematu dziata w czasie O(n?logn+n?/¢). Zgodnie z Lematem 9 algorytm ten jest réw-
niez algorytmem (14 ¢)-aproksymacyjnym dla problemu P4.2.1. Oznaczmy ten algorytm
jako H4.2.1..

Schemat aproksymacyjny dla problemu P4.2.2

Zgodnie z Wtasnosciami 8.8-8.12 oraz wczes$niejszymi rozwazaniami, problem P4.2.1

moze by¢ sformulowany w sposob nastepujacy:
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n

min Z(x) = > (a;0p; + (1 — 2;)1;),
7j=1
przy ograniczeniach:
> (zp5) — max{p;z;} < D, (8.4)
j=1
z; € {0,1}, (j=1,...,n). (8.5)

Jezeli x; = 1, to zadanie j jest przyporzadkowane do zbioru W: jezeli x; = 0, to zadanie j
jest przyporzadkowane do zbioru EUT.
Zat6zmy, ze dane sg wielkosci LB oraz UB takie, ze 0 < LB < Z(x*) < UB, gdzie

r* oznacza rozwiazanie optymalne. Niech A £ eLB/n. Zdefiniujmy nastepujacy problem

= (o 5] -]

przy ograniczeniach (8.4) i (8.5).

zaokrgglony:

Lemat 10. Kazdy doktadny algorytm dla problemu zaokrgglonego jest algorytmem (1+¢)-
aproksymacynym dla problemu P4.2.1.

Dowéd. Niech z* oznacza rozwigzanie optymalne dla problemu P4.2.1 oraz niech 2°
oznacza rozwigzanie optymalne dla problemu zaokraglonego. Latwo zauwazy¢, ze kazde
dopuszczalne rozwiazanie problemu P4.2.1 jest rozwigzaniem dopuszczalnym problemu
zaokraglonego i na odwrot.

Pozostaje pokaza¢, ze Z(x°) < (1 +¢)Z(z*). Mamy:

0 (0 QPJ N
Z(x ):Z(xjﬂpj (1- %)—)‘Z( _xj))\> <

)\zn: xgrijJ—ir(l x])rp]J)—irn)\ Az(2%) + nA <
Az(2*) +n\ = )\Zn: (:v; Vf\)]J + (1 —j) {?J) +nA <

n On. . n
Ay (x]f\j +(1- x;)@ HmA=3 (a560p; + (1 —25)0;) +nA =
‘]:

n=2Zx")+elB< Z(z*)+eZ(x")=(1+¢)Z(z"). O

Zaprezentujemy teraz algorytm programowania dynamicznego dla problemu zaokra-

glonego, ktory jest modyfikacjg algorytmu A4.2.2,.



Rozdzial 8 142

Algorytm H4.2.2,

Krok 1. (Inicjalizacja). Ponumeruj zadania wedtug niemalejacych czaséow ich wykony-

wania czyli tak, ze p; < ... < p,. Podstaw

Pu(o) 0, jezeliv =01k = 0;
v) =
: +00, W przeciwnym przypadku.

Nastepnie podstaw k := 1.

Krok 2. (Rekursja). Dla kazdego v =0, ..., |UB/\], wyznacz:

Ple) = min{ P (U - V’%J) + Py Jezell Py (U B V%D <D

Jezeli k& = n, to idz do Kroku 3, w przeciwnym przypadku podstaw k& := k + 1
i powtorz Krok 2.

Krok 3. (Rozwiazanie optymalne). Wyznacz optymalng warto$¢ kryterium:
min {v: P,(v) < +o0;v =0,1,...,|UB/\]|}

oraz skonstruuj odpowiadajace rozwigzanie optymalne o* metoda przegladu wstecz-

nego (ang. backtracking).

Ztozonos¢ obliczeniowa powyzszego algorytmu wynosi:

UB n 2, UB1
0 (M) =0 (”UBLBJ =0 (” LBs>'

Latwo zauwazy¢, ze mozemy przyjac¢ nastepujace wartosci ograniczen LB oraz UB:
LB =10D,

UB = nmax 3; + 0D.
J

Wartos¢ LB jest wicksza od zera dla tych instancji, w ktorych D > 0. Zauwazmy, ze
jezeli D = 0, to problem P4.2.1 redukuje sie do szczegélnego przypadku problemu P4.1
(1){e, d)| >(e;V; + B;V;)) z v > max;{ay,3;}. Skoro problem P4.1 mozna rozwigzaé
w czasie O(n), to w dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do tych instancji problemu
P4.2.1, w ktorych D > 0.
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Algorytm H4.2.2, posiada wlasnosci, ktére pozwalajg na zastosowanie tzw. Procedury
Poprawy Ograniczen (ang. Bound Improvement Procedure) [73] w celu znalezienia warto-
Sci YO takiej, ze YO < Z(z*) < 3Y°. W procedurze tej binarne poszukiwanie jest dokony-
wane na przedziale [0D,nmax; 3; + 6D]. Dla kazdej probkowanej wartoéci Y = 2¥-10D,
k=1,2,..., stosowany jest algorytm H4.2.2_ przy ¢ = 1 dla LB =Y oraz UB = 2Y.
Zozonos¢ obliczeniowa algorytmu H4.2.2. przy LB =Y i UB =Y wynosi O(n?/e) [73].
Jezeli znajduje on rozwiazanie z wartoscia Y’, wowcezas Y < Z(z*) < Y’ < 3Y i podsta-
wiamy Y9 := Y. Jezeli nie znajdzie zadnego rozwiazania, tzn. P,(v) = oo dla wszystkich
wartosci v, wowcezas Z(z*) > 2Y 1 procedura jest kontynuowana dla k := k+ 1. Ztozonosé

obliczeniowa tej procedury jest nastepujaca:

O (n2 log ([ng>> =0 <n2 log (nmaxjé% T 9D>> <O (n2 log (n mjax@)) =

O <n2 <logn + log (mjax@))) <O <n2 log (mjax{n,ﬂj})) :

Reasumujac, kompletny w pelni wielomianowy schemat aproksymacyjny dla problemu
P4.2.2 stosuje kolejno Procedure Poprawy Ograniczen [73| oraz algorytm H4.2.2.. La-

two zauwazy¢, ze dla ograniczen znalezionych przez te procedure ztozonosé obliczeniowa

o(3)

Schemat aproksymacyjny dla problemu P4.2

algorytmu H4.2.2. wynosi:

Ponizej zostanie przedstawiony kompletny schemat aproksymacyjny dla problemu
P4.2.

Algorytm H4.2.

Krok 1. Rozwiaz problem P4.2.1 przy pomocy algorytmu H4.2.1.. Uzyskane rozwia-

zanie oznaczmy przez o'.

Krok 2. Rozwiaz problem P4.2.2 przy pomocy Procedury Poprawy Ograniczen oraz

algorytmu H4.2.2,. Uzyskane rozwigzanie oznaczmy przez o>.

Krok 3. Jezeli Z(o') < Z(0?), to zwr6é rozwiazanie o'. W przeciwnym przypadku zwréé

rozwigzanie 2.
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Twierdzenie 11. Niech ¢* oznacza rozwigzanie optymalne problemu P4.2. Algorytm
H4.2, dostarcza w czasie O (n*log (max;{n,5;}) +n?/e) rozwigzanie o takie, ze
Z(0) < (1+¢e)Z(o%).

Dowdd. Z Lematéow 9 i 10 wynika, ze Z(0%) < (1 +¢)Z(a*).
Ztozonos¢  obliczeniowa algorytméw H4.2.1., 1 H4.2.2. to odpowiednio
O (n?logn + n?/e) oraz O (n?/e). Procedura Poprawy Ograniczen dziata natomiast w cza-

sie O (n?log (max;{n, 3;})). Ostatecznie calkowita zlozono$¢ obliczeniowa algorytmu
H4.2, wynosi O (n*log (max;{n, 5;}) + n?/e). O

8.6 Podsumowanie rozdziatu

W Rozdziale 8 analizowano dwa jednoprocesorowe problemy szeregowania z dobo-
rem pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan, przy kryterium minimaliza-
cji wazonej liczby nieterminowo wykonanych zadan. W pierwszym problemie w procesie
optymalizacji dobierany byt zaréwno poczatek jak i koniec tego przedziatu. W drugim
problemie optymalizowany byl natomiast tylko poczatek tego przedzialu przy zadanej
z gory jego szerokosci. Wykazano liczne wtasnosci rozwiazan optymalnych obu proble-
mow. Na ich podstawie skonstruowano wielomianowy algorytm optymalny dla pierwsze-
go problemu, natomiast dla drugiego problemu stworzono pseudowielomianowy algorytm
optymalny oparty na metodzie programowania dynamicznego oraz w pelni wielomianowy

schemat aproksymacyjny.
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Minimalizacja wazonej liczby
opOznionych zadan oraz sumy
wazonych przyspieszen wykonania

zadan

9.1 Wstep

W niniejszym rozdziale przedstawione zostang nowe wyniki, uzyskane przez autora
niniejszej pracy, dotyczace jednoprocesorowego problemu szeregowania z optymalnym do-
borem pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan. Minimalizacji podlegaé
beda: suma wazonych przyspieszen wykonania zadan, wazona liczba opdznionych zadan
oraz kary zwigzane z konicem i szerokoscia tego przedziatu.

Rezultaty przedstawione w niniejszym rozdziale zostaty czesciowo opublikowane w pra-
cy [60].

Na poczatku rozdzialu zaprezentowana jest definicja badanego problemu (Podrozdziat
9.2). Nastepnie przedstawione sa istotne definicje oznaczen oraz wlasnosci rozwiazania
optymalnego (Podrozdziat 9.3). W Podrozdziale 9.4 zostanie wykazana NP-trudno$¢ pro-
blemu poprzez transformacje wielomianowsg z klasycznego problemu podziatu. Pseudowie-
lomianowy algorytm optymalny oparty na metodzie programowania dynamicznego bedzie
opisany w Podrozdziale 9.5. Niniejszy rozdziat zamyka krotkie podsumowanie uzyskanych

wynikow.

9.2 Sformutowanie problemu

Ponizej zostanie przedstawiona definicja badanego problemu.

Zadany jest zbi6ér n niezaleznych i niepodzielnych zadan J = {1,...,n} do wykona-

145
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nia na pojedynczym procesorze. Procesor ten moze wykonywaé¢ jednoczes$nie tylko jedno
zadanie. Kazde zadanie j € J, o czasie wykonywania p; (p; > 0), jest dostepne w momen-
cie 0. Zaktadamy, ze czasy wykonywania przyjmuja tylko wartosci catkowite. Wszystkie
zadania maja wspolny pozadany przedzial zakonczenia wykonywania. Poczatek i koniec
tego przedziatu oznaczmy odpowiednio przez e i d.

Harmonogram zadan okresla momenty zakonczenia wykonywania zadan oraz poczatek
i koniec pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan.

Przypomnijmy definicje nastepujacych oznaczen:
e S, - moment rozpoczecia wykonywania zadania j;
e (; - moment zakonczenia wykonywania zadania j;

e E; = {e—C},0} - czas przedwezesnego wykonania zadania j (przyspieszenie wyko-

nania zadania j);

U A 1 jezeli C; > d;
i .
0 w przeciwnym przypadku.

Celem jest znalezienie takiego harmonogramu o, ktory minimalizuje wartosé¢ nastepu-

jacego kryterium:
Z(0) = (a5 + 3;U;) +y(d — ) + 0d,
j€T

gdzie a; > 0, B; 2 0, v > 01 6 > 0 sa zadanymi wagami, ktére przyjmuja tylko

wartosci catkowite.

W tréjpolowej notacji [34] problem moze by¢ przedstawiony nastepujaco:
(e, d)| Y (o Ej + B;U;) +~(d — e) + 0d.

W celu skrocenia notacji, badany problem bedziemy oznacza¢ rowniez jako P5.

9.3 Wilasnosci rozwigzania optymalnego

W tym podrozdziale zostanie zaprezentowanych szereg wlasnosci rozwiazania opty-
malnego problemu P5.

Dowody dwoch ponizszych wtasnosci zostana pominiete, poniewaz bytyby one niemal
identyczne jak dowody analogicznych Wtasnosci 5.11 5.2 dla Problemu P1(1|{e, d); Dnin <
d — e < Doy Y (E; + BT}) + e + fw(d—e).).

Wtasno$é¢ 9.1. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P5, w ktorym nie ma okresow

bezczynnosci procesora pomiedzy wykonywaniem poszczegolnych zadan.

Witasnos$é 9.2. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu PS5, w ktorym przynajmniej

jedno zadanie rozpoczyna wykonywaé sie w momencie 0.
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W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko te rozwigzania problemu P35,
ktore spelniaja Wtasnosei 9.1 1 9.2.

Zauwazmy, ze dla rozwiazania spetniajacego Wtasnosci 9.1 oraz 9.2, kolejno$¢ wyko-
nania zadan implikuje momenty ich rozpoczecia i zakonczenia. Zatem przedzial [e, d] oraz
kolejnos¢ wykonywania zadan okreslaja precyzyjnie harmonogram dla problemu P5.

Zapis 0 = (m,e,d) bedzie oznaczal harmonogram o, w ktérym = okresla kolejnosé
wykonywania zadan na procesorze, natomiast e i d to odpowiednio poczatek i koniec
pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan.

Przypomnijmy teraz zdefiniowane wczes$niej oznaczenia:

eE 2 {jcJ: S; < e} - zbior zadan, ktore rozpoczynaja wykonywaé si¢ przed

momentem e;

eE 2 {jec |C; < e} - zbiér zadan, ktore koncza wykonywaé sie w lub przed

momentem e;
e T={jcJ:C;>d} - zbiér zadan, ktére koncza wykonywaé sie po momencie d;

T 2 {j € J|S; > d} - zbior zadan, ktore rozpoczynaja wykonywaé si¢ w lub po

momencie d;

e W2 {jcJ: S; < dANCj > e} - zbiér zadan wykonanych catkowicie lub czesciowo

wewnatrz przedziatu [e, dJ;

e WI= {jelJ:S;>eAC; <d} - zbiér zadah wykonanych catkowicie wewnatrz
przedziatu [e, d];

e Kp = min{j : Cr(j) = e} - pozycja pierwszego zadania, ktére konczy wykonywac

sie w lub po momencie e;

o A £ Cr(kp) — € - cz¢5¢ zadania m(Kg), ktéra wykonuje si¢ wewnatrz przedziatu

e, dJ;

e 0p = e — Sp(ky) - czeé¢ zadania 7(Kp), ktéra wykonuje sie na zewnatrz przedziatu
e, d].

Witasnosé 9.3. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P5, w ktorym pewne zadanie

konczy lub rozpoczyna wykonywac sie w momencie e.

Dowéd. Zalézmy, ze znane jest rozwiazanie optymalne o = (7, e, d). Przyjmijmy rowniez,
ze rozwigzanie to nie spelia dowodzonej wlasnosci, tzn. zadne zadanie nie konczy ani nie
rozpoczyna wykonywaé sie w momencie e, czyli Ag(o) > 0. Przyjmijmy w niniejszym
dowodzie, ze oznaczenia Ag oraz dg odnosza sie do harmonogramu o. Rozwazmy dwa

mozliwe przypadki.
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Przypadek 1. Zatézmy, ze d — e > Ap.
Wartosé kryterium dla harmonogramu ¢ mozemy wyrazi¢ w nastepujacy sposob:
Z(o) => (jE;j+ BiU;) +v(d—e)+0d = Zyg+ > a;E; +y(d—€) =
jed jed
Zo + ZOéj max{e — Cj,O} + ’Y(d - 6) =Zy+ Z Oéj<€ — OJ) + ’Y(d - 6),

jEJ ]e]:]

gdzie Zy = 3 ,e5 B;U; + 0d.

8E AE d
< < > !

harmonogram ¢ cos cos ces
e i

harmonogram ¢' coe e ces
e' 5

harmonogram c" coe coe coe
¢’ d

Rysunek 9.1: Przykladowe harmonogramy o, ¢’ i ¢” przy zalozeniu, ze d — e > Ap.

Utwérzmy teraz harmonogram o’ = (m, €', d) z harmonogramu o taki, ze ¢ = e — dg.
W tak powstalym harmonogramie pewne zadanie konczy lub rozpoczyna wykonywac sie
w momencie €' (patrz Rysunek 9.1). Latwo zauwazy¢, ze Uj(o) = U,(o’) dla kazdego
zadania j € J (patrz Rysunek 9.1). Zatem warto$¢ funkcji celu dla harmonogramu o’

Wynosi:

Z(0") = (a;E;j+ B;U;) +y(d =€) +0d =Zy+ > _ a;E; +y(d—€) =
jed jed
Zo+ > ajmax{e — C;,0} +y(d—€) =Zy+ Y_a;(e = C;) +v(d—¢') =
jed jek
Zo+Zozj(e—éE—Cj)—i-’y(d—e—l—(SE).

jek
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Mamy zatem:
Z(o)—Z(d') =

[Z aj(e —C;) +(d - 6)] - LZ aj(e —d0p — Cj) +(d — e+ 0p)

ick ek

(SEZOéj—(SE’yI(sE (Z&j—”}/).

jek jek

Utworzmy teraz harmonogram ¢” = (m,€”, d) z harmonogramu o taki, ze ¢’ = e+ Ap.
W tak powstalym harmonogramie pewne zadanie konczy wykonywaé sie w momencie
e (patrz Rysunek 9.1). Skoro zalozyliémy, ze warunek d — e > Apg jest spelniony, to
d> e+ Ap = €. Latwo zauwazy¢, ze U;(0) = U;(0”) dla kazdego zadania j € J (patrz

Rysunek 9.1). Zatem warto$¢ funkcji celu dla harmonogramu ¢” wynosi:

Z(0") =Y (0B + BiUj) +y(d =€) +0d = Zy + Y _a;E; +~(d —€") =

jed jed
Zo+ Y _ oaymax{e’ — C;, 0} +v(d—€")=Zo+ Y aj(e" —Cj) +~(d—¢") =
jed jeE
Z(]‘i‘ZO&j(G—FAE—Cj)—F’Y(d—e—FAE).
jek
Mamy zatem:
Z(o) = Z(0") =

LZ aj(e—Cj) +(d — 6)] - LZ aje+Ap—Cj) +v(d—e— Ap)

ick ek

—AEZaj—I—AE'y:AE (’y—Zaj).

jek jek
Latwo zauwazy¢, ze:

o jezeliy < ¥;cpy, to Z(0') < Z(0);
o jezeliy > Y. gy, to Z(0") < Z(0).

Z powyzszego wynika, ze Z(o') < Z(o) lub Z(0") < Z(0).
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Przypadek 2. Zatézmy, ze d — e < Ag.

Wartosé kryterium dla harmonogramu o mozemy wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

Z(o) = Z(ajEj + 6;U;) +v(d —e) + 0d = Zo+ ZajEj +y(d—e)+0d =
jeJ jeJ
ZO—I—ZozjmaX{e—Cj,0}+7(d—e)+9d:
jedJ

Zo+ Zaj(e—Cj) +’Y(d—6) +6d,

jek
gdzie Z() = ZjEJ 6jUj'
O Ag
< * >

harmonogram ¢ °ceoe ! ; oo

. ;

€ d
harmonogram & ¢oe oo

€=d
Rysunek 9.2: Przyktadowe harmonogramy o i ¢” przy zatozeniu, ze d — e < Ar.

Utworzmy teraz harmonogram ¢ = (7, €, az) z harmonogramu o taki, ze d = é = e — dp.
W tak powstalym harmonogramie pewne zadanie konczy lub rozpoczyna wykonywac sie
w momencie € (patrz Rysunek 9.2). Latwo zauwazy¢, ze U;(o) = U;(6) dla kazdego
zadania j € J (patrz Rysunek 9.2). Zatem wartos¢ funkcji celu dla harmonogramu &

WYnosi:

Z(0o) = Z(%’Ej + 5;U;) + ’y(a?— )+ 0d =
JjeJ
Zo+ > a;Ej+~(d—&)+0d=Zy+ Y ajmax{é — C;,0} +0d =
Jj€eJ JjeJ
ZO—FZOKj(é—Cj)—FQdN: 20+Zaj(e—5E—Cj)+9(d—5E).

jeR jek
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Mamy zatem:

Z(o)—Z(6) =

jcE

LZ ajle—C;) +v(d—e)+0d

Z Oéj(@ — (SE - C]) + e(d— 5E):| =

jek

0 Y aj+7(d—e)+ 05 =y(d—e) + g (Zaj—l—@) > 0,

jek jek

a stad:

7 powyzszego wynika, ze mozemy uzyska¢ harmonogram, w ktérym pewne zadanie
konczy lub rozpoczyna wykonywacé sie w momencie e, bez wzrostu wartosci kryterium.

]

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko te rozwiazania problemu P5,
ktore spetniaja Wihasnosé 9.3.

Wtasno$é 9.4. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu P5, w ktorym jedno zadanie

konczy lub rozpoczyna wykonywac sie w momencie d.

Dowdd powyzsze] wlasnosci zostanie pominiety, poniewaz bytby on niemal identyczny
jak dowod analogicznej Wtasnosci 8.3 dla problemu P4.1 (1|(e, d)| > (o;V;+5,T;) +~(d—
e) + 0d).

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko te rozwiazania problemu P5,
ktore spelniajag Whasnosé 9.4.

Z Wtasnosci 9.3 1 9.4 wynika, ze w rozwigzaniu optymalnym problemu P5 prawdziwe

sg nastepujace zaleznosci: E=E, T=T oraz W = WL

Wtasnosé 9.5. W rozwigzaniu optymalnym problemu P5 zadania ze zbioru E sq uszere-

gowane wedlug nierosngcego porzedku wartosci ilorazu p;j/o;.

Dowdd tej wlasnosci zostanie pominiety, poniewaz bytby niemal identyczny jak dowod
Wrtasnosci 7.4 dla problemu P3.1 (1|(e, d); Dy, < d —€ < Dipag| X(0 B+ 5;15) 4+ v(d —
e)).

W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage tylko te rozwiazania problemu P5,
ktore spetniajg Wtasnosé 9.5.

Witasnosé 9.6. W rozwigzaniu optymalnym problemu P5

e zadania ze zbioru W sq uszeregowane w dowolnej kolejnosci;
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e zadania ze zbioru T sq uszeregowane w dowolnej kolejnosci.

Dowdéd. Prawdziwos$é tej wlasnosci wynika bezposrednio z faktu, ze kolejnosé¢ wykony-
wania zadan ze zbioru W ani kolejno$¢ wykonywania zadan ze zbioru T nie wplywa na

wartosé¢ funkcji celu. O]

Z Wtasnosci 9.3 1 9.4 wynika, ze poczatek i koniec pozadanego przedziatu zakornczenia

wykonywania zadan mozna wyrazi¢ w sposéb nastepujacy:

€= ij;

JEE
d= Y pj=e+ ) p;
JEEUW JEW
Korzystajac z powyzszych wzorow, wartosé¢ funkcji celu dla problemu P5 mozemy

zapisa¢ w nastepujacej postaci:

Z(O’) = Z&jE]‘—FZﬁjUj —I—’}/(d—€>+9d:

DB+ Bty Y pi+0 Y pi=

JjEE JeT JEW JEEUW
D (B +0p)+ > (v+0)pi + > 55
JjEE JEW JeT

7 powyzszego wyrazenia wynika bezposrednio prawdziwos¢ nastepujacej wtasnosci.
Wtasnosé 9.7. W optymalnym rozwigzaniu problemu P5

o 3; < vp; dla kazdego zadania j € T oraz

e vp; < B; dla kazdego zadania j € W.

W dalszych rozwazaniach bedziemy bra¢ pod uwage tylko te rozwiazania problemu
P4.2, dla ktérych Wtasnosé 9.7 jest spetniona.

Powyzsza wlasnos¢ pozwala nam zdecydowac, czy zadanie j nalezy do zbioru W czy
do zbioru T jezeli wiemy, ze nalezy ono do zbioru W U T.

Wartosé funkeji celu dla harmonogramu o speliajacego wszystkie wymienione powy-

zej wlasnosci wynosi:

Z(0) =Y a;E;j+ 3 BiUj+~(d—e) =
> (B +0py) + > min{B;, (v +0)p;}. (9.1)

JEE JEWUT

Podsumujmy teraz przedstawione powyzej wlasnosci rozwigzania optymalnego proble-
mu P5:

e nie ma okreséw bezczynnosci procesora pomiedzy wykonywaniem kolejnych zadan;



Rozdzial 9 153

e pierwsze zadanie rozpoczyna wykonywaé¢ sie w momencie 0;
e pewne zadnie konczy lub rozpoczyna wykonywaé sie w momencie e;
e pewne zadanie konczy lub rozpoczyna wykonywaé sie w momencie d;

e zadania ze zbioru E sa uszeregowane wedtug nierosnacego porzadku wartosci ilorazu
pi/aj;

e kolejnos¢ wykonywania zadan ze zbioru W jest dowolna;

e kolejnos¢ wykonywania zadan ze zbioru T jest dowolna;

e 3; < 7p; dla kazdego zadania j € T;

e p; < f3; dla kazdego zadania j € W.

9.4 Analiza zlozonosSci obliczeniowe]j
Ponizej wykazemy, ze problem P5 jest NP-trudny.
Twierdzenie 12. Problem P5 jest NP-trudny.

Dowéd. W dowodzie powyzszego twierdzenia zostanie wykorzystany NP-zupelny PRo-

BLEM PobzIAru (PP), ktory mozna sformutowaé nastepujaco [28]:

Dany jest zbior 1 dodatnich liczb catkowitych: X = {z, zo,..., 2z}, ktérych suma wy-
nosi Z?Zl xj = 2B. Pytanie brzmi, czy istnieje taki podziat zbioru X na dwa rozdzielne

podzbiory X i Xy, ze ijexl xj = ijeXQ z; = B?

Odpowiednia instancja rozpatrywanego problemu szeregowania zdefiniowana jest po-
przez dane problemu PP w nastepujacy sposdb.
Danych jest n = n + 1 zadan, wsérod ktorych jest n zadan podziatu oraz jedno zadanie

dodatkowe z. Parametry zadan sa nastepujace:

2.

Pj:%‘; aj:2xj; ﬁj:2ij—|—2$j—$j, jzl,,ﬁ,

P, =1; a,=B+1; 6, =B+ 1.
Ponadto, v = B + 1 oraz 6 = 0.
Latwo zauwazy¢, ze powyzsza transformacja jest transformacjg wielomianows. Zatem
nalezy teraz wykazac¢, ze problem PP posiada rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy ist-

nieje takze rozwiagzanie dla skonstruowanej powyzej instancji rozpatrywanego problemu

szeregowania z nastepujaca wartoscig kryterium:

Y (B +B;Uj) +y(d—e)+0d <y=4B— Y z}+3B

jEJ QEjGX
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(i) Zalézmy, ze PP posiada rozwiazanie, tzn. istnieje podzial zbioru X na dwa roztaczne
podzbiory X; oraz X, taki, ze zachodzi ), cx, T; = Xu,ex,®; = B. Niech J;
oraz Jo oznaczaja zbiory zawierajace zadania utworzone odpowiednio na podstawie
elementow z podzbiorow X; oraz Xs. Zalézmy, bez straty ogolnosci, ze zbiory J;
oraz Jy zawieraja odpowiednio k oraz n — k zadan (0 < k < 7). Rozwiazanie dla
problemu P5 jest dane przez uszeregowanie m, w ktérym w pierwszej kolejnosci
procesor wykonuje w dowolnej kolejnosci zadania ze zbioru Ji, nastepnie zadanie
dodatkowe a dalej zadania ze zbioru Js, rowniez w dowolnej kolejnosci. Parametry
przedziatu [e, d] sa zadane natomiast w sposob nastepujacy: e = d = X cy,0(:1 Pj =

L+ e, P

Suma kar za przedwczesne wykonanie zadan w harmonogramie o = (7, e, d) wynosi:

k
Z%E = Z o By = ZO‘W HEx Zaﬂ Crjy) =

SR

Q) ( > Pwm)] :
I=j+1

Ze wzgledu na to, ze p; = x; oraz o; = 2xj, wartos¢ powyzszego wyrazenia jest

(5]

2 wj+ 2wzt ozt . ap) F (Tt rat o ) o+ Tz =
=1

ool )] £k

réwna;

ZO‘JE ZQ%""Z

jeJ

2Z:p]+2 Z ;T

0<j<I<k

Korzystajac z nastepujacej, znanej z algebry, zaleznosci:

(JZ;:EJ) Zx +2 Z T;m

0<j<I<k

otrzymujemy:

ZajEj:2zk:la:j+<zk:1xj) —ix?z? Z a:j—l—(z xj) — Z x?

JjeJ 7j=1 $j€X1 l‘jexl $j€X1

Suma kar za zbyt péine wykonanie zadan w harmonogramie o = (m,e,d), przy
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uwzglednieniu, ze p; = x; oraz §; = 2Bx; + 2x; — x?, Wynosi:

ZﬁjUj: Zﬁ]: Z (231‘]+2$3—$3) =

jedJ JjEJ2 z;€X2
2
2B Y 2 Y 5o X 4
z;€X2 z;€X2 z;€X2

Skoro e = d oraz 6 = 0, to kary zwiazane z szerokoscia i poczatkiem przedziatu e, d

sa rowne 0.

W zwiazku z powyzszym, wartos¢ kryterium dla harmonogramu o = (7, e, d) wynosi:

S (B + BiU;) +y(d —€) + 0d =

jedJ

szﬁ(zl’a) = D> T +2B Y w2y m— Y ai=

LUjEXl $]'EX1 LUjEXl Z‘jEXQ $]'€X2 fL’]‘EXQ

2y a— meJr(Z f"j)2+23 Y oa=

z;€X z;€X z;€X1 z;€X2

2

AB— > xi + ( > a;j) +2B Y ;. (9.2)
Z‘jEX J?jEXl m]'EXQ

Z przyjetego zalozenia 35, cx, ¥j = Xp,ex, ¥ = B wynika, ze wartos¢ kryterium

jest rowna wymaganej wartosci:

Z(o)=4B = a2} + B> +2B* =y.
JjeEX

Zat6ézmy teraz, ze PP nie posiada rozwigzania, co oznacza, ze dowolny podziat zbioru
X na dwa roztaczne podzbiory X, oraz X, daje Yoo ex, Tj # 2a,ex, T Bez straty
ogélnosci mozemy zalozy¢, ze }-, ex, j = B—Aoraz )., ex, vj = B+A, gdzie A jest
pewna dodatnig liczba catkowita. Skoro v = B+1, to szerokos$é przedziatu [e, d] musi
by¢ réwna 0. Zadanie dodatkowe z musi konczy¢ wykonywac sie w momencie e = d
(w przeciwnym przypadku wartosé kryterium bylaby wieksza niz y niezaleznie od
uszeregowania pozostatych zadan). Wynika z tego, ze wyrazenie (9.2) jest prawdziwe
dla dowolnego podziatu zbioru X na podzbiory X; i X, (nawet dla przypadku, gdy

jeden z tych podzbioréw jest pusty). Zatem, przy zalozeniu braku rozwiazania dla
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PP, otrzymujemy:

Z(o)=4B — Y 23+ (B—A)?+2B(B+\) =

IjEX
AB— Y ai+ B*—2BA+ )\’ 42B* + 2B\ =
z;€X
AB = Y a7 +3B*+ X >y
z;€X

7 powyzszego wynika, ze brak rozwigzania dla PP sprawia, iz problem szeregowania

P5 réwniez nie posiada rozwiazania.

Problem P5 posiada zatem rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy problem podziatu (PP)

rowniez je posiada. 0

9.5 Algorytm optymalny

W niniejszym podrozdziale zostanie przedstawiony algorytm programowania dyna-
micznego, ktory rozwigzuje optymalnie problem P5.

Zauwazmy, ze na podstawie wykazanych wlasnosci rozwigzania optymalnego problemu
P5 mozemy skonstruowaé¢ rozwigzanie optymalne jezeli wiemy, ktére zadania znajduja
sie w zbiorze E, a ktore w zbiorze W U T. W celu znalezienia rozwiazania nalezy wiec
dla kazdego zadania podja¢ decyzje czy nalezy ono do zbioru E, czy do zbioru W U
T. Zauwazmy, ze przyporzadkowanie zadania k do zbioru W U T powoduje powstanie
kosztu min{ (6 +)px, Ok}, natomiast przyporzadkowanie zadania k do zbioru E powoduje
powstanie kosztu aga + Opy, gdzie a jest sumag czasow wykonywania zadan nalezacych do
zbioru E (przed uszeregowaniem zadania k) - patrz Wtasnosé 9.5.

Zalézmy, ze zadania sa ponumerowane tak, ze p;/a; < ... < pp/ay,.

Ponizej opisane jest dziatanie Algorytmu A5, ktory rozwigzuje optymalnie problem
P5. Rozpoczynamy od harmonogramu zerowego g, czyli takiego, ktory nie zawiera zad-
nego zadania. Nastepnie generujemy kolejne harmonogramy czastkowe oy, (harmonogramy
zawierajace k pierwszych zadan) z harmonograméw o1 poprzez przyporzadkowanie za-
dania k do zbioru E lub do zbioru W U T.

Bedziemy moéwié¢, ze harmonogram czastkowy jest w stanie (k, a) jezeli zawiera pierw-
szych k zadan, a suma czaséw wykonywania zadan ze zbioru E wynosi a.

Niech Fj(a) oznacza minimalng wartosé¢ funkcji celu dla harmonogramoéw znajdujacych
si¢ w stanie (k, a).

Latwo zauwazy¢, ze wartos¢ funkcji celu dla rozwigzania optymalnego réwna jest:

min{Fn(a):azO,l,...,ij}.

jed
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Zat6zmy, ze mamy harmonogram czastkowy znajdujacy sie w stanie (k — 1,a). Jezeli
zadanie k przyporzadkujemy do zbioru E (zadanie k zakonczy wykonywaé sie w momencie
e — a), to uzyskamy harmonogram w stanie (k,a + pg). W rezultacie warto$¢ kryterium
wzrosnie o aga+ Opy, czyli Fi(a+py) = Fr_1(a) + axa+ 0py; patrz wyrazenie (9.1). Jezeli
natomiast zadanie k przyporzadkujemy do zbioru W U T, to uzyskamy harmonogram
w stanie (k, a). Wartos¢ funkeji celu wzrosnie o min{ By, (047)px }, czyli Fr(a) = Fr—1(a)+
min{ B, (6 +7)pe}-

Z powyzszego wynika, ze harmonogram w stanie (k,a) mozemy uzyskac:

e 7 harmonogramu w stanie (k — 1,a — pg) poprzez przyporzadkowanie zadania k do

zbioru E. W tym przypadku mamy Fy(a) = Fy_1(a — px) + ax(a — pr) + Opk.

e 7 harmonogramu w stanie (k— 1, a) poprzez przyporzadkowanie zadania k do zbioru
W UT. W tym przypadku mamy Fi(a) = Fj_1(a) + min{ 8, (7 + 0)px}.

Formalny opis algorytmu A5 jest podany ponizej.

Algorytm A5

Krok 1. (Inicjalizacja). Ponumeruj zadania tak, ze p;/a; < ... < p,/a,. Podstaw k := 1

oraz

Fy(a) :=

400, W przeciwnym przypadku.

{ 0, jezelia=0;

Krok 2. (Rekursja). Dla kazdego a =0, 1,.. ., E§:1 p; wylicz:

Fi—1(a — pi) + ag(a — p) + Opy,

)= i { Fiy(a) + min{ G, (v + 0)pi}.

Jezeli k = n, to idz do Kroku 3; w przeciwnym przypadku podstaw k& := k + 11
powtorz Krok 2.
Krok 3. (Rozwiazanie optymalne). Wyznacz optymalna warto$¢ kryterium:
F* :=min« F,(a) : a:O,l,...,ij
jed

oraz skonstruuj odpowiadajace rozwigzanie optymalne metoda przegladu wsteczne-

go (ang. backtracking).
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Wtlasnosé 9.8. Algorytm A5 rozwigzuje optymalnie problem P5 w czasie O (n (X p;)).

Dowdd. Najpierw przeanalizujmy czas dziatania algorytmu. Ztozonos¢ obliczeniowa algo-
rytmu wynika bezposrednio z rozmiaru przestrzeni stanéw. Skoro k = 1,2,....n
ia=0,1,...,3%  pj, to ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu A5 wynosi O(n(37_, p;)).
Rozwazmy pare harmonogramow czastkowych znajdujacych sie w tym samym stanie.
Harmonogram o mniejszej wartosci kryterium bedzie nadal miat mniejsza wartos¢ kryte-
rium po rozszerzeniu go o nie uszeregowane zadania, w ten sam sposob, w jaki rozszerzony
zostanie drugi harmonogram bedacy w tym samym stanie. Z powyzszego wynika, ze do
rozszerzenia o kolejne nie uszeregowane zadania nalezy wybraé¢ sposrod harmonograméow
bedacych w tym samym stanie, harmonogram o najmniejszej wartosci kryterium.
Optymalnosé algorytmu A5 wynika bezposrednio z powyzszych rozwazan oraz zasady

optymalnosci ogélnej metody programowania dynamicznego. O]

9.6 Podsumowanie rozdziatu

W niniejszym rozdziale analizowany byt jednoprocesorowy problem szeregowania za-
dan z doborem pozadanego przedziatu zakonczenia ich wykonywania. Minimalizacji pod-
legaty: suma wazonych przyspieszen wykonania zadan, wazona liczba opdznionych zadan
oraz kary zwigzane z szerokoscig i koncem tego przedziatu.

Wykazano wiele wtasnosci rozwiazania optymalnego oraz udowodniono, poprzez trans-
formacje wielomianowa z klasycznego problemu podziatu, ze problem ten jest NP-trudny.
Na podstawie udowodnionych wtasnosci, skonstruowano pseudowielomianowy algorytm
oparty na metodzie programowania dynamicznego, ktéry rozwigzuje optymalnie ten pro-

blem.



Rozdzial 10
Podsumowanie pracy

Niniejsza praca zostata poswiecona problemom szeregowania z optymalnym doborem
pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan. Badane byty zaréwno proble-
my jednoprocesorowe jak i wieloprocesorowe. W rozwazanych problemach minimalizacji

podlegaly nastepujace kryteria:

e > (aE; + BT;)+ fw(d—e)+0e - wazona suma nieterminowosci wykonania zadan oraz
kosztow zwigzanych z potozeniem i szerokoscia pozadanego przedziatu zakonczenia

wykonywania zadan (fy - dowolna wypukta funkcja niemalejaca);

o > (fe(E)) + fr(T;))+ fw(d—e)+ fp(e) - suma kosztéw nieterminowosci wykonania
zadan opisanych dowolnymi identycznymi dla wszystkich zadan funkcjami niemale-
jacymi oraz kosztow zwiazanych z szerokoscia i potozeniem pozadanego przedziatu

zakonczenia wykonywania zadan (fg, fr, fw i fp - dowolne funkcje niemalejace);

o > (a,E;+ B;T;) + v(d — e) - suma wazonych nieterminowosci wykonania zadan
oraz liniowego kosztu zwigzanego z szerokoscig pozadanego przedziatu zakonczenia

wykonywania zadan;

o > (a;V; + B;U;) + 0d + v(d — e) - suma wazonej liczby nieterminowo wykonanych
zadan oraz liniowych kosztéw zwigzanych z szerokoscia i potozeniem pozadanego

przedziatu zakonczenia wykonywania zadan;

o Y (ojE; + B;U;) + v(d — €) + 6d - suma wazonych przyspieszen wykonania zadarl,
wazonej liczby opdznionych zadan oraz liniowych kar zwigzanych z szerokoscia i po-

tozeniem pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan.
Analizowane problemy oraz uzyskane dla nich rezultaty zostaly wyszczegolnione po-
nizej.

e Jednoprocesorowy problem szeregowania z doborem poczatku i konca pozadane-

go przedziatlu zakonczenia wykonywania zadan przy zadanym dolnym i gérnym
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ograniczeniu na szerokos¢ tego przedziatu, z nastepujacym kryterium optymalizacji:
> (aEj + BT;) + fw(d — e) + 0e (problem P1)

— Skonstruowano wielomianowy algorytm, o ztozonosci O(n log n+10g pmaz ), kt6-

ry rozwiazuje optymalnie ten problem.

e Wieloprocesorowy problem szeregowania z doborem poczatku i konca pozadane-
go przedziatu zakonczenia wykonywania zadan przy zadanym dolnym i gérnym
ograniczeniu na szerokos¢ tego przedziatu, z nastepujacym kryterium optymalizacji:
> (fe(Ej) + fr(T3)) + fw(d — ) + fp(e) (problem P2)

— Wykazano, ze problem ten jest silnie NP-trudny a jego jednoprocesorowy przy-

padek szczegdlny jest NP-trudny w zwyklym sensie.

— Skonstruowano ponadwielomianowy algorytm rozwiazujacy optymalnie ten pro-
blem oraz pseudowielomianowy algorytm rozwiazujacy optymalnie jednoproce-

sorowy przypadek szczegdlny.

e Wieloprocesorowy problem szeregowania z doborem poczatku i konca pozadane-
go przedziatu zakonczenia wykonywania zadan przy zadanym dolnym i gérnym
ograniczeniu na szerokos¢ tego przedziatu, z nastepujacym kryterium optymalizacji:
> (o E; + B;T;) + v(d — e) (problem P3)

— Wykazano, ze problem ten jest silnie NP-trudny a jego jednoprocesorowy przy-

padek szczegdlny jest NP-trudny w zwyklym sensie.

— Skonstruowano ponadwielomianowy algorytm rozwiazujacy optymalnie ten pro-
blem oraz pseudowielomianowy algorytm rozwiazujacy optymalnie jednoproce-

sorowy przypadek szczegdlny.

— Skonstruowano w petni wielomianowy schemat aproksymacyjny dla szczegol-
nego przypadku z pojedynczym procesorem, ze zgodnymi ilorazami wag oraz
bez ograniczen na szerokos¢ pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania

zadan.

— Skonstruowano wielomianowy algorytm, o ztozonosci O (%4), ktory rozwigzu-
je optymalnie szczegdlny przypadek tego problemu z jednostkowymi czasami

wykonywania zadan.

— Skonstruowano wielomianowy algorytm, o ztozonosci O(n?), ktéry rozwiazuje
optymalnie szczegdlny przypadek tego problemu z pojedynczym procesorem

oraz jednostkowymi czasami wykonywania zadan.

— Skonstruowano wielomianowy algorytm, o ztozonosci O(nlogn), ktéry rozwia-

zuje optymalnie szczegolny przypadek tego problemu z jednostkowymi czasami
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wykonywania zadan oraz symetrycznymi kosztami jednostkowymi nietermino-

wego wykonanie zadan, tzn. o; = 3;.

e Jednoprocesorowy problem szeregowania z doborem poczatku i konca pozadanego
przedziatu zakonczenia wykonywania zadan przy nastepujacym kryterium optyma-
lizacji: 3 (o; Ej + 5;1;) +v(d — €) (problem P4.1)

— Skonstruowano wielomianowy algorytm, o ztozonosci O(n), ktéry rozwiazuje

optymalnie ten problem.

e Jednoprocesorowy problem szeregowania z doborem poczatku oraz zadang szero-
koscig pozadanego przedziatu zakonczenia wykonywania zadan przy nastepujacym
kryterium optymalizacji: - (o E; + ;1) + ~(d — e) (problem P4.2)

— Skonstruowano pseudowielomianowy algorytm, ktéry rozwigzuje optymalnie
ten problem.
— Skonstruowano w pelni wielomianowy schemat aproksymacyjny dla tego pro-

blemu.

e Jednoprocesorowy problem szeregowania z doborem poczatku i konca pozadanego
przedziatu zakonczenia wykonywania zadan przy nastepujacym kryterium optyma-
lizacji: ¥ (a; E; + B;U;) +v(d — e) + 6d (problem P5)

— Udowodniono NP-trudno$é¢ tego problemu poprzez skonstruowanie wielomia-

nowej transformacji z klasycznego problemu podziatu.

— Skonstruowano pseudowielomianowy algorytm, ktory rozwiazuje optymalnie

ten problem.

Do najwazniejszych rezultatéw pracy mozna zaliczy¢:

e Skonstruowanie wielomianowego algorytmu o niskiej ztozonosci obliczeniowej, ktory

rozwiazuje optymalnie problem P1.

e Skonstruowanie pseudowielomianowego algorytmu rozwiazujacego optymalnie jed-

noprocesorowy przypadek szczegdlny problemu P2.

e Skonstruowanie szybkich wielomianowych algorytmoéw optymalnych dla szczegdl-

nych przypadkéw problemu P3 z jednostkowymi czasami wykonywania zadan.

e Skonstruowanie w petni wielomianowego schematu aproksymacyjnego dla problemu
P4.2.

e Wykazanie NP-trudnosci problemu P5 poprzez skonstruowanie wielomianowej trans-

formacji z klasycznego problemu podziatu.
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W Tabeli 10 znajduje si¢ podsumowanie rezultatow uzyskanych w niniejszej rozprawie.
W pierwszym problemie fy, oznacza dowolna wypukta funkcje niemalejaca. W drugim
i trzecim problemie fg, fr, fw oraz fp oznaczaja dowolne funkcje niemalejace. W czwartej

kolumnie uzyto nastepujacych skrétow:
- 7alg. opt.” oznacza "algorytm optymalny”;

- 7w pelni wiel. sch. aproks.” oznacza ”"w pelni wielomianowy schemat aproksyma-

cyjny”.

7 przedstawionego podsumowania wynika, ze postawione w pracy cele zostaty w petni
zrealizowane. Otrzymano szereg rezultatow teoretycznych, ktore sa cenne w odniesieniu
do dorobku naukowego prezentowanego w $wiatowej literaturze przedmiotu. Skonstru-
owano wiele doktadnych algorytméw rozwiazania o ztozonosci zaréwno wielomianowej jak
i pseudowielomianowej. Przy tworzeniu tych drugich wykorzystano metode programowa-
nia dynamicznego. Ponadto zostaly skonstruowane dwa w pelni wielomianowe schematy
aproksymacyjne. Liczne wykazane wtasnosci rozwigzania optymalnego moga by¢ w poz-
niejszym etapie prac wykorzystane do konstrukeji efektywnych algorytméw przyblizonych.
Dla wszystkich rozpatrywanych w niniejszej pracy problemoéw zostata ustalona ich ztozo-
nos¢ obliczeniowa.

Podjecie innych kierunkow badan zwigzanych z problemami szeregowania, w ktérych
wystepuje dobér pozadanych przedziatow zakonczenia wykonywania zadan, uzaleznione
jest od potrzeb kreowanych przez otaczajace nas realia. Badania te moga dotyczy¢ innych
kryteriow minimalizacji, badZ probleméw, w ktérych przedzial ten jest wspolny tylko dla
zadan wewnatrz pewnej grupy. Badania te moga by¢ réwniez ukierunkowane na przypadki,
w ktorych zadania sa podzielne lub na zadania zostaly natozone ograniczenia kolejnoscio-
we w ich wykonywaniu. Warte rozpatrzenia sg réwniez problemy, w ktérych wystepuja

procesy wielostadialne (np.: przeptywowe, gniazdowe).

Niniejsza praca doktorska byta w czesci finansowana ze sSrodkéw budzetowych na nauke
w latach 2005-2007 jako projekt badawczy nr 3 T11F 029 28.
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