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Spis najwazniejszych oznaczen

H — Natezenie pola magnetycznego, —
E — Natezenie pola elektrycznego, —
m
B — Indukcja magnetyczna, T
D — Indukcja elektryczna, —
™4
J — Gestos¢ pradu elektrycznego, —
m
C
Q@ — Gestosc tadunkow elektrycznych, —
m
e — Przenikalnos¢ elektryczna, —
m
¢ — Przenikalno$¢ magnetyczna, —
m
1
0e — Przewodnosé elektryczna, ———
Ohm -m
Q« — Cieplo Joule’a, —
m
F — Sita ponderomotoryczna, —
m
T — Temperatura bezwzgledna, K
gx — Strumien ciepla, —
m
—  Wspbélczynnik przewodnosci cieplnej, P
m .
u — Wektor przemieszczenia, m
.. kg
pv  — Gestosd, 3
0 — Tensor naprezenia, Pa

>

Tensor odksztatcenia, -



Ai, e —  Wspdlezynniki Lamego, Pa

I — Tensor jednostkowy
p,0,2 — Wspodlrzedne cylindryczne

t — Cgzas, s

n — Jednostkowy wektor normalny do powierzchni
(k) — =1 — obszar ciala, = 0 — obszar otoczenia



Wprowadzenie

W wielu technologicznych procesach wytwarzania i obrébki niemetalo-
wych materialéw przewodzacych prad elektryczny, zaréwno tradycyjnych,
jak i nowych, wykorzystuje sie zewnetrzne pole elektromagnetyczne sze-
rokiego zakresu czestotliwosci. Niektore elementy konstrukcyjne i wyroby
znajdujg sie pod wlywem takiego pola przy ich eksploatacji. Znane sa spo-
soby obrébki wyrobéw z takich materialéw z wykorzystaniem zmiennego w
czasie zewnetrznego pola elektromagnetycznego, ktérych celem jest nagrze-
wanie lub stymulacja proceséw zachodzacych w nich przemian. Mozliwosé
bezkontaktowego sposobu przekazu energii do materiatu, lokalny charakter
dziatania pola elektromagnetycznego, stosunkowo wysoka sprawnos¢ prze-
kazu energii na pewne podobszary czy sktadniki materiatu daja perspektywy
takiej obrébki przewodnikéw niemetalowych.

Skutkiem dzialania pola elektromagnetycznego na materiat bedacy prze-
wodnikiem elektrycznym jest zaréwno jego nagrzewanie sie, jak i powstawa-
nie odksztalcen i naprezenn mechanicznych. Naprezenia mechaniczne moga
przekraczaé¢ wartosci dopuszczalne i prowadzi¢ do zniszczenia materiatu.
Przy tym, na zachodzace w materiale procesy znaczny wplyw maja zmiany
niektérych jego wilasciwosci. W procesie nagrzewania materialow z wy-
korzystaniem zmiennego w czasie pola elektromagnetycznego osiagane sa
znaczne temperatury, co powoduje wymiane ciepta przez promieniowanie.
Wymienione zjawiska maja réwniez miejsce przy pomiarach wtasciwosci
elektrycznych, poniewaz ich przeprowadzenie wiaze sie z uzyciem zewnetrz-
nego oddzialtywania polem elektromagnetycznym.

Niemetalowe przewodniki elektryczne sa materiatami wielosktadniko-
wymi i charakteryzuje je jonowy mechanizm przewodzenia elektrycznodci.
Procesy przenoszenia tadunku elektrycznego oraz sprzezone z nimi zjawiska
termomechaniczne sg dla osrodkéw wielosktadnikowych stosunkowo mato
poznane. Waznym elementem oceny przebiegu proceséw termomechanicz-
nych w takich osrodkach jest pomiar wielkoéci charakteryzujacych wtasciwo-
$ci materialu, w tym takze wtasciwosci elektrofizycznych. Przeptyw pradu
elektrycznego w materiatach wielosktadnikowych zalezny jest od struktury



takich materiatéw, ich sktadu oraz od oddziatywan, zachodzacych miedzy

poszczegblnymi sktadnikami. Pomiary elektryczne daja mozliwosé posred-

niego oszacowania innych, waznych w zastosowaniach technologicznych wta-

Sciwodci materiatéw. Do takich wlasciwosci odnoszg sie parametry charak-

teryzujace procesy cieplne, mechaniczne czy tez zmiany spéjnosci struktury

wewnetrznej.

Celem proponowanego opracowania jest zbudowanie wariantu mo-
delu termomechaniki niemetalowych przewodnikéw elektrycznych i meto-
dologii badania sprzezonych proceséw elektrofizycznych, cieplnych i mecha-
nicznych w takich ciatach, spowodowanych wplywem zewnetrznego zmien-
nego w czasie, ustalonego lub kwaziustalonego pola elektromagnetycznego.

Dla osiggniecia postawionego celu konieczne jest zbudowanie modelu
ilodciowego opisu sprzezonych proceséw mechanicznych, cieplnych oraz elek-
trofizycznych w przewodnikach niemetalowych. Przy tym nalezy rozwiazaé
szereg zagadnieni o charakterze teoretycznym oraz praktycznym, a miano-
wicie:

— dokona¢ uogoélnienia modelowego opisu oddziatywania pola elektroma-
gnetycznego na wielosktadnikowe przewodniki elektryczne (ze sktadni-
kami, ktére moga przenosi¢ tadunek elektryczny);

— wyznaczy¢ czynniki wplywu pola elektromagnetycznego na stan termo-
mechaniczny przewodnikéw niemetalowych;

— otrzymaé uklad réwnan fizycznych opisujgcych dziatanie pola elektro-
magnetycznego na niemetalowe przewodniki elektryczne;

— sformulowaé zagadnienia brzegowe dla wyznaczania sprzezonych pol:
elektromagnetycznego, temperatury i stanu naprezeri, opisujacych wy-
mienione procesy fizyczne i odpowiadajacych warunkom oddzialywania
ciata z otoczeniem;

— opracowad algorytmy rozwigzywania i analizy numerycznej formutowa-
nych zagadnien fizyki matematycznej;

— zbada¢, z wykorzystaniem zaproponowanego schematu obliczeniowego,
wplyw dziatajacego pola elektromagnetycznego, zmiennosci wspo6tczyn-
nikéw materiatowych i wymiany ciepta z otoczeniem na procesy ter-
miczne 1 mechaniczne w przewodnikach niemetalowych.

Do zbudowania wtasnego wariantu teorii termomechaniki przewodnikéw

niemetalowych w polu elektromagnetycznym, w rozdziale 1 wykorzystano

znane modelowe podejscia do mechaniki mieszanin i mechaniki pél sprzezo-
nych, w szczegélnosci kontynualny model mieszaniny z dominujacym sktad-
nikiem (szkieletem) w strukturze materiatu. Dla sformutowania rownan fi-
zycznych wykorzystano wyniki modelowania fenomenologicznego. Zaktada
sie takze w opisie badanych zjawisk, ze wtasciwoéci materiatu charaktery-



zowane sg wartosciami efektywnymi odpowiednich wspoétczynnikéw mate-
rialowych.

Przyjmuje sie ponadto, ze pole elektromagnetyczne, zar6wno w przewod-
niku, jak i w otoczeniu — przyblizanym wzgledem wtasnosci elektrycznych i
magnetycznych proznia, spetnia makroskopowe réwnania elektrodynamiki.
Dziatanie takiego pola na material przewodzacy powoduje produkcje ciepta,
powstajacego na skutek przeptywu pradu elektrycznego oraz sity i momenty
ponderomotoryczne. Wymienione czynniki dziatania wywotuja procesy ter-
momechaniczne, bedace obiektem modelowania w ciele.

Przy formutowaniu réwnari wyjsciowych modelu uwzgledniono zalez-
nosci efektywnych wartosci wspotczynnikéw materialowych od tempera-
tury oraz wzieto pod uwage mozliwg wymiane ciepta przez promieniowanie.
Przyjeto przy tym, ze material nie ulega polaryzacji i namagnesowaniu.
Proces odksztatcania sie uwazany jest za kwazistatyczny.

Przy takim podejsciu, zagadnienie wyjéciowe sprowadzono do sprzezo-
nego nieliniowego uktadu réwnan elektrodynamiki i przewodnictwa ciepl-
nego. Nastepnie wyznaczono stan mechaniczny z odpowiedniego zagadnie-
nia termosprezystosci, przy wspoétczynnikach zaleznych od zmiennych prze-
strzennych.

W celu rozwiazywania otrzymanych nieliniowych zagadnien brzegowych
zaproponowano metode iteracyjna. Przy tym, zaleznodci temperaturowe
wspolczynnikéw materiatlowych przedstawionio jako sume wartosci sredniej
na rozpatrywanym interwale temperatur oraz odchylenia od tej wartosci.
Za pierwsze przyblizenie wybierane jest tu rozwiazanie przy wartosciach
grednich, a w nastepnych — z uwzglednieniem odchylenia tych wielkogci
od srednich, obliczanego po temperaturze wyliczonej z poprzedniego przy-
blizenia. Taka linearyzacja pozwala w kazdej iteracji rozwiazywaé kolejno
niesprzezone réwnania elektrodynamiki, przewodnictwa cieplnego oraz me-
chaniki.

Wraz 7 przyjeciem do rozwazan zewnetrznego oddziatywania pola elek-
tromagnetycznego o charakterze okresowym réwnania wyjsciowe sformuto-
wano wzgledem zespolonych, wolno zmieniajacych sie w czasie amplitud.
Zabieg ten pozwala zredukowaé wymiar zagadnienia brzegowego o zmienna
czasowy. Rownania elektrodynamiki formutowane sg zatem wzgledem funk-
cji amplitudy sktadowej elektrycznej lub magnetycznej pola. Przy tym,
podobnie jak w zagadnieniach dla przewodnikéw o statych wspotezynni-
kach materiatowych, pomijane sa sktadowe periodyczne pél: termicznego
i mechanicznych. Do rozwigzywania otrzymywanych w iteracjach zagad-
nien brzegowych stosowano numeryczng metode réznic skoriczonych, przy
wykorzystaniu stabilnego, niejawnego schematu réznicowego.



Opracowany model obliczeniowy w kolejnych rozdziatach 2 1 3, zastoso-
wano do analizy termosprezystego stanu ciata cylindrycznego oraz uktadu
wspoétosiowych cylindréw, w okresowo zmiennym po czasie polu elektroma-
gnetycznym. Realizowano przy tym algorytm obliczeniowy sformutowanych
zagadnien oraz przeanalizowano wplyw zmiennogci wlasciwosci materiatu
od temperatury oraz wymiany cieplnej promieniowaniem z otoczeniem na
wynikajace naprezenia mechaniczne w przewodniku. W rozdziale 3 przed-
stawiono wyniki przeprowadzonych obliczet dla uktadu dwoéch wspétosio-
wych cylindréw rozdzielonych warstwa, prézni.

Rozpatrywany model opisu termomechanicznego zachowania sie dla prze-
wodnikéw niemetalowych z wykorzystaniem opracowanej metody rozwiazy-
wania sformutowanych zagadnien brzegowych pozwolit na ocene wptywu od-
dzialywania pola elektromagnetycznego na stan termomechaniczny prébek
przy pomiarach wspoétczynnika przewodnosci elektrycznej materiatu wielo-
sktadnikowego. W rozdziale 4 przedstawiono wyniki pomiaru przewodnosci
elektrycznej zaczynéw cementowych i powigzanie zmiany w czasie warto-
$ci tej przewodnodci elektrycznej ze zmianami spéjnosci struktury szkieletu
fazy statej. Zaproponowano na tej podstawie sposéb oceny stanu zaawan-
sowania procesu wiazania i twardnienia cementu.



Rozdzial 1

Modelowanie proceséw
termomechanicznych w przewodnikach
niemetalowych

1.1. Przeglad literatury problemu

Problemom modelowania i badania sprzezonych zjawisk elektromagne-
tycznych, cieplnych oraz mechanicznych poswieca sie w literaturze nauko-
wej duzo uwagi. W szeregu fundamentalnych monografii: Eringena [21],
Maugina [58], Kaliskiego, Petykiewicza [42, 43], Nowackiego [67], Trusdella,
Toupina [84], Wisniewskiego, Staniszewskiego, Szymanika [89], Ambarcu-
miana [94], Iliuszyna [120], Sedowa [143, 144], przedstawiono podstawy
teoretyczne mechaniki o$rodkow cigglych z uwzglednieniem oddziatywa-
nia pol rozmaitej natury fizykalnej (w tym takze i elektromagnetycznych).
W zaproponowanych modelach (pole elektromagnetyczne traktowane jest
tu jako czynnik zewnetrzny) wplyw takiego pola na procesy termomecha-
niczne uwzgledniany jest w réwnaniach bilansowych mechaniki przez sity
objetosciowe i momenty ponderomotoryczne, oraz 7rédta energii, ktére po-
wstajg w czasie oddzialywania ciata z polem elektromagnetycznym. Przy
tym formutowane sg réwnania elektrodynamiki (réwnania Maxwella), opi-
sujace pole elektromagnetyczne w otoczeniu ciala (przyjmowanym zwykle
wzgledem wtlasnosci elektrycznych i magnetycznych jako proznia) oraz w
poruszajacym sie ciele odksztalcalnym, z uwzglednieniem jego wtlasciwo-
$ci elektromagnetycznych. Pole elektromagnetyczne w otoczeniu opisywane
jest przez natezenie i indukcje pol: elektrycznego oraz magnetycznego (mie-
dzy ktorymi zachodzi zaleznosé liniowa) oraz gestos¢ roztozonych tadunkow
elektrycznych. Przy tym w rozwazanym ciele wprowadzane sa dodatkowe
wielkosci — prad elektryczny, polaryzacja oraz namagnesowanie, opisujace
jego wlasciwosci elektromagnetyczne. Cechy te, pozwalajg na wykorzysta-
nie w rozwazanych zagadnieniach termomechaniki zalozenia o wolno poru-
szajacych sie osrodkach (predkosé osrodka jest mata w stosunku do predko-
§ci $wiatta w prozni).

Znane sg opracowane przez wielu badaczy modele termomechaniki ciat z
uwzglednieniem oddzialywania pola elektromagnetycznego, w ktérych wy-
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korzystano wymienione podejscie. Réznig sie one gltoéwnie formutowaniem
réwnan elektrodynamiki oraz podejsciem do okreslenia oddzialywan pola
na ciato i zachodzacych przeptywoéw energii. Do najbardziej rozpowszech-
nionych modeli mozna zaliczyé:
— model statystyczny (S. de Groot, L. Suttorp [117])
— bazujacy na teorii elektronowej model Lorentza |50, 145]
— model dwudipolowy Chu [17, 38, 70]
— model Maxwella-Minkowskiego [1, 30, 144]
Roéwnowaznos$é wspomnianych modeli (w odniesieniu do opisu stanu termo-
mechanicznego cial, bedacych przewodnikami elektrycznymi, przy uwzgle-
dnieniu polaryzacji oraz namagnesowania) w przyblizeniu nierelatywistycz-
nym pokazana jest w monografii Huttera i van de Vena [38]. W pracy tej
przedstawiono rowniez zastosowanie opisu materialnego (Lagrange’a) w wy-
mienionych teoriach ciat odksztalcalnych, znajdujacych sie pod wpltywem
pola elektromagnetycznego oraz przedstawione metody linearyzacji rownan
rézniczkowych dla ciat termosprezystych.

Na podstawie omoéwionych teorii, przy wykorzystaniu metod lokalnie
rownowagowej lub racjonalnej termodynamiki, zaproponowano szereg uogol-
nionych modeli opisujacych sprezyste, lepkosprezyste, plastyczne zachowa-
nie sie stalych ciat odksztatcalnych z uwzglednieniem polaryzacji i nama-
gnesowania. W modelach tych brano pod uwage nieliniowe wlasciwosci
osrodkow oraz rozmaite typy dyssypacji (mechaniczng, zwigzane z proce-
sami: przeplywu ciepta, polaryzacji, namagnesowania) [59, 60, 80]. Sa one
uogoblnieniem termomechanicznych modeli osrodkéw prostych [69, 144] (jak
w klasycznej termosprezystosci) czy osrodkéw z parametrami wewnetrznymi
[18, 19] (termolepkosprezystosci, termolepkoplastycznosci).

Historycznie, zbudowanie konkretnych modeli mechaniki osrodkow cig-
glych, z uwzglednieniem sprzezenia pdl mechanicznych z polem elektroma-
gnetycznym, wynikato z koniecznodci wykorzystania teorii naukowych na
potrzeby réznych proceséw technologicznych. Przyktadem takich teorii sa:
— teoria ciat piezoelektrycznych w nawigzaniu do zbudowania przetworni-

koéw elektromechanicznych;

— teoria magnetosprezystosci, badajaca mechaniczne zachowanie sie (w
szczegolnosel statecznoéé) nosnikow pradu w silnym polu magnetycz-
nym;

— teoria rozchodzenia sie fal w ciatach odksztatcalnych (w szczegolnosci
wstepnie poddanych odksztalceniom czy naprezeniom mechanicznym) z
uwzglednieniem sprzezenia pél mechanicznych i elektromagnetycznego,
w odniesieniu do probleméw geofizyki, sejsmologii czy nieniszczacych
metod kontroli naprezen w ciatach;
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— teoria obrobki technologicznej (termicznej, mechanicznej itp.) wykorzy-
stujaca zewnetrzne oddziatywanie pola elektromagnetycznego (statego
czy zmiennego o roznych czestosciach, w tym takze wysokoczestotliwo-
$ciowego i nadwysokoczestotliwosciowego - termicznego czy laserowego).

Rozszerzenie zakresu badan oddziatywania pola elektromagnetycznego na

mechaniczne zachowanie sie osrodkéw materialnych uwarunkowane jest po-

jawieniem sie nowych materialéw oraz zastosowaniem nowych metod ich
produkcji i obrébki. Opracowanie podstaw teoretycznych obrébki termicz-
nej cial przewodzacych z udzialem pola elektromagnetycznego jest waznym
kierunkiem mechaniki p6l sprzezonych. Pozwala on przeprowadzi¢ analize
dziatania tego pola na stan naprezen i odksztalceri w ciele oraz ustali¢ ra-
cjonalne technologie jego obrébki. Jednymi z pierwszych prac z tego za-
kresu sa prace zwiazane z obrébka indukcyjna przewodnikéw elektrycznych

[125, 138].

W badaniach tego rodzaju, przy wyznaczaniu stanu odksztalcen i na-
prezen, stosowano przyblizony schemat rozwigzywania, zgodnie z ktérym
z réwnan elektrodynamiki (przy stalych wlasciwosciach elektrofizycznych
materiatu przewodnika, zaniechaniu efektow sprzezenia i ruchu ciata) wy-
znacza sie pole elektromagnetyczne w ciele i ciepto Joule’a. Ciepto Joule’a,
usrednione w okresie fali elektromagnetycznej, rozwazano jako moc zrodet
ciepta w rownaniach kwazistatycznego niesprzezonego liniowego zagadnienia
termosprezystosci. W dalszych badaniach (por. [109, 137]) uwzgledniano
wplyw pola na przewodzenie ciepta i odksztatcenia poprzez zmienne w czasie
ciepto Joule’a i sity ponderomotoryczne, ktére rozwazane byty jako objeto-
gciowe czynniki cieplne i sitowe w odpowiednich zagadnieniach termospre-
zystosci. 7 wykorzystaniem takiego modelu obliczeniowego, na podstawie
rownan sprzezonego liniowego dynamicznego zagadnienia termosprezysto-
$ci, badano termomechaniczne zachowanie sie przewodnikéw elektrycznych
spowodowane dzialaniem ustalonego (kwaziustalonego) pola elektromagne-
tycznego [137]. Przy tym zauwazono zjawiska rezonansu spowodowane kwa-
ziustalonymi sktadnikami sil ponderomotorycznych i ciepta oraz zbadano
termomechaniczne zachowanie sie cial przy czestosciach bliskich rezonanso-
wym [109].

W pracach [54, 55| przedstawiono rozwiazania dynamicznych zagad-
niefi magnetotermosprezystosci dla sprezystego ferromagnetyka. Bazujac na
metodzie matego parametru, podano rozwiazania linearyzowanych réwnan
problemu. Analizowano przy tym, na podstawie uzyskanego rozwigzania,
rozprzestrzenianie sie fal magnetotermosprezystych.

Przeprowadzono réwniez badania dla ciat prostego ksztaltu, stanu na-
prezen przy przebiegach przejsciowych kwaziustalonego pola elektromagne-
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tycznego oraz przy impulsowych obciazeniach magnetycznych [114]. Zapro-
ponowano wariant termomechaniki przewodnikéw elektrycznych przy od-
dzialywaniu na nie polem elektromagnetycznym, ktére ma charakter rezimu
z modulowaniem amplitudy przy impulsowym sygnale modulujacym [115].

W ostatnich latach obserwuje sie coraz szerszy rozwdj badan proceséw
elektromagnetycznych, cieplnych i mechanicznych w ciatach odksztalcal-
nych w powigzaniu z przenoszeniem w nich masy. Historycznie jest to
powiazane z problemami wytwarzania nowych materialow (w tym takze
wieloskladnikowych) oraz prognozowaniem ich wtasciwosci elektrycznych,
magnetycznych, cieplnych i mechanicznych. Odpowiednie modele opisu ter-
momechanicznego zachowania sie cial z uwzglednieniem dyfuzyjnych proce-
sOw oparte sa na teorii mieszanin |7, 65, 144] czy tez teorii odksztatcalnych
roztwor6w statych [120, 107] i opisanych wyzej teorii oddzialywan elektro-
magnetycznych.

I tak, opracowany w [107] model n-sktadnikowego przewodzacego roz-
tworu statego natadowanych sktadnikéw jest uogoélnieniem ,modelu defor-
macyjnego” [136] dla ciala nieferromagnetycznego (z pominieciem procesow
polaryzacyjnych). W modelu tym, ciato jest rozpatrywane jako mieszanina
n elektrycznie natadowanych sktadnikéw: pozytywnie natadowanego szkie-
letu metalu podstawowego, elektronéow przewodnosci orazn — 2 rodzajow
jonoéw rozpuszczonej domieszkowej substancji. Przenoszenie masy w roztwo-
rze (pomijajac przenoszenie masy przez elektrony) jest opisywane (przy za-
tozeniu lokalnej rownowagi cieplnej miedzy sktadnikami) skalarnymi poten-
cjatami chemicznymi domieszek i wigze sie je z niejednorodnoscia rozktadow
badanych pol koncentracji sktadnikow (dyfuzja Ficka), temperatury (termo-
dyfuzja), odksztalceni (mechanodyfuzja), termodynamicznego elektrycznego
potencjatu (charakteryzujacego niejednorodnosé stanu energetycznego elek-
tronéw) oraz sitowym oddziatywaniem pola elektromagnetycznego na nata-
dowane sktadniki domieszkowe. Bezpodredni wplyw przenoszenia masy na
naprezenia wiaze sie z naprezeniami koncentracyjnymi bedacymi skutkiem
nieréwnomiernego rozktadu rozpuszczonej substancji. Termodynamiczne
modele mieszanin przewodzacych (zaréwno ciektych jak i stalych), w kto-
rych brano pod uwage sprzezenie proceséw mechanicznych, cieplnych oraz
dyfuzyjnych wraz z elektromagnetycznymi na podstawie przyblizenia dy-
fuzyjnego rozwazono w pracy [118]. Specyfika wplywu pola elektromagne-
tycznego na przenoszenie masy w mieszaninach w tym modelu uwzgledniona
zostala poprzez reaktywna dyfuzje sktadnikéw jonowych.

Wplyw statego pola elektrycznego na przenoszenie masy w przewodni-
kach niemetalowych badano w zwiazku z ich wtasciwodciami przenoszenia
pradu elektrycznego. W znanych modelach elektrodyfuzji [46] przeplyw
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pradu w ciele wigze sie z dyfuzja nosnikéw jonowych, w szczegolnodci do-

mieszkowych, pod wptywem sil pola elektrycznego.

W literaturze naukowej, w celu opisu sprzezonych proceséw mecha-
nicznych oraz termodyfuzyjnych w odksztatcalnym nieferromagnetycznym
przewodzacym ciele z elektrycznie neutralnymi domieszkami, ktére pod-
dane dziataniu pola elektromagnetycznego, zaproponowane zostaly réwniez
modele obliczeniowe, ktoére zbudowano jak uogélnienie znanych modeli me-
chanotermodyfuzji. W modelach tych wpltyw pola na przenoszenie masy
spowodowany jest dziatlaniem pola odksztalcen i temperatury w ciele [53].

Jeszcze jedno uogdlnienie modeli termodyfuzji dla ciat z domieszkami za-
proponowano w pracach Maruszewskiego [56, 57|, w ktorych uwzgledniono
wplyw magnetycznych wtasciwosci ciata na przenoszenie masy (modele ma-
gnetotermodyfuzji) poprzez uzaleznienie energetycznych charakterystyk do-
mieszek (potencjatéow chemicznych) od parametrow pola magnetycznego w
ciele.

Podsumowujac podany wyzej wybiérczy wykaz zaczerpnietych z litera-
tury naukowej modeli opisu termomechanicznego zachowania sie ciat w polu
elektromagnetycznym, mozna wyszczegolnié szereg problemoéw, zwigzanych
7z modelowaniem sprzezonych proceséw termomechanicznych w ciatach od-
ksztatcalnych, bedacych pod wplywem pola elektromagnetycznego, ktére
potrzebuja bardziej szczegbdlowych badan, a mianowicie:

— rozw6j modeli ilodciowego opisu i analizy przenoszenia masy i ciepla
oraz odksztatcania sie w ciatach wielosktadnikowych o réznej przewod-
nodci elektrycznej przy dzialaniu pola elektromagnetycznego szerokiego
zakresu czestotliwoodci;

— modelowanie proceséw termomechanicznych, zachodzacych w czasie wy-
sokotemperaturowego nagrzewania wielosktadnikowych ciat przewodza-
cych za pomoca pola elektromagnetycznego, ktére uwzgledniaja prze-
miany strukturalne materiatu i ich wptyw na procesy mechaniczne;

— zbudowanie i rozw0j teorii i metod rozwigzywania odpowiednich zagad-
nien fizyki matematycznej;

— opracowanie metodyk eksperymentalnego badania parametréw sprzezo-
nych proceséw mechanotermodyfuzyjnych dla konkretnych typéw od-
dziatywania elektromagnetycznego.

1.2. Zalozenia modelowe

Rozwazane jest zagadnienie wyznaczania pola temperatury oraz napre-
zeti mechanicznych w niemetalowych przewodnikach elektrycznych podda-
nych dziataniu zewnetrznego pola elektromagnetycznego. Do niemetalo-
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wych przewodnikow zaliczamy materiaty wykazujace jonowy typ przewo-
dzenia elektrycznego. Materialy takie zwykle sa materiatami wielosktadni-
kowymi o strukturze porowatej.

Zewnetrzne, state lub zmienne w czasie, pole elektromagnetyczne wywo-
tuje procesy elektryczne, cieplne oraz mechaniczne w osrodku wielosktad-
nikowym, z ktérym powiazane sa zmiany energetyczne [47, 77, 88, 90, 93].
Procesy te sa sprzezone miedzy soba i punktem wyjscia do ich opisu jest
czasteczkowa budowa materii i zatozenie, ze okreslone rodzaje sktadnikéw
przenosza tadunek elektryczny. Wymienione sktadniki tworza miedzy soba
wiazania, ktore w okreglonych warunkach moga ulega¢ zmianom.

Uwzglednienie oddzialywan miedzy osobnymi czastkami w cialach ma-
kroskopowych nie jest jednak mozliwe, jak rowniez nie jest konieczne. Dla
makroskopowego opisu zachowania sie materialéw budowane sa modele z
wykorzystaniem zaltozenia o ciagtym rozktadzie materii i wprowadzania pa-
rametrow polowych. Pozwala to na wykorzystanie aparatu matematycznego
stosowanego przy opisie osrodka ciagtego (model kontinuum materialnego).
Modele, oparte na takim ujeciu, charakteryzuje mniejsza liczba niezaleznych
parametréw okreslajacych wladciwodci rozpatrywanych oérodkéw i sa one
bardziej przydatne do opisu zachowania sie o§rodka materialnego poddanego
oddzialywaniom zewnetrznym. Jednak przejscie od opisu czasteczkowego do
kontinuum zwiazane jest z wykonaniem procedur usredniania wtasciwosci
materiatlowych oraz parametréw ujmujacych procesy fizykalne, zachodzace
pod wplywem dziatania zewnetrznego. Przy modelowaniu wprowadza sie
szereg parametréw, ktére nie wystepuja w typowych opisach kontinuum
materialnego. 7 drugiej zas strony wiekszodé¢ technik pomiarowych bazuje
na rozwazaniach makroskopowych dla kontinuum materialnego.

Przedmiotem naszych rozwazan sa ciata state, w ktérych zewnetrzne
pole elektryczne wywotuje uporzadkowany i ukierunkowany przeptyw ta-
dunku elektrycznego (ptynie prad elektryczny). Dla opisu takiego prze-
plywu wykorzystamy wspoétczynnik przewodnosdci elektrycznejo., bedacy
wspoélczynnikiem proporcjonalnodci miedzy natezeniem E pola elektrycz-
nego oraz gestosci przeplywajacego praduj (prawo Ohma).

Przeptywowi pradu elektrycznego towarzyszy powstanie ciepta oraz sit
ponderomotorycznych powodujacych nagrzewanie sie oraz odksztalcenia i
naprezenia mechaniczne (zar6wno na skutek nieréwnomiernego nagrzewania
sie ciala, jak i dziatania sit, ktore majg charakter sit objetosciowych).

Przyjmujemy, ze przemieszczenia, odksztalcenia i ich predkosci w rozwa-
zanych ciatach, przy przyjetych parametrach oddziatywania elektromagne-
tycznego (Ho < 107 A/m, gdzie Hy — rzad wartosci natezenia zewnetrznego
pola magnetycznego) sa na tyle mate, ze spelniajg zalozenia liniowej teo-
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rii sprezystosdci [68, 122, 123|, a wplyw ruchu na wielkosci opisujace pole
elektromagnetyczne jest pomijalny [63]. Dla rozpatrywanych materiatow
efekty elektromechaniczne i termoelektryczne sa mate i mozna je pominac.
W niniejszym opracowaniu ograniczymy rozwazania do ciat stalych prze-
wodzacych bedacych cialami niepolaryzowalnymi i nieferomagnetycznymi
(elektrycznie i magnetycznie liniowymi).

Wtlasciwosci cieplne oraz mechaniczne rozwazanych materialéw niemeta-
lowych przewodzacych wyznacza dominujaca w ich sktadzie matryca, skta-
dajaca sie z fazy stalej; stad podobienstwo takich materiatow do szkiet i ma-
terialéw ceramicznych. Charakterystycznym jest dla nich brak ptaszczyzny
plyniecia na diagramach obciazenie-odksztalcenie, zas granica sprezystosci
pokrywa sie z granica wytrzymalosci.

W niektérych przypadkach, przy nagrzewaniu przewodnikéw niemeta-
lowych, osiagane sg znaczne temperatury (powyzej 1000°C), co powoduje
koniecznoé¢ uwzglednienia wymiany ciepta przez promieniowanie zar6wno z
otoczeniem, jak i miedzy elementami powierzchni rozwazanych ciat. Zakta-
damy, ze materiaty takie sa nieprzezroczyste dla promieniowania cieplnego
(podczerwonego zakresu czestosci) i uwzgledniane jest ono zatem w warunku
brzegowym bilansu strumieni cieplnych na powierzchni ciata [96, 119, 128].
Dla przewodnikéw niemetalowych charakterystyczna jest réwniez istotna
zaleznos¢ wspodtczynnika przewodnosci elektrycznej oraz cieplnych i mecha-
nicznych wtasciwosci oérodka od temperatury.

W zagadnieniach okreélenia stanu naprezen przewodnikéw elektrycz-
nych, przy stalych wtasciwosciach materiatowych, w przypadku wszystkich
czestotliwoscei pola elektromagnetycznego, za wyjatkiem czestotliwosci re-
zonansowych, pola temperatury i naprezenia mozna okreéla¢ wychodzac z
usrednionego w czasie, z uwagi na zmiennos¢ fali elektromagnetycznej, cie-
pta Joule’a [135, 137, 138]. Bedziemy zaktadaé, ze w rozpatrywanym zagad-
nieniu czestotliwosci w pola elektromagnetycznego nie sg czestotliwosciami
rezonansowymi. Umozliwia to uwzglednienie w wykorzystywanym schema-
cie obliczeniowym wplywu kwaziustalonego pola elektromagnetycznego na
procesy przewodnictwa ciepta i deformacji w ujeciu kwazistatycznym.

W takim sformutowaniu, wyjéciowe zagadnienie opisuje sie sprzezonym
uktadem réwnan elektrodynamiki osrodkéw nieruchomych i przewodnictwa
cieplnego. Stan naprezen okreslamy tu na podstawie réwnan niesprzezonego
kwazistatycznego zagadnienia termosprezystosci ciat termoczutych przy od-
powiednich warunkach poczatkowych i brzegowych [24, 102].
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1.3. Wlasciwosci p6l fizycznych
1.3.1. Pole elektromagnetyczne

Powierzchnia
podziatu

(s)

n

Przewodnik Otoczenie
vo) v)
[E®,H®) E@,HO)

Rysunek 1.1. Pole elektromagnetyczne

Rozpatrywany jest izotropowy przewodnik elektryczny, ktéry poddany
dziataniu zadanego w otoczeniu pola elektromagnetycznego.

Wyjsciowym ukladem réwnai, opisujacym zmiany pola elektromagne-
tycznego w przestrzeni i czasie, w uktadzie przewodnik — otoczenie, s3 row-
nania Maxwella [50, 78, 145]

k
rot H®) = 6]:8); ) —|—j(k)§
oB®)
k) _ .
rot EW = — e (1.1)
divD® = Q).
divB® =0,

dla obszaru ciata (k = 1) i otoczenia (k = 0), ktore w dalszych rozwazaniach
bedziemy w przyblizeniu traktowaé¢ jako préznie ze wzgledu na wtasnodci
elektryczne i magnetyczne. Przez E, H oznaczono wektory natezenia pol
elektrycznego oraz magnetycznego, B, D - indukcje magnetyczna i elek-
tryczna, j - gestos¢ pradu elektrycznego w ciele, Q - gesto$é tadunkow elek-
trycznych.

Z réwnan (1.1) wynika rowniez zwiazek miedzy objetosciowa gestodcia
tadunku elektrycznego Q) i gestoscig pradu j*¥), ktéry nosi nazwe prawa
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zachowania tadunku. Dzialajac operatorem div na réwnania (1.1);, zmie-
niajac kolejnoé¢ rozniczkowania i wykorzystujac rownania (1.1}, otrzymu-
Jemy
9O k)
ot
Celem ustalenia relacji, wigzgcych wartosci wielkosci elektromagnetycz-
nych po r6znych stronach powierzchni rozdziatu (S), wychodzimy z réownan
Maxwella, zapisanych w postaci catkowej [50, 78|

/Hdl / dS+§t/(D)ndS;
/ Edl— -2 /

™)

/ JndS = /QodV
v

V)

/BndS:O;

(S)

+divi® =0, (k=0,1). (1.2)

gdzie (S) - dowolna powierzchnia oparta na konturze (I'); (V') - obszar,
ograniczony zamknieta powierzchnia (.5).

Z rownan (1.3) mozna otrzymac nastepujace warunki brzegowe na gra-
nicy podziatu cialo — otoczenie

o0\ _ (o0
ot Y o !

gdzie Qg - powierzchniowa gestosé¢ tadunku elektrycznego; indeksyn oraz 7
oznaczaja odpowiednio sktadowe normalna i styczng wektorow.
Z warunkow (1.4), i (1.4);, z uwzglednieniem réwnania ciggtosci (1.2)

wynika
08

S (1.5)

(j(l))n - (j(o))n = -
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Catkujac rownanie (1.5) po czasie, otrzymamy wzor

Q= — /(j(l))ndT, (1.6)
0

stuzacy do wyznaczania tadunkéw powierzchniowych, przy znanych wek-
torach gestosci pradu na granicach podziatu. Relacja (1.4), daje te sama
warto$¢ wyrazona przez normalne sktadowe wektoréw indukceji elektrycznej
DM i DO Dlatego warunek, wiazacy graniczne wartosci indukeji i pradow
moze by¢ zapisany jako

(D(1)>n _ (D(O))n S /t(j(l))ndT (1.7)
0

Z warunku (1.4); wynika ciaglos¢ rzutu normalnego rot E przy przej-
§ciu przez granice podzialu, a z (1.4), — rzutu normalnego rot H. Waru-
nek (1.4), pozwala wyznaczy¢ gestos¢ tadunkow powierzchniowychg przy
znanych wartosciach wektora indukeji elektrycznej w osrodku.

Niezaleznymi warunkami brzegowymi na granicy podziatu ciato - oto-
czenie beda nastepujace zwigzki

(£), - (5).:
(), - ().

ktore oznaczaja ciaglodé stycznych sktadowych natezenia pol elektrycznego
1 magnetycznego.

Dla okreglenia pola elektromagnetycznego w obszarze przewodnika elek-
trycznego i otoczenia, nalezy do warunkéw brzegowych dotaczyé warunki w
nieskoriczonogci. Za taki warunek, w obszarze prézni zwykle przyjmowany
jest warunek wypromieniowania [50, 79].

Relacje (1.1)—(1.8) sg stuszne przy dowolnych zmianach temperatury
ciala i zaleznosciach miedzy indukcjami i natezeniami pola elektromagne-
tycznego.

Konkretne zaleznodci wtasciwosci materiatu od temperatury oraz zwia-
zki miedzy wektorami natezenia i indukcjami pél elektrycznego i magne-
tycznego uwzgledniaja relacje fenomenologiczne, ktore uzupekiaja uktad
rownan (1.1).

Materiaty niemetalowe maja wlasciwosdci polaryzacji i namagnesowa-
nia podobne do nieferromagnetycznych, niepolaryzowalnych przewodnikéw

(1.8)
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elektrycznych, tzn. e, u = const. 7 tej przyczyny, jak réwniez z zaleznosci
wspolczynnika przewodnodci elektrycznej od temperatury?’, wynika zwia-
zek miedzy wektorem gestodci pradu j i natezeniem pola elektrycznego E,
ktory w takich ciatach przyjmiemy w postaci prawa Ohma

iV = o (T)EW, (1.9)

a relacje, wiazace wektory natezen i indukcji pél elektrycznego i magnetycz-
nego wybierzemy nastepujaco

DW = cEW), (1.10)

BW =, HW. (1.11)

Oznaczono tu: €, i — przenikalnosci dielektryczna i magnetyczna, ktore sg
state i niezalezne od temperatury. Wartosci wspélczynnika przewodnictwa
elektrycznego wyznaczane eksperymentalnie i podane w literaturze gtéwnie
w postaci tabel [101, 116].

Przy uwzglednieniu relacji (1.9)—(1.11), mozemy uktad réownan (1.1) za-
pisaé jako

OEM

rot HY = ¢ 5 +o.EW;
oHW
1 — _ :
rot ks F ot (1.12)
Q)
divE® = = —;
v R
divH®M = 0.

Uwzgledniajac rzedy czlonéw wchodzacych w te rownania

1
OHW pHy ey Eo
Y L Y

Hy
tHY ~ =2,
ro L P o To

gdzie Hy, Ey - rzedy wartosci natezenia pola elektrycznego i magnetycznego;
L - dtugosci, 19 - czasu relaksacji, z pierwszego rownania (1.12) otrzymamy

H €
LO:O'QE0<1+ )

OeT

3

Stad dochodzimy do wniosku, ze jezeli < 1, to drugi czton, tzn. prad

OeTQ
przesuniecia mozna poming¢. Przy tym, dla niemetalowych przewodnikéw

przy 0. = const dla 79 > 1073 prady przesuniecia maja wartoé¢ mniejsza
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niz 1% pradow przewodnosci. Przy wzroscie temperatury warto$é wspot-
czynnika przewodnosci rosnie, dlatego przyjete oszacowanie jest stuszne i w
takim przypadku.

Z uwzglednieniem powyzszego, wyjsciowy uktad rownan opisujacy pole
elektromagnetyczne w niemetalowym przewodniku elektrycznym moze by¢
zapisany w nastepujacej postaci

rot HY = ¢ EM):

1)
rot EV) = —,uaH ;
ot (1.13)
T Q)
R
divH®Y = 0.

Rownania (1.13) moga by¢ w znany sposob [23, 137] zredukowane do
uktadu réwnan wzgledem funkeji H lub E. Wyrazajac za pomoca réwnania
(1.13), wektor E® przez HY | po podstawieniu tego wyrazenia do réwnania
(1.13),, otrzymamy

1 oHW
il SR
rot o rot H 7 5

(1.14)

Z wykorzystaniem relacji

rot(arot F) = arotrot F + grad a x rot F;
rotrot F = graddivF — AF,

gdzie A - operator Laplace’a, przejdziemy do réownowaznego (1.14) uktadu
réwnan

oHW 1
AHW o~ + 0, grad — tHY =0
RO oegrad o X To ’ (1.15)

divH® = 0.

Uktad rownain elektrodynamiki (1.1) wzgledem funkcjiH®) dla obszaru
otoczenia zewnetrznego ma postac

9?H©)
AHO — =
Hoco 5 =0, (1.16)
divHO® = 0.
Przy o. = const, rownania (1.15) zapiszemy odpowiednio
oHM
AHW e——— =
tpoe—g— =0 (1.17)
divHY = 0.
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Warunki brzegowe (1.8), na granicy uktadu ciato — otoczenie bedg od-
powiednio wynosity

t
HD), = =), i(rotH _ 1 rotH dto. (1.18)
O¢ T €0
0

Warunek wypromieniowania wyrazony przez funkcjeH przyjmuje postac

OoH®O®  19HO

ot | =0 (1.19)

lim r
r—00

Kiedy okreslimy funkcje H® i H) | to odpowiednie — E©) i E(M) wy-

ZNnaczymy ze wWzorow

ED _ L qO
Oe
1 t (1.20)
— rotH dto;

80
0

Uktad réwnan elektrodynamiki w przypadku, gdy jako poszukiwane
funkcje wybrane zostana E() i E(©) | bedzie nastepujacy

ED
AEW — grad div EW = ,u%E(l) + Ueua ;
ot ot
o) (1.21)
divE® = =,
€0
dla obszaru ciata i odpowiednio
9?E©) 2
AE® hCA
THOS0 TG T Moy, (1.22)
divE® = 0.
dla obszaru otoczenia.
Przy 0. = const, réwnania (1.21) zapiszemy nastepujaco
) OEM)
AEWD — grad div EM = Oeft ;
ot 1.23
divE® = =

€0

23



W tym przypadku, przy wykorzystaniu réwnania cigglosci, otrzymujemy,
ze funkcja QM) =0 i réwnania (1.23) upraszczaja sie do postaci

IN-CPEL

(1.24)
divE® = 0.

Warunki graniczne i wypromieniowania, wyrazone przez funkcje E sg
analogiczne do relacji (1.18)—(1.19). Zatem

1 1
Wy, _ (go). L o) -1 (0)
(ED), = (E®), M(rotE )T m <rotE )T. (1.25)
. OEO  19EO
AT e | (1:26)

Funkcje HO® i HY | przy wyznaczonych E©) i E(M) zapiszemy jako

7;\'—‘

t t
1
/ rot EMdty; HO = —— / rot EQ)dt. (1.27)
Ho
0 0

Cieplo Q. produkowane w ciele na skutek przeptywu pradu elektrycz-
nego j) = 0. EM) wyrazamy zgodnie ze znanym wzorem [137]

Q. =iV . E® = 5, EW . ED), (1.28)

a wyrazenie dla sity ponderomotorycznej zapiszemy odpowiednio
¢
F, = 1j" x HY = —¢, B x /rot EWdt, (1.29)
0

W przypadku postawienia zagadnienia elektrodynamiki w funkcjachH(©)
i HY wzor (1.28) wygodnie jest przedstawié jako

Q.=+ (rot H(1>)2, (1.30)

Oe
za$ wyrazenie (1.29) bedzie wtedy miato posta¢

F, = Lot HO x HO. (1.31)

Oe

24



Powierzchnia
podziatu

(s)

n

Q-T

Ciato state Otoczenie
(V ) ) (V ©) )
Przewodnictwo Konwekcja,

cieplne promieniowanie

Rysunek 1.2. Pole temperatury

1.3.2. Pole temperatury

Ciepto Q., produkowane w ciele, jest ciaglym Zrédlem ciepta w row-
naniu przewodzenia ciepta [96, 97, 128]. W rozpatrywanym zagadnieniu
takie réwnanie, przy wspolczynnikach cieplnych bedacych funkcjami tem-
peratury, ma postac

div[A(T) grad T] = CV(T)%;F _o. (1.32)

Roéwnanie (1.32) trzeba uzupehi¢ warunkami poczatkowymi i brzego-
wymi odpowiadajacymi zadanym warunkom nagrzewania.

Przyjmiemy, ze w chwili poczatkowejt = 0 temperatura ciata jest zadana
i rowna Tp(r). Wtedy warunek poczatkowy wynosi

T(r) = Tpy(r). (1.33)

Poniewaz rozpatrywany jest zakres podwyzszonych temperatur nagrze-
wania, przy formutowaniu cieplnych warunkéw brzegowych konieczne jest
uwzglednienie strumieni ciepta bedacych skutkiem promieniowania [119].
Uwazamy, ze ciato jest nieprzezroczyste dla takiego promieniowania, a pada-
jacy na jego powierzchnie strumieni ciepta jest czesciowo pochtaniany przez
cialo, za$ cze$ciowo odbija sie, réwnomiernie rozpraszajac sie we wszystkich
kierunkach (powierzchnia szara z odbiciem rozproszonym [119]). Odpo-
wiednio do przyjetego modelu obliczeniowego, zapiszemy bilans strumieni
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cieplnych na powierzchni S ciala. Wtedy dla elementarnego obszaru dS
powierzchni S bedziemy mieli

Ir = Qronv + Geff — pad- (1.34)

Oznaczono tu : ¢y - gestosé¢ strumienia ciepta, doprowadzanego (odprowa-
dzanego) do powierzchni na skutek przewodnictwa cieplnego,qrony - gestosc
strumienia ciepla bedacego skutkiem konwekcji, qpad, gef - odpowiednio
gestosci strumieni padajacego i efektywnego, bedacych efektem promienio-
wania.

Gestos¢ strumienia ciepta, odprowadzanego od powierzchni na skutek
konwekcji wyznacza sie zgodnie 7z prawem Newtona, zgodnie z ktérym stru-
mien Qyony jest proporcjonalny do réznicy temperatury ciata i otoczenia
[128], tzn.

qkonv = H*(T - TS); (135)

gdzie H, - wspoélczynnik przejmowania ciepta,T’s - temperatura otoczenia.
Gestos¢ efektywnego promieniowania powierzchni wyznacza sie jako su-
me gestosci strumieni wlasnego ¢, 1 odbitego ¢,

Geff = Quw + Go- (136)

Dla powierzchni szarej z odbiciem rozproszonym gestos¢ promieniowa-
nia wtasnego jest proporcjonalna do czwartej potegi temperatury, a gestosé
strumienia odbitego jest réwna réznicy gestosci strumieni padajacego i po-
chlonietego [119]. Dlatego relacje (1.36) mozemy zapisa¢ w postaci

Gost = €ooT* + (1 — €)gpad- (1.37)

gdzie € - wspodtczynnik emisji powierzchni, og - stata Stefana-Boltzmanna.
Sumaryczny strumien promieniowania padajacego na elementarng po-

wierzchnie dS wyznacza sie jako sume strumieni promieniowania na te po-

wierzchnie od wszystkich promieniujacych elementarnych powierzchni

dpad = / GetdFas—asdS’ (1.38)
(57

. 1 ) .
gdzie dFy5_qs = o) COS (gg—qs’ COS (s’ —qs - elementarny wspotczynnik
T

katowy miedzy plaszczyznami dS’ i dS, charakteryzujacy cze$¢ strumienia
efektywnego promieniowania plaszczyzny dS’, ktora pada na plaszczyzne
dS; | - dtugos$é odcinka, taczacego te plaszczyzny, ags_qs - kat miedzy
wektorem normalnym do plaszczyzny dS i kierunkiem na dS’ (rys. 1.3).
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Rysunek 1.3. Okreslenie wspotczynnikéow katowych

Wyeliminujmy z relacji (1.35), (1.37), (1.38) wielkoSci gpad Oraz ges-
Otrzymamy w ten sposob warunek brzegowy na powierzchni§ ciata

1—¢€
qr —€ / 7 d\dF as—qsr = €ooT* —

(5)

¢ / [H (T" — Ts) + o0 (T’)ﬂ dFgs—qsr + He (T —T") ,(1.39)
()

gdzie ¢\ wyznacza sie z prawa Fouriera [96, 97, 128], tzn.
g =—(AgradT) -n (1.40)

Dla przypadku, kiedy wymiany ciepta przez promieniowanie si¢ nie uw-
zglednia, warunek brzegowy (1.39) przyjmie postac

o=H (T-T), (1.41)

tzn. jest warunkiem brzegowym III rodzaju [128].

1.3.3. Pola przemieszczen, odksztalcen i naprezen

Pole temperatur T jest przyczyna pojawienia sie w ciele pola odksztatcen
€ i naprezen 0. Wyjsciowy uktad réwnan termosprezystosci [68, 123], stu-
zacy do ich okreslenia, przy przyjetym schemacie obliczeniowym ma postac

2
Dive + F, = pngl; (1.42)
_ 1
e =Defu= §(Vu+uV), (1.43)
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T -u,6d

Ciato state

ve)

Powierzchnia

(s)

Rysunek 1.4. Pola mechaniczne

a zwigzek miedzy tensorem odksztalcerie i naprezen o dany jest rownaniami
Duhamela-Neumanna

~

& = 2, (T)e + [\ (T)e — Bu(T)B(T)] T (1.44)

T
W powyzszych rownaniach u - wektor przemieszczenia, ®(T') = [ ar(€)d¢,
To

€ = Uk k, Bx = 3A+2y, o - liniowy wspotczynnik rozszerzalnosci cieplnej,
A, s - parametry Lamego, zwigzane z modutem sprezystosci F i wspot-
czynnikiem Poissona v relacjami

v(T)E(T) E(T)

M) = [T+ (D)L — 20(D)] o= 2+ v (1))

gdzie T' - temperatura ciala okreslona na poprzednim etapie rozwigzywania
zagadnienia, I - tensor jednostkowy.

Mechaniczne warunki brzegowe odzwierciedlaja sposéb zamocowania cia-
ta i moga odpowiadaé¢ zadaniu na powierzchni sit

oijn; = pi(ro,t), (1.45)

1 przemieszczen
U; = uio(ro, t) (1.46)

lub i sil, i przemieszczen (postaé mieszana). Oznaczono tu{p;} = p - wektor
sit powierzchniowych, {up;} = ugp — wektor przemieszczeni na powierzchni
ciala. Warunki poczatkowe dane sa zaleznoscia

ou

u = 0; a:() przy t=0. (1.47)
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Zapiszmy teraz wyjsciowe réwnania termosprezystosci w przypadku, gdy
za funkcje poszukiwane wybrano przemieszczenia u. Podstawiajac rela-
cje (1.44) do (1.42) i zastepujac w otrzymanych wyrazeniach odksztatcenia
przemieszczeniami — zgodnie ze wzorami Cauchy’ego (1.43) — otrzymu-
Jemry

i (T)AU + [ps(T) + A (T)] grad divu +
+grad A\« (7)) divu + 2Def u - grad pu.(T) + Fs =

0%u
= grad [B«(T)P.(T)] + pv

S (1.48)

Wybierajac za funkcje poszukiwane naprezeniac, wyjsciowy ukltad row-
nar otrzymamy dzialajac operatoremInke = V xex V na réwnania (1.43).
Uwzgledniajac, ze Ink Def = 0, otrzymamy

P 0%u
Divo + F* = pV@

(T (1.49)

Ink {ZG}(T)a + [<I>(T) - E(T)akk} f} =0,

gdzie G - modut $cinania.

1.3.4. Rownania podstawowe

Pierwszym etapem rozwiazywania zagadnienia wyznaczania stanu ter-
mosprezystego przewodnika elektrycznego, ktérego wlasciwosci materiatowe
sa zalezne od temperatury, jest okreslenie pol elektromagnetycznego i tem-
peratury. Za funkcje poszukiwane wybieramy intensywnos$é¢ pola magne-
tycznego H i temperature T. Funkcje HY, HO) T spelniaja réwnania
(1.15), (1.16), (1.32) i tworza nastepujacy uktad

H) 1
AHW + ,uaeaat + 0 grad — X rot HO = 0, div HD = .
Oe
211(0)
AHO) — 02 S =0, divH? =0, (1.50)
oT
div[\(T) grad T = CV(T)g — Qs

przy odpowiednich warunkach (1.18), (1.19), (1.33), (1.39).

Sprzezone zagadnienie elektrodynamiki i przewodnictwa ciepta jest nie-
liniowe z uwagi na zaleznos¢ charakterystyk materiatu od temperatury, po-
staci zrodel ciepla i warunek brzegowy (1.39).
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W drugim etapie rozwigzywania zagadnienia wyznaczania stanu termo-
sprezystego przewodnika elektrycznego — przy znalezionym na pierwszym
etapie polu temperatur 1" i sily ponderomotorycznej F. — wyznaczamy
sktadowe wektora przemieszczen u oraz tensora naprezen 6. Za funkcje
poszukiwana wybierzemy wektor przemieszczen u. Funkcja u spetnia réow-
nanie (1.48)

ps(T)Au + [ (T) + A (T)] grad divu +

+grad A (T)divu + 2Def u - grad . (T) + F,. =
0%u

52

— grad [3.(T)®.(T)] + pv (L51)

przy warunkach brzegowych (1.45) lub (1.46).

W zagadnieniu takim wystepujace w analizowanych réwnaniach wspot-
czynniki sa, z powodu zaleznosci wlasnosci materiatlowych od temperatury,
funkcjami wspoétrzednych.

Zapisane réwnania wyjsciowe elektrodynamiki i termosprezystosci po-
zwalaja — przy konkretnych warunkach brzegowych i poczatkowych —
okregli¢ pola: elektromagnetyczne, temperatury i mechaniczne.

1.4. Rozwiazanie zagadnienia brzegowego

1.4.1. Wyznaczanie pola elektromagnetycznego i temperatury

Dla rozwigzania zagadnienia etapu pierwszego wykorzystamy metode
analityczno-numeryczng, bazujacg na procesie iteracyjnym, zbudowanym
nastepujaco.

W rozpatrywanym przedziale temperatur nagrzewania(7Ty, 17), gdzie T}
jest charakterystyczng temperatura nagrzewania, wspoétczynniki materiato-
we przedstawimy w postaci

0e(T) =00 + 0e1(T);
MT) =X + M (T); (1.52)
cv(T) =cvo + cvi(T);
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gdzie 00, Ao, cyo 0znaczaja Srednie wartosci wspoétczynnikéw materiato-
wych w przedziale nagrzewania, tzn.

T
1

Oe0 :Tl T, /O'e(T)dT§
To
T

1
= NT)dT .
i [ AT (1.53)
To

Ty
1

T
ﬂ—%/W()’
To

Ao

cvo =

a 01, A1, cy1 - odchylenia rzeczywistych wartosci tych wielkosci od §rednich.
Wtedy wyjsciowy uktad réwnan (1.15), (1.16), (1.18), (1.32), (1.33),
(1.39) mozemy zapisa¢ jako

(1)
AHW + O e oH = L grad oe1 X rot HD +
ot Oe0 + Oc1
1)
11061 H . divH®Y =0; (1.54)
ot
2H©)
AH®O — HoZ0—5— = 0; divH® = 0; (1.55)
1 1 ;
Oy —mpgOoy.. - -y = = (0) .
(HY): = (HO); (rotH )T - /rotH dty |
0 T
(1.56)
. oH©®  19HO
rhﬂrgor o + el 0; (1.57)
T T
MAT = CVOC{;t — Qs — diV()\l grad T) + chaat; (158)
T(r,0) = Tp(r); (1.59)

1—¢€
—€ / e d\dF as—qsr = €ooT* —
(8"

—e / [H (T" — Ts) + o0 (T’)ﬂ dFgs—asr + He (T —T") .(1.60)
(5")
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W réwnaniach tych oznaczono
gn=—(Mograd T) -n — (A grad T) - n;

Qs = _ (rot H(1)>2.
Oe0 + Oel

Za pierwsze przyblizenie przyjmujemy rozwigzanie zagadnienia przy sta-
tych wspolczynnikach materiatowych réwnych wartosciom érednimaoeq, Ag,
cyvo, tzn. rozwigzanie zagadnienia przy znanym schemacie obliczeniowym
[23, 137].

Odpowiednio do tego, wyznaczanie pola elektromagnetycznego i tempe-
ratury sprowadza si¢ do rozwigzania liniowego zagadnienia elektrodynamiki

(1:1)
AHEY — ,weoal;t =0; divH®EY =0, (1.61)
217(0;1)
AH®D — Mogoaglﬁ =0; divH®D =0; (1.62)
t
(HOD), = (HOV); L (ot HOD) = L / HODary | ;  (1.63)
Oe0 T €0
0 T
oHO:LD 1 9HO:D)
li = = :
v or + c Ot 0 (1.64)

okreglenia gestosci produkeji ciepta Joule’a przy wykorzystaniu znalezionej
funkcji HGY {1 wzoru

2
QY = L [rot H(l?l)] , (1.65)
Oe0

oraz rozwiazania nieliniowego (z uwagi na nieliniowo$¢ warunku brzegowego
(1.60)) zagadnienia przewodnictwa cieplnego

(1)
MATD = ¢y agt — Qx; (1.66)
TW (r,0) = T,(r); (1.67)
1—¢€ 4
g\ —e / TQ)\(I)d}_dedS/ = €0y (T(l)) -
(")
/ , 4
—€ / [H* (T @ _ Ts) + oo (T (1)> } dFgs—_as’ +
(S
+H, (T<1> - T’) : (1.68)
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Kolejne przyblizenia wyznaczamy z relacji

A HH 9 1 A
AH®Y — o, — A d [ (TP
Hoeo—o o0 T oot (TF 1) grad [oe1 ( )] x
y . Hi=1) ;.
x rot HL1 4 ;wel(Tll)aat; div H®D = 0;
. 21 (039) ,
AHO) — ,LLOEOL 5‘HtZ =0; divH®) =0;

0
t
X (/ rotH(O;il)dto) o (=B = @O,
0 T
i OH®O%) 1 oH©O:)
R T !
oraz
AT — oy 2T
0 = CVOW — Qs —
. . . T(i—l)
— div [A(T0)) grad 76D 4 e (162 s
T (r,0) = Tp(r);
7 1—¢€ i i 4
qﬁ) —€ / 7 Q)\( VdF 45 as = oy (T( )) -
€
(8
(s ;oo\ 4
—€ / [H* (T @ _ Ts) + 09 (T (z)> ] dFas—as’ +
(")
+H. (1O -T'),
gdzie

q/(\i) =— ()\0 grad T(i)) ‘n — (Al(T(i_l)) grad T(i_l)) - n;

(5 _ 1 + {0 2
Q* T + Ol (Ti—l) [I‘O ] .
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Te0 T €0 0020

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)



W ten sposdb, w kazdym kroku procesu iteracyjnego konieczne jest roz-
wigzanie w pierwszej kolejnosci zagadnienia elektrodynamiki (1.69) — (1.72),
a nastepnie wyznaczenie z zagadnienia przewodnictwa cieplnego (1.73) —
(1.75) pola temperatury T przy wykorzystaniu juz okreslonego polaH%),

W przypadku rozpatrywanych dalej proceséw kwaziustalonych, kiedy to
pole elektromagnetyczne w ukladzie wywolane jest zmiennym w czasie, za-
danym kwaziustalonym polem elektromagnetycznym w otoczeniu, natezenie
pola magnetycznego w (i)-tej iteracji bedziemy wyznacza¢ w postaci

HOD (r,1) = 5 [HY) (0,06 + HE (r,)e 7]

HOD (r,1) = 5 [HY? (0,06 + HYY (1))
Amplitudy natezenia pola magnetycznego w ciele H®) | w prozni HO
bedziemy uwazaé za wolno zmieniajace sie funkcje czasu tzn.

8H(O;i) t
A (I‘, ) <

(1.77)

w ‘Hf;i)(r,t)’

ot

) (1.78)
OH, " (v, t »
Aat(r ) <<w‘HE41’)(r,t))

Po podstawieniu wyrazen (1.77) do wyjsciowych rownan elektrodynamiki
(1.69)—(1.72) oraz uwzglednieniu warunkow (1.78) otrzymamy dla iteracji
(1) zagadnienie brzegowe wyznaczania amplitud natezenia pola magnetycz-
nego H®) | HOD | ktore zapiszemy nastepujaco

AHYY +ipgwo By = (T, 1, HY7Y); divHY? =0;  (1.79)

AHYY + coupeMYY = 0, divHEY = 0; (1.80)
1 15 1 0si 11
oo (rot H(A ))T =ioe (rot H(A )>T + fQ(T(ifl)aHELx ))§ (181)
(L 0)\ '
(s), = (|3),
. (/?;1) W (0:1)|

lim r 5 +—H,"’| =0, (1.82)

r—00 T C

gdzie

(1;i—1)

f1 (T(i—1)7 H(j;i_l)) grad Oel (T(Z_l)) X rot HA -

-
Oel (T(ifl))
WO 1 (T(i_l))Hg;i_l);
Oel (T(ifl)) (

i&oerw

0;i—1)

Fo(Ti_y, HUFY) rot H >T.
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W przypadku kwaziustalonego pola elektromagnetycznego wyrazenie dla
usrednionego w czasie wydzielanego ciepta wynosi

27 fw

w
Qw0 = o / Qxdt. (1.83)

0

W zwiazku z tym, ze pole temperatur 1" jest uwarunkowane usrednionym
w okresie f = 27 /w wydzielanym cieptem, przyjmijmy, ze pole temperatur,
a tym samym i 0. = 0.(T") w okresie f, zmienia sie stosunkowo malo, tzn.
spelniony jest warunek

oT
ot

’ < w|T.

Przy tym, zaniedbujac zmiennos¢ w okresie usredniania funkcjio. (7'), otrzy-
mamy

*

OIS rot HS) - rot HS) (1.84)

20.(T)

Wtedy wyrazenie Q. ;) we wzorze (1.76) z uwzglednieniem (1.83), (1.84)
zapiszemy jako

o) 1 (0 2 U=l
x(7) — - t ’ . t ’ .
@) 2[0e0 + Te1 (T1)] B

(1.85)
Zbudowany proces iteracyjny pozwala sprowadzié¢ pierwszy etap wyjscio-
wego kompleksowego zagadnienia wyznaczania stanu termosprezystego do
zagadnient brzegowych elektrodynamiki i przewodnictwa cieplnego, do kto-
rych mozna efektywnie stosowaé znane analityczne i numeryczne metody
rozwigzywania.

1.4.2. Wyznaczanie odksztalceni i naprezen

Dla rozwiazania zadania drugiego etapu budujemy proces iteracyjny w
sposob podobny jak przy rozwiazaniu zagadnienia etapu pierwszego.

Mechaniczne wspoélczynniki materialowe przedstawiamy w postaci po-
dobnej do (1.52), tzn.

M(T) =i + X1 (T');
Hos (T) =0 + M*I(T)

; (1.86)
ar(T) =aro + ari(T);
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gdzie Ao, f+0, @To — wartosci srednie
Ty
1

Ao = M\ (T)dT;
0 ﬂ—%/ )

0 = «()YdT, .
oo = [ (D) (187)

1

= T)dT
aTo Tl_TO/aT( )dT;
To

a g1, M1, @1 — odchylenia wartosci rzeczywistych wspotezynnikéw ma-
terialowych od srednich.
Wtedy wyjsciowe rownanie (1.48) bedzie miato postac

02
o)A + 1.0 + o] grad div u = grad [, (1) @(D)] + py S5 -
— 151 (T AU — (s (T) + A1 (1)) grad divu —
(grad A\ (7)) divu —2Defu - grad p,1(T') — Fo(T). (1.88)

Przy tym warunek brzegowy (1.46) nie zmieni sie, a warunek (1.45), z
uwzglednieniem (1.43), przyjmie postac

{2u*0 Def u + [Mourr — Broaro(T — Tp)] f} n=p-
- {2u*1 Def u+ Mty — B ®1(T)] f} n przy re S, (1.89)
gdzie
Bro = 3X0 + 20205 Be1 = Bx — Bros ®1(T) = (T) — oo (T — Tp).

Warunki poczatkowe dane sa zaleznoscia

Ju
u=0 —=0 przy t=0. 1.90
5t przy (1.90)
Za pierwsze przyblizenie wybieramy rozwiazanie zagadnienia, kiedy A1,
11, a1 beda rowne zeru. Przy tym réwnanie wyjsciowe stuzace do wyzna-
czenia funkcji u bedzie nastepujace

1120 (T) AU + [1140 + Ayo] grad diva =
9?u®

=Vga + Bwoarograd T — F . (T), (1.91)
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a warunek brzegowy (1.89) i poczatkowy (1.90) mozemy zapisaé jako
{Q,U*O Def uV) + )\*ouk i — Broaro(T — TO)} f} n = p; (1.92)

ou®
Ot

Kolejne przyblizenia wyznaczamy z zaleznosci

uM) =0; =0 przy t=0. (1.93)
11x0(T)Au + 1.0 + o] grad divu® = p® (1.94)
przy warunkach brzegowych
ul = u((]i) przy resS (1.95)
lub

{2,u*0 Def u® + {)\*ouk e — Broaro (T — To)} f} n=p-—

- {2u*1 Def u® + [A*luk ) — B ®y(T )] f} n (1.96)
i poczatkowych '
g, M t=0 (1.97)
u = U at = przy =V, .
gdzie
‘ 92u(i—1) .
PO = oy 0 4 grad [6.(1)9(T)] + o (T) Au) -

ot
— (a1 (T) + M1 (T)] grad div ul=Y — grad A\ (T') divuY —
—2Deful=b . grad[u. (T)] — F«(T).

Przy znalezionym wektorze przemieszczen u sktadowe tensora naprezen
wyznaczamy zgodnie z wynikajacym z relacji (1.43), (1.44) wzorem

& = 2u. Defu + Mgy, — .| 1. (1.98)

Zaznaczmy, iz zagadnienia (1.94)—(1.96) w swej strukturze pokrywaja
sie z zagadnieniami termosprezystosci przy statych wspoétczynnikach mate-
riatlowych i dla ich rozwigzania moga by¢ stosowane znane metody termo-
sprezystosci [68, 105, 123].






Rozdzial 2

Procesy termomechaniczne w jednorodnym
cylindrze

W tym rozdziale podane zostalo rozwiazanie kompleksowego zagadnie-
nia wyznaczania stanu termosprezystego cylindra, poddanego oddziatywa-
niu zewnetrznego, kwaziustalonego pola elektromagnetycznego.

2.1. Sformulowanie zagadnienia brzegowego i algorytm
rozwigzania

Rozpatrzmy dlugi cylinder — wykonany z materialu przewodzacego
prad elektryczny, o promieniu Ry — odniesiony do uktadu wspoétrzednych
cylindrycznych (p, ¢, z), ktorego 0§ Oz pokrywa sie z osia walca (rys. 2.1).
Zewnetrzne pole elektromagnetyczne, zadane wektorem natezenia pola ma-
gnetycznego na powierzchni p = Ry, jest réwne

Rysunek 2.1. Schemat cylindra oraz wyboru uktadu wspétrzednych
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Cylinder wymienia ciepto przez konwekcje i promieniowanie z otocze-
niem o zadanej temperaturze 7y. Jego powierzchnia jest wolna od zewnetrz-
nego obciazenia mechanicznego.

Z analizy rownan wyj$ciowych elektrodynamiki (1.15)—(1.20) wynika, iz
w obszarze cylindra niezerowe beda: sktadowa H,(p,p,t) natezenia pola
magnetycznego i sktadowe E,(p, ¢,t), Ey(p, ¢,t) natezenia pola elektrycz-
nego. W zwiazku z tym, pola temperatury, naprezen i odksztalcert cylin-
dra uwazamy za niezalezne od wspétrzednej z, tzn. zaktadamy, ze u =
{uﬂ(pv 1) t)’ ucp(ﬂy ') t)v 0}7 T= T(pa 1) t)'

Zgodnie ze schematem obliczeniowym rozwiazania zagadnienia wyzna-
czania stanu naprezen i odksztalceri, w etapie pierwszym okreslamy wzajem-
nie sprzezone pola elektromagnetyczne i temperaturowe w obszarze cylin-
dra. Z réwnan (1.15) otrzymamy w rozpatrywanym przypadku nastepujace
réwnanie

OH, 1 doe(T) 0H, B i@ae(T) OH,

2 —_—
VH A+ poe(T) =, oe(T) | 9p Op p* 9Jp Op

=0 (2.2)

okreglajace intensywno$¢ pola magnetycznego w obszarze cylindra. Ozna-

tu V2 62+1a+18 R4 e (2.2) ki
czono tu = —F - - Oowlanle . razem z warunkiem
p*>  pdp  p* 0y ’
poczatkowym
H,=0 przy t=0 (2.3)

i brzegowym (2.1), sktadaja sie na wyjsciowe zagadnienie elektrodynamiki.
Intensywnosé pola elektrycznego w ciele okreslamy przy tym zgodnie ze
wzorami (1.20), tzn.

1 0H. 1 0H,
P poe(T) 9o TP 0e(T) Op

(2.4)

Ciepto Joule’a (1.30) przedstawimy jako

1 | /0H.\? [0H.\*
@*zaewzwi):%[( = +<8¢)], 25)

a rownanie przewodnictwa ciepta (1.32) mozemy zapisa¢ w postaci

0*T 10T 182T] OTIN | 19T A oT (2.6)

a2 0op T FoE T apop T Popae VT
Przyjmiemy, ze w chwili poczatkowej temperatura cylindra jest stata i
réwna temperaturze otoczenia Ty, tzn. cieplny warunek poczatkowy (1.33)

wyniesie
T=Ty przy t=0. (2.7)
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Powierzchnia cylindra jest wypukta, dlatego miedzy elementarnymi ob-

szarami tej powierzchni wymiana ciepta nie zachodzi (dFys_qsr = 0) i
cieplny warunek brzegowy (1.39) w tym przypadku bedzie mial postaé¢
oT
“Ag- = cogT* + H, (T —T') przy p=Ry. (2.8)
0

Niezerowe przemieszczenia u, i w, w cylindrze (przy pominieciu sit
bezwtadnosci dla rozwazanego dalej przyblizenia kwazistatycznego |23, 68,

123]) spetniaja rownania
Ocpk,  up 25 Oug 28u* Oou,

ap T 2 a0 T 0p 0p

L (18 ) - s
Vg + (A + M*);%ggf — u*%f + 2:;‘ %Zj# (2.9)
() 2 ()
" 1
811;1“?3; = p@fo(ﬁ*q))’
gdzieskkzaaupp—%; %f;a+up )

Warunki brzegowe (1.45) odpowiadajace brakowi obciagzenia mechanicz-
nego na powierzchni bocznej cylindra przyjma postac

Oup | A Oup | s

fs Oy ,u Ouy, M*u 0 pr o .
- " «— — — = Zy = 0-
p Op o p 7

Po wyznaczeniu z rownan (2.9) pola przemieszczen przy warunkach brzego-
wych (2.10), naprezenia w cylindrze znajdziemy ze wzorow

ou ou 10u U
T =g, T <ap+p3s0+p> ’
U¢¢_2M*<1%+%>+A*(amj+1%+%>_ﬁ*q);

pop  p dp pOp  p (2.11)
UZZ:A*<8%+1%+%>_M;

op  pdp p

1 (Ou, Ouy,
Upwzasop::“*; %*“w +%v



ktore wynikaja z zaleznosci (1.44).

Wtedy, w rozpatrywanym przypadku, w kazdym kroku procesu itera-
cyjnego rozwiazujemy kolejno nastepujace zagadnienia. Natezenie pola ma-
gnetycznego Hz(l) na i-tej iteracji wyznaczamy z réwnania

‘ 8I{(z) 1 do 1(T(i71)) aH(Z—l)
VQH(I) e 2 = ; : )
S ¢ ) o0 (2.12)
1 oo (T(l_l)) 8_E[(zfl) ) aH(Zfl) .
N ' el z — poey (TUD) =22
P20 (T(D) Ao D ot
przy warunkach:
— poczatkowym _
HS) =0 przy t=0 (2.13)
— brzegowym '
HY = Hy(p,t)sinwt przy p= Ry. (2.14)

Nastepnie, po wyliczeniu rozktadu mocy produkcji ciepta Q&i) zgodnie ze

Wzorem
0 1 on™\" 1 (o’
@ _ _ : —(Z=) |, 2.1
Q 5o (T0T) o | T 9% (2.15)

rozwigzujemy zagadnienie przewodnictwa ciepla

=rPY (2.16)

92T 1970 1 9270 oT®
Ao * — CVo

o7 o p P 0 ot
TO =Ty przy t=0; (2.17)
oT® ! . ,
— — (4) @) _ ) _ pl) _
0", = €00 (T ) + H, (T T) PY przy p=Ro. (2.18)

Tu oznaczono:

a7 oy, [O*TUTY 1oTY
R A

L OPTU-D N\ aa(TUD) o701 g (T0D) oT D

P2 0p? dp dp p?  dp op

o170~

op

P = £\ (76D

Przy tym wspoélczynniki materiatowe o, A, ¢y okreglone sg wzorami (1.52)
- (1.53).
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Przy znalezionym polu temperatur T', sktadowe przemieszczen u, i u,
w kazdej iteracji wyznaczymy z uktadu réwnan

9el) (i)

up 21440 8ug)

2, (i) Do, Up = o).
poVouy’ + (Ao + px0) dp 0 2 02 Oy P (2.19)
A 106l w20 0l ; .
2. (4) L0k il Hx0 OUp ™ o)
pao V=g’ + (Aso ‘|‘N*0)p P H+0 2 + 2 Oy e

gdzie wykorzystano zaleznosci (1.94), (1.95) i (2.9), (2.10), oraz warunki
brzegowe

aul) Moo A
(2120 + As0) 5 + S0 4 Doy, =y
dp p ¢  p
() () (2.20)
M0 aUp aucp 0 _

p Op

W powyzszych zaleznogciach

dp ' p\Op
0 . geli~1)
(I)(Z) _ 7 *(I) — 1 2, (i-1) )\* . kk
p ap(ﬁ ) — 1 Vouy) (A1 + ps1) 9p +
n ugi_l)  2p auf,?‘” Ol auﬁf‘”
et e P> Oy dp  dp
o (107N oy
p oo \p 9p p Meop
y_ 10 185&,‘1)
o ug_l) 2/441 8u(p 8,u*1 1 8up B Z 2 B
2 p? p Op p
20p (10uf™" b axﬂ
p Op \p Op
uli—Y 8u
; 92 . . P 4 (’L 1)
Bu® — (21 + A1) o p ( oo W ;



N T ST

by = PRCE H+1 ap p e
za$ charakterystyki Ay, ps, oy dane sa wzorami (1.86), (1.87).

W przypadku rozpatrywanego kwaziustalonego pola elektromagnetycz-
nego (1.77), przy wyznaczaniu amplitudy natezenia pola magnetycznego
ﬁg) w i—tej iteracii — na podstawie relacii (1.79)—(1.82), (2.12) — docho-
dzimy do zadania

VH +ipwooH =Ty (2.21)
FS) =fy, przy p= Ry, (2.22)
gdzie:
- 1 9o (T 9HY 1 9o (V) oH" Y
7= : + -

L7 o (T6-1D)  9p dp P D D

. 1)\ g(i—1 .

—ipwoa (TO)H s Ty = Holp,1)/2i
Pole temperatury okreslamy z zagadnienia (2.16)—(2.18), przy mocy produk-
cji ciepta fo), ktore obliczamy wedtug wzoru (1.85), przyjmujacego postaé

*

Quty = dp 0p 2 0p 0y

1 om"  a@™)
Oe (T(i—l))

Zatem sktadowe przemieszczeni wyznaczamy z zagadnienia (2.19)—(2.20).

2.1.1. Wyznaczanie natezenia pola magnetycznego
i temperatury
W zwiazku z tym, ze funkcje Fs), T® dla cylindra sa okresowymi
funkcjami zmiennej ¢, bedziemy szukaé¢ ich w postaci rozkladéw w szeregi
Fouriera.

Odpowiednio do tego amplitude natezenia pola magnetycznego w obsza-
rze cylindra przedstawimy w postaci szeregu wzgledem funkcji{em“’}zo:_oo,
tzn.

Z " ein?. (2.24)

n=—oo
Rozkladajac funkcje fi oraz fo w szeregi Fouriera

o0

fi= Y fin€™ o= Y fone™; (2.25)

n=—oo n=—oo
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gdzie

27 1 2
1 _ . _ _ .
n= — / flemso; fQ,n [ / f2ezn¥’;
27 2w
0 0

i przyrownujac w relacjach (2.21)—(2.22) cztony przy jednakowych harmo-
nikach dla kazdej funkcji H "

»n» Otrzymamy zagadnienie

SR 2 (K= = ) L = i 2.26
op*  p Op +< P2> n = fin (220)
ﬁ(z)n = fon przy p= Ro. (2.27)
W réwnaniach tych oznaczono k% = ipwo .
Rozwiazanie rownania (2.26) ma postac¢
H, - DR ko) + DI k) + e (229

W powyzszym rozwigzaniu oznaczono J,, N, - funkcje Bessela 1. i 2. ro-
dzaju rzedu n, at

»szczn - CZastkowe rozwigzanie niejednorodnego rownania

(2.26), D}, D3 - dowolne state. Rozwigzanie czastkowe Hg L)S,Zczn wyzna-
czymy metoda wariacji statych. Przy tym otrzymamy
p
-2 7T
0
p
7r
2/ In(k&)dE Ny, (kp (2.29)
0

Spelniajac warunek brzegowy (2.27) i warunek regularnosci przy p = 0,
otrzymamy

79
f2 n zszcz n n

TRy Di=o (2.30)

Przy uwzglednieniu rozwiazania (2.30) w przypadku amplitudy natezenia
pola magnetycznego ostatecznie otrzymamy

DY =

o0

yaid ' In(k
A0 = 30 { [fan~ A el )] 200
FH oo t) €. (2.31)
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Funkcje T w kazdej iteracji, podobnie jak i H( ), wyznaczamy w po-
staci szeregu Fouriera, tzn.

[e.o]

TO =3 (Teine 4 T eine). (2.32)

n=0

(%)

Rozktady Fouriera znanych funkcji Q.7 P*(i% (

) beda odpowiednio wy-

nosity
6 2 5 (xlene 1 T0e-e)
n=0
P =3 (P + PO e e s (2.33)
n=0
P =37 (Plnes + Plemine).
n=0
gdzie
1 2
Q) = 277/@(1)(/), p, 1)e P de;
0
1 2
Pl = %/P*(Z)(Pa«p, t)e" P dp;
0
1 21
O R
0

Przyréwnujac wspotczynniki przy jednakowych harmonikach w réwna-
niach (2.16)—(2.18) dochodzimy do nastepujacego zbioru zagadnieri do okre-

slenia funkcii 73" (p,t)

oy 1or 1 T i ory
A - 5 *n — —— + Pins 2.34
0 ( 202 + > p + 2 0p? + Qx, cvo En + L, (2.34)

T =Ty, przy t=0; (2.35)
T =1, . przy p=Ro. (2.36)
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W zaleznosciach tych oznaczono Ty g = Ty, Tn,0 = 0 przy n # 0. Przy tym
wartosci funkeii T przy p = Ry sa poszukiwanymi funkcjami Tlgé)l,,n(go, t),
ktore dla kazdej chwili czasut mozna przedstawié w postaci szeregu Fouriera

T, = i (700 ™ + T ™) (2.37)

po pov,n pov,n
n=0

Wprowadzenie funkcji Téfﬁ, pozwala, do rozwigzania wyjsciowego nie-
liniowego zagadnienia (2.16)—(2.18) wykorzysta¢ w sposob efektywny me-
tode rozwigzania zagadnienn liniowych. Mianowicie, funkcje poszukiwana
rozlozy¢ w szereg Fouriera, z nastepnym stosowaniem do rozwigzania juz
jednowymiarowych niestacjonarnych zagadnieri (2.34)—(2.36) metody r6znic
skonczonych, przy bezwarunkowo stabilnym, niejawnym schemacie réznico-
wym. W tym celu dzielimy czasowo-przestrzenny obszar zmiany zmiennych
niezaleznych p,t na prostokaty, z krokiem h po zmiennej p i krokiem 7 po
czasie. Ciagly rozkltad funkcji w tym obszarze przyblizamy dyskretnymi
wartosciami w weztach siatki. Rownanie (2.34) aproksymujemy wzorami
réznicowymi

o (T}ﬁ) 4+ =1 ) > + Qg =
PP pp P p% Pq Pq (238)

= cvoT{) + Py p=2N—1; q=2.3,..

7 rzedem btedu o(h?+7), a warunki poczatkowe oraz brzegowe (2.35)—(2.36)
i warunek regularnodci relacjami

0 =1 . p=1N (2.39)
T, =Ty Tne =T g a=1,2,3,... (2.40)

z rzedem bledu o(h), gdzie N - wybrana liczba weztow siatki wzdtuz wspot-
rzednej p w obszarze cylindra, f, 4 = f(pp,tq), a

fr= fp+1,q - fp,q. f, = fp,q — fp—Lq. £y = fp+1,q — fp—l,q_
P h ’ P h ’ p h ’
odpowiednio prawa, lewa i srodkowa pochodne roznicowe wzgledem wspot-
rzednej przestrzennej, zas

foa = fpa-1
£, = Jpa " Jpa-t,

T

réznicowa pochodna po czasie.
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Roéwnania (2.38)-(2.40) tworzg uktad rownan algebraicznych, stuzacych
do wyznaczania wielkosciT; éﬁpq w warstwie czasowej (¢) przez nieznane wiel-
kosci Té%n;q, bedace wspoétczynnikami rozktadu w szereg Fouriera funkcji
Téf,z,(gp, t) w chwili czasu t = t,.

Do rozwiazania uktadu rownan (2.38)—(2.40) wykorzystujemy metode
przegnania. Przyjmiemy

7@ A0 ) 4 g

n;p—1,g — “np—1-n;p,q n;p—1-

(2.41)

Wspélezynniki A,(f;)p oraz Bff%, obliczamy przy tym ze wzorow

) _1. O _o 40 __ (M _ 1\ 1
A, —1, B.l—O, Agl;)p——<hz—2hpp>zp,

n;p,q—1

; B\ 1 Ao ' ‘ CVO (i —
B{) = < o - >(kl,)n;p,q +P*(,zr)up,q 7 Ty, ) i p=2,N—-1,

_ 2Xo Aw(li;)p—l cvo | n?

TR 2hpp T pj%'

Wartosci funkcii 7, ,(li) beda wyznaczone we wszystkich weztach siatki w war-
stwie czasowej (q), jezeli beda znane jej graniczne wartosci T,ﬁ?v,n;q.

W celu wyznaczenia wprowadzonych wartosci powierzchniowychT]%)vm;q
podstawiamy rozktady (2.32) w warunek brzegowy (2.18), skad otrzymamy

i (T}Li) e

=0 . =0 (2.42)
_i_T(z)*efznga)} + H, Z (T7(lz) eine + Tr(Li)*efintp> — T
n=0

Zamieniajac w wyrazeniu (2.42) operatory rézniczkowe wzorami roéznico-

wymi i rugujac wartodci quz) w weztach wewnetrznych siatki, z wykorzysta-
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niem relacji (2.41), zapiszemy

303 { [ (A T+ B )] e

g~ (A% TS+ % )] T =

S (T8t 4 Tge0) | 4

n=0

§ : mgo fzngo
( povnq +Tpovnq

= €0y

(2.43)

£ (P 4 i)
n=0

Przyrownujac wspotczynniki przy jednakowych harmonikach, otrzymamy
nastepujacy uktad nieliniowych rownan algebraicznych do wyznaczania war-
tosci Tpov.n:qg:

-4

(@)
,NlTZ =

pov,0;q ON 1

0 )
= H, ( pov,0;q TO) + 6O—OZO + P(Z)

*% 0’
Ao i i i
[(1 - Ag,)N 1) ngo)v,l,q B§ 3\[ 1} H ngo)v 1;q +e€00Z1 + P(*)la

0 7 i 7
h [(1 N Ag,)N—l) Tlgo)v,2;q o Bé BV—J 1 TIEO?U 2 T €00Zs + P*(*)2’

)

);;)[(1_AS\?N 1>T1522;Mq_B](\?N 1| =

_ H T;E(Z))UMq + 600ZM + P*(*)M’ (2.44)

gdzie:
Zo=YZ4+2V1Y7 . 2V Y+
Zo=Y7 +YoYs + ViV + .+ 25 oY+ ..

Yo = (ngl,o;q) +orl) | T o T

pov,M;q~ pov,M;q

)
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ifl T}So)v 0; qTIS(Z))v 1;q + T;EZLTL(]TZEZLQ;(; ..ot T(oz) M—1; nggzZJ)v M;q +... )

}/2 < 152},1,(1) + T(o)v ,05 qTIS(Z))U 2;q +...+ T(o)v M—-2; qT]EQU M;q to

Ograniczajac sie w rozktadach (2.32) do skoriczonej liczby M sktadnikow, w
(2.44) utrzymujemy taka samg liczbe réwnan do WyznaczaniaTI%)v,n;q, n=

1,M. W szczegdlnosdci przy M = 2 taki uklad réwnan mozemy zapisaé
nastepujaco

- % [(1 - Ag;)zv—l) T;Eiv,o;q - B(giqu} -
= H, (Tioh0 = To) + €00Z0 + Py
- % [(1 - AY)N 1) ngg;,l;q - 39\771} = (2.45)
HTO |+ eooZi + P
Ao

0 [(1- AfN ) 70, — BN =

HTY) o0 + €002y + P,
gdzie
Zo = Y& +2V1 Y7 + 2V Yy

71 =YoY1 + Y] 4+ Yy, Zy=Y? + YV,

ov2q pov?q’

_ (p®
}/0 - (Tpov,O;q pov,1;q~ pov, 1 \q

Y'l T;So?u 0; qugozj 1;q + 2T(o)v 1; qu((z))v 2; q’

) Lpe ()

pov,1;q pov,0;q~ pov,2;q*

v, = (T30

Uklad réwnan dla okreslenia T,Sizj,n;q, n = 1, M rozwigzujemy metoda

prostej iteracji. Dokonujac zwrotnego przegnania zgodnie ze wzorami (2.41)

okreslamy wartosci temperatury we wszystkich weztach warstwy(q) w cza-
sie.

2.1.2. Wyznaczanie stanu naprezenia i odksztalcenia

. Zgodnie z wykorzystywanym procesem iteracyjnym wyznaczania prze-

mieszczen, przy rozwiazaniu zagadnien (2.19)—(2.20) skladoweuﬁ)), ufa) W

50



kazdej iteracji przedstawiamy podobnie do funkcjngi), T w postaci sze-
regu Fouriera, tzn.

) = 3 (ufhem 4 uflye )

0 (2.46)
) = 3 (e )
n=0

Po podstawieniu relacji (2.46) do réwnan (2.19)-(2.20) i przyréwnaniu
wspotczynnikéw przy jednakowych harmonikach, otrzymamy réwnania

(2)

2IN 0 Up,n

24z uy
: 3/) p 3,0 p

+ (Aso + tw0) = 9p [ ap R ; (u,(o)n + mufp?n> = (I),(),gl,
, : (2.47)
o2uld, L 10u G0 140’ o | 2inug
M0 o2 T 3p p2 o p?
A0+ 10 5”% L @ )| = ¢
+mn ) ap + ; (up,n +inu,, n) =2,
i warunki brzegowe
(4) .
O+ 2000) 522 = 20 (49 — iy, ) = P
P P " (2.48)
ﬁu%n 0 (3) NUx0Upn _ (i
0 ap P) ®,n p 2,n?

z ktérych wyznaczamy funkcje uff}b, ug)n

Zagadnienie (2.47) — (2.48) rozwiazujemy metoda réznic skonczonych.
Wykorzystujemy przy tym siatke, wprowadzona przy rozwigzaniu zagadnie-
nia przewodnictwa ciepta. Zamieniajac podobnie jak w zagadnieniu prze-
wodnictwa ciepla operatory rézniczkowe w wyjsciowym uktadzie réwnan
(2.47) i w warunkach brzegowych (2.48) réznicowymi, otrzymamy uktad
réwnan

L-X =@, (2.49)
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gdzie

L0 Ly
Ly Ly Ly
L Ly LY L3
Ly Lz\f—l L&A
Ly Ly
X5 G
Xo G
X3 Gs
X = s G = ,
Xn-1 GN-1
XN Gn
oraz
. . T
Xp = (ug,)n;p,q us(ol,)n;p,q> 3

o (1 0\ . [(00Y ., [O0)\
L1_<01’L1_00’G1_0’

1 1 i1 (Aso + 21004
()\*0+2M*0)< ) _in (Ao + 2400)

- — . Iz 2hpp 2hpp
P in (Aso + 2440) 1 1 ’
2hp, FO\ 02 ™ 2hp,
LO — < L%;l,l L§;1,2 )
PN Lpaa Lpop
1 1 u*on2
Lo 1 = — (Mo +20s0) | 5 — -
pi1,1 (As0 + 2p140) <h2 2hpp) P2
in (Axo + 3px0)
Lyyo=—Lps1 = I R
p
1 1 (Aso + 24140) n?
L0 s = o | 5 — -
p22 = 0 (h2 2hpp> P2
1 1 in (Ao + 2p40)
Ax0 + 241x0) ( - ) —
It ( . h?  2hp, 2hpp
P _in (Ao + 2p40) 1

2hpp o <h2 - 2hpp>
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o). o o
G = (I)(i’)’ ’ ; p=2,N—-1; LN: L0 )
Pnpq 0 —
h
A0 + 2040 1M A0 N0
- + — P
70 — h Ry - Ry . Oy = 1,m;N,q
N 11 iNfls0 ) N pQ(Z) N :
M*O h RO RO PUZRARY

Przy rozwigzywaniu uktadu réownan (2.49) stosujemy metode przegna-
nia macierzowego, o ile uktad ten ma macierz blokowo-trzechdiagonalna z
blokami w postaci macierzy drugiego rzedu. W tym celu przyjmujemy

Xp—l = Ap_lXp + Bp—h p=2,N. (250)

Wtedy dla obliczenia wspoélczynnikéw przegnania, ktérymi sa macierze A,
i wektory B, otrzymamy

Av=—(I)7Lf; Ay = (L, + L)L) Bi= (L) 76y

71 On—1 B - (2.51)
By= (L, +L,) (Gp—L,Bp1), p=2,N-1
Zatem po obliczeniu Xy z wyrazenia
Xy = (LyAn-1+LY) " (GN — LyBn-1) (2.52)

wyznaczamy wartosci Xp,, p = 1, N — 1, tzn. przemieszczenia we wszyst-
kich weztach siatki.

Przy wykorzystaniu wzoréw rézniczkowania numerycznego z wyrazen
(2.11) wyznaczamy naprezenia.

2.2. Ptlaskie zagadnienie osiowosymetryczne

Rozpatrzmy zagadnienie wyznaczania stanu termosprezystego niemeta-
lowego przewodzacego prad elektryczny diugiego cylindra, na powierzchni
(p = Rp) ktorego zadany jest okresowy w czasie wektor natezenia pola
magnetycznego

HO = (0,0, H, = Hpe™") (2.53)

z amplituda Hy. Miedzy cylindrem i otoczeniem zachodzi wymiana ciepta
przez konwekcje i promieniowanie. Wyznaczmy pole elektromagnetyczne
w obszarze cylindra, odpowiadajace mu cieplo Joule’a, pola temperatur
i naprezeni. Z analizy uktadu réwnan (2.2)-(2.8) zastosowanego do sfor-
mutowanego zagadnienia wynika, ze niezerowe w obszarze cylindra beda:
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sktadowe H(p,t) natezenia pola magnetycznego i E,(p,t) natezenia pola
elektrycznego. Przy tym wydzielane cieplo (2.5) bedzie funkcja tylko wspot-
rzednej p i czasu t, i jako skutek — T" = T'(p,t). Stan naprezenia odpo-
wiadajacy polu temperatur T'(p,t) bedzie poszukiwany przy odksztatceniu
€., = 0 (odksztaltcenia ptaskie). Wtedy dla wektora przemieszczenia mamy
u = (u,,0,0).

2.2.1. Wyznaczanie pola elektromagnetycznego i temperatury

Przy wyznaczaniu funkcii H g) oraz T wyjsciowymi zagadnieniami sg
(2.12)—(2.13) i (2.16)—(2.18). W rozpatrywanym przypadku, poszukiwane
wielkosci nie zaleza od zmiennej ¢, skad wynika, ze w szeregu (2.24) nieze-
rowy bedzie tylko sktadnik przy n = 0. Wtedy rozwiazanie (2.31) mozemy
zapisaé nastepujaco

f - ng?szcz(R()? t)

(1) = =2 S o ko) + Hlveeast), (254)
gdzie
,
Henlp.t) = =5 | [ FEONok)dE o)+
0

+ t)Jo(k€)dg No(kp) | ;

O\n

1 Qo) oETY
o (TED) dp op

— iuwae(T(i_l))Fg_l).

W szeregu (2.32) funkcii T niezerowy bedzie tylko sktadnik TO(Z). Przy
tym funkcje TO(Z) (p,t) okreslimy podana wyzej metoda roznic skonczonych,
podobnie jak rozwiazanie zagadnienia réznicowego (2.38)—(2.40) przyn = 0.
Za pomoca metody przegnania, opisywanego réwnaniem (2.41) schemat roz-
nicowy redukuje sie na kazdej warstwie czasowej do réwnania algebraicznego

rzedu czwartego
[ A ) T~ B ] = 1 (T~ T0) +
o0 () =3 [(1= 46N 1) T = BN ] T

otrzymywanego podobnie jak uktad rownan (2.44).

(2.55)
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Wartosé temperatury okreslamy rozwiazujac réownanie (2.55) metoda

potowienia odcinka { p(ozj 4 T*} — tzn. metoda iteracyjna z gwarantowana

zbieznoscia. W rozpatrywanym zagadnieniu nagrzewania warto$¢ tempera-
tury TISQJ q w czasie 7 jest mniejsza od 17 i nie moze przewyzszy¢ wielkosci

Tézj’q 1+ Q*mazT ktora bytaby osiagnieta przy rownomiernie roztozonych

zrodlach ciepta Q*z,)nm réwnych wartodci zrédet na powierzchni p = Ry
i przy jej izolacji cieplnej. W celu zmnlejszenla poczatkowego odcinka po-
dziatu bedziemy wybiera¢ wielko$¢ T, (OL 11T Bnaxr za gorna wartosé prze-
dzialu w kroku (q) po czasie. Podkreslmy, ze taki wybor T doprowadza do
istotnego przyspieszenia procedury numerycznego rozwiadzania zagadnienia.

2.2.2. Wyznaczanie odksztalcen i naprezen

Stan odksztalcenia i naprezenia, przy znanym polu temperatury, zgod-
nie z przyjetym schematem obliczeniowym, okre$lamy jako rozwigzanie za-
gadnienia (2.19)-(2.20). Przy tym w szeregu (2.46) niezerowa jest tylko
sktadowa u%. Do okreglenia funkcji “;Z,)o mozna, podobnie jak i przy wyzna-
czaniu temperatury 7', zastosowa¢ metode réznic skoticzonych i sprowadzié¢
zagadnienie do liniowego uktadu réownan algebraicznych (2.49), ktory ma
macierz tréjdiagonalna, pozwalajaca zastosowaé przy rozwigzaniu metode
przegnania.

Jednak w rozpatrywanym przypadku zagadnienia wyznaczania stanu
termosprezystego, wyrazy sktadnikéw przemieszczenia i naprezen mogg byé
okreslone proéciej z rozwigzan analitycznych. Poniewaz tylko sktadnikwu,
wektora przemieszczenia jest niezerowy, zagadnienie (2.19)—(2.20) przyjmie
postac

Pup)  10ug) _uwp) )
o> pop p* 7

(4) (1)

8;/) + u*07 = PY przy p= Ry, (2.57)

g - ) 9B2) 92V laug*l) i
p ap 202 » 0p

924D 1 gl (i-1) (i-1)
—()\*1+M*1)< bl + - o _u,,z +M*1u'02 -
P P
)

(2.56)

(A*O + 2“*0)

gdzie

Ip? p Op

O tis1 GUS_I 01 8u£f—1) ug_l) 1
-9 * 2004 ;
o0 op + 9 op + p (Ae1 + 2441)
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— 6u(l 1 A 1 ;
PO = 8,8 — (At + 2p01) L2 _ ML 61,
( 1 M 1) ap p p

Rozwiazanie ogblne rownania (2.56) mozemy zapisa¢ w postaci
) C .
uff) =Cip+ 72 + ugs)zcz. (2.58)

Rozwiazanie szczegblne niejednorodnego rownania (2.56), okreslone metoda
wariacji statych, bedzie

P P
= (i 1 2% (i
/@E,)(r)dr— /7‘ <I>£))(r)d1" (2.59)
0 0

Wtedy rozwiazanie (2.58) przyjmie postac¢

p p

, C 1

u) =Cip+ 24 b [0 - o [2a0 (2.60)
0 0

State C1 i Cy wyznaczamy z warunku regularnosci rozwigzania, przyp = 0,
i warunku brzegowego (2.57). Przy tym mamy

210 [0 .
Ci = — * /r2(I>(’) r)dr—
! 2(/\*0 -+ ,u,*o) 2R(2)()\*0 + M*O) 5 P ( )
1 R07 ‘ (261)
-3 @(pz)(r)dr,
0
Cy =0
Ostatecznie otrzymamy rozwigzanie
20 y
(@) _ Yp [x0P / 250 (1) dr—
ul®) = r r)dr
P 2)\*0 + M0 2R(2)()\*0 + ,U'*O) 0 P ( )

1 ) (2.62)
_ = [ O
2/)/ r)dr
0
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Niezerowe skladowe tensora naprezenia w rozpatrywanym przypadku

mozemy, na podstawie relacji (2.11), wyrazi¢ przez funkcjeu,’ wzorami

Opp = ()\* + 2/14*) P + A—/— 6*(1)7
(@) (@)
Tpp = As 0;; + (A +204) o _ L D; (2.63)
() ()
022 = A <6up + e > — B«®
dp

Po podstawieniu rozwigzania (2.62) w zaleznosci (2.63) i uporzadkowaniu,
otrzymamy wyrazenia dla sktadowych naprezen w cylindrze

Ry
() _ ATl po) _ Fe0lAs +“*)) / r2@0) (r)dr+

Jpp B A>i<0 + fix0 R(Q)()\*O + 10
p
M 2%
—2 /7’ r)dr — 3P
0
A Ontm) [
(6) _ P T pl) _ Hs0 * T s / 250) (1) dp— 2 64
O-Qp(p )\*0 + M0 R%(A*O + ,U*O) " r (T) " ( ‘ )
o
M—; /r2 r)dr — 3. ®;
P
0
p) 2 b
: 0 25(0)
re®\Y (r)dr | — B,P
( *0 + ,Uf*O R%()\*O + /,L*()) / p ( ) ﬁ

Zaznaczmy réwniez, ze przy niezaleznych od temperatury wspoétczynni-
kach materialowych, z rownari (2.64) dochodzimy do znanych wyrazen dla
sktadowych naprezen w osiowosymetrycznym zagadnieniu ptaskim termo-
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sprezystosci

7 17
o) =ov | g [0~ 5 [rrnar]
0 p
0 0
7 17
09(02 = 0y RQ/TT(r,t)dr— p2/T’T(T’, tydr —T(p,t)| ; (2.65)
0 0 0
\ Ry
W) =gy | 20— /T tydr — T(p, t
Oz 0 A0 + fr0 r (Ta ) T (P, ) )
0
gdzie
oo = 2“*0(3)\*0 + 2:“’*0)04T0

)\*0 + 2/1/*0

Przy obliczeniach sktadowych przemieszczen i naprezenn odpowiednio z
wzoroéw (2.62) i (2.64), wykorzystujemy procedure catkowania numerycz-
nego (110, 130|. Zamieniajac catki kwadraturami trapezow, z relacji (2.62)

w przypadku przemieszczen ug) otrzymamy

u\) = - 11— —1, .
pipsd 2)\*0 + U0 ZR%(A*O + M*O) Nt 2pp P

a z wzorow (2.64) dla naprezen J,()ZB US&, O':gz) —

o) Mxpa T Mepa (p(z) _ MSIN—1> + “;pq Iy — Baip,q®Ppg;

pP;P-4 )\*0 + 140 p.q RO ]2}

j Aipg T Hxpa [ 56)  Hx0 Hox;
Us(gs)o;p,q = < zg,lq) — Ty dN-1) - pgqup = Bepa®p.a (2.67)

Ax0 F [0 Rj >
Uglz);p,q = Mo _f;i*o ( ;q - R In—1 | = Bep,a @

gdzie

P
Iy = (/’721+1CI)£:;)71+1,q + p?@ff;%,q) hp-
n=1
Przy tym blad wzoréw (2.66) oraz (2.67) jest wielkoscia rzedu o(h?).
Dlatego, ze na kazdej iteracji obliczenia prowadzone sa zgodnie ze wzorami
rekurencyjnymi (2.66) i (2.67), proponowany algorytm prowadzi do istot-
nego przyspieszenia procesu obliczeniowego w poréwnaniu do podanego dla
zagadnienia ptaskiego, gdzie na kazdej iteracji jest rozwiazywany uktad réw-
nari algebraicznych (2.49).



Rozdzial 3

Procesy termomechaniczne w ukladzie
wspolosiowych cylindrow

Prezentowany rozdzial poswiecony jest wyznaczaniu pdl temperatury i
naprezeri w uktadach wspétosiowych cylindréw, kiedy niektére z nich roz-
dzielone sa warstwa osrodka, przyjmowanego w przyblizeniu jako préznia.
Wychodzac z rozwazai ogdlnych podanych w rozdziale 1, réwnania wyj-
gciowe zapisano dla kazdego z obszaréw jednorodnych, tworzacych uktad.
Sformutowano uogdélnione warunki wymiany cieplnej przez warstwe prozni.
Zaproponowano algorytm rozwiazania zagadnien w iteracjach, podobny do
zbudowanego dla cylindra jednorodnego [31, 112].

Zbadano zachowanie termomechaniczne uktadu wspoétosiowych cylin-
dréow w zewnetrznym jednorodnym kwaziustalonym polu elektromagnetycz-
nym. Podano wyniki badania termosprezystego stanu uktadu z uwzgled-
nieniem wplywu wymiany ciepta przez promieniowanie miedzy powierzch-
niami, rozdzielonymi warstwa préozni.

3.1. Sformulowanie zagadnienia brzegowego i algorytm
rozwigzania

Rozpatrywany jest uktad diugich wspétosiowych niemetalowych prze-
wodnikow elektrycznych, wykonanych z réznych materiatow (rys. 3.1). Sa-
siednie powierzchnie cylindréow sa rozdzielone dielektrycznym osrodkiem,
traktowanym dalej wzgledem wtlasnosci elektrycznych i magnetycznych w
przyblizeniu jako préznia, lub tez stykaja sie. W pierwszym przypadku
przyjmujemy, ze miedzy cylindrami zachodzi wymiana ciepta przez promie-
niowanie i s one mechanicznie nie zwigzane, a w drugim — ze ma miejsce
doskonaty kontakt termomechaniczny. Rozwigzywane jest zagadnienie o
wyznaczaniu pola elektromagnetycznego, ciepta Joule’a, pél temperatury i
naprezeri, ktére powstaja w takim uktadzie pod wpltywem pola elektroma-
gnetycznego, zadanego wielkodcia stycznej sktadowej natezenia pola magne-
tycznego na powierzchni zewnetrznej p = Ry ukltadu postaci

H = {0,0, Hy(p, t) sinwt} . (3.1)
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Rysunek 3.1. Schemat uktadu wspotosiowych cylindrow

Z analizy rownan wyjsciowych elektrodynamiki (1.15)—(1.20), zapisa-
nych dla kazdego z jednorodnych obszaréw uktadu, otrzymamy, ze powsta-
jace w ciatach pole elektromagnetyczne przy oddziatywaniu zewnetrznym,
zadanym relacja (3.1), jest opisywane niezerows sktadowa H() wektora
natezenia pola magnetycznego i sktadowymi E,) i E, () wektora natezenia
pola elektrycznego, ktore nie zaleza od wspétrzednej z. Odpowiednio do
tego pole temperatury oraz stan naprezenia i odksztalcenia kazdego cylin-
dra uwazamy za niezalezne od wspélrzednej z, tzn. przyjmujemy

T(l) :T(l)(p,(,@,t), {U Pa% y U (l)(p7@7t)70} . (32)

Przy wyznaczaniu szukanych pél w takim uktadzie réwnania wyjsciowe
(1.15), (1.32), (1.44), (1.48) zapisujemy dla obszaru kazdego cylindra. Do
nich dodajemy réwniez rownania elektrodynamiki (1.16) dla obszaréw proz-
ni, rozdzielajacych cylindry.

Natezenie pola magnetycznego w obszarze kazdego cylinra przewodza-
cego spetnia rownania (1.15), ktore w danym przypadku w uktadzie wspol-
rzednych cylindrycznych maja postaé

oW 19 oW
ot Oe(l) ap 8p

(1)
iaO'e( D) aHZ(l) (l -1 Nl)
p2 agD 8%0 ) 9y )



za$ w obszarach prozni miedzy cylindrami — réwnania (1.16), ktére mozemy
zapisaé jako

2 1,(0) O*H)
V2H) — copo—s 2L =0, (1= T,Np) (3.4)

W réwnaniach tych oznaczono: Nj - liczba przewodzacych cylindréw, Ng
- liczba obszaréw rozdzielajacych cylindry, N = Ny + N; - sumaryczna
liczba rozpatrywanych obszaréw Hi(l)) H ((())) odpowiednio natezenie pola
magnetycznego w rozwazanym obszarze (I) (cylindra przewodzacego lub
prozni).

Warunki poczatkowe przy nieobecnoéci pola elektromagnetycznego w
chwili poczatkowej ¢t = 0 dane sa przy tym zaleznosciami

H(}l)) =0 przy t=0, (I=1,N); (3.5)
(0) oHS) —
Hip =0, —0 =0 przy t=0, (I=1N). (3.6)

Warunki brzegowe (1.18) na granicach podziatup = R; cialo przewodzace
— préznia majg postaé

0 )
[ OH,, m) gy — 50 Oy,

dp ooy (Twy) Op (3.7)

0

H(()) Hz(@)n) przy p= Rj,

gdzie (m) - numer obszaru prézni, sasiadujacej z ({) cylindrem, R; - promieti
powierzchni podziatu. W przypadku, kiedy na powierzchnip = R; kontak-
tuja dwa sasiednie przewodzace cylindry, takie warunki mozemy zapisaé¢

(1) (1)
1 8HZ(Z) _ 1 8Hz(l+1)
oey(Ty) Op oe+1)(Tasny)  Op ! (3.8)

)
1) (1) _
Hz(l) H 41y PIZY P = R;.

Relacje (3.3)-(3.8), razem 7 warunkiem brzegowym (3.1), tworza wyj-
$ciowe réownania elektrodynamiki, ktore speiniaja funkcje Hi(()zn) (m =
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Przy tym natezenie pola elektrycznego wyznacza sie z relacji (1.20),
zapisanych dla kazdego z rozpatrywanych obszaréow, tzn.

t (0)
o _ L [9Hq
EN=— dto;
p(l) PEO 8@
0
. (3.9)
po) __L [, (1=T,No)
(1) 0 P 0, — 4, 4V0
dla obszaréw prézni, oraz
(1)
s _ 1 9
PO poeqy O
" (3.10)
OH
o U S .

w(l) - Ue(l) 8/)

dla obszaréw przewodzacych cylindréw.
Rozktad gestosci mocy wydzielanego ciepta w kazdym przewodzacym
cylindrze z uwzglednieniem relacji (3.10) okresla wyrazenie

2 2
_ 1 % 1 8H§l)) (1=1,N) (3.11)
*(l) — Te(l) 8,0 pg 8@ ) = 1,4V1). .

Pole temperatury, wynikajace w uktadzie, spetnia réwnania przewod-
nictwa ciepta (1.32), ktore w kazdym z rozpatrywanych obszaréow cylindrow
przewodzacych ma postaé

aT(l) 8/\(1) n i 6T(,) 8/\(1) _ 6T(,)

Ay V2T, = :
oV It 5 5, Y 2 a, o, 0T v g

(3.12)

Poczatkowy warunek cieplny, odpowiadajacy zadanemu w chwili czasut = 0
rozktadu temperatury bedzie mial postaé

Toy =Ty przy t=0, (I=1,Ny). (3.13)

Sformutujemy réwniez warunki brzegowe wymiany ciepta miedzy sasied-
nimi powierzchniami cylindrow. W przypadku, kiedy cylindry dzieli war-
stwa prozni, warunki brzegowe wymiany ciepta (1.39) miedzy powierzch-
niami p = R; i p = R;{1 mozemy zapisac tak:
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— na powierzchni p = R;

( ) of
€i(l —€541
ax@) — ! €j+1j /q;(#l)LS—s/d@/:
2y
¥
4 / 4 /
= ¢jo0 [Tw]* — ¢ [ 00 [Tiey| Ls-srdes
Yy

(3.14)

— na powierzchni p = Rj

1—c) v
€511 — €4 1
Ar(j+1) — ﬁﬁijj /Qf\(j)LEgZS,dSO' + (1 —¢;)x
Py
vy
2 4
X /QA(j+1)LgES’d(p/:6j+IUO (Tury) — (3.15)
Yy
Yt vy
—¢ 7, L g ] 1P Ly
€j+1 oo [Loy| Lslgay + [ oo |Lgyy| Lglgdy
i vz
W réwnaniach tych oznaczono:
R+

Ls-s =~ [d” cos(¢' — ) + Rj Rjpasin®(¢' — )] ;

1 R; .
L(st/ = d—g [d2 cos(¢' — @)+ RjRj1 sin?(¢’ — 90)] :
/

@2 _ 1. ¢—¢
Lg” g = §s1n 5

;. d*=R;+R; —2R;R;j1cos(¢’ — ¢);
9Ty , 0
D) = = A P hg T Ao, |
% p=R; % p=R;

R, R;
wli = + arccos —2—; 1/155 =+ 2arccos —2>—.
Rjn j+1
Za warunek graniczny cieplny na powierzchni p = R; stykajacych sie
cial przewodzacych przyjmujemy warunek réwnosci na granicy podziatu
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temperatur oraz strumieni cieplnych, tzn. warunki IV rodzaju [96], ktore
dla sasiadujacych (1)-go i (I+1)-go przewodzacych cylindrow przyjma postaé

Tio = Turny Ao = gy 2HED =R 3.16
0 =Tui Ao=,” = A = Py p=F (316)

Warunek brzegowy (1.41), wymiany ciepla przez konwekcje z zewnetrz-
nym $rodowiskiem temperatury Tp zapiszemy jako

OT (N
A a(pl) = H.(T(n,) —To) przy p=Rn. (3.17)

Stan naprezenia i odksztalcenia w kazdym z cylindréow uktadu przy zna-
nych funkcjach T(;) wyznaczamy z rownan (1.42)-(1.44). Wrybierajac za
poszukiwane funkcje przemieszczenia u,) oraz u,(y, z relacji (1.48) otrzy-
mamy nastepujacy uktad réwnan dla ich wyznaczania

O€kk() Up()
M*(Z)V%pm + ()\*(l) + :U’*(l)) op - N*(l)ﬁ_
_pl0) Oup) Ot Qo) | 1 0P (1 Otpt) |
2 dp O 9p p dp \p O

upny U Oy 0

- p) e 5, = g, By @) ;
1 Oekr) Uep(1)

) T2 Oy + i)~ — 1, A 3.18
o) (l) S0([) ( (l) M (l))p 8(,0 n (l) p2 ( )
n el Qupy Iy (1 20 + O - U¢(1)> +

P2 Op op p Oy ot p

| 20k ( 10upy  Oupyy “p(l)) N

p Op p Op ofte P
Ekk(l 8)\*1 10
R CATL I

p 0o  poy

Na sasiadujacych powierzchniach cylindréw, rozdzielonych warstwa proz-
ni, przyjmujemy, ze wektor obciazenia zewnetrznego {p;} jest rowny zeru
(tzn. przyjmujemy te powierzchnie za wolne od obciazenia zewnetrznego).
Przewodzace cylindry rozpatrujemy jako nie powigzane mechanicznie. Wte-
dy warunki brzegowe przy p = R; (wynikaja z (1.45)) maja postac

Oupy | Ay (Ot
ety +20m0) =5 =+ = ( 9o +up<l>>=5*<l>‘1><l>%

() 0 9
e o) ( Upt) %(l)) _o.
p Op

(3.19)

dp P
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Przy kontaktujacych sie przewodzacych cylindrach z réznych materiatéow
przyjmujemy, ze na powierzchniach sprzezenia spelnione sa warunki dosko-
natego kontaktu mechanicznego, tzn.

ug) =Uuggn; opn=0genn przy p=R;. (3.20)
Wyrazajac sktadowe tensora naprezenia przez przemieszczenia otrzymamy

Up(l) = Up(i41)s  Up(l) = Up(i+1)3

Oupny | M) (e
ety +20) =57+ ( ; +Up(1>)—5*a>q’m=

(Asr1) + 2441)) ap p

= B+ P41y
H(1) Q) <<9%<1) %(l)) _

p Op
Pty Oyt Qugyry Ul
0 p()+ﬂ*<z>( 20N so())_

dp p

p  Op

Naprezenia w uktadzie cylindrow przy okreslonych z zagadnien (3.18) —
(3.21) sktadowych przemieszczen u,y, uy(y obliczamy ze wzorow

Auy) Quppy | 10upuy  up
By + A ( + - + ) = Bey@y;

Tpp(l) = 2H(1) Bp » Op P
10ug u <l>>
ep(l) = “Hx(l) <p 9o P
Quppy | 10upuy  up
+ A ( 9 o é;; = ) = By ®qy;
Quppy  10upu) Uy
Taz(l) = Ax(l) < ap +; D + ) > = By ®qy;

1 (Duyq uy)
= M N - ) [ = 17 N ’
Tpp(l) = Hor(l) [ p< B0 %(l)) o, ( 1)

(3.22)

ktore wynikaja z relacji (1.44) zapisanych dla obszaru kazdego przewodza-

cego cylindra uktadu.
Dla rozwiazania sformutowanego zagadnienia (3.1), (3.3)—(3.8), (3.12) —
(3.21) stosujemy metode iteracyjna, zbudowana analogicznie do podanej w

poprzednim rozdziale.
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3.1.1. Pole elektromagnetyczne i temperatura

Pierwszym etapem rozwigzywania zagadnienia o wyznaczaniu stanu ter-
mosprezystego uktadu wspotosiowych przewodnikéw cylindrycznych jest ob-
liczenie pola elektromagnetycznego i temperatury. Wielkoscio,y, Ay, cv ()
w obszarze kazdego cylindra (1) podobnie, jak (1.52) i (1.53) przedstawimy
w postaci

(l)(T) Teyo + o)1 (T);
(T) ot /\1( )(T), (3.23)
CV(Z) (T) = evayo + cvan (1),

gdzie oc)0, Ao, Cv o - wartosci Srednie wspolezynnikow materiatowych
w rozpatrywanym przedziale temperatur, aoeq)1, Aq)1, ¢y ()1 - odchylenia
rzeczywistych wartodci tych wielkosci od srednich. Za pierwsze przyblizenie
wybieramy rozwigzanie zagadnienia, kiedy wspolczynniki materialowe sa
stale i rowne $rednim o, (;)9, A1)0, cyryo- Odpowiednio do tego, w pierw-
szym przyblizeniu zagadnienie sprowadza sie do wyznaczania natezen pola

magnetycznego Hz(b)l ) H ((()l)l ) 2 rownari elektrodynamiki
, oHEY
VzHSi)l) T 1Oy at(l) =0, (I=1,MN); (3.24)
82H(0§1)
z(1
v HG) + uoaoTQ” =0, (I=1,MN), (3.25)
przy warunkach poczatkowych
sz )1) =0 przy t=0, (I=1,Nyp); (3.26)
. 8H(0;1)
HG) =0; D —0 przy t=0, (I=T1,N) (3.27)

ot
i brzegowych
— ma granicach podziatu przewodzqcy cylinder-préznia

t (0;1) (1;1)
O _ a9 N M-t (3.28)
=0 2(m)? dp Te@o  Op ‘
0
— na granicach podziatu sgsiadujgcych przewodzgcych cylindrow
(1;1) (1;1)
g _gon L g OH.1) (3.29)
(1) z(l+1)’ Te(1)0 8p Oe(14+1)0 8/)
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— mna powierzchni zewnetrznej uktadu

Hz(g]\lfg = Hy(¢p, t) sin wt. (3.30)

Zatem gesto$¢ mocy wydzielanego ciepta obliczamy ze wzoru

(11 2 (L) 2
o — 1 |2 1 (95, ) |
O om0 dp p?\ Oy ’
a z réwnania przewodnictwa cieplnego
otV
l
)‘(l)Ova(%) + Qil(g) = CV(l)O% (331)

wyznaczamy pole temperatury w przewodzacych cylindrach przy warunkach
poczatkowych

7

1 brzegowych:
— na sgsiadujacych powierzchniach p = R; i p = Rj1 eylindrow, rozdzie-
lonych warstwg prozni

v
6(1—€v1) [ f_ 14

q>\(j)0 - 46]‘4_1 qA(j)OLSfS/d(,D = €00 {T(l) } _

vy
+ (3.33)
7 4
ejao/ {T(l()l)] d¢' przy p=Rj;
Yy
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1—e) v
€5 — €4
Q/\(j+1)0 — ) L / q;(j)OngS/dﬁﬂl—i-

€
Y1
by ,
2 1
(1—¢) /q/A(jH)oLEs*zs'dSO/ = €j+100 [T((l—zl)} -
Yy
3.34
¥y ) (334
— €j4100 / [T(l()l)} ngsldgﬁ/‘l—
Yy
vy .
+/ [Tu(i)n] LG qdd b pray p= Ry
(2
— na powierzchniach p = R; podzialu stykajgcych si¢ ciat
oTW oTW
1 _ @ O] (+1)
Ty =T, A =A 3.35
o = Tami Ao, (+10 "5, (3.35)
gdzie
oty

@
GO = — Ao By

p=R;

Kolejne przyblizenia okreslamy w nastepujacy sposob. NatQZeniaHZ(b;)i)

i Hé?l)l) pola magnetycznego w warstwach uktadu w (7)-tej iteracji wyzna-
czamy z réwnan

8H( )

V2H D + poeo = 1) (3.36)

zapisanych dla obszaréw przewodzacych cyhndrowl =1, Ny i rownan

2 77(059)
v2H Y o _y 3.37
1) THOSOT 50 = (3.37)

— dla obszaréw préznil = 1, Ny, przy warunkach poczatkowych

H{ =0 (1=TNy) przy t=0 (3.38)
0 _ o OHd)
H,qy =0; ETR 0 (I=1,Ng) przy t=0 (3.39)

i brzegowych:
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— na granicach podziatu p = R; przewodzqcy cylinder — proznia

. . FoHOD oHY% Z)
(050) _ zp(L;8) (1) _ &0 TTz(m)
0

— na powierzchniach p = R; stykajgcych si¢ cylindrow

(1) (1)
g g 11 iy e g
(1) D e Dp Oct+10  Op 30 .

— mna zewnetrznej powierzchni p = Ry uktadu
12 .
Hi(N)) = Hy(p,t)sinwt. (3.42)

W réwnaniach tych oznaczono

(i—1) (15i—1)
) 1 Ooean(Ty 1) 0Hy, 1
1(1) i1 dp p t 7(i=1) x
Ue(l)( (1) ) p Ue(l)( (1) )
(i—1) (1;3—1) (0;5—1)
y aae(l)l(:ra) )BHZ(I) o (T ))8Hz(l)
Do Do P Tem) £ ) ot
—1)y t (15i—1)
(0 _ aewn (T )/aHz(l) dto:
20 cewo ) Op ’
aH(l,z 1) aH(lz 1)
D (i—1) 2 (i-1) 241
f2 n = Ue(l)1<T[ ) dp a€(l+1)1(T(l+1) ) dp

Zatem po obliczeniu rozktadu mocy ciepta Joule’a ze wzoréw

o\ 2 ot 2
0 ) TR0 ) o1 (3as)
dp P2\ Oy ’ '

rozwigzujemy zagadnienie przewodnictwa cieplnego

; 1
QL = -
. TG
(l)( () )

Ty
/\(Z)OV (l) +Q*(z) Vo T Py (3.44)
T((lz)) =T, przy t=0; (3.45)

69



o' u

. A or. 214
0 _ &l —€i) 0 Aol — o [T
Ao o an /)\(j)o ap Ls_gdy” = €509 [T(l)}

oy
. (3.46)

7O gt 4 ¢ — R

€500 |: (l)} P +f4(l) przy p = Iij;
o

i

i) PYs0)
a+1)  €+1(l—¢€)) ‘(1) 7 (1)
A(1+1)0 ap - ; J /)\(z)o ap Ls—s/dQOI—l—

Y1

¢ 3T((zi4)r1) () / @ 1
(1—6j) )‘(l+1)0 8p LS_S/dQO = €;+100 [T(H-l)} o
(3.47)
SE.
— €j+100 /[T(z())} ngs'd30/+

Yo
+

{OINEC: (@) :
+/[T(l(_~_)1)} ngS/d@/ +f5(l) przy p= Rji1;

(@) (4)
8T(l) 8T(l +)

(@) _ p(i) . _ (%) - n,.
T(l) _T(l+1)7 )‘(Z)O ap _)‘(H-l)O dp +f6(l) przy p= Ryj; (348)

—A(N)o o H (T i) — To) + f7(f)N) przy p= Ry, (3.49)

N (i-1) (i-1)
7 1—1 i—1 2(i—
'P((%) = CV(l)l (T ) — )‘(l)l (T ) V T +




. . T~ aT“l
i i—1 I+1 €i+1(1 — ¢
f5(g) = 411 (1((l+1))) ép b ’ /)\ (S)S'dgpl

by (i—1)
!
+(1 — €j41) / A(41)1 E();l) nggzd@/§
(23
ori~Y N1

(i) _ (i-1) 0] (i-1) (+1) |
fﬁ(l)__)‘(l)l (T(z) ) ap + At (T(z+1)> dp ;

. RNy
(@) _ (i-1) (N) |
f6(l) = A (T(N) ) op

p = R;, p = Rj;1 - odpowiadaja powierzchniom podziatu ciato przewodzace
— proéznia, a p = R; - powierzchni podziatu przewodzacych cylindréw.

3.1.2. Pole naprezenia i odksztalcenia

Przemieszczenia u,(;), t,) W kazdym cylindrze wyznaczamy przy zna-
nym juz polu temperatury 7(;) (okreslonym 7z zagadnienia (3.18)-(3.21))
podobnie, jak i w cylindrze jednorodnym. Mechaniczne wspoétezynniki ma-
teriatowe w kazdym cylindrze przedstawimy zgodnie ze wzorami (1.86), tzn.
w postaci

Ho(l) = Hx(1)0 T Hs()15
Ae(t) = Ao T A1 (3.50)

Q@) = ar@o + o,

gdzie f(1)0, Ax(1)0s Q)0 - Wartosci srednie wspotczynnikow, fi )1, Av()1,

ar(1 - odchylenia rzeczywistych wartosci tych wielkosci od Srednich.
Pierwsze przyblizenie okreslamy jako rozwiazanie postawionego zagad-

nienia (3.18)-(3.21) przy, p.y1, A1, @1 réownych zeru. Wtedy w
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pierwszym przyblizeniu dla uktadu cylindréw funkcje us&), uc(pl()l) spetniaja

rownania

1) depy ul)
N*(l)ovzu o(l) + ()‘*(l)O + :u‘*(l)O) Tp — M*(Z)O%_
1)
201410 M1 9T
- é) £l (3)‘*(1)0 + QM*(z)o) a0 OF
P ot dp
PYeY 5 (3.51)
2,,(1) 1 9Ckk() 1 9uygy
oV gy + (Aeo + (o) ooy Mz Th,
M)
( ) 1 8T(
~ o = (3X\@o + 24(1)0) Q)0 — P

i warunki brzegowe:
— na nieobcigzanych powierzchniach kontaktu p = R; cialo przewodzace
— préznia

oul) W

ou A,
o) Ao p) | Ao (1) _
(Ao + 2uao) —5 = = = =5 =+ = Ty =

= (3o + 212 ()0) ar@yo(T — To); (3.52)
(1) (1) (1)
Qpiy Oy Yo,
dp dp P

— na powierzchniach kontaktu p = R; sasiadujacych przewodzacych cylin-
drow
(1) (1)

_ Y (1)
o) = Up41)’

o) = Yo(+1)

8u(1) A 8u(1)
o) Ao Q%0 o))
(Ao + 2ua0) —5 = = = +tuy | =

u

ouH A\ ouV
(I+1) *(14+1)0 (14+1) 1
= (A0 + 2141)0) gp - = + U/(,&H) +

+ (3o + 214(10) ar@yo(T — To)— (3.53)
— (3A\e1)0 + 21441)0) @ +1)0(T — To);

ouM oM LM
! ! !
M*(l)o( PO D 20 _

dp dp p
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0 M LW
i | Loty elen Mo
*H+) O dp p

Nastepne przyblizenia wyznaczamy z rownan

(0 O<iil) uilh
2, (2 p
H*(l)()v up(l) + ()‘*(l)(] + ,U'*(Z)O) ap — Hx(1)0 P2
(i
2t Pty =20 (1=T,3)
2 8 ?
oo 50 o0, (3.54)
2, (i) 1 9Ckk() 1 9

a0V gy + (o o) 5~ o 350

(%)

u .
o) _ =) _
— Hx(1)0 pg - (I)cp(l) (l =1, Nl)

przy warunkach brzegowych:
— na swobodnych od obciazenia zewnetrznego powierzchniach kontaktu
p = R; cialo przewodzace - préznia

ou'? A ou'? Y ,
(1) *(1)0 7 To(l) *WO0 () _ pli) .
(A*(l)ﬂ + 2/‘*(l)o) dp - o dp + p Upty = P1(1)v 555
ou® ou® e (3.55)
40} + o) "o _ pli) .
I dp ) oy
— na powierzchniach kontaktu p = R; sasiadujacych przewodzacych cylin-
drow
@ _,o . 0 _ 0
Yo T Yoty o) T Ye(i1)’
oul? A au'? .
p(l) (10 o) @ | _
()‘*(Z)O + 2“*(00) o  p ( Ao Tun | =
au(i)
— )\* _|_2 N M_
( (1+1)0 Hx(141)0 ) ap
(1)
Ax(1+1)0 du,, e(+1) | (i) (i)
- 0 T,y | T P (3.56)
(1) (4) w9
o Py e Yo | _
dp dp p
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(@) (2) (@)
e Oty 111) . Oy Yot 4 p)
(410 | 5 op o 4(1)

W zwiazkach tych oznaczono

(i-1)
= (i 9By @) (i-1) ey
‘PEJ()I) = Ty —M*(mvzup(l) — (M@ + H)1) ap +
(i-1) (i-1)
L Hean u(¢_1)_28%(l) _zau*(z)la“pa) _ 10pn y
p> |\ PO D¢ op  Op p Op
(i-1) (i-1) (1)
o[ 100 % Yew ) | OMan .
p Op dp p dp KO
(i-1)
= (i 1 0By q) (i—1) 19810
‘I)fo()l) = T oy = a1V U — (M1 + 1) = ap
(i-1)
Lo (e 0%
p2 () 8S0

(i—1) (i—1) (i—1)
Lo (190" P Yew” )
dp \p Op dp p

-1 -1) (i-1)
20pqn (190U, Uyp O\ Shi() |
— — — + ;
p Op \p Op p oo p

(1) g G- D)
P _ %0 O Y

W dp dp p
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, T A Y, VA G
PO~ 5 b — (g 12 0 #(01 Y1)
0 = Ao~ Can + 2man) —5 PR
(i-1)
Ae(D)1 4
- (i(—)l) — Bear) @1y + Mg + 2a4101) g; )
R0
(i-1)
B At Mouiy At
a (i—l) ’
P LA
(i-1) (i-1) (i-1)
P Mpiry) _ Ppurn) | Ui
(1) H(141)1 8(,0 8p D
(i-1) -1 (1)
o oy O | et
® dp dp P

3.1.3. Pola kwaziustalone

Dla rozpatrywanego dalej kwaziustalonego pola elektromagnetycznego

(3.1) natezenia Hizl;) i Hi(()l)l) pola magnetycznego w kazdej warstwie uktadu

w kolejnych iteracjach przedstawimy w postaci

. 17~ i
G (0 p.t) = 5 (A

5 LS (oo e + B (0, 0,07 | (3.57)

z(1)

w obszarach przewodzacych cylindrow (I = 1, Ny) oraz —

y 1
H(07 )(pa(pat) =35

(1) 9 720 O

A (p, @, t)e™t + gz(o;z‘)*(p’ @, t)e_wt_ (3.58)

w obszarach warstw prozni (I = 1, Np).
Przy tym dla funkcji g

z

b;) i HZ((()Z;) spelniaja warunki podobne do (1.78),

tzn. (150 )
0H' " . 0H' " .
z(1 (158 z(l (052
825() <L w Hi(l)) ; 375() <L w Hi(l)) . (3.59)

Po podstawieniu wzorow (3.57)—(3.58) do zwiazkow (3.36)—(3.41) otrzy-
mamy z nich zagadnienia brzegowe dla wyznaczania kolejnych przyblizer
wartodci amplitud natezen pola magnetycznego. Z uwzglednieniem warun-

kow (3.45) dla wyznaczania funkeii ﬁib)l) i ﬁi?l)z) przejdziemy do rownarn

(L5t .= (18 —(i
VQHia)) + ”(l)o’ea)oWHiu)) = fl(&), (l=1,N1); (3.60)
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VA + eopooepo By =0, (1 =1,No) (3.61)

przy warunkach brzegowych
— mna powierzchniach podziatu p = R; cylinder—préznia

(139) (059)
I S W) + (3.62)

— na powierzchniach podziatu przewodzgcych cylindréowp = R;

‘ , By sl EYzass)
(L) _ g (150) (1) 2(141)
H  =H ; — _ 2041 .
z(D) 2(+1)7 TelHD0T 5 705, f3 (3.63)

— na powierzchni zewnetrznej p = Ry uktadu

HE =140 (3.64)

W zaleznosciach powyzszych oznaczono

1 ao’e(l)l(T(l 1)) oY

(i ) (1)
Fid +
0] Te(l) (T((l) 1)) ap op
('—1) (1;3—1)
n 1 aUe(l) (T () )8H() _
poey (T ) Op O

— iwpgoe (T ALY

_ z(l)
20 WO (1)0€0 dp

< Ue(l)l(T(() Vyor 1)'

I

A o) ) 2450
Fi) (i-1) Z(l+1) (i-1) z(l) |
fg(l) - Ue(l)l(T(l) ) 3/) - Je(l+l)l(T([+1) ) (9/) )

f4(l —ZHo((p, )

Pole temperatury T((i)) w kolejnych przyblizeniach dla rozpatrywanego
uktadu Wyznaczamy z zadania (3.44)—(3.49) przy nastepujacych wyraze-
niach dla ciepta Q (o W kazdej przewodzacej warstwie

(150) g (L) (1:0) g (L)
Z, 1 oHY 0H 10H) 0H
QW — ){ 0 90 190 90 {6

Oe()1 (T((l) 1) op op p Oy 0y
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ktore sa zapisane z uwzglednieniem wzoréw (1.85) i (3.57).

@ )

Sktadowe wektora przemieszczeri u Uy gy N kazdej iteracji wyzna-

1)
czamy z zagadnienia brzegowego (3.30){(()3.31), wykorzystujac okreslone na
poprzednim etapie wyjsciowego zagadnienia pole temperatury.

Podobnie, jak dla jednorodnego cylindra amplitude natezenia pola ma-
gnetycznego w kazdym z podobszaréw poszukujemy w postaci szeregdw

Fouriera. Wtedy —

A = >0 B e, (=T (3.66)

n=—oo

— dla obszaréw przewodzacych cylindréow, oraz

A = AYD e (1=T,Np) (3.67)

(1) z(l)n
n=—oo
— dla obszaréw prézni miedzy przewodzacymi cylindrami.
Po podstawieniu rozktadow (3.67), (3.67) w zaleznosci wyjsciowe (3.60)
— (3.64) i przyréownaniu wspotczynnikow przy jednakowych harmonikach

otrzymamy dla wyznaczania funkcji ﬁz((();;)n, I:Iz(b’)l)n uktad réwnan

2 10 5 P =(1;0) 7(4)
o 3 (35 B = A =T a0

62 1 8 TL2 = (0:7
oot (B )| A, =0 (=1 e
przy warunkach brzegowych

— na powierzchniach podziatu cylinder—préznia

i (154) i (054)
gt _goo L MMaon 1 Man e g0
z(l),n z(l),n’ Te)0 8/) iweg 8/) 2(1),n :

— mna powierzchniach podziatu przewodzacych cylindrow

. 4 oH"Y oH"" 4
(L) ) 2O _ 2(+D)m | #(i)
Hz(l),n - Hz(l—i—l),n’ Oe(l+1)0 dp = Te(1)0 p + fS(Z),n
(3.71)
— mna powierzchni zewnetrznej uktadu
g(Li)  _ #()
HZ(Nl)’n = f4(l)7n. (3.72)



Rozwigzania ogolne réwnan (3.68) maja postac

A (p.t) = DY) Julkip) + D) Nukip) + H G (p.t);  (3.73)

z(l)szcz,m

za$ rownan (3.69) odpowiednio —

A (0,1) = B, Ju(kop) + B, Nu(kop). (3.74)
Rozwiazania szczegdlne Hi(l)izczn, wyznaczone metoda wariacji statych,
zapiszemy jako
p
i ™ (7
Hi%l)lzcz n(p’ = _5 /fl(g) (gv t)Nn(klg)dg ) Jn(klp)+
R;

(3.75)

p
+ [ 1€ Noliup) |

R;

gdzie R; - promien powierzchni wewnetrznej (I) cylindra. Stale D((l))m

Dy, (I=T,W), By, B}, (1=T,No) okreslane sa z nkladu rownari
algebraicznych, otrzymanych w iteracjach z warunkow (3.70)—(3.72). Taki
uktad rownan zawiera zwigzki:

Wk Ry) + DG Ny (ky Ry) + BYY (R t) =
)

z(l1)szez,m
w(koRj) + B Nu(koRy);

J,
J,
0 LD e Oy Ry) = T (R By)] +

7 (135%)

) 2(l1)szcz,m B
D(ll),n [Nn—1(ki, Rj) — Nn—l(k‘lle)]} + T _

(3.76)

p=R;
k
= — {E((zlo)),n [Jn—1(koR;) — Jn—1(koR;)] +

WweQ

+ E((lo)) n [Nn—l(kloRj) - N”_l(kloRj)]} + f;(g)’n’
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odpowiadajace warunkom brzegowym na powierzchniach podzialup = R;
cylinder - préznia; zwigzki:

DY) Jn(kiRy) + D) Nu(kiRe) + HU ) (B t) =
Dﬁn nIn (ki1 Ry) + Dglll) Ny (ki1 Ry) + H(bﬁl)mz (B, t);
k
Ue(i)o { D) nea (RiRi) = Jua (R Ry)] +
oL
DY) N1 (ufy) = Nooa(Ry)] | + —2zen
b 8p
o, (3.77)
ki1 1)
= oeinn {D(l+1),n [Jn—1(kip1Be) — Jn-1 (ki1 Ry)] +
DEZZL),” [Nn—1(kip1Ry) — Nn—l(kz+1Rk)]} +
OH (153) .
z(l+1)szez,n 7(i)
+ o + F30)n

p=R;

odpowiadajgce warunkom brzegowym na powierzchniach podzialup = R;
dwu przewodzacych cylindréw oraz —

(1) (2)
(1 i) 0 ’
+ H (Nl)szcz,n(RN’ t) - f4(N),n’

wynikajace z warunku brzegowego na zewnetrznej powierzchni uktadu. Row-
nania (3.76) — (3.78), razem z warunkiem regularnosci rozwiazania przy

p = 0, tworza pelny uktad réwnan algebraicznych dla wyznaczania Dgll){n,

(2) e v G ) (2) L
D(l),n (l - 17N1)7 1 E(l),n’ E(l),n (l = 1,N0)_

Przy wyznaczaniu kolejnych przyblizen T((li)) pola temperatury z zagad-
nienia (3.44)—(3.49), przedstawimy te funkcje rowniez w postaci rozktadu w
szereg Fouriera

(@) _ (i) in (2)* —zn _
Ty = Z [Tm,n P+ T e “”] (I=1,N1). (3.79)

n=0

(@)

Przyjmijmy wartosci funkcii T(l) na powierzchniach podziatu srodowisk

p = R; za podlegajace dalszemu wyznaczeniu nieznane funkcje T((;))pov
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zmiennych ¢ i t, ktére rowniez przedstawimy w postaci szeregdéw Fouriera
oo

@) _ (4) in ()% —in -
T = 2) T pon™ + T ™™ G=TN).  (380)

Po podstawieniu rozktadow (3.79) w wyjéciowe zwiazki (3.44)—(3.49) i przy-
rownaniu wspolezynnikéw przy jednakowych harmonikach, otrzymamy na-
stepujace zadania dla wyznaczania funkcjiT((;))n (l=1,Ny)

i _ o
/\(Z)OV T + Q «()n CV(l) ot = 73 «(1),n 5 (381)
((l)) =Typy, pPrzy t=0; (3.82)

T((ZZ)),n T((l'*)‘)pov n PYZY P = Ry
(4) (4) (3.83)
T(l),n = T(l*)pov,n przy p= R,-.
We wzorach (3.81)—(3.83) promienie wewnetrznej i zewnetrznej powierzchni
l-tego cylindra oznaczono odpowiednio Rj+ i Ry-.
Wprowadzamy w rozwazania réwnomierng siatke w kazdym z cylindrow
z krokiem h(;y odpowiednio po wspéirzednej p i krokiem 7 po czasie. Z wy-
korzystaniem aproksymacji réznicowej operatoréw rézniczkowych, zamie-
niamy réwnania (3.81) na warstwie czasowej ¢ odpowiednimi réwnaniami
réznicowymi

(i) L@ 1) 0 _
)\(l)o (T(l)’n;pﬁ " ﬁT(lm;Z p? TU)v"?M) - Q(l)yn;pq - (3.84)
_ (i (i . . _
_CV()T(l)nT+P*(l)npq7 p_27N(l)_]~7 q—2,3,

z 1z¢dem bledu o(h? +7), h= max hqy, a warunki (3.82)-(3.83) — naste-

pujacymi
(@) _
Toympt = To@ympr P =1 Nw; (3.85)
(4) _ (4) . (@) 7 )
T(l),ﬂ;lq - T(l*)pOV,n;q’ T(l),n;lq (l+)p0v,n;q’ (386)

z rzedem bledu o(h). Z ukladu réwnan (3.84)—(3.86) wyznaczymy warto-
$ci funkeji T, ((lz))n dla chwili czasu t = t; w wewnetrznych weztach siatki,

tzn. wielkosci T\ D = 2,Ny — 1 przez wartosci 7 ,j=1,N
(),n;pq @) (4)pov,n
temperatury na powierzchniach. Wtedy
7@ (9)— (@) (i)+ (4)
( n;pq L( Dn ,qu(l )pov,n;q T L(l) ,qu(H)povnq—F (3.87)
+ M) e P=2 Ny -1 q=23,...; (I=LN).
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i)+
Nalezy zaznaczy¢, iz algorytm obliczenia Wspo}czynmkowLEl; nipg’ Eg,n;pm

M ((ll)),n;pq oraz ich struktura zaleza od schematu konkretnego ukladu war-
stwowego. Dalej algorytm obliczenia tych wspotczynnikéw bedzie pokazany
na przyktadzie cylindra dwuwarstwowego oraz uktadu dwu wspo6tosiowych
cylindrow, rozdzielonych warstwa prozni.

Po zamianie operatoréw rézniczkowych w warunkach (3.46)—(3.47) ope-
ratorami réznicowymi i wyeliminowaniu z nich za pomoca wzoréw (3.87)
wartosci funkeji T((;)),n w wewnetrznych weztach siatki, otrzymamy nastepu-
jace zwiazki

.- (@ in (i)*  —in
Ao |2 (U(H)me T F Uyt w) +
n=0
261 =€) ) e
+ €541 )\(l Z Z U(l+1) mLsfs’,m,n € +
J
+ Z U;J)r*l) mLS—S’,m,n] e—imp} =
5 (3.88)
= €00 Z (Z((l?-)7 ne | Z((z)) ez’mp)] .
n=0
26]00 { Z Z(z+1) mlSs—s mn e 4
+ Z Z((li):l),mLS—S’,m,n] 6—in%’} ,
m=0
S (@) in (4)* —in
“Awrno |2 (U<l+1)+,ne 7 Uginyt n w) *
n=0
2¢:01(1 —¢€; e SN .
+]+1(6-J)A(Z)OZ{ UG- LS 51 mm | €+
J n=0 m=0
= 1)%* (1) —in
+ Z U((l))—ijSS/,TTL,n] e 4,0}+
m=0
2(1 - 6]+1 )\(l+1 0 Z { Z U(l-l,—l LS—S’,m,n eimp+
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(3)*
Z Ul+l) mLS—S’,m,n

ei"@+} = (3.89)
= 2€;4100 Z [ (+1)~n® 7 Z((li-)i-*l)—,neiinv] +
—2€j4100 Z { Z
n=0 \ Lm=0
_26j+100 i { i Z((i)),nglES’,m,n einw +
n=0 m=0
—2€j41100 Z { Z
n=0

) (@)
Z Z(2),mLS—S’,m,n
m=0

(@) @) in
Z(l),mLS—S’,m,n et +

9 .
ngES’,m,n e +

e_“w} +

+ 3 [£i ™+ £ e
n=0

gdzie
o _ 1 (00 @)~ i) B
U(H)m h(l) (T(l+)p0vnq (O);nspg™ (17 )pov,n;q
)+ () ()
N (l)m;qu(l*)povm;q T M(Dm;m)
0) 1 (i) (i) (i)
Y- = h ) (65 povmia = L0y moa (0 pova™
(&) + 0) 0)
L(l+1) 7qu(l+1)+p0v,n;q+ (l+1)7n;pq)

Zayo = Y(%)o +2Y ) Yo+ 2Y Yo -
Zayn =YpoYun + Yo Yo + -+ You1 Yo + - -

_ (4) (1)* (2)
Y(l)O - (T(l)pov,ﬂ;q> + 2T( )pov,l;qT(l)pov,l;q +

(4)= (4) ()% (@)
YY( H1 T(l)pov O,qT(l)pov,l,q + T(l)pov,l;qT(l)pov,Q;q t..
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Podobnie z warunkow (3.48)—(3.49) otrzymamy

e—ingp} —
- (3.90)
- Z [T((llj-l)—pov,nem@ + T((lj-l) pov,neiimp} ’

n=0

Ao Z |:U((li))+,n eine 4 U((;))I,n e—mw} _
B (3.91)
_ (2) zn ()% —in
= A+1)0 Z {U(Hl) Y+ U1y~ n® @} :
n=0

oo

Ao > [U(Nl)tne Pt Ul e w} _
n=0

= {Z {T((lz))+p0v L€+ T ))fpov,ne_i"“”] - To} - (3.92)
n=0

D [ Fi €™+ Fy e

Przyrownujac w zwigzkach (3.88)—(3.92) wspolezynniki przy jednakowych
harmonikach, dochodzimy do nastepujacego uktadu réwnan algebraicznych
dla poszukiwanych wspoétczynnikéw

M

2¢ €
— Ao U((l))+n+j(ﬁ+1ﬁrl OZU +mLs S =
m=0 (3.93)
= EjO'()Z((li))’n — 26]‘0'0 Z Z((li))7mLS—S’,m,n;
m=0
2¢; M
i j+1 1)
- )\(l—&-l)OU((lil),n + j—)‘(l 0 Z Uz S ' man T
m=0
M .
+ 2(1 — 6j+1 ) Z U(l)+ m S S'.m.n 6j+1UOZ((lZ)),n_ (394)
m=0
_2€J+100 ZZ LS1 S’mn+ ZZ LSQ)S/mn +f5§2),n’
7 = T(” ; (3.95)

(O)tpov,n (I4+1)~pov,n’
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)‘(Z)OU((;))+ n >‘(l+1)0U((121)7 (3.96)

)

(@) _ ()
AUyt = He (TRt povn = Tom) + F{hy) (3.97)

podobnego do ukladu réwnan (2.44). Po rozwigzaniu uktadu réownan
(3.93)-(3.97), obliczamy za pomoca wzordéw (3.87) wartosci funkcii T((l))
we wszystkich weztach wybranej siatki.

Sktadowe u'” u(%) wektora przemieszczern w przyblizeniu (7) rowniez

p(l)’
poszukujemy w postaci odpowiednich szeregéw Fouriera

uﬁ’?’) =2 (ugi()l),nem + uii()li,ne_iw) ;

"y (3.98)
o @ ing (@)% —in
Uity = z% (uly e +ully %)

Po podstawieniu przedstawien (3.98) w zwiazki (3.54)—(3.56) i przyrow-

naniu wspo6tczynnikéw przy jednakowych harmonikach, otrzymamy uktad

réwnan dla wyznaczania funkcji ul()()) > u(lgl) n:

524, PO N0, >
Yo | LMmm e Fs ()0 (i)
(21tw0 + Asyo) 02 to oy 2 | T 2 et

) (@) )
N (Mo + o) Moy inA@o +3m@o) @) 0 .
p ap 2 Yom = Fo)n’
(3.99)

aQu(l) 1 au(i) u(i) 2
l)mn Hn l),n n
He(0 ( PP | o+ 20) 2 ugyt

9p? p Op p
(@) (8)
. 10%,0),0 Upl)n _ 20
in (Ao + #ano) 275 7 +in (o + 3mqo) =37 = Py,
przy warunkach brzegowych:
— mna swobodnych od obciazenia zewnetrznego powierzchniach kontaktu

cylinder - proznia

ou'? >\ . . .
Yo(h),m *(00 (. (i) (@) _ pE) .
(2140 + Aeyo) p ) (Znutﬂ(l),n+up(l),n> = Py
ou'? ; A . A
e M (4) @ _ ph)
op " p U ™ Uetn = Pia (3.100)



— na powierzchniach styku sasiadujacych przewodzacych cylindrow

@ _.6 .6 (i)
Upyn = Upi+1),m0

(4)
ou l

g,(o)’ N g)o(mu() 4 )_

(21130 + As(0)0)

- pg(él))ﬂ = (2#*(l+1)0 + )\*(1+1)0) o,

Ae41)0 (. (i) (i)
o D (Znuap(l—l—l),n + U’p(l—l—l),n) ’

)
P @6 pl)
oy p e Yen ~ Liwn

(3.101)

(%) .
pltl)n U (i) (@)

(4)
ap - ;up(l—i-l),n “Ug41)n T Py

4(),n

Zagadnienie (3.99)-(3.101), jak i analogiczne (2.47)-(2.48) dla jedno-
rodnego cylindra, rozwigzujemy metoda réznic skonczonych, wykorzystujac
siatke wprowadzona przy rozwigzaniu zagadnienia przewodnictwa ciepta.

Po zamianie w zwiazkach wyjsciowych (3.99)-(3.101) operatoréw roznicz-
kowych przez réznicowe, z rownani (3.99) otrzymamy nastepujace zaleznosci

u®

(i) L @) p(l)
(2M*(l)0+)‘*(l)0) up(l),n§ﬂﬁ+;pup(l),n;;_ pp a
o i, i wwo F ) ) -
p}% p(l),n;p Pp o(),n;p
n (o £3mwo) @) _ g0
pz% e@)mp — T p),mp?
0
R 7R R O X1 (3.102)
(D0 | Yoo (1),n:pp pp emip 2
n* (i)
+ (Ao + 2100 52 Yol +
p
. L @)
+ )\* + * - o
in (Mo + prayo) ol o
@)
Yoymp = (i)

in (Ao +3w0) = 5 = Poay 2= 1Ny
p
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a z warunkow brzegowych (3.100)—(3.101) — zaleznosci:

. A .
(i) #(1)0 (Z (i)

(QM*(Z)O + /\*(1)0) up(l)m;p B

Py
_ plE) .
- Pl(l),n;p’ (3103)
(i) n ) G _ )
Yo()mip — FPUP(Z)WW “ Ui T T’
(4) _ (@ . (%) () )
o) msNgy = Yp(+1),m10 WnNgy — Yo(+1),m10
4 A 4 .
() (D)0 (. (4) (%)
(21240 + Ayo) Yoy mip — R; (muw(l)vn;Nu) T up(l),n;Nm) -
p(7) _ (@)
B PS(Z),n;N<l) - (Q'U’*(H'l)o + )‘*(l—i-l)O) up(l+1),n;p_
(3.104)

Ac41)0 (. (3) i)

B R; ( Uo(i+1),m31 + up(l+1)7n;1> )

0 _in @ N0 =0 _

Yot),mp R; o) ,miNgy ~ Yeo(t),mNg, P4(l),n;N(z> -

N0 n @ (@) 5(0)

= Yol )mp T R Mot T Mol min T a0 mg

Zaleznosci (3.102)—(3.104) tworza uktad liniowych rownan algebraicz-
nych dla wyznaczania wartosci funkciiu, ) , oraz ug(), we wszystkich we-
ztach siatki. Uktad ten rozwiazujemy za pomoca metody eliminacji Gaussa
[99, 110]. Nastepnie ze wzoréow (3.22) z wykorzystaniem relacii rézniczko-
wania numerycznego, okreslamy naprezenia w kazdym z rozpatrywanych
cylindrow.

3.2. Rozwigzanie dla cylindra dwuwarstwowego

Rozpatrzmy uktad z dwu wspoétosiowych cylindréw z réznych materia-
tow, ktory poddany dziataniu pola elektromagnetycznego, zadanego wekto-
rem natezenia pola magnetycznego ze skltadowymi:

H,y(p,p.t) = Hy(p,p,t) = 0; H.(p,p,t) = Hoo(ip)e™" (3.105)

na powierzchni zewnetrznej p = Ry uktadu. Na powierzchni p = Ry mie-
dzy cylindrami ma miejsce doskonaty kontakt elektromagnetyczny i termo-
mechaniczny. Powierzchnia zewnetrzna p = Ry jest wolna od obcigzenia
mechanicznego i znajduje sie w warunkach konwekcyjnej wymiany ciepta
z otoczeniem, ktérego temperatura wynosi Tp. Okredlony jest stan termo-
mechaniczny takiego uktadu, spowodowany dziataniem zawnetrznego pola
elektromagnetycznego, zadanego warunkiem (3.105).
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3.2.1. Natezenie pola magnetycznego i temperatura
i (15%)

Zgodnie z przedstawionym schematem obliczeniowym, funkcje Hz(l) i
T (li)) na kazdej iteracji poszukujemy, rozwiazujac zagadnienie elektrodyna-
miki (3.60), (3.63), (3.105), a zatem przewodnictwa cieplnego (3.44), (3.45),
(3.48), (3.49). Po przedstawieniu wyznaczonych funkqu(( )) (=1,2)w
postaci szeregoéw Fouriera (3.66) zagadnienie (3.68)—(3.72) dla wyznaczania

wspoltczynnikow Ijlz(zli)n w rozwazanym przypadku zapiszemy w postaci:

02 10 n? 1;
B2 H( 1) l) l=1.2): 3.106
|:8p + — ap < 1 p2>:| f1 ( y )7 ( )
7(133) 7 (137)

gy e _ o Oen e

e(2)0 (9p e(1)0 ap 4(1),n’ (3107)
_F_Iglz)) = Hi(z)) przy p= Ry;

A, = Hon/2i przy p=Rs, (3.108)

gdzie k7 = ipowoeqyo, (I=1,2).

Rozwiazania ogdlne rownan (3.106) maja postaé (3.73), przy czym roz-
wigzania szczegolne niejednorodnych rownan okreslone sa zwigzkami (3.75).
Uktad rownan (3.76)—(3.78) dla wyznaczania sta}ychD((ll){n, D((IQ))R (1=1,2)
w danym przypadku bedzie miat postaé

(1) 2) .
All,nD(l)m + A12,nD(1)7n — Bl,rm
A21,nD(1) + A22,nD(2) + A23,nD(1) + A24,nD(2) = B y;
ASl,nDEB’n + A32,an§’n + A33,an))7n + A34,an§7n = Bsn;
A43,nD8§7n + A44,an§7n = Byn.

W réwnaniach tych oznaczono
A1 = Jn(0); Aign =0;
A21,n = Jn(klRl)§ A22,n = Nn(klRl);
Aoz = Jn(kaR1);  Aogyn = Np(kaRy);

T¢(2)0

Az = ki [Jn-1(k1R1) — Jns1(k1R1)];

Ue
Asop = (22)0 k1 [Np—1(k1Ry) — Npy1(k1Ry)];

)
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Oe(1)0

Az p = ko [Jn—1(kaR1) — Jns1(keR1)];

O-e
(21)0 ko [Np—1(kaR1) — Npt1(koR1)];

Az = Jn(kaR2);  Asan = Np(k2R2);

A34,n =

BL” =0; B o H(() 2)szcz, n(Rl’ ) H(Z() 1)szcz, n(Rl’ t);
Bg}n = _ziz)l),n(Rl)+
k1 B
T3 [Jn-1(k1R1) — Jn+1(k1Rl)]/ 7110 (& ) Nn (k1) dE+
0
Ky i
5 o) = Nk R)] [ 7)) (€007, ()
L =6 0]
B4’" - EHZ(2)pOV,n - Hz(2)szcz,n(R2’ t)'

Funkcje ((l)) (I =1,2) temperatury w kolejnych przyblizeniach wyzna-

czamy réwniez w postaci (3.79). Zagadnienie (3.81)-(3.83) przyjmuje przy
tym postac

9?2 10 n2

(i)
200 |52+ o35~ 2| Tl Q™
(i) (3.110)
vpein _p) g9
Cv (10 ot xn =4
T — 78 pray t=0 (3.111)
®m = fomn P :
@) _ i)
Ttym = Tyms
(4) (@) przy p=R 3.112
\ 0Ty _, 8T(2)m_ . y 1 ( )
(1)0 op (2)0 dp 6(1),n
—A@)0 —HT +f7 \m PTZY p =R (3.113)

ap

Zagadnienie (3.110)7(3.113) rozwiazujemy metoda réznic skorczonych.
Rownania (3.110) aproksymujemy zwigzkami réznicowymi

, 1 n2 '
)\ T(Z) 77T(2) o 7T( + — C T(l) e
WO Oumier p, " )iy~ p2~ Oimipa Q ypg — VOOT (@) s "
_ ) S -
=Piympy P=2Np—1 ¢=2,3,... (1=1,2)
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z rzedem btedu o(h®+7), h = maz(hy, hs), a brzegowe i poczatkowe warunki
(3.111)(3.113) — zwigzkami

() (i) [N
Tynpr = To@ynpy P=LNg (1=1,2) (3.115)
(2) _ @
T(l)m;l\hq — 1 (2),n:1q’
@ ¢=2,3,...  (3.116)
e 7® o M
(1)0 (1),n;p (2)0 ap 6(1),H;qu

@ _ (%) 7(1) _
_)\(2)0T(2)7n7p - H*T(2),TL;N2(] + f?(l),n;NQq q — 2, 3, e (3117)

z rzedem btedu o(h). W réwnaniach tych Nj, No - wybrana liczba we-
ztow siatki wzgledem wspétrzednej p w obszarze kazdego cylindra, hy, ho
- kroki siatki. Zaleznosci (3.114)—(3.117) tworza uktad liniowych réownan

algebraicznych dla wyznaczania wartosci T(;) na warstwie czasowej q.

;pq
Uktad rownan (3.114)—(3.117) rozwiazujemy metoda przegnania [110,

124]. Dla tego potozymy
(i) G (i) (i) —

T mp-14 = A mp-1.0L W mipa T B)mp-1  P=1LN1=1) (3.118)
(i) (i) i) (i) —
Dap—ta = A mp—1qL @ mipa T BRmp-1 @ =2N2). (3.119)

8 BY obliczamy zgodnie z na-

Wsp6lczynniki przegnania A Donp—1.0> Bl)ymp—1.4

stepujacymi wzorami
(@) —1-
(1)ml,g — 1

; A 1 -
A0 _ (P L
A g = < hz Y >Z<> (p=2,N1);

Y .
’ n;p— 17q 1)0 (Z (7,)
(1) nipg 2h1pp h3 Q nipg + 73>‘<(1)n;10,q_
o 7@ -1 (9 N
7 T4y mipg—1 Z(l)p (p=2,N1);
A9 BU) _ o), (3.120)
( )’anZ:q 1 _|_ h2H (2):”§N27q ’ ]_ _|_ hQH* ’
; A2 1 -
(4) _ (2)0 -1 — )
A(z)’n;pg < h2 + th ) Z(2)p (p - 17N2 - 1)7
. BY >\ .
(4) _ | Z@)mptlg 2)0 (z (i) _
B(Q)m;p,q o 2hapy Q nipg T 7)*(2)71;19,(1
EV(2)0 1r(4) -1 (1 N.— 1)
7 T(Q)yn;zxq—l} Z(Q)p (p=1,Np —1);
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otrzymanymi ze zwiazkow (3.115)—(3.117), gdzie

(i) )

22 0 AWmp-1q  vap n
Z — 31y 4 .
Mp h% + 2h1pp T + pz%a
(@)
2\ Ay c 2
By = 220 4 LOnrirg _ Vi | ™

h3 2happ T Py

Z zaleznosci (3.117) uwzgledniajac wyrazenia (3.118) i (3.119) otrzymu-
Jemy

70

) _ (@ _ [p®
WmiNg = L@mitg = [B(l)m;er’qu
RACIGEND 0
Ayohe (2),m52,q A(1)o 7,(2),mp,q (3.121)
, Ao h , -
_ 40 (2071 (o 4()
x| A(l),n;l\h—l,q—i_)\(l)ohz (1 A@)mslq)}
Wzory (3.118)—(3.119) pozwalaja (przy wykorzystaniu 7 oraz

(1),n;N1,q
T((ng’n;l’q) obliczy¢ wartosci poszukiwanych funkcii we wszystkich weztach
rozpatrywanej siatki.

3.2.2. Stan naprezenia i odksztalcenia

Odpowiednio do wykorzystywanego schematu obliczeniowego, zagadnie-

nie (3.99)—(3.101) dla wyznaczania Wsp(’)lczynnikc’)wug()l) o US()Z) . (1=1,2)
(1)

rozktadéw (3.98) sktadowych Uy ug()l) wektora przemieszczeni w i-tej ite-
racji zapiszemy nastepujaco

2, (1) (4) .
Ty 100n 1402 @ 2n @ |
Hex(1)0 8[32 p 8,0 p2 p(D),n ,02 p(l),n
N 0 %fi)z),n 1/ 0 — 5@
('u*(l)o + *(1)0)% ap + ; (up(l),n + Znucp(l),n) EIOR
i 1; (3.122)
82ug(o()l),n 1 aucfogl),n 1+ n? (@) 2in (3)
K)o - - U, + —u 1 +
op? p Op p2eDm T2 Tp(l)n
in e 1w o | se
?(M*(l)o + A@)0) p + P (Up(l),n + ”W(p(l)ﬁ) =L,



O B 3 N ) B () B
Upmyn = Yp@) i Y1) = Yp@)n
(

() | A @) Ao (i)

p + p uW(l)»n + p up(l)’n_

3u(i) in\ A
p(2),n m *(2)0  (3)

— (214(2)0 + Ax(2)0) ap + P Ug o)t

(20410 + Ax(1)0) 5

A0, (i)

. 3.123
T p(2)m = £3(1yn (3.123)

(3.124)

p@n M () (@) _ pli) _
op T 5 @ " U = Digm Py = I
Zagadnienie (3.122)-(3.124) rozwiazujemy takze metoda roznic skonczo-
nych. Uktad rownan réznicowych (3.102)—(3.104) w tym przypadku mozna
zapisaé

L-X=G (3.125)
gdzie
Loy  Lap Ly
L(_l)er L?I)lel ino)]vrl . .
L= L(l)N1 ﬁ(l)Nl L(Oz)o L(z)o ;

L(l)N1+1 L(_2)1 . .

@2 Lee  Lap

L(_2)N2 L(_2)N2

T

X = (X(l)l X(1)2 e X(l)Nl X(2)1 . X(Q)Ng ) 7



G = (Gan Gaz - Gow,
— (@ (@)
Xap = (up(l),n;pq Yot n ,pq>

0
+
Ly = Ly, = <

1 mn
o (2120 + Asyo) (hz - 2thp> T (ka0 + Aeyo) '
Op n 1 1 !
upy (110 + Xe)0) Hx(1)0 (hz - thp)
1 1
2 * + )\* P -
(2110 + Ae0) <hl 2hl/0p) 0 o)
ko] p2 0T Ao
L?l) = pl% 92 1
P
mn ~ Hxo <h12 p%)
— (Brayo + Xeyo) 2
Py W A\
2 (w0 + Aeayo)
1 1 in
2 * + )‘* 7 ) 57 . \Mx + A*
1y - (2t + Asia) <hz i) gy 1(l)o 1 o) |
m
gy (@0 + As)0) e (1)0 <hz - 2thp>
_ (& 5 (4 5 N 1 _ .
G(l)P - ((I)p(l),n;pq q)gp(l),n;pq ) , p=2,N—1, (l =1, 2);
B —2p(1y0 + As(1)0 0
L(l)Nl = 0 _M>;L(1)O )
1
1 in n
(2/L*(1)0 + )\*(1)0) hil + EA*(I)O _Rl )\*(1)0
L((jl)Nl - 1 n )
Fx(1)0 hy — RL R, H+(1)0
1
n n
(2“*( )0 + As(2)0 ) s + R, Ak(2)0 *Rl)\*(no
0
Ligyo = 1 in ;
(2)0 — RL R, H+(2)0
1
(2120 + As20) 7= 0 _ .
h _ (4) (@)
LE)O = 0 Hx(2)0 | Gayn, = ( 3(1),n P4(1) n) ’
ho



. 11 0 0
Loyn 1= Lpn = (1 1 )  Lon = (0 0 ) ; Gan=(0 0);
1 1 m
— (24 + A — 4+ =\ —— A
y (21220 + A2p0) 3+ o Ae@o A0
(2)N2 ( 1 ) n
~Hx(2)0 Hx(2)0
hs — 75 R
1
B - (2M*(2)0 + )\*(2)0) T 0
Ligyno = 2 3
_ *(2)0

0 Iy

G, = (Pffi),n Py >;

Dla rozwigzania uktadu rownan (3.125) stosujemy metode przegnania
macierzowego. Dlatego polozymy

X Aayp-1 Xy + Bap-1, p=1,N—1; (3.126)

p—1 =
X(Q)p+1 = A(2)p+1X(2)p + B(Q)p+1, p = 2, NQ. (3127)
Wtedy dla wyznaczania wspétczynnikéw przegnaniaAy, i B(;), otrzymamy

Ay = —(L{y) " Ly Bayn = —Liy) ™ Gays

Awp = =LAt + L) Ly

By = (L Aayp-1 + L) MGy — Liyp1Bap-1); p=1LN—1;

AN, = —(L?) ) 1L(_1)1, BN, = —(L(()z)Ng)_lG@)Nz%
Ay = _(L(?)pA(Q)pH + L(()2)p)_1L(1)p;
By = (LA + L) ™ (Gap = L Bupn)i p=2,Ne — L.

Wielkosci X(q)n, 1 X(2)1 obliczamy z relacji

Xayw = Xen =Ly Aayv -1 — (L{gy1A@)2 — Li2j0) ' %

0 - (3.128)
x (Lig)oB2)2 = L)y, Bayvi-1)-

Zatem ze wzordw przegnania odwrotnego (3.126)—(3.127) odszukujemy war-
tosci X(pyp, (p = 1, Ny — 1), tzn. przemieszczenia we wszystkich weztach
wybranej siatki, 1 z wyrazen (3.22) wykorzystujac wzory rézniczkowania
numerycznego wyzhaczamy nhaprezenia.
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3.3. Rozwigzanie dla ukladu cylindréw wspoélosiowych,
rozdzielonych warstwg prézni

Rozwigzywane jest zagadnienie okreslenia stanu termomechanicznego
uktadu, sktadajacego sie ze wspolosiowych cylindréw, rozdzielonych war-
stwa prozni. Na powierzchni zewnetrznejp = Rs uktadu zadana jest wartosé
sktadowej stycznej wektora natezenia pola megnetycznego

H,3)(p = R3,,t) = H.o(p)e™". (3.129)

Miedzy powierzchniami cylindrow p = Ry i p = Ro zachodzi wymiana ciepta
przez promieniowanie, a na powierzchni zewnetrznej uktadup = R3 - przez
konwekcje (z otoczeniem o temperaturze Tp). Cylindry sa mechanicznie nie
powiazane, a ich powierzchnie sg nieobciazone.

3.3.1. Pole elektromagnetyczne i temperatura

W rozpatrywanym przypadku, zagadnienie (3.68)—(3.72) wyznaczania
wspoltczynnikow szeregow (3.66), (3.67) moze by¢ zapisane w nastepujacej
postaci

92 10 2 i i
[(%2 4= (kl — p2>] H((ll fl) w (1=1,2); (3.130)

pp
0? 10 n2 PN
92 K o—— || B =0 131
|:ap2 t pap < ! p2>:| zZ,n 07 (3 3 )
(12 _ (0:
1 aHz('(l),)n 1 oS
Oe(1)0 op B iweg Odp T f2(l)7n’
— (150) (3.132)
OH " Py =10
z(1),n Z,n
= = =1,2).
ap oy Py op=1l (=12
(139)
% — iHZOn przy p= R3. (3133)
op 2 "7

Rozwiazanie ogolne rownan (3.130), (3.131) ma postaé (3.73), (3.74),
a rozwiazanie szczegOlne réwnania (3.130) (wyznaczone metoda wariacji

stalych) — postaé (3.75). Stale Dézl))nv DEIQ))H (1 =12)1 E,(Ll), B? w
tych relacjach znajdujemy z uktadu rownan algebraicznych, otrzymanym z
warunkow (3.132), (3.133) i warunku regularnosci rozwiazania przyp = 0.

Uktad ten zapiszemy w nastepujacej postaci

AD = (3.134)
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gdzie
_ 1) (2) 1) w2 H (2)
D= {Du),n’D(l),n’En  En ’D<2>7n’D(2>,n}’
A — macierz z elementami:
A =0; Ap=1; Az =A14=A15=A16=0;

Aoy = Jp(k1R1); Ao = Np(kiR1); Az = Jp(koR1);
Agy = Nyp(koR1); Ags = Ay =0;

k
Agy = 2 [Jn—1(k1R1) — Jpt1(k1R1)];

k
Agy = ~ "~ [Na—1(k1R1) — Nys1 (k1 Ry));

k
Aszz3 = 20 [Jn_l(k0R1> - Jn—i—l(kORl)] )

w
k
Agy = - 0 [Nn—1(koR1) — Npy1(koR1)];
iweg
Aszs = A3 = Ag1 = Ayp = 0;
ko
Ays = n— —Jn ;
B e [Jn—1(koR2) — Jps1(koR2)]
k
Agg = - 0 [anl(k‘oRﬂ - Nn+1(k0R2)] )
iweg
k
Ayy = —2 [Jn—1(k2R2) — Jp+1(k2R2)];
Te(2)0
k
Ayg = —2—[Np_1(k2Rg) — Npi1(kaRo)];
O¢(2)0

As1 = A5 =0;  Asz = Jn(koR2);  Asa = Nn(koRz);
A55 — Jn(kQRQ), A56 = N’I’L(k2R2)7
Apr = Ag2 = Agz = Aps = 0;  Ags = Ju(kaR3);  Ase = Nn(k2R3);

a B — wektor prawych czesci, rownych

e _ (L;2) .
By =0; By= (Hz(l)szcz,n) p=Ry

(159)
Fo o O s
2(1)n dp
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(1;2)
Fo OH. Dsscan :
5(1),n 8p )
p=R2

(L)
B5 (Hz( szcz,n) szQ’

1 (150)
Be = (%Hzo,n - Hz(Q)szcz,n)

p=R3
Zagadnienie (3.81) — (3.83) wyznaczania Wspélczynnik(’)WT((l))n

szeregu (3.79) funkcii T®) w iteracjach zapiszemy w postaci

@A) Ty,
2m(2 ? % .
A0V T+ @y — V05, = a1 =1,2);

T((li)),n = TO(Z),n przy t =0, (l =1, 2);

(@) _ () o
T(l)vn - T(l)pov,n przy p= Ry;
(1) (%) o
T(z)vn T(Q)pOV n pI“Zy p - R27

—Awo 3[)’ = H*(T((Q?,n —Ton) + f%)n przy p= Rs.

Odpowiadajace temu réwnaniu zagadnienie réznicowe ma postac

2
(0) L) n” (i) 0) _
Ao (T(l),n;pﬁ + ;pT(l),n;Z - /)%)T(l),n;pq) T Q*(l),n;m -

= CV(I)OT((Q’L';JL;T + P)}EZ()2) (p = m’ q= 27 37 . ),

g’
T8 i =T ~ 1
(1)7n§p1 0(1)7n;p’ p ) 1’
@ _p@ ) _ ) S
T(l),n,lq o T(l),nQZQ’ T(l),n;qu - T( )pov,n;q’ q - 2, 3, “ e

2
2 () z> B
T ; N F%T(Z)r 7PQ> + Q , n;pq -
(p=2No—1; ¢=2,3,...);
© _ i —
T npr = To@mps P =1,Na;
(@) ()
T(Q) n;N1g — T(2)pov n; q

(@) (i) B
A( 2)0 T(2) n;p H* (T(Q),TL;NQq - TO,”;Q) + f7(2),n;pq q = 2, 3, .
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(3.135)

(3.136)
(3.137)

(3.138)

(3.139)

(3.140)

(3.141)

(3.142)

(3.143)

(3.144)

(3.145)



Przyjmujac wielkosci T((lgpov niq OTAZ Té;povn » jako znane na warstwie

czasowej (q), uktady rownan algebraicznych (3.140)—(3.142) wzgledem wiel-
kosci T()) o0 (0 = T,N1) i (3.143)-(3.145) wrgledem — T(y) . (p =
1, N2) rozwiazujemy z wykorzystaniem metody przegnania. Przy tym zgod-

nie ze wzorami (3.118)—(3.120) obliczamy Wsp()lczynnikiA() BY

. ' (Wmip 2 (1)mip?
(p=T1,N1) oraz AD) - BY) . (p=1,Na).

Uktad rownan (3.93)-(3.97) dla wyznaczania wartosci T((li))pOV g (L=
1,2) w rozpatrywanym przypadku ma, postaé

- A(l)OU((lg’n Z U ),m LS—S’,m,n =

()
= 610'0Z(1 )n — 26100 Z Z ),m LS—S’,m,n;

@ 200 =)Ao 5= 0 14
)‘(2)0U(2),n + ) Z U(1),mLS—S’7m7n+ (3.146)
m=0
M
7 2 7
2(1 - 62) Z U((Q;,mL(SzS’ mmn 62O-OZ(2)),n_
m=0
) ) ) @ ()
26200 Z Z(1)7mLS—S’,m,n + Z Z(Q)7 LS S’ mmn + f5(l),n’
m=0 m=0
gdzie
@ _ 16 (i) () () .
Uy = 1y T povasa = (AW mivi1 T v + B 1) |

@ _ 1 @) i) @\ _ ) .
U(Q),n - E |:(A(2),n;2T(1)pov,n iq + B(l) n; 2) T(Q)pov,n;q} ’
Zw,0 = Y(%)o +2Y Yoy + 2Y 00 Y0y + -+ 2Y Yy i
Zmya = YooYun + Y01 Yo + 2Y0e Yo + - + Yo u—1 Yo urs

Y(l)O — (l) ) T() T(Z)* NI

(l)pov,O;q (Dpov,L;¢~ (I)pov,0;q

(4) (4)=
+ 2T(l)pov M,qT(l)pov M; q’

_ (@) (2) ()% (2)
Yo = T(l)pov,O;qT(l)meq + T( l)pov,1; qT(l)pov,2;q oot

(4)% (@) )
- T(l)pov,Mfl;qT(l)pov,M;q’

/‘\
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Uktad réwnan (3.146) podobnie jak (2.44) rozwigzujemy z wykorzystaniem
metody prostej iteracji.

3.3.2. Stan odksztalcenia i naprezenia

W rozpatrywanym uktadzie cylindry sa miedzy soba mechanicznie nie
zwigzane i swobodne od obciazenia mechanicznego. Dlatego stan naprezenia
wynikajacy w kazdym z nich wyznacza sie niezaleznie dla cylidra petnego
oraz wydrazonego. Rozwigzanie zagadnienia dla jednorodnego cylindra pet-
nego podano w rozdziale 2. Podamy analogiczne relacje dla wyznaczania
naprezen w cylindrze wydrazonym. Przy tym indeks (1), odpowiadajacy
numerowi kolejnemu cylindra, opuszczamy.

W celu wyznaczania wspolczynnikow ug’%, ug)n szeregow (3.98), przyj-
dziemy w zagadnieniu (3.99)—(3.101) do ukladu réwnan postaci

2 (%) (3) 2 )
o |Luon | 10upn 1402 o) 2n |
dp? p Op p? o p? "
o [ou), 1/ i pi
+ o+ o) [8; T (ufh o+ imun) | = 840

O*uilhy n Loufh, 1402 o 2in ()

0 82 o Op 02 Upm o2 o +
Q) (3.147)
in aupl,n 1 i G i
+ (As0 + ,UJ*O)? [ap + ; (ug)n + Z”“So?n)] = ‘I)gp?n,
za$ odpowiednie warunki brzegowe dla p = R; oraz p = Ry beda
(4) , , L
(As0 + 2p140) ag'g’n + Ao (ug”)n — znug?n> = Pl(;)l;
. P (3.148)
Qugn 11 (G (%)
ap ; ( Ei)n — znufa?n) =P,

Aproksymujac operatory rozniczkowe w zagadnieniu (3.147) — (3.148)
operatorami réznicowymi, otrzymamy nastepujacy uktad réwnan algebra-
icznych

L-X=@G, (3.149)
gdzie
LY Lf Xi G
L Ly LY L3 oy Xo | oo Gy |
Ly L% XN Gn
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. . T
Xp = <u§i)n;pq us(o,)n;pq ) , p=LN;
1 A mn
— hf()\*o + 2u40) + RO — ?A*O
LYV = 1 . 1 1 .
' oy o4y )
Rl *0 M0 Rl
Lo +2u0) 0
L'lf' _ | *0 M0 : Gy = <P1,n;pq> ;
0 %0 P g
hi
1 n
s 211y — Ase "
P ( 0+. Mo)(h%+2h1pp) 2h1fp( ozru 0)
g n (A*O + /J/*O) /J/*O(i + )
2h1pp hl 2h1pp
1 M0
( 0 MO)(h% p}%) p% 2h1p§()\ O+3ILL 0)
' (5 — =)
2h p2 ()\*0 + 3:“*0) 2
r — —5 (A0 + 2p40)
Pp
1 1 n
' T (otimo) oot ) )
2h1pp *0 T Hx0 Hx0 I 2h1pp
_ . . T -
Gp = <q>£%)n;pq (I)s(o?n;pq ) p=2N-1
1
_ - hi()\*(] + 2#*0) 0
Ly = 1 . o
h1
Lo 42w — 5(0)
7o _ I %0 Hx0 R 0 G — PLqu
N " (i_i) e | PO )
*0 hl RQ R2 * NIV G

Do rozwiazania uktadu rownar (3.149) stosujemy (podobnie jak do ukla-
du (2.49)), algorytm metody przegnania macierzowego, ktory okreslaja re-
lacje (2.50)—(2.52). Po wyznaczeniu przemieszczen, naprezenia i odksztalce-
nia okre§lamy w kazdym cylindrze ze wzordéw analogicznych do otrzymanych
przy rozpatrywaniu cylindra pelnego.
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3.4. Obliczenia numeryczne

Niniejszy podrozdziat przedstawia wyniki badan numerycznych stanu
termomechanicznego uktadu wspétosiowych niemetalicznych przewodzacych
cylindrow, rozdzielonych warstwa préozni: petnego wykonanego zSiC' i ze-
wnetrznego — z grafitu. Uktad znajduje sie pod wpltywem jednorodnego
harmonicznego pola elektromagnetycznego, zadanego wyrazeniem (3.1) przy
Hy = const i czestotliwoéci w = 31415~ 1. Zewnetrzna powierzchnia uktadu
p = R jest izolowana cieplnie, a miedzy powierzchniamip = Ry i p = R
zachodzi wymiana ciepta przez promieniowanie. Powierzchnie te uwazane za
dyfuznie szare o wspolczynnikach emisji rownyche; = eo = 0.85. Cylindry
sa mechanicznie nie zwigzane, a ich powierzchnie nie sg poddane obcigzeniu
zewnetrznemu.

Poczatkowe wartosci wspotczynnika przewodnogci elektrycznejo., wspot-
czynnika przewodnodci cieplnej A, pojemnodci cieplnej Cy, gestosei vy, mo-
dutu Younga E, wspotczynnika Poissona v oraz wspoétczynnika rozszerzal-
nosci cieplnej ar wymienionych materialéw, przy temperaturzely = 293K
przedstawia tabela 3.1. Rysunki 3.2 i 3.3 ilustruja wzgledng zmiane (w sto-
sunku do wartosci przy temperaturze poczatkowej) wybranych wspotczyn-
nikéw materialowych rozwazanych materiatéw od temperatury. Wielkosci,
ktore nie sa pokazane na wykresach, zmieniaja sie z temperaturg nieznacznie
i ich wartosci przyjmowane sa jako state.

Tablica 3.1. Wartosci wspétczynnikéw materiatowych przy temperaturze poczat-
kowej [101, 132, 150]

Wsp6tezynnik SiC Grafit
e, Ohm-m~ 1| 1.88¢4 9.5¢4
A, W/(m-S) 111.5 23
Cy, J/(m-S) | 2.225e6 | 1.64e6
v, kg/(m?) 1500 2000
E N/(m?) 39.4e10 | 6.1e10

v 0.3 0.33

ar, K7t 4.7¢-6 | 5.88e-6

Do przeprowadzenia obliczen wykorzystane zostaly algorytmy opraco-
wane w rozdziale 2 oraz niniejszym rozdziale 3. Algorytmy te zostaly
zrealizowane w postaci zestawu programéw komputerowych w jezyku al-
gorytmicznym FORTRAN IV.

Celem przeprowadzenia obliczert jest ilustracja proponowanego sche-
matu obliczeniowego oraz ilosciowa ocena wplywu na zmiane termome-
chanicznego stanu przewodnikéw niemetalowych, poddanych oddziatywa-
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X/ X pocz

0 1000 2000 T-To, K

Rysunek 3.2. Zmiana wspoétezynnikéw materialowych dlaSiC' przy zmianie tem-
peratury [132, 150]

X/ X pocz
3

/C'%
2 =

/"
/
1 L
A
-/
0 1000 2000 T-To, K

Rysunek 3.3. Zmiana wspotczynnikéw materiatowych dla grafitu przy zmianie
temperatury [132, 150]
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niu kwaziustalonego pola elektromagnetycznego. Badano przy tym wptyw
zmiennodci wlasciwosci materialowych od zmiany temperatury oraz wy-
miany ciepta promieniowaniem na zachodzace procesy termomechaniczne.

Wyniki obliczeni, przeprowadzonych dla przedstawionego uktadu ilustru-
ja wykresy na rysunkach 3.4 — 3.13.

3.4.1. Uwzglednienie zaleznosci wlasciwosci materialu od
temperatury

Rys. 3.4 pokazuje przy Ho = 2.0-10° A/m zaleznoéé¢ od radialnej wspot-
rzednej wydzielanego ciepta na skutek przeptywu prgdudla ustalonych chwil,
a rys. 3.5 — od czasu dla ustalonych wartosci p. Odpowiednie zaleznosci
temperatury w ukltadzie, przedstawione sa na rys. 3.6 i 3.7, a niezerowych
sktadowych tensora naprezenia — na rys. 3.8 — 3.10. Dla poréwnania,
na rys. 3.4 — 3.10 liniami przerywanymi pokazane zostaly wymienione
zaleznosci przy statych charakterystykach materiatu, rownych wartosciom
usrednionym w rozwazanym przedziale temperatur (293K, 3000K).

Qlo*w/m®

R,=0.125m
0751 1_t=170s

2-t=310s

3-t=410s 1\ -7
0.5 1 4—-t=500s __;;

2 34
0.25 32
4
=1 1 PIRy
0 0.5 1 p Py

Rysunek 3.4. Rozklad wzgledem wspotrzednej przestrzennej gestosci mocy ciepla
Joule’a

3.4.2. Uwzglednienie wymiany cieplta przez promieniowanie

Wyniki obliczent rozktadéw ciepta Joule’a, temperatury i naprezen, z
uwzglednieniem wymiany cieplnej przez promieniowanie miedzy powierzch-
niami p = Ry i p = R; ukltadu, podane sg na rys. 3.11 — 3.13. Rys. 3.11
ilustruje przy Hy = 2.0e5A/m rozklady wzgledem wspolrzednej p gestosci
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R,=0.125m.
1-p=R
0.75 2-p=R
S i St E
0.5 3
\
N
0 200 400 t,s

Rysunek 3.5. Zaleznosci gestosci mocy ciepta Joule’a od czasu

T.K
4 |
Ro=0.125m -
. J r 3
3000 1-t=170s — — =
2-t=220s L 7L‘
3-t=310s des 2 %
4-1=410s - ,' 5 1
2000~ £ ~
______ == 3y
————— == 2/
100 ===
<
]
PRy
0 0.5 1 p 0,

Rysunek 3.6. Rozklad wzgledem wspolrzednej przestrzennej temperatury
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T,K

_ =4
R=0.125m. -
1-p=0 N-=====
3000 2-p=R, — '/442
3-p=R o .
200 Yl —=
100 ==
0 200 400 ts
Rysunek 3.7. Zaleznosci temperatury od czasu
olo,
— I
SR o, Ro=0.125m
Rl t=410'¢
I
\\
-500 N
\\\§
x
0 0.25 0.5 0.75 pIRy

Rysunek 3.8. Rozklady wzgledem wspolrzednej przestrzennej naprezen
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0 [ R~=0.125m
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2-1=220s
3-t=310s
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0 0.25 0.5 0.75 pIRy

-500

Rysunek 3.9. Rozklad wzgledem wspoélrzednej przestrzennej naprezeno,,

0,10,
I gy——
/
500 G
e N\
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-500 ‘4\
= \*w/
0 150 300 450 t,s

Rysunek 3.10. Zaleznosci naprezen o, od czasu
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Rysunek 3.11. Rozktad wzgledem wspoétrzednej przestrzennej gestosci mocy ciepta

Joule’a
T,K
Y/
1</
/ Ry=0.125m.
3004 a-p=0
b-p=R
200 P

100

0 100 200 ts

Rysunek 3.12. Zaleznosci temperatury od czasu
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0,10,

100 2\_ /a _______
——————— =" - ;_/
S
N DN B ~

2 br/ T
-100 Ro=0.125m |1

1-p=0

2-p=R,
300 450 t,s

Rysunek 3.13. Zaleznosci naprezen o, od czasu

mocy ciepta Joule’a, a rys. 3.12 oraz 3.13 zaleznosci temperaturyl i napre-
zenl 0., od czasu. Krzywe z numerem 1 odpowiadaja uktadowi cylindréw, a
krzywe 2 — jednemu izolowanemu cylindrowi. Liniami przerywanymi poka-
zane zostaly odpowiednie rozktady obliczone przy wspoétczynnikach mate-
riatowych réwnych wartodciom udrednionym w zakresie temperatur nagrze-
wania.

3.4.3. Analiza wynikéw obliczeni

Na podstawie przeprowadzonych obliczern przeanalizowano wplyw na
stan naprezenia w uktadzie zaréwno zmiennosci poszczegdlnych wlasciwo-
$ci materialu wraz ze zmiana temperatury, tak i warunkéw wymiany ciepta
z otoczeniem. 7 dokonanej analizy wynikéw numerycznych rozwiazanego
zagadnienia dla uktadu cial cylindrycznych otrzymano:

— Skutkiem zmiennosci wtasciwo$ci materiatu jest zmiana w czasie warto-
sci mocy wydzielanego ciepta Joule’a. Przy tym jego rozklad staje sie
bardziej nieréwnomierny. Jest to przyczyna zwiekszenia gradientu pola
temperatury oraz zwiekszenia poziomu naprezen. Najwiekszy wplyw
na zwiekszenie gradientu temperatury ma wzrost w czasie nagrzewania
przewodnogci elektryczne;j.

— Przy zalozeniu statych wartosci wspétczynnikéw materialowych otrzy-
muje sie zawyzone wartosci naprezen na poczatkowym etapie dziatania
pola elektromagnetycznego, a przy osiagnieciu zadanej temperatury —
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zanizone. Przy tym dla rozpatrywanych materiatow czas osiagniecia tej

temperatury jest wiekszy od rzeczywistego.

— Wymiana ciepta z otoczeniem przez promieniowanie na powierzchni ze-
wnetrznej, prowadzi do zwiekszenia wynikajacych naprezen. Maksy-
malnego przyrostu przy tym doznaja rozciagajace naprezenia na po-
wierzchni zewnetrznej uktadu.

— W procesie nagrzewania, kiedy temperatura powierzchni jest ponizej
1000K, wymiana ciepta przez promieniowanie w rozwazanym schemacie
daje znikomy wplyw na osiagane przy tym naprezenia.

— Wymiana ciepta przez promieniowanie, zachodzaca miedzy sasiaduja-
cymi powierzchniami cylindréw, prowadzi do zwiekszenia gradientu tem-
peratury i odpowiednio do zwiekszenia naprezeri. Obecnos¢ zewnetrz-
nego cylindra o wiekszym wspoétczynniku przewodnodci elektrycznej pro-
wadzi do zmniejszenia czasu, potrzebnego do osiggniecia zadanej tem-
peratury. Jednak towarzyszy temu zwiekszenie poziomu osigganych na-
prezen.

Przedstawiony schemat obliczeniowy moze by¢ wykorzystany do ilogcio-
wej oceny parametrow nagrzewania przy zbudowaniu efektywnych sche-
matoéw obrobki termicznej elementéw z niemetalowych przewodnikéw elek-
trycznych z udziatlem pola elektromagnetycznego. 7 drugiej zas strony po-
zwala on na oszacowanie warunkow oddziatywania polem elektromagnetycz-
nym przy pomiarach waznych w zastosowaniach wtasciwosci elektrycznych
takich materiatow. Osiggniecie zadanej doktadnosci przy pomiarach wlasci-
wosci elektrycznych wymaga wyeliminowania innych wplywéw na mierzone
wielkosci, w tym rowniez od nagrzewania sie i towarzyszacych jemu na-
prezen. Proponowane rozwiazanie modelowe umozliwia dokonanie oceny
takiego wptywu.



Rozdzial 4

Przewodno$¢ elektryczna materiatow
wieloskladnikowych

Niniejszy rozdzial poswiecony jest opracowaniu schematu pomiarowego
przewodnosci elektrycznej w materiatach wielosktadnikowych. Opisano sta-
nowisko badawcze wlasciwosci elektrycznych twardniejacych zaczynéow ce-
mentowych. Przeprowadzone pomiary stanowia podstawe oceny zaawanso-
wania procesu twardnienia takich materiatéow.

4.1. Wspélczynnik przewodnosci elektrycznej

Jak wspomniano wyzej, przewodniki wielosktadnikowe, do ktérych za-
licza¢ bedziemy réwniez osrodki porowate, réznia sie zasadniczo mechani-
zmem przenoszenia tadunku elektrycznego. Przewodniki takie nazywane
sa przewodnikami II rodzaju, czy rowniez przewodnikami jonowymi. W
odréznieniu od przewodnikéw metalowych, oérodki takie tworza ztozony
uktad sktadnikéw o rézniacych sie miedzy sobag wlasciwosciach. Miedzy
sktadnikami maja miejsce wzajemne oddziatywania, co przejawia sie przede
wszystkim w zachodzacych w takich ciatach procesach fizykochemicznych,
cieplnych oraz mechanicznych [5, 81, 91]. W osrodku takim réwniez odby-
waja sie przemiany strukturalne. Przejawia sie proces ten jako twardnienie
materialtu.

W stanie wyjsciowym materiat poczatkowo wykazuje wladciwosci cieczy
lepkiej, i stopniowo powstaje w nim struktura szkieletu o malejacej poro-
watosci i coraz wyraZniejszych wtasciwosciach ciata statego. Proces ten jest
nazywany zwykle procesem wiazania i twardnienia (ang. setting and harde-
ning) materiatlu porowatego. Tworzy sie przy tym nieruchoma matryca fazy
stalej z rozwinieta siecia porow. Zaréwno w porach, jak i na powierzchni
podziatu przestrzeni porowej i matrycy zachodza procesy wymiany masy,
tadunku elektrycznego, energii oraz mechaniczne. Obecno$¢ w rozwazanym
uktadzie sktadnikéw naladowanych elektrycznie jest przyczyna pojawienia
sie swobodnych nosnikéw tadunku elektrycznego i materiaty takie staja sie
przewodnikami elektrycznodci. Pod wplywem zewnetrznego pola elektro-
magnetycznego zachodzi w nich proces przenoszenia (transportu) tadunku
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elektrycznego. Zmiana struktury odrodka porowatego, ktérej przejawem jest
zmiana udziatu objetosciowego poréw, spéjnoéci matrycy oraz przestrzeni
porowej, udziatu masowego poszczegdlnych sktadnikéw i inne, maja wptyw
na wtasciwodci elektryczne, w tym takze przewodnictwa elektrycznego. Z
drugiej zas strony, zmiany wlasciwosci elektrycznych takich osrodkéow sa
zrodlem informacji o zachodzacych w nich procesach przemian struktural-
nych.

Jak juz wspomniano w podrozdziale 1.2, przeptyw pradu elektrycznego
przez materialy bedace przewodnikami elektrycznymi, charakteryzowany
jest tzw. efektywnym wspoétezynnikiem przewodnictwa wlasciwegoo, beda-
cego wspotezynnikiem proporcjonalnodci miedzy natezeniem pola elektrycz-
nego E wywolujacego przepltyw pradu a gestoscig strumieniaj przepltywa-
jacego tadunku elektrycznego w prawie Ohma (1.9), ktorego stusznosé¢ dla
przewodnikow pierwszego rodzaju (elektronowych) jest potwierdzona do-
$wiadczalnie.

Zasadniczo innym rodzajem przewodnikéw elektrycznosci sa przewod-
niki jonowe. Dla opisu wtadciwosci elektrycznych w takich przewodnikach
rozwaza sie od§rodek wielosktadnikowy, ktory jest mieszanina sktadnikdw:
obojetnych elektrycznie o gestosci p9 oraz ny, ny rodzajow sktadnikow
(jonéw) natadowanych dodatnio i ujemnie z udziatami masowymip?™*,p7~.
Przy tym p = p(® + % Pt + % p7~ - jest gestoscig rozwazanej mie-

+=1 =1
szaniny. ! !

W rozwazanym medium na sktadniki natadowane elektrycznie (jony)
dziata ze strony pola elektromagnetycznego sita objetosciowaF wyrazona
nastepujaco:

P F* = p®eE (4.1)
ktéra powoduje przyépieszony ruch sktadnika réwnowazony oporem s$rodo-
wiska ciektego:

pYe“E = nv© (4.2)
gdzie E - natezenie pola elektrycznego, n - wspotczynnik oporu, zalezny od
lepkosci cieczy, v® — drednia predkos¢ jonéw rodzaju a. Dlatego mozemy
przyjac, ze srednia predkosé poruszania sie jonow (zaréwno dodatnich jak i
ujemnych) jest proporcjonalna do natezenia pola elektrycznego

v® = u°E (4.3)

Wspolezynnik proporcjonalnosci u® jest nazywany ruchliwoscia jonow [46].
Zostal on wprowadzony w elektrochemii i okresla on zdolnoéé¢ sktadnika do
przenoszenia tadunku elektrycznego. Przy tym

j¢ = pYe*u"E (4.4)
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jest strumieniem tadunku elektrycznego zwiazanego z transportem sktad-
nika a. Sumaryczny strumien tadunku elektrycznegoj (prad elektryczny)
wyznaczymy jako sume strumieni parcjalnych:

j= Zja’ lub j= ZP’Y'FCV-FU"H‘E + Zp”‘e"’_zﬂ_E (4.5)
« v+ =

Oznaczymy przez €7t oraz €7~ ladunek elektryczny jednostki masy obec-
nych w osrodku kationdéw oraz anionéw. Mozemy przy tym wprowadzié
globalny wspoétczynnik

— Z pY et 4 Z Pl e U (4.6)
7+ =

bedacy odpowiednikiem wspoétczynnika przewodnosci elektrycznej dla roz-
wazanego osrodka wielosktadnikowego. Wielko$é ta jest zalezna od udziatu
masowego sktadnikéw osrodka oraz parametréow wyznaczajacych ich ruchli-
wos¢. Zatem w materiatach, bedacych wielosktadnikowymi przewodnikami
elektrycznoéci, mimo zasadniczo odmiennych mechanizméw przenoszenia
tadunku elektrycznego, mozna wprowadzié¢ wielkos¢o., ktéra cechuje prze-
ptyw pradu elektrycznego podobnie do prawa Ohma, stosowanego do opisu
przewodnosci elektrycznej w przewodnikach I rodzaju.

4.2. Pomiar przewodno$ci elektrycznej

Dla pomiaru wtasciwosci elektrycznych materiatéw, bedacych przewod-
nikami elektrycznosci, istnieje szereg technik, podstawowym elementem kto-
rych jest obserwacja proceséw zachodzacych w probce badanego materiatu
przy dzialaniu zewnetrznego pola elektromagnetycznego [52, 85]. Pole takie
moze by¢ wywolane rozmaitymi sposobami, wsrod ktorych mozna wyszcze-
gélni¢ dwa podstawowe: kontaktowy oraz bezkontaktowy. Pierwszy sposob
przewiduje podtaczenie prébki badanego materiatu do obwodu elektrycz-
nego i obserwacji przeptywajacego pradu elektrycznego. Bezkontaktowa
metoda pomiaru wykorzystuje probke umieszczong w polu generowanym
przez znane zrédlo i posrednie wyznaczanie cech elektrycznych na podsta-
wie efektu wynikowego dziatania takiego pola. 1 pierwszy, i drugi sposéb
maja wspoélne cechy wynikajace z koniecznosci ujecia wptywu zewnetrznego
oddzialywania elektromagnetycznego na materiat.

Przytozenie do probki réznicy potencjaléw wywoluje powstanie w niej
pola elektromagnetycznego. Natadowane elektrycznie sktadniki osrodka na
skutek dziatania na nie sit pochodzenia elektrycznego wprowadzane sa w
uporzadkowany ruch i przez préobke ptynie prad. Podstawa do wyznaczenia
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opornoéci uktadu jest pomiar natezenia przeptywajacego pradu. Zastosowa-
nie przy tym pradu statego nie jest mozliwe ze wzgledu na proces elektrolizy
probki. Na elektrodach doprowadzajacych napiecie do probki (powierzch-
nia kontaktowa) rowniez zachodzi oddzialywanie polaryzacyjne z materia-
tem préobki. Wytwarza sie sita elektromotoryczna na powierzchni kontaktu,
ktora uniemozliwia doktadne pomiary przeptywajacego pradu. W pracach
Hammonda i Robsona [33]|, Monfore’a [62], dotyczacych pomiaru opornosci
probek betonowych, wykorzystano Zrédto niskiego napiecia ze zmiang po-
larnoéci dwa razy na sekunde. Problem obejécia wpltywu efektéw polaryza-
cyjnych rozwiazany zostal przez Hanssona 34|, Hughesa [35] przez wprowa-
dzenie funkcji ujmujgcej zaleznosé przeptywajacego pradu od stosowanego
napiecia. Przeprowadzane byty pomiary z szeregiem niskich napieé¢ (4, 6,
8 Volt) i analizowane ustalone przeplywy pradu. W wiekszosci pomiarow
stosowany jest obecnie przeptyw pradu zmiennego, co pozwala minimalizo-
wac, a przy zastosowaniu wyzszych czestosci, wyeliminowaé wpltyw efektow
polaryzacyjnych.

Przewodniki wielosktadnikowe sa strukturami niejednorodnymi, dlatego
istotny wplyw na doktadnosé przeprowadzanego pomiaru ma ksztatt prébki
oraz sposob wlaczenia jej w obwdd elektryczny. Przy pomiarach wykorzy-
stywane sg probki w ksztalcie pryzm, kostek, czy tez cylindrow. Wybér
ksztattu prébki podyktowany jest tatwodcia podtaczenia doprowadzajacych
elektrod, zapewniajacy dobry kontakt elektryczny oraz mozliwie najbardziej
doktadne zapewnienie jednokierunkowego przeptywu nosnikéw elektryczno-
$ci. Kontakt elektrod doprowadzajacych napiecie, ze wzgledu na niejed-
norodno$¢ materiatu, powinien zachodzi¢ na mozliwie duzej powierzchni.
7 drugiej strony, wymog jednokierunkowosci przeptywu pradu elektrycznego
wymaga zmniejszenia pola przekroju poprzecznego prébek.

Elektrody doprowadzajace, wykorzystywane w pomiarach, sa réwniez
roznego typu. Najczedciej uzywane sa miedziane, ale w niektorych przy-
padkach stosowane takze elektrody stalowe lub z innych materiatéw dobrze
przewodzacych. Pewny kontakt prébki z przewodnikiem doprowadzajacym
prad zapewnia wykorzystanie farb lub past dobrze przewodzacych prad elek-
tryczny. Elkey i Sellevold [20, 73] wykazali, iz wyniki pomiaréw zalezne sa
od cigglosci kontaktu miedzy elektrodami i prébka.

4.3. Przewodno$é elektryczna materialéw cementowych
Opisowi technologii otrzymania cementowych materiatéw budowlanych
poswiecono wiele publikacji w literaturze naukowej i technicznej [28, 45, 66|,

w ktorych przedstawiane badania wplywu poszczegélnych sktadnikéw, do-
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datkow, domieszek oraz warunkéw oddziatywania zewnetrznego na wtasci-
wosci gotowych materialéow. Materialy cementowe w budownictwie wyko-
rzystywane sg bardzo szeroko i zatem zachodzi koniecznosé prowadzenia
badan pozwalajacych glebiej poznaé¢ ich wlasciwosci. Duzo uwagi w tych
badaniach poswiecono opisowi przemian chemicznych oraz fizycznych i ana-
lizowany wplyw tych przemian na material koncowy. Pomiary wtasciwosci
elektrycznych takich materiatéw sa dodatkowym Zrédtem informacji o pro-
cesach fizycznych zachodzacych w trakcie zabiegéw technologicznych.

W cementowych materiatach budowlanych podstawowym sktadnikiem,
ktory zapewnia utworzenie sie szkieletu ciata statego, jest cement. Cement
jest mineralnym materialem hydraulicznym, i po zmieszaniu z odpowiednia
ilodcia wody zachodzi proces finalizowany tworzeniem sie nierozpuszczal-
nych w wodzie zwiazkéw, ktore taczac sie miedzy soba oraz ze sktadnikami
wypekliacza, tworzg szkielet przyszltego elementu w fazie statej. Znajomosé
zmiany w czasie przewodnodci elektrycznej materialu pozwala na ocene po-
stepu w tworzeniu sie ciagtej struktury fazy statej szkieletu.

Zasade przeprowadzenia pomiaru przewodnosci elektrycznej zaczynéow
cementowych ilustruje rys. 4.1. Pojemnik z materiatu izolacyjnego wypel-
niony jest badana substancja. Napiecie wywolywane jest przez przytozone
do przeciwlegtych écian elektrody, a nastepnie mierzone jest natezenie prze-
plywajacego pradu. Opor wlasciwy obliczany jest ze wzoru

(4.7)

gdzie A - pole przekroju, L - dtugosé probki, U - napiecie, I - natezenie
przeplywajacego pradu. Odwrotnoscia oporu jest przewodnosé elektryczna:

Te P (4.8)

W przyjetym uktadzie pomiarowym wielko$¢ ta jest rozumiana jako opoér
szescianu o jednostkowych wymiarach [85].

Pomiarowy obwod elektryczny zawiera generator zasilajacy (zrédlto na-
piecia) o regulowanej amplitudzie (0-20V) i czestotliwosci (50H 2—100kH z).
Elektrody doprowadzajace umieszczone sa na sciankach czotowych pojem-
nika w ksztalcie prostopadlo$cianu. W pojemniku tym umieszczona jest
probka badanego materiatu. Natezenie przeplywajacego przez prébke pradu
elektrycznego mierzone jest za pomoca amperomierza cyfrowego, wtaczo-
nego w obwdd szeregowo i przekazywane do komputera dokonujacego reje-
stracje mierzonej wielkosci w rownych (zadanych) odstepach czasu. Otrzy-
mane zatem wartosci, z wykorzystaniem zaleznosci (4.7), przeliczane sa na
op6r wlasciwy materiatu oraz przewodnoé¢ elektryczna wladciwa zgodnie

113



Zrodlo napigcia

Rysunek 4.1. Uklad pomiarowy

z wyrazeniem (4.8). Przy tym dlugo$¢ probki wynosita L = 150mm, szero-
kos¢ i wysokos¢é odpowiednio a x b = 38mm x 30mm.

Pojemnik, po umieszczeniu w nim probki byl szczelnie zamykany w celu
unikniecia odparowania wody zarobowej. Celem takiego zabiegu jest otrzy-
manie préobki materialu o mozliwie najbardziej jednorodnych wilasciwo-
$ciach. Kolejnym zabiegiem umozliwiajacym poréwnanie wartosci, otrzy-
manych z réznych pomiaréw, bylo zapewnienie jednakowych warunkéw
cieplnych. Zostalo to osiagniete przez umiejscowienie pojemnika z bada-
nym materialem w komorze do badan cieplnych, w ktérej podtrzymywana
byta stata temperatura w czasie przeprowadzenia pomiaru.

Wykonana, wedlug proponowanego w poprzednim rozdziale schematu
obliczeniowego, analiza proces6w termomechanicznych, zachodzacych w sto-
sowanym uktadzie pomiarowym, wykazala znikomy wplyw dziatania pola
elektromagnetycznego na zmiany temperatury, jej niejednorodnos¢ oraz stan
naprezeri mechanicznych w prébce przy wybranych parametrach oddziaty-
wania tego pola. Oddzialywania na prébki polem elektromagnetycznym
okresowo zmiennym w czasie i wyeliminowanie wymiany jej masy z oto-
czeniem pozwolito zapewnié¢ jednokierunkowy przeptyw pradu i utrzymanie
w czasie pomiaru jednorodnosci struktury badanego materiatu.

Prébki zaczynu cementowego otrzymano przez wymieszanie odwazonych
ilodci cementu i wody w celu zapewnienia odpowiedniego w przeprowadza-
nym pomiarze wskaznika wodno—cementowego. Pomiar zaczynal sie zaraz
po umieszczeniu otrzymanej mieszaniny w pojemniku i byt przerywany po
uptywie okoto 100 godzin.

Pomiary przewodnosci elektrycznej przeprowadzone zostaly dla zaczy-
n6éw wykonanych z cementéw portlandzkich CEM I oraz cementéw z do-
datkami zuzla CEM II i CEM III. Zaczyny do pomiaréw przygotowane
zostaly przy jednakowym wspoétczynniku wodno-cementowym W/C=0,35.
Dla kazdego rodzaju cementu przeprowadzono pomiar dla serii co najmniej
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Tablica 4.1. Poréwnanie wynikow pomiaru przewodnosci elektrycznej [1/Ohmm]
zaczynow 7z réznych cementéw

Cement Przewodno$é | Przewodnosé
poczatkowa maksymalna

CEM I 32,5R 1,23 1,35

CEM I 42,5R 1,29 1,47

CEM I 52,5R 1,55 1,63

CEM II/B-M (V-LL) 32,5R 0,86 1,21

CEM II/B-S 32,5 R 0,77 1,17

CEM II/ B-V 32,5 R 0,93 1,17

CEM I/ B-S 425 N 1,15 1,29

CEM III/A 32,5N-NA/HSR/LH | 0,69 0,86

CEM III/A 42 5N-NA 0,81 0,95

CEM III/B 32,5N-NA/HSR/LH | 0,61 0,74

Spoiwo zuzlowe 0,11 0,14

trzech probek. Nalezy podkresli¢ dobra powtarzalnosé uzyskanych wynikéw
z odchytkami nie przekraczajacymi btedu przyrzadéw pomiarowych. Na rys.
4.2 przedstawiono wyniki zmian przewodnosci wtasciwej w czasie wiazania
i twardnienia zaczynu z cementéw portlandzkich CEM I w pierwszych 24
godzinach. Natomiast rys 4.3 ilustruje podobna zaleznosé¢ dla zaczynéw ce-
mentowych wykonanych z cementéow zawierajacych dodatek granulowanego
zuzla wielkopiecowego (cement portlandzki zuzlowy CEM I1/B-S 32,5R oraz
cementy hutnicze CEM III/A B 32,5N NA /HSR/LH).

Zestawienie wynikéw pomiaru przewodnosci elektrycznej dla wszystkich
badanych zaczynéw cementowych, z réznymi rodzajami cementéw, przed-
stawia tablica 4.1. W zestawieniu tym podano poczatkowa przewodnoscé
elektryczna (od razu po uformowaniu) oraz osiagnieta w czasie pomiaru
maksymalng wartos¢ przewodnodci elektryczne;j.

4.4. Ocena procesu twardnienia zaczynu cementowego

Do tworzenia modeli ujmujacych mikrostrukture materiatu wykorzysty-
wana jest teoria perkolacji [76]. Podstawowsa koncepcja tej teorii jest idea
spojnosci. Struktury pewnego rodzaju sg whudowane w obszar istniejacego
rdzenia. Teoria ta daje odpowiedZ na pytanie: przy jakim udziale obje-
tosciowym pewien obszar zostanie wypelniony? Inna forma tego pytania
brzmi: kiedy dla struktury wypelniajacej pewien obszar w przypadkowy

116



sposdb usuwane elementy powoduja jej rozdzielenie? Prog perkolacyjny
jest definiowany jako punkt zmiany spéjnosci struktury.

W zastosowaniu do materiatéw cementowych, podejscie takie jest przy-
datne do ujecia zmian wtasciwosci materiatu od wymieszania do tworzenia
sie finalnej struktury. Zaraz po wymieszaniu, sktadniki bedace w fazie stalej
W zaczynie cementowym, nie sa potaczone miedzy soba lub zwiazki te sa
nietrwale (tzw. potaczenia ktaczkowate) i dlatego §wiezo otrzymany mate-
rial jest cieczg lepka. Struktura fazy statej jest budowana poprzez wzrost
udziatu nierozpuszczalnych produktéow reakcji i w pewnej chwili osiaggana
jest ciaglodé, odpowiadajaca utworzeniu sie ciaglej struktury szkieletu ma-
teriatu. Prog ten jest przyjmowany jako punkt twardnienia materiatu. Po
stwardnieniu zaczynu cementowego nastepuje utrata cigglosci przestrzeni
porowej, co ma wplyw na proces przenoszenia tadunku elektrycznego w ma-
teriale. Cze$¢ przestrzeni porowej staje sie zamknieta i redukowane sg drogi

g, /Ohmim

15

0.5 to

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t,h

Rysunek 4.4. Typowa zalezno$¢ zmiany przewodnosci elektrycznej w czasie wia-
zania

przenoszenia dla takiego procesu. Kontynuacja utraty przestrzeni porowe;j
doprowadza do stopniowej zamiany stosunkowo ,szybkiego” transportu roz-
tworu czy tez jondéw w wzglednie duzej przestrzeni porowej na ,powolny”
transport regulowany malymi porami zelowymi. W pracach Garbocziego
i Bentza |26, 27] dokonano cyfrowych symulacji wpltywu porowatosci na
prog perkolacyjny dla zaczynéw cementowych o réznych wspoétczynnikach
wodno-cementowych. Przy tym zakladano, ze wypelnienie obszaru naste-
puje wtedy, kiedy znikaja polaczone miedzy soba pory, tworzace Sciezki
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w calej objetosci. Okazato sie, iz praktycznie dla wszystkich zaczynow
o wspolczynniku wodno-cementowym ponizej 0,6 taki prog perkolacyjny
istnieje. Przyjeto, na podstawie takich symulacji, ze w przypadku wspo6t-
czynnikéw wodno-cementowych powyzej 0,6-0,7 zawsze istnieje zwarty sys-
tem porowy. Taki wynik jest w dobrej zgodnosci z danymi doswiadczalnymi
zar6wno podanymi w literaturze [26], jak i otrzymanymi w pracy.

Typowa zatezno$é zmiany w czasie pomiaru przewodnosci elektrycznej
zaczynu cementowego przedstawia wykres na rysunku 4.4. Od chwili ufor-
mowania probki przewodnosé wlasciwa materiatu rosnie, osiggajac wartosé
maksymalna, po czym nastepuje jej stopniowe zmniejszenie, az do osiggnie-
cia wielkosci, charakterystycznej dla materialu stwardniatego. W mate-
riale stwardniatym wiekszo$é¢ przestrzeni zajmuje nierozpuszczalny szkielet,
ktory jest dobrym izolatorem. Zawarto$é cieczy porowej oraz iloéé roz-
puszczonych w niej sktadnikéw znacznie obniza sie, co jest przyczyna istot-
nego spadku przewodnoéci elektrycznej zaczynu. Czas, oznaczony na rys.
4.4 jako tg, przy ktorym nastepuje obnizenie przewodnoéci wlasciwej, jest
przyjmowany jako czas utworzenia sie spéjnej struktury szkieletu materiatu
porowatego.



Uwagi konicowe

W pracy zaproponowano wariant opisu modelowego proceséw termome-
chanicznych zachodzacych w niemetalowych przewodnikach elektrycznych
poddanych oddziatywaniu zewnetrznego, periodycznego w czasie pola elek-
tromagnetycznego. Podstawowym celem takiego opisu bylto ujecie sprze-
zonych proceséw przenoszenia tadunku elektrycznego (przeptywu pradu) i
energii, oraz ich wptywu na procesy mechaniczne (odksztalcenia, napreze-
nia). Cel ten zostal zrealizowany przez traktowanie pola elektromagnetycz-
nego jako czynnika zewnetrznego powodujacego powstanie w ciele (przewod-
niku elektrycznym) zrodet ciepla oraz sit ponderomotorycznych, ktore maja
charakter dziatania objetosciowego. Zbudowanie takiego modelu pozwolito
na zaproponowanie algorytmu obliczeniowego do wyznaczenia parametrow
charakteryzujacych wymienione procesy: natezenia pél elektrycznego oraz
magnetycznego pola elektromagnetycznego, temperatury, odksztalcenia i
naprezenia mechanicznego.

Punktem wyjscia zaproponowanego opisu byty réwnania fizyczne otrzy-
mane z wykorzystaniem modelu fenomenologicznego porowatych osrodkéw
wielosktadnikowych [48, 59, 60, 77, 91|. Zostaly przy tym sformulowane
relacje elektrodynamiki, przewodnosci cieplnej oraz mechaniki, ktére przy-
jeto jako zaleznogci wyjsciowe dla poszukiwanych pol. Zaktadano przy tym,
ze wlasciwosci materiatu cechujg wielkosei efektywne (otrzymane w wyniku
usrednienia przestrzennego). Po uzupelnieniu tych réwnan odpowiednimi
warunkami brzegowymi i poczatkowymi otrzymano modelowe zagadnienie
brzegowe.

Przy formulowaniu réwnan wyjsciowych modelu uwzgledniono zaleznosé
efektywnych wladciwosci oérodka od temperatury oraz wzieto pod uwage
mozliwa wymiane ciepla przez promieniowanie na powierzchni ciata. Przy-
jeto przy tym, ze materiat nie ulega polaryzacji i namagnesowaniu. W takim
podejsciu zagadnienie wyj$ciowe sprowadzono do sprzezonego, nieliniowego
uktadu rownan elektrodynamiki i przewodnictwa cieplnego. Nastepnie wy-
znaczono stan mechaniczny o$rodka z réwnan termomechaniki, ze wspot-
czynnikami zaleznymi od zmiennych przestrzennych.
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W celu rozwigzywania otrzymanych nieliniowych zagadnieri brzegowych
zaproponowano metode iteracyjna. W realizacji procesu iteracyjnego przed-
stawiono zaleznosci wspotczynnikéw materiatowych od temperatury jako
sume wartoéci éredniej na rozpatrywanym interwale temperatur oraz od-
chylenia od tej wartosdci. Jako pierwsze przyblizenie wybierane jest tu roz-
wiazanie przy wielkosciach $rednich w przedziale rozwazanych temperatur,
a w nastepnych — odchylenia wspétczynnikéw materiatowych obliczane po
temperaturze wyliczonej z poprzedniego przyblizenia. Taka procedura pro-
wadzi w kazdej iteracji do kolejnego rozwigzywania niesprzezonych réwnari
elektrodynamiki, przewodnictwa cieplnego oraz mechaniki.

Wraz z przyjeciem do rozwazaii zewnetrznego oddzialtywania na osrodek
pola elektromagnetycznego o charakterze periodycznym w czasie, sformuto-
wano réwnania wyjsciowe wzgledem zespolonych, wolno zmieniajacych sie
w czasie amplitud. Przy tym w réwnaniach elektrodynamiki za funkcje
poszukiwane przyjmowano amplitudy natezen pol elektrycznego lub ma-
gnetycznego. Podobnie, jak w zagadnieniach dla przewodnikéw o statych
wspolczynnikach materiatlowych, pomijane sa tu sktadowe periodyczne pdl:
termicznego i mechanicznych. Do rozwiazywania otrzymywanych w kolej-
nych przyblizeniach zagadnien brzegowych stosowano numeryczna metode
réznic skoriczonych, przy wykorzystaniu stabilnego, niejawnego schematu
réznicowego.

Opracowany model obliczeniowy zastosowano do analizy termosprezy-
stego stanu ciat cylindrycznych (cylinder jednorodny oraz uktad wspotosio-
wych cylindrow, wykonanych z r6znych materiatéw). Analizowano przy tym
z wykorzystaniem przyjetego modelu obliczeniowego zmiany poziomu wy-
nikajacych naprezen w elementach uktadu. Uwzgledniono przy tym w sche-
macie obliczeniowym zmiennos$¢ wspoétczynnikéw materiatowych od tempe-
ratury oraz wymiane cieplng przez promieniowanie, zaréwno z otoczeniem,
jak 1 miedzy sasiadujacymi powierzchniami cylindréw. Oszacowano przy
tym doktadnosé¢ przyjetej przyblizonej metody obliczen.

Zaproponowany model opisu stanu termomechanicznego przewodnikéw
niemetalowych stanowi podstawe analizy wymienionych proceséw przy do-
$wiadczalnym wyznaczaniu wspoétczynnika przewodnoéci elektrycznej ma-
teriatu wielosktadnikowego. Przedstawione wyniki pomiaru przewodnosci
elektrycznej zaczynéw cementowych pozwolily na powiazanie zmiany war-
tosci przewodnosci elektrycznej w czasie wigzania i twardnienia materiatu ze
zmianami spojnosci struktury szkieletu fazy stalej. Zaproponowano na tej
podstawie sposodb oceny stanu zaawansowania procesu wigzania cementu.

Opracowany wariant teorii termomechaniki przewodnikéw niemetalo-
wych pozwala na uzyskanie rozwigzan nowych zagadnieri elektromagneto-
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termomechaniki, z uwzglednieniem zaleznogci wspoétczynnikéw materiato-
wych od temperatury oraz osobliwosci wtasciwoéci elektromagnetycznych
przewodnikéw niemetalowych i moze byé¢ stosowany w szerokim zakresie
czestotliwoscei oddziatujacych na material zewnetrznego pola elektromagne-
tycznego.

Mozliwe jest rowniez przy tym wykorzystanie zaproponowanego modelu
do opracowania racjonalnych (ze wzgledu na nieprzekroczenie dopuszczal-
nych naprezen) przebiegéw obrobki cieplnej materialow przewodzacych wy-
mienionego typu, z wykorzystaniem oddzialywania pola elektromagnetycz-
nego.

Prezentowane obecnie w literaturze bardziej rozbudowane modele ana-
lizowanych zjawisk nie sg czesto doprowadzone do postaci nadajacej sie do
zbudowania efektywnych algorytméw obliczeniowych. Wynika to gltéwnie
z faktu, ze parametry rozwazanych proceséw otrzymywane sa przy wyko-
rzystaniu ztozonych uktadéw réwnan fizyki matematycznej, zawierajacych
rownania rézniczkowe czastkowe réznych typow. Czesto dochodzi do tego
brak danych eksperymentalnych o wtasciwosciach materiatowych, szczegdl-
nie dla materiatéw wielosktadnikowych. Zaproponowany w pracy model i
wyniki badan wypelniaja luke w rozwiazywaniu tych probleméw.

Przedstawiony model posiada réwniez szereg ograniczen co do mozliwo-
$ci jego zastosowania. Wspomnie¢ tu przede wszystkim nalezy o tym, ze
oparty jest on na bazie wsp6tczynnikéw efektywnych. Postepowanie takie
nie zawsze jest mozliwe, szczegdlnie w materiatach o istotnych lokalnych
niejednorodnodciach, czy tez przy duzych gradientach poszukiwanych pél,
ktore maja miejsce przy oddziatywaniach niestacjonarnych czy przebiegach
przejsciowych. Rowniez nie sg uwzglednione w modelu mozliwe przejécia fa-
zowe, ze skokowymi zmianami wtasciwosci materiatu. Zatozen modelowych
dokonano z pominieciem szeregu innych efektow, ktore réwniez ograniczaja
stosowalnoé¢ teorii w przypadkach szczegdlnych.

Mozna przy tym wymieni¢ niektére kierunki rozszerzenia zakresu ba-
dani przeprowadzonych w pracy (nie wyczerpujace jednak przedstawionej
problematyki):

— Zbudowanie, na podstawie zaproponowanego modelu, schematéw ob-
robki cieplnej materiatéw przewodzacych oraz rozwiniecie teorii optyma-
lizacji sprzezonych proceséw elektromagnetycznych, temperaturowych i
mechanicznych, przy zewnetrznych obciazeniach elektromagnetycznych;
procedur optymalizacji takiej obrébki;

— Rozwiniecie teorii i metod rozwiazywania odpowiednich zagadnieri brze-
gowych, opracowanie algorytméw i schematéw obliczeniowych zorien-
towanych na rozwigzywanie nieklasycznych zagadnieri termomechaniki
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wielosktadnikowych ciatl przewodzacych, przy oddziatywaniach elektro-
magnetycznych szerszego zakresu czestotliwosci oraz zagadnien niesta-
cjonarnych (w tym oddziatywan impulsowych);

— Rozszerzenie zakresu do$wiadczalnych badan wtasciwodci elektrycznych
materiatéw wielosktadnikowych, ze szczegélnym uwzglednieniem zmien-
nodci ich struktury wewnetrznej i jej zmian w czasie.

Wydaje sie jednak, ze mimo wymienionych ograniczen, propozycje przed-
stawione w niniejszej pracy stanowia pewne uzupelnienie wiedzy w dziedzi-
nie modelowania stanu termomechanicznego przewodnikéw niemetalowych
przy oddzialywaniu na nie polem elektromagnetycznym.
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PROCESY TERMOMECHANICZNE W PRZEWODNIKACH NIEMETA -
LOWYCH PRZY ODDZIALYWANIU POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO

W pracy zbudowano wariant modelu termomechaniki niemetalowych prze-
wodnikow elektrycznych i zaproponowano metodologie badania sprzezonych
procesow elektrofizycznych, cieplnych i mechanicznych w takich ciatach,
spowodowanych wplywem zewnetrznego zmiennego w czasie, ustalonego lub
kwaziustalonego pola elektromagnetycznego.

Do zbudowania wtasnego wariantu teorii termomechaniki przewodni-
kéw niemetalowych w polu elektromagnetycznym wykorzystano znane mo-
delowe podejscia do mechaniki mieszanin i mechaniki pél sprzezonych, w
szczegbdlnoéci kontynualny model mieszaniny z dominujacym skladnikiem
(szkieletem) w strukturze materiatu. Dla sformutowania réwnan fizycznych
wykorzystano wyniki modelowania fenomenologicznego. Zakltada sie takze
w opisie badanych zjawisk, ze wtasciwodci materiatu charakteryzowane sa
wartosciami efektywnymi odpowiednich wspoélczynnikéw materialowych.

Przy formutowaniu réwnari wyjsciowych modelu uwzgledniono zalez-
nosci efektywnych wartosci wspotczynnikéw materialowych od tempera-
tury oraz wzieto pod uwage mozliwg wymiane ciepta przez promieniowanie.
Przyjeto przy tym, ze material nie ulega polaryzacji i namagnesowaniu.
Proces odksztatcania sie uwazany jest za kwazistatyczny.

Opracowany model obliczeniowy zastosowano do analizy termosprezy-
stego stanu ciala cylindrycznego oraz uktadu wspétosiowych cylindréow, w
okresowo zmiennym po czasie polu elektromagnetycznym. Realizowano
przy tym algorytm obliczeniowy sformutowanych zagadnien oraz przeanali-
zowano wpltyw zmiennosci wladciwosci materiatu od temperatury oraz wy-
miany cieplnej promieniowaniem z otoczeniem na wynikajace naprezenia
mechaniczne w przewodniku. Przedstawiono réwniez wyniki przeprowa-
dzonych obliczen dla uktadu dwéch wspétosiowych cylindréw rozdzielonych
warstwg, prozni.

Rozpatrywany model opisu termomechanicznego zachowania sie dla prze-
wodnikéw niemetalowych z wykorzystaniem opracowanej metody rozwiazy-
wania sformutowanych zagadnienn brzegowych, pozwolil na ocene wplywu
oddziatywania pola elektromagnetycznego na stan termomechaniczny proé-
bek przy pomiarach wspoétczynnika przewodnoéci elektrycznej. Przedsta-
wiono wyniki pomiaru przewodnosci elektrycznej zaczynéw cementowych i
powiazanie zmiany w czasie wartosci tej przewodnodci elektrycznej ze zmia-
nami spoéjnodci struktury szkieletu fazy statej. Zaproponowano na tej pod-
stawie sposéb oceny stanu zaawansowania procesu wigzania i twardnienia
cementu.
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TERMOMECHANICAL PROCESSES IN NON-METALLIC CONDUC-
TORS UNDER ACTION OF THE ELECTROMAGNETIC FIELD

In this paper a variant of the model of thermomechanical behaviour de-
scription of the non-metallic conductors was built. The methodology for
investigation of the conjugated electrophysical, heat transfer and mechani-
cal processes caused by outer steady and quasi-steady electromagnetic field
was proposed.

For the construction of the own variant of thermomechanical theory
of the non-metallic conductors in electromagnetic field, known model ap-
proach for mechanics of mixtures and coupled fields was used; specifically
continuum model of the mixture with dominant component (skeleton) in
structure of the material was utilized. For the physical equation formula-
tion the results of the phenomenological modelling were taken advantage of.
In description of the investigated phenomena an assumption that material
properties are characterised by effective coefficients was made.

When formulating the governing equation of the model, temperature
dependency of effective material coefficients and possibility of the radiative
heat exchange were taken into account. Polarization and magnetization
processes were neglected. Deformation is considered to be quasi-static.

Elaborated calculation model for the thermomechanical analysis of the
cylinder and co-axial cylinder system in time-periodical electromagnetic
field was utilized. The calculation algorithm for the formulated problems
was brought about, and the influence of the variability of the material pro-
perties with temperature changes as well as the radiation heat transfer on
mechanical stresses in conductor were analysed. Also the numerical results
of the system of two co-axial cylinders divided by vacuum layer were pre-
sented.

Considered thermomechanical model for non-metallic conductors with
using of methods for solving the formulated boundary-valued problems was
admitted to estimate the influence of electromagnetic field acting to the spe-
cimens by electrical conductivity coefficient measurement. The results of
such measurements for cement pastes and the variations of the conductivity
coefficient in time caused by skeleton structure material changes were pre-
sented. The procedure of the estimation of advance setting and hardening
processes of cement paste was proposed.
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