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Spis najwa»niejszych oznacze«

H � Nat¦»enie pola magnetycznego, A

m

E � Nat¦»enie pola elektrycznego, V

m
B � Indukcja magnetyczna, T
D � Indukcja elektryczna, C

m2

j � G¦sto±¢ pr¡du elektrycznego, A

m2

Ω � G¦sto±¢ ªadunków elektrycznych, C

m3

ε � Przenikalno±¢ elektryczna, F

m

µ � Przenikalno±¢ magnetyczna, H

m

σe � Przewodno±¢ elektryczna, 1
Ohm ·m

Q∗ � Ciepªo Joule'a, W

m3

F � Siªa ponderomotoryczna, N

m3

T � Temperatura bezwzgl¦dna,K
qλ � Strumie« ciepªa, W

m2

λ � Wspóªczynnik przewodno±ci cieplnej, W

m ·K
u � Wektor przemieszczenia, m

ρV � G¦sto±¢, kg

m3

σ̂ � Tensor napr¦»enia, Pa
ê � Tensor odksztaªcenia, -
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λ∗, µ∗ � Wspóªczynniki Lamego, Pa

Î � Tensor jednostkowy
ρ, ϕ, z � Wspóªrz¦dne cylindryczne

t � Czas, s
n � Jednostkowy wektor normalny do powierzchni

(k) � = 1 � obszar ciaªa, = 0 � obszar otoczenia



Wprowadzenie

W wielu technologicznych procesach wytwarzania i obróbki niemetalo-
wych materiaªów przewodz¡cych pr¡d elektryczny, zarówno tradycyjnych,
jak i nowych, wykorzystuje si¦ zewn¦trzne pole elektromagnetyczne sze-
rokiego zakresu cz¦stotliwo±ci. Niektóre elementy konstrukcyjne i wyroby
znajduj¡ si¦ pod wªywem takiego pola przy ich eksploatacji. Znane s¡ spo-
soby obróbki wyrobów z takich materiaªów z wykorzystaniem zmiennego w
czasie zewn¦trznego pola elektromagnetycznego, których celem jest nagrze-
wanie lub stymulacja procesów zachodz¡cych w nich przemian. Mo»liwo±¢
bezkontaktowego sposobu przekazu energii do materiaªu, lokalny charakter
dziaªania pola elektromagnetycznego, stosunkowo wysoka sprawno±¢ prze-
kazu energii na pewne podobszary czy skªadniki materiaªu daj¡ perspektywy
takiej obróbki przewodników niemetalowych.

Skutkiem dziaªania pola elektromagnetycznego na materiaª b¦d¡cy prze-
wodnikiem elektrycznym jest zarówno jego nagrzewanie si¦, jak i powstawa-
nie odksztaªce« i napr¦»e« mechanicznych. Napr¦»enia mechaniczne mog¡
przekracza¢ warto±ci dopuszczalne i prowadzi¢ do zniszczenia materiaªu.
Przy tym, na zachodz¡ce w materiale procesy znaczny wpªyw maj¡ zmiany
niektórych jego wªa±ciwo±ci. W procesie nagrzewania materiaªów z wy-
korzystaniem zmiennego w czasie pola elektromagnetycznego osi¡gane s¡
znaczne temperatury, co powoduje wymian¦ ciepªa przez promieniowanie.
Wymienione zjawiska maj¡ równie» miejsce przy pomiarach wªa±ciwo±ci
elektrycznych, poniewa» ich przeprowadzenie wi¡»e si¦ z u»yciem zewn¦trz-
nego oddziaªywania polem elektromagnetycznym.

Niemetalowe przewodniki elektryczne s¡ materiaªami wieloskªadniko-
wymi i charakteryzuje je jonowy mechanizm przewodzenia elektryczno±ci.
Procesy przenoszenia ªadunku elektrycznego oraz sprz¦»one z nimi zjawiska
termomechaniczne s¡ dla o±rodków wieloskªadnikowych stosunkowo maªo
poznane. Wa»nym elementem oceny przebiegu procesów termomechanicz-
nych w takich o±rodkach jest pomiar wielko±ci charakteryzuj¡cych wªa±ciwo-
±ci materiaªu, w tym tak»e wªa±ciwo±ci elektro�zycznych. Przepªyw pr¡du
elektrycznego w materiaªach wieloskªadnikowych zale»ny jest od struktury
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takich materiaªów, ich skªadu oraz od oddziaªywa«, zachodz¡cych mi¦dzy
poszczególnymi skªadnikami. Pomiary elektryczne daj¡ mo»liwo±¢ po±red-
niego oszacowania innych, wa»nych w zastosowaniach technologicznych wªa-
±ciwo±ci materiaªów. Do takich wªa±ciwo±ci odnosz¡ si¦ parametry charak-
teryzuj¡ce procesy cieplne, mechaniczne czy te» zmiany spójno±ci struktury
wewn¦trznej.

Celem proponowanego opracowania jest zbudowanie wariantu mo-
delu termomechaniki niemetalowych przewodników elektrycznych i meto-
dologii badania sprz¦»onych procesów elektro�zycznych, cieplnych i mecha-
nicznych w takich ciaªach, spowodowanych wpªywem zewn¦trznego zmien-
nego w czasie, ustalonego lub kwaziustalonego pola elektromagnetycznego.

Dla osi¡gni¦cia postawionego celu konieczne jest zbudowanie modelu
ilo±ciowego opisu sprz¦»onych procesów mechanicznych, cieplnych oraz elek-
tro�zycznych w przewodnikach niemetalowych. Przy tym nale»y rozwi¡za¢
szereg zagadnie« o charakterze teoretycznym oraz praktycznym, a miano-
wicie:
� dokona¢ uogólnienia modelowego opisu oddziaªywania pola elektroma-

gnetycznego na wieloskªadnikowe przewodniki elektryczne (ze skªadni-
kami, które mog¡ przenosi¢ ªadunek elektryczny);

� wyznaczy¢ czynniki wpªywu pola elektromagnetycznego na stan termo-
mechaniczny przewodników niemetalowych;

� otrzyma¢ ukªad równa« �zycznych opisuj¡cych dziaªanie pola elektro-
magnetycznego na niemetalowe przewodniki elektryczne;

� sformuªowa¢ zagadnienia brzegowe dla wyznaczania sprz¦»onych pól:
elektromagnetycznego, temperatury i stanu napr¦»e«, opisuj¡cych wy-
mienione procesy �zyczne i odpowiadaj¡cych warunkom oddziaªywania
ciaªa z otoczeniem;

� opracowa¢ algorytmy rozwi¡zywania i analizy numerycznej formuªowa-
nych zagadnie« �zyki matematycznej;

� zbada¢, z wykorzystaniem zaproponowanego schematu obliczeniowego,
wpªyw dziaªaj¡cego pola elektromagnetycznego, zmienno±ci wspóªczyn-
ników materiaªowych i wymiany ciepªa z otoczeniem na procesy ter-
miczne i mechaniczne w przewodnikach niemetalowych.

Do zbudowania wªasnego wariantu teorii termomechaniki przewodników
niemetalowych w polu elektromagnetycznym, w rozdziale 1 wykorzystano
znane modelowe podej±cia do mechaniki mieszanin i mechaniki pól sprz¦»o-
nych, w szczególno±ci kontynualny model mieszaniny z dominuj¡cym skªad-
nikiem (szkieletem) w strukturze materiaªu. Dla sformuªowania równa« �-
zycznych wykorzystano wyniki modelowania fenomenologicznego. Zakªada
si¦ tak»e w opisie badanych zjawisk, »e wªa±ciwo±ci materiaªu charaktery-
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zowane s¡ warto±ciami efektywnymi odpowiednich wspóªczynników mate-
riaªowych.

Przyjmuje si¦ ponadto, »e pole elektromagnetyczne, zarówno w przewod-
niku, jak i w otoczeniu � przybli»anym wzgl¦dem wªasno±ci elektrycznych i
magnetycznych pró»ni¡, speªnia makroskopowe równania elektrodynamiki.
Dziaªanie takiego pola na materiaª przewodz¡cy powoduje produkcj¦ ciepªa,
powstaj¡cego na skutek przepªywu pr¡du elektrycznego oraz siªy i momenty
ponderomotoryczne. Wymienione czynniki dziaªania wywoªuj¡ procesy ter-
momechaniczne, b¦d¡ce obiektem modelowania w ciele.

Przy formuªowaniu równa« wyj±ciowych modelu uwzgl¦dniono zale»-
no±ci efektywnych warto±ci wspóªczynników materiaªowych od tempera-
tury oraz wzi¦to pod uwag¦ mo»liw¡ wymian¦ ciepªa przez promieniowanie.
Przyj¦to przy tym, »e materiaª nie ulega polaryzacji i namagnesowaniu.
Proces odksztaªcania si¦ uwa»any jest za kwazistatyczny.

Przy takim podej±ciu, zagadnienie wyj±ciowe sprowadzono do sprz¦»o-
nego nieliniowego ukªadu równa« elektrodynamiki i przewodnictwa ciepl-
nego. Nast¦pnie wyznaczono stan mechaniczny z odpowiedniego zagadnie-
nia termospr¦»ysto±ci, przy wspóªczynnikach zale»nych od zmiennych prze-
strzennych.

W celu rozwi¡zywania otrzymanych nieliniowych zagadnie« brzegowych
zaproponowano metod¦ iteracyjn¡. Przy tym, zale»no±ci temperaturowe
wspóªczynników materiaªowych przedstawionio jako sum¦ warto±ci ±redniej
na rozpatrywanym interwale temperatur oraz odchylenia od tej warto±ci.
Za pierwsze przybli»enie wybierane jest tu rozwi¡zanie przy warto±ciach
±rednich, a w nast¦pnych � z uwzgl¦dnieniem odchylenia tych wielko±ci
od ±rednich, obliczanego po temperaturze wyliczonej z poprzedniego przy-
bli»enia. Taka linearyzacja pozwala w ka»dej iteracji rozwi¡zywa¢ kolejno
niesprz¦»one równania elektrodynamiki, przewodnictwa cieplnego oraz me-
chaniki.

Wraz z przyj¦ciem do rozwa»a« zewn¦trznego oddziaªywania pola elek-
tromagnetycznego o charakterze okresowym równania wyj±ciowe sformuªo-
wano wzgl¦dem zespolonych, wolno zmieniaj¡cych si¦ w czasie amplitud.
Zabieg ten pozwala zredukowa¢ wymiar zagadnienia brzegowego o zmienn¡
czasow¡. Równania elektrodynamiki formuªowane s¡ zatem wzgl¦dem funk-
cji amplitudy skªadowej elektrycznej lub magnetycznej pola. Przy tym,
podobnie jak w zagadnieniach dla przewodników o staªych wspóªczynni-
kach materiaªowych, pomijane s¡ skªadowe periodyczne pól: termicznego
i mechanicznych. Do rozwi¡zywania otrzymywanych w iteracjach zagad-
nie« brzegowych stosowano numeryczn¡ metod¦ ró»nic sko«czonych, przy
wykorzystaniu stabilnego, niejawnego schematu ró»nicowego.
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Opracowany model obliczeniowy w kolejnych rozdziaªach 2 i 3, zastoso-
wano do analizy termospr¦»ystego stanu ciaªa cylindrycznego oraz ukªadu
wspóªosiowych cylindrów, w okresowo zmiennym po czasie polu elektroma-
gnetycznym. Realizowano przy tym algorytm obliczeniowy sformuªowanych
zagadnie« oraz przeanalizowano wpªyw zmienno±ci wªa±ciwo±ci materiaªu
od temperatury oraz wymiany cieplnej promieniowaniem z otoczeniem na
wynikaj¡ce napr¦»enia mechaniczne w przewodniku. W rozdziale 3 przed-
stawiono wyniki przeprowadzonych oblicze« dla ukªadu dwóch wspóªosio-
wych cylindrów rozdzielonych warstw¡ pró»ni.

Rozpatrywany model opisu termomechanicznego zachowania si¦ dla prze-
wodników niemetalowych z wykorzystaniem opracowanej metody rozwi¡zy-
wania sformuªowanych zagadnie« brzegowych pozwoliª na ocen¦ wpªywu od-
dziaªywania pola elektromagnetycznego na stan termomechaniczny próbek
przy pomiarach wspóªczynnika przewodno±ci elektrycznej materiaªu wielo-
skªadnikowego. W rozdziale 4 przedstawiono wyniki pomiaru przewodno±ci
elektrycznej zaczynów cementowych i powi¡zanie zmiany w czasie warto-
±ci tej przewodno±ci elektrycznej ze zmianami spójno±ci struktury szkieletu
fazy staªej. Zaproponowano na tej podstawie sposób oceny stanu zaawan-
sowania procesu wi¡zania i twardnienia cementu.



Rozdziaª 1

Modelowanie procesów
termomechanicznych w przewodnikach
niemetalowych

1.1. Przegl¡d literatury problemu

Problemom modelowania i badania sprz¦»onych zjawisk elektromagne-
tycznych, cieplnych oraz mechanicznych po±wi¦ca si¦ w literaturze nauko-
wej du»o uwagi. W szeregu fundamentalnych monogra�i: Eringena [21],
Maugina [58], Kaliskiego, Petykiewicza [42, 43], Nowackiego [67], Trusdella,
Toupina [84], Wi±niewskiego, Staniszewskiego, Szymanika [89], Ambarcu-
miana [94], Iliuszyna [120], Sedowa [143, 144], przedstawiono podstawy
teoretyczne mechaniki o±rodków ci¡gªych z uwzgl¦dnieniem oddziaªywa-
nia pól rozmaitej natury �zykalnej (w tym tak»e i elektromagnetycznych).
W zaproponowanych modelach (pole elektromagnetyczne traktowane jest
tu jako czynnik zewn¦trzny) wpªyw takiego pola na procesy termomecha-
niczne uwzgl¦dniany jest w równaniach bilansowych mechaniki przez siªy
obj¦to±ciowe i momenty ponderomotoryczne, oraz ¹ródªa energii, które po-
wstaj¡ w czasie oddziaªywania ciaªa z polem elektromagnetycznym. Przy
tym formuªowane s¡ równania elektrodynamiki (równania Maxwella), opi-
suj¡ce pole elektromagnetyczne w otoczeniu ciaªa (przyjmowanym zwykle
wzgl¦dem wªasno±ci elektrycznych i magnetycznych jako pró»nia) oraz w
poruszaj¡cym si¦ ciele odksztaªcalnym, z uwzgl¦dnieniem jego wªa±ciwo-
±ci elektromagnetycznych. Pole elektromagnetyczne w otoczeniu opisywane
jest przez nat¦»enie i indukcj¦ pól: elektrycznego oraz magnetycznego (mi¦-
dzy którymi zachodzi zale»no±¢ liniowa) oraz g¦sto±¢ rozªo»onych ªadunków
elektrycznych. Przy tym w rozwa»anym ciele wprowadzane s¡ dodatkowe
wielko±ci � pr¡d elektryczny, polaryzacja oraz namagnesowanie, opisuj¡ce
jego wªa±ciwo±ci elektromagnetyczne. Cechy te, pozwalaj¡ na wykorzysta-
nie w rozwa»anych zagadnieniach termomechaniki zaªo»enia o wolno poru-
szaj¡cych si¦ o±rodkach (pr¦dko±¢ o±rodka jest maªa w stosunku do pr¦dko-
±ci ±wiatªa w pró»ni).

Znane s¡ opracowane przez wielu badaczy modele termomechaniki ciaª z
uwzgl¦dnieniem oddziaªywania pola elektromagnetycznego, w których wy-
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korzystano wymienione podej±cie. Ró»ni¡ si¦ one gªównie formuªowaniem
równa« elektrodynamiki oraz podej±ciem do okre±lenia oddziaªywa« pola
na ciaªo i zachodz¡cych przepªywów energii. Do najbardziej rozpowszech-
nionych modeli mo»na zaliczy¢:
� model statystyczny (S. de Groot, L. Suttorp [117])
� bazuj¡cy na teorii elektronowej model Lorentza [50, 145]
� model dwudipolowy Chu [17, 38, 70]
� model Maxwella-Minkowskiego [1, 30, 144]
Równowa»no±¢ wspomnianych modeli (w odniesieniu do opisu stanu termo-
mechanicznego ciaª, b¦d¡cych przewodnikami elektrycznymi, przy uwzgl¦-
dnieniu polaryzacji oraz namagnesowania) w przybli»eniu nierelatywistycz-
nym pokazana jest w monogra�i Huttera i van de Vena [38]. W pracy tej
przedstawiono równie» zastosowanie opisu materialnego (Lagrange'a) w wy-
mienionych teoriach ciaª odksztaªcalnych, znajduj¡cych si¦ pod wpªywem
pola elektromagnetycznego oraz przedstawione metody linearyzacji równa«
ró»niczkowych dla ciaª termospr¦»ystych.

Na podstawie omówionych teorii, przy wykorzystaniu metod lokalnie
równowagowej lub racjonalnej termodynamiki, zaproponowano szereg uogól-
nionych modeli opisuj¡cych spr¦»yste, lepkospr¦»yste, plastyczne zachowa-
nie si¦ staªych ciaª odksztaªcalnych z uwzgl¦dnieniem polaryzacji i nama-
gnesowania. W modelach tych brano pod uwag¦ nieliniowe wªa±ciwo±ci
o±rodków oraz rozmaite typy dyssypacji (mechaniczn¡, zwi¡zane z proce-
sami: przepªywu ciepªa, polaryzacji, namagnesowania) [59, 60, 80]. S¡ one
uogólnieniem termomechanicznych modeli o±rodków prostych [69, 144] (jak
w klasycznej termospr¦»ysto±ci) czy o±rodków z parametrami wewn¦trznymi
[18, 19] (termolepkospr¦»ysto±ci, termolepkoplastyczno±ci).

Historycznie, zbudowanie konkretnych modeli mechaniki o±rodków ci¡-
gªych, z uwzgl¦dnieniem sprz¦»enia pól mechanicznych z polem elektroma-
gnetycznym, wynikaªo z konieczno±ci wykorzystania teorii naukowych na
potrzeby ró»nych procesów technologicznych. Przykªadem takich teorii s¡:
� teoria ciaª piezoelektrycznych w nawi¡zaniu do zbudowania przetworni-

ków elektromechanicznych;
� teoria magnetospr¦»ysto±ci, badaj¡ca mechaniczne zachowanie si¦ (w

szczególno±ci stateczno±¢) no±ników pr¡du w silnym polu magnetycz-
nym;

� teoria rozchodzenia si¦ fal w ciaªach odksztaªcalnych (w szczególno±ci
wst¦pnie poddanych odksztaªceniom czy napr¦»eniom mechanicznym) z
uwzgl¦dnieniem sprz¦»enia pól mechanicznych i elektromagnetycznego,
w odniesieniu do problemów geo�zyki, sejsmologii czy nieniszcz¡cych
metod kontroli napr¦»e« w ciaªach;
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� teoria obróbki technologicznej (termicznej, mechanicznej itp.) wykorzy-
stuj¡ca zewn¦trzne oddziaªywanie pola elektromagnetycznego (staªego
czy zmiennego o ró»nych cz¦sto±ciach, w tym tak»e wysokocz¦stotliwo-
±ciowego i nadwysokocz¦stotliwo±ciowego - termicznego czy laserowego).

Rozszerzenie zakresu bada« oddziaªywania pola elektromagnetycznego na
mechaniczne zachowanie si¦ o±rodków materialnych uwarunkowane jest po-
jawieniem si¦ nowych materiaªów oraz zastosowaniem nowych metod ich
produkcji i obróbki. Opracowanie podstaw teoretycznych obróbki termicz-
nej ciaª przewodz¡cych z udziaªem pola elektromagnetycznego jest wa»nym
kierunkiem mechaniki pól sprz¦»onych. Pozwala on przeprowadzi¢ analiz¦
dziaªania tego pola na stan napr¦»e« i odksztaªce« w ciele oraz ustali¢ ra-
cjonalne technologie jego obróbki. Jednymi z pierwszych prac z tego za-
kresu s¡ prace zwi¡zane z obróbk¡ indukcyjn¡ przewodników elektrycznych
[125, 138].

W badaniach tego rodzaju, przy wyznaczaniu stanu odksztaªce« i na-
pr¦»e«, stosowano przybli»ony schemat rozwi¡zywania, zgodnie z którym
z równa« elektrodynamiki (przy staªych wªa±ciwo±ciach elektro�zycznych
materiaªu przewodnika, zaniechaniu efektów sprz¦»enia i ruchu ciaªa) wy-
znacza si¦ pole elektromagnetyczne w ciele i ciepªo Joule'a. Ciepªo Joule'a,
u±rednione w okresie fali elektromagnetycznej, rozwa»ano jako moc ¹ródeª
ciepªa w równaniach kwazistatycznego niesprz¦»onego liniowego zagadnienia
termospr¦»ysto±ci. W dalszych badaniach (por. [109, 137]) uwzgl¦dniano
wpªyw pola na przewodzenie ciepªa i odksztaªcenia poprzez zmienne w czasie
ciepªo Joule'a i siªy ponderomotoryczne, które rozwa»ane byªy jako obj¦to-
±ciowe czynniki cieplne i siªowe w odpowiednich zagadnieniach termospr¦-
»ysto±ci. Z wykorzystaniem takiego modelu obliczeniowego, na podstawie
równa« sprz¦»onego liniowego dynamicznego zagadnienia termospr¦»ysto-
±ci, badano termomechaniczne zachowanie si¦ przewodników elektrycznych
spowodowane dziaªaniem ustalonego (kwaziustalonego) pola elektromagne-
tycznego [137]. Przy tym zauwa»ono zjawiska rezonansu spowodowane kwa-
ziustalonymi skªadnikami siª ponderomotorycznych i ciepªa oraz zbadano
termomechaniczne zachowanie si¦ ciaª przy cz¦sto±ciach bliskich rezonanso-
wym [109].

W pracach [54, 55] przedstawiono rozwi¡zania dynamicznych zagad-
nie« magnetotermospr¦»ysto±ci dla spr¦»ystego ferromagnetyka. Bazuj¡c na
metodzie maªego parametru, podano rozwi¡zania linearyzowanych równa«
problemu. Analizowano przy tym, na podstawie uzyskanego rozwi¡zania,
rozprzestrzenianie si¦ fal magnetotermospr¦»ystych.

Przeprowadzono równie» badania dla ciaª prostego ksztaªtu, stanu na-
pr¦»e« przy przebiegach przej±ciowych kwaziustalonego pola elektromagne-
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tycznego oraz przy impulsowych obci¡»eniach magnetycznych [114]. Zapro-
ponowano wariant termomechaniki przewodników elektrycznych przy od-
dziaªywaniu na nie polem elektromagnetycznym, które ma charakter re»imu
z modulowaniem amplitudy przy impulsowym sygnale moduluj¡cym [115].

W ostatnich latach obserwuje si¦ coraz szerszy rozwój bada« procesów
elektromagnetycznych, cieplnych i mechanicznych w ciaªach odksztaªcal-
nych w powi¡zaniu z przenoszeniem w nich masy. Historycznie jest to
powi¡zane z problemami wytwarzania nowych materiaªów (w tym tak»e
wieloskªadnikowych) oraz prognozowaniem ich wªa±ciwo±ci elektrycznych,
magnetycznych, cieplnych i mechanicznych. Odpowiednie modele opisu ter-
momechanicznego zachowania si¦ ciaª z uwzgl¦dnieniem dyfuzyjnych proce-
sów oparte s¡ na teorii mieszanin [7, 65, 144] czy te» teorii odksztaªcalnych
roztworów staªych [120, 107] i opisanych wy»ej teorii oddziaªywa« elektro-
magnetycznych.

I tak, opracowany w [107] model n-skªadnikowego przewodz¡cego roz-
tworu staªego naªadowanych skªadników jest uogólnieniem �modelu defor-
macyjnego� [136] dla ciaªa nieferromagnetycznego (z pomini¦ciem procesów
polaryzacyjnych). W modelu tym, ciaªo jest rozpatrywane jako mieszanina
n elektrycznie naªadowanych skªadników: pozytywnie naªadowanego szkie-
letu metalu podstawowego, elektronów przewodno±ci orazn − 2 rodzajów
jonów rozpuszczonej domieszkowej substancji. Przenoszenie masy w roztwo-
rze (pomijaj¡c przenoszenie masy przez elektrony) jest opisywane (przy za-
ªo»eniu lokalnej równowagi cieplnej mi¦dzy skªadnikami) skalarnymi poten-
cjaªami chemicznymi domieszek i wi¡»e si¦ je z niejednorodno±ci¡ rozkªadów
badanych pól koncentracji skªadników (dyfuzja Ficka), temperatury (termo-
dyfuzja), odksztaªce« (mechanodyfuzja), termodynamicznego elektrycznego
potencjaªu (charakteryzuj¡cego niejednorodno±¢ stanu energetycznego elek-
tronów) oraz siªowym oddziaªywaniem pola elektromagnetycznego na naªa-
dowane skªadniki domieszkowe. Bezpo±redni wpªyw przenoszenia masy na
napr¦»enia wi¡»e si¦ z napr¦»eniami koncentracyjnymi b¦d¡cymi skutkiem
nierównomiernego rozkªadu rozpuszczonej substancji. Termodynamiczne
modele mieszanin przewodz¡cych (zarówno ciekªych jak i staªych), w któ-
rych brano pod uwag¦ sprz¦»enie procesów mechanicznych, cieplnych oraz
dyfuzyjnych wraz z elektromagnetycznymi na podstawie przybli»enia dy-
fuzyjnego rozwa»ono w pracy [118]. Specy�ka wpªywu pola elektromagne-
tycznego na przenoszenie masy w mieszaninach w tym modelu uwzgl¦dniona
zostaªa poprzez reaktywn¡ dyfuzj¦ skªadników jonowych.

Wpªyw staªego pola elektrycznego na przenoszenie masy w przewodni-
kach niemetalowych badano w zwi¡zku z ich wªa±ciwo±ciami przenoszenia
pr¡du elektrycznego. W znanych modelach elektrodyfuzji [46] przepªyw
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pr¡du w ciele wi¡»e si¦ z dyfuzj¡ no±ników jonowych, w szczególno±ci do-
mieszkowych, pod wpªywem siª pola elektrycznego.

W literaturze naukowej, w celu opisu sprz¦»onych procesów mecha-
nicznych oraz termodyfuzyjnych w odksztaªcalnym nieferromagnetycznym
przewodz¡cym ciele z elektrycznie neutralnymi domieszkami, które pod-
dane dziaªaniu pola elektromagnetycznego, zaproponowane zostaªy równie»
modele obliczeniowe, które zbudowano jak uogólnienie znanych modeli me-
chanotermodyfuzji. W modelach tych wpªyw pola na przenoszenie masy
spowodowany jest dziaªaniem pola odksztaªce« i temperatury w ciele [53].

Jeszcze jedno uogólnienie modeli termodyfuzji dla ciaª z domieszkami za-
proponowano w pracach Maruszewskiego [56, 57], w których uwzgl¦dniono
wpªyw magnetycznych wªa±ciwo±ci ciaªa na przenoszenie masy (modele ma-
gnetotermodyfuzji) poprzez uzale»nienie energetycznych charakterystyk do-
mieszek (potencjaªów chemicznych) od parametrów pola magnetycznego w
ciele.

Podsumowuj¡c podany wy»ej wybiórczy wykaz zaczerpni¦tych z litera-
tury naukowej modeli opisu termomechanicznego zachowania si¦ ciaª w polu
elektromagnetycznym, mo»na wyszczególni¢ szereg problemów, zwi¡zanych
z modelowaniem sprz¦»onych procesów termomechanicznych w ciaªach od-
ksztaªcalnych, b¦d¡cych pod wpªywem pola elektromagnetycznego, które
potrzebuj¡ bardziej szczegóªowych bada«, a mianowicie:
� rozwój modeli ilo±ciowego opisu i analizy przenoszenia masy i ciepªa

oraz odksztaªcania si¦ w ciaªach wieloskªadnikowych o ró»nej przewod-
no±ci elektrycznej przy dziaªaniu pola elektromagnetycznego szerokiego
zakresu cz¦stotliwoo±ci;

� modelowanie procesów termomechanicznych, zachodz¡cych w czasie wy-
sokotemperaturowego nagrzewania wieloskªadnikowych ciaª przewodz¡-
cych za pomoc¡ pola elektromagnetycznego, które uwzgl¦dniaj¡ prze-
miany strukturalne materiaªu i ich wpªyw na procesy mechaniczne;

� zbudowanie i rozwój teorii i metod rozwi¡zywania odpowiednich zagad-
nie« �zyki matematycznej;

� opracowanie metodyk eksperymentalnego badania parametrów sprz¦»o-
nych procesów mechanotermodyfuzyjnych dla konkretnych typów od-
dziaªywania elektromagnetycznego.

1.2. Zaªo»enia modelowe

Rozwa»ane jest zagadnienie wyznaczania pola temperatury oraz napr¦-
»e« mechanicznych w niemetalowych przewodnikach elektrycznych podda-
nych dziaªaniu zewn¦trznego pola elektromagnetycznego. Do niemetalo-
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wych przewodników zaliczamy materiaªy wykazuj¡ce jonowy typ przewo-
dzenia elektrycznego. Materiaªy takie zwykle s¡ materiaªami wieloskªadni-
kowymi o strukturze porowatej.

Zewn¦trzne, staªe lub zmienne w czasie, pole elektromagnetyczne wywo-
ªuje procesy elektryczne, cieplne oraz mechaniczne w o±rodku wieloskªad-
nikowym, z którym powi¡zane s¡ zmiany energetyczne [47, 77, 88, 90, 93].
Procesy te s¡ sprz¦»one mi¦dzy sob¡ i punktem wyj±cia do ich opisu jest
cz¡steczkowa budowa materii i zaªo»enie, »e okre±lone rodzaje skªadników
przenosz¡ ªadunek elektryczny. Wymienione skªadniki tworz¡ mi¦dzy sob¡
wi¡zania, które w okre±lonych warunkach mog¡ ulega¢ zmianom.

Uwzgl¦dnienie oddziaªywa« mi¦dzy osobnymi cz¡stkami w ciaªach ma-
kroskopowych nie jest jednak mo»liwe, jak równie» nie jest konieczne. Dla
makroskopowego opisu zachowania si¦ materiaªów budowane s¡ modele z
wykorzystaniem zaªo»enia o ci¡gªym rozkªadzie materii i wprowadzania pa-
rametrów polowych. Pozwala to na wykorzystanie aparatu matematycznego
stosowanego przy opisie o±rodka ci¡gªego (model kontinuum materialnego).
Modele, oparte na takim uj¦ciu, charakteryzuje mniejsza liczba niezale»nych
parametrów okre±laj¡cych wªa±ciwo±ci rozpatrywanych o±rodków i s¡ one
bardziej przydatne do opisu zachowania si¦ o±rodka materialnego poddanego
oddziaªywaniom zewn¦trznym. Jednak przej±cie od opisu cz¡steczkowego do
kontinuum zwi¡zane jest z wykonaniem procedur u±redniania wªa±ciwo±ci
materiaªowych oraz parametrów ujmuj¡cych procesy �zykalne, zachodz¡ce
pod wpªywem dziaªania zewn¦trznego. Przy modelowaniu wprowadza si¦
szereg parametrów, które nie wyst¦puj¡ w typowych opisach kontinuum
materialnego. Z drugiej za± strony wi¦kszo±¢ technik pomiarowych bazuje
na rozwa»aniach makroskopowych dla kontinuum materialnego.

Przedmiotem naszych rozwa»a« s¡ ciaªa staªe, w których zewn¦trzne
pole elektryczne wywoªuje uporz¡dkowany i ukierunkowany przepªyw ªa-
dunku elektrycznego (pªynie pr¡d elektryczny). Dla opisu takiego prze-
pªywu wykorzystamy wspóªczynnik przewodno±ci elektrycznejσe, b¦d¡cy
wspóªczynnikiem proporcjonalno±ci mi¦dzy nat¦»eniemE pola elektrycz-
nego oraz g¦sto±ci przepªywaj¡cego pr¡du j (prawo Ohma).

Przepªywowi pr¡du elektrycznego towarzyszy powstanie ciepªa oraz siª
ponderomotorycznych powoduj¡cych nagrzewanie si¦ oraz odksztaªcenia i
napr¦»enia mechaniczne (zarówno na skutek nierównomiernego nagrzewania
si¦ ciaªa, jak i dziaªania siª, które maj¡ charakter siª obj¦to±ciowych).

Przyjmujemy, »e przemieszczenia, odksztaªcenia i ich pr¦dko±ci w rozwa-
»anych ciaªach, przy przyj¦tych parametrach oddziaªywania elektromagne-
tycznego (H0 ≤ 107A/m, gdzie H0 � rz¡d warto±ci nat¦»enia zewn¦trznego
pola magnetycznego) s¡ na tyle maªe, »e speªniaj¡ zaªo»enia liniowej teo-
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rii spr¦»ysto±ci [68, 122, 123], a wpªyw ruchu na wielko±ci opisuj¡ce pole
elektromagnetyczne jest pomijalny [63]. Dla rozpatrywanych materiaªów
efekty elektromechaniczne i termoelektryczne s¡ maªe i mo»na je pomin¡¢.
W niniejszym opracowaniu ograniczymy rozwa»ania do ciaª staªych prze-
wodz¡cych b¦d¡cych ciaªami niepolaryzowalnymi i nieferomagnetycznymi
(elektrycznie i magnetycznie liniowymi).

Wªa±ciwo±ci cieplne oraz mechaniczne rozwa»anych materiaªów niemeta-
lowych przewodz¡cych wyznacza dominuj¡ca w ich skªadzie matryca, skªa-
daj¡ca si¦ z fazy staªej; st¡d podobie«stwo takich materiaªów do szkieª i ma-
teriaªów ceramicznych. Charakterystycznym jest dla nich brak pªaszczyzny
pªyni¦cia na diagramach obci¡»enie-odksztaªcenie, za± granica spr¦»ysto±ci
pokrywa si¦ z granic¡ wytrzymaªo±ci.

W niektórych przypadkach, przy nagrzewaniu przewodników niemeta-
lowych, osi¡gane s¡ znaczne temperatury (powy»ej 1000◦C), co powoduje
konieczno±¢ uwzgl¦dnienia wymiany ciepªa przez promieniowanie zarówno z
otoczeniem, jak i mi¦dzy elementami powierzchni rozwa»anych ciaª. Zakªa-
damy, »e materiaªy takie s¡ nieprzezroczyste dla promieniowania cieplnego
(podczerwonego zakresu cz¦sto±ci) i uwzgl¦dniane jest ono zatem w warunku
brzegowym bilansu strumieni cieplnych na powierzchni ciaªa [96, 119, 128].
Dla przewodników niemetalowych charakterystyczna jest równie» istotna
zale»no±¢ wspóªczynnika przewodno±ci elektrycznej oraz cieplnych i mecha-
nicznych wªa±ciwo±ci o±rodka od temperatury.

W zagadnieniach okre±lenia stanu napr¦»e« przewodników elektrycz-
nych, przy staªych wªa±ciwo±ciach materiaªowych, w przypadku wszystkich
cz¦stotliwo±ci pola elektromagnetycznego, za wyj¡tkiem cz¦stotliwo±ci re-
zonansowych, pola temperatury i napr¦»enia mo»na okre±la¢ wychodz¡c z
u±rednionego w czasie, z uwagi na zmienno±¢ fali elektromagnetycznej, cie-
pªa Joule'a [135, 137, 138]. B¦dziemy zakªada¢, »e w rozpatrywanym zagad-
nieniu cz¦stotliwo±ci ω pola elektromagnetycznego nie s¡ czestotliwo±ciami
rezonansowymi. Umo»liwia to uwzgl¦dnienie w wykorzystywanym schema-
cie obliczeniowym wpªywu kwaziustalonego pola elektromagnetycznego na
procesy przewodnictwa ciepªa i deformacji w uj¦ciu kwazistatycznym.

W takim sformuªowaniu, wyj±ciowe zagadnienie opisuje si¦ sprz¦»onym
ukªadem równa« elektrodynamiki o±rodków nieruchomych i przewodnictwa
cieplnego. Stan napr¦»e« okre±lamy tu na podstawie równa« niesprz¦»onego
kwazistatycznego zagadnienia termospr¦»ysto±ci ciaª termoczuªych przy od-
powiednich warunkach pocz¡tkowych i brzegowych [24, 102].
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1.3. Wªa±ciwo±ci pól �zycznych

1.3.1. Pole elektromagnetyczne

 

( )S  

( ))1(V  

( ))1()1( H,E  

( ))0(V  

n  

( ))0()0( H,E  

Przewodnik Otoczenie 

Powierzchnia 
podziału 

Rysunek 1.1. Pole elektromagnetyczne

Rozpatrywany jest izotropowy przewodnik elektryczny, który poddany
dziaªaniu zadanego w otoczeniu pola elektromagnetycznego.

Wyj±ciowym ukªadem równa«, opisuj¡cym zmiany pola elektromagne-
tycznego w przestrzeni i czasie, w ukªadzie przewodnik � otoczenie, s¡ rów-
nania Maxwella [50, 78, 145]

rotH(k) =
∂D(k)

∂t
+ j(k);

rotE(k) = −∂B(k)

∂t
;

div D(k) = Ω(k);

div B(k) = 0,

(1.1)

dla obszaru ciaªa (k = 1) i otoczenia (k = 0), które w dalszych rozwa»aniach
b¦dziemy w przybli»eniu traktowa¢ jako pró»ni¦ ze wzgl¦du na wªasno±ci
elektryczne i magnetyczne. Przez E, H oznaczono wektory nat¦»enia pól
elektrycznego oraz magnetycznego, B, D - indukcje magnetyczna i elek-
tryczna, j - g¦sto±¢ pr¡du elektrycznego w ciele,Ω - g¦sto±¢ ªadunków elek-
trycznych.

Z równa« (1.1) wynika równie» zwi¡zek mi¦dzy obj¦to±ciow¡ g¦sto±ci¡
ªadunku elektrycznego Ω(k) i g¦sto±ci¡ pr¡du j(k), który nosi nazw¦ prawa
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zachowania ªadunku. Dziaªaj¡c operatorem div na równania (1.1)1, zmie-
niaj¡c kolejno±¢ ró»niczkowania i wykorzystuj¡c równania (1.1)3, otrzymu-
jemy

∂Ω(k)

∂t
+ div j(k) = 0, (k = 0, 1). (1.2)

Celem ustalenia relacji, wi¡»¡cych warto±ci wielko±ci elektromagnetycz-
nych po ró»nych stronach powierzchni rozdziaªu(S), wychodzimy z równa«
Maxwella, zapisanych w postaci caªkowej [50, 78]

∫

(Γ)

Hdl =
∫

(S)

(j)ndS +
∂

∂t

∫

(S)

(D)ndS;

∫

(Γ)

Edl = − ∂

∂t

∫

(S)

(B)ndS;

∫

(S)

(D)n dS =
∫

(V )

Ω0 dV ;

∫

(S)

Bn dS = 0;

(1.3)

gdzie (S) - dowolna powierzchnia oparta na konturze (Γ); (V ) - obszar,
ograniczony zamkni¦t¡ powierzchni¡ (S).

Z równa« (1.3) mo»na otrzyma¢ nast¦puj¡ce warunki brzegowe na gra-
nicy podziaªu ciaªo � otoczenie

(
B(1)

)
n

=
(
B(0)

)
n

;
(
D(1)

)
n
−

(
D(0)

)
n

= Ω0 lub = 0;
(
E(1)

)
τ

=
(
E(0)

)
τ
;

(
H(1)

)
τ

=
(
H(0)

)
τ
;

(
∂D(1)

∂t
+ j(1)

)

n

=

(
∂D(0)

∂t

)

n

,

(1.4)

gdzie Ω0 - powierzchniowa g¦sto±¢ ªadunku elektrycznego; indeksyn oraz τ
oznaczaj¡ odpowiednio skªadowe normaln¡ i styczn¡ wektorów.

Z warunków (1.4)2 i (1.4)5, z uwzgl¦dnieniem równania ci¡gªo±ci (1.2)
wynika

(j(1))n − (j(0))n = −∂Ω0

∂t
. (1.5)
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Caªkuj¡c równanie (1.5) po czasie, otrzymamy wzór

Ω0 = −
t∫

0

(j(1))ndτ, (1.6)

sªu»¡cy do wyznaczania ªadunków powierzchniowych, przy znanych wek-
torach g¦sto±ci pr¡du na granicach podziaªu. Relacja (1.4)2 daje t¦ sam¡
warto±¢ wyra»on¡ przez normalne skªadowe wektorów indukcji elektrycznej
D(1) i D(0). Dlatego warunek, wi¡»¡cy graniczne warto±ci indukcji i pr¡dów
mo»e by¢ zapisany jako

(
D(1)

)
n
−

(
D(0)

)
n

= −
t∫

0

(j(1))ndτ (1.7)

Z warunku (1.4)3 wynika ci¡gªo±¢ rzutu normalnego rotE przy przej-
±ciu przez granic¦ podziaªu, a z (1.4)4 � rzutu normalnego rotH. Waru-
nek (1.4)2 pozwala wyznaczy¢ g¦sto±¢ ªadunków powierzchniowychΩ0 przy
znanych warto±ciach wektora indukcji elektrycznej w o±rodku.

Niezale»nymi warunkami brzegowymi na granicy podziaªu ciaªo - oto-
czenie b¦d¡ nast¦puj¡ce zwi¡zki

(
E(1)

)
τ

=
(
E(0)

)
τ
;

(
H(1)

)
τ

=
(
H(0)

)
τ
,

(1.8)

które oznaczaj¡ ci¡gªo±¢ stycznych skªadowych nat¦»enia pól elektrycznego
i magnetycznego.

Dla okre±lenia pola elektromagnetycznego w obszarze przewodnika elek-
trycznego i otoczenia, nale»y do warunków brzegowych doª¡czy¢ warunki w
niesko«czono±ci. Za taki warunek, w obszarze pró»ni zwykle przyjmowany
jest warunek wypromieniowania [50, 79].

Relacje (1.1)�(1.8) s¡ sªuszne przy dowolnych zmianach temperatury
ciaªa i zale»no±ciach mi¦dzy indukcjami i nat¦»eniami pola elektromagne-
tycznego.

Konkretne zale»no±ci wªa±ciwo±ci materiaªu od temperatury oraz zwi¡-
zki mi¦dzy wektorami nat¦»enia i indukcjami pól elektrycznego i magne-
tycznego uwzgl¦dniaj¡ relacje fenomenologiczne, które uzupeªniaj¡ ukªad
równa« (1.1).

Materiaªy niemetalowe maj¡ wªa±ciwo±ci polaryzacji i namagnesowa-
nia podobne do nieferromagnetycznych, niepolaryzowalnych przewodników
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elektrycznych, tzn. ε, µ = const. Z tej przyczyny, jak równie» z zale»no±ci
wspóªczynnika przewodno±ci elektrycznej od temperaturyT , wynika zwi¡-
zek mi¦dzy wektorem g¦sto±ci pr¡du j i nat¦»eniem pola elektrycznego E,
który w takich ciaªach przyjmiemy w postaci prawa Ohma

j(1) = σe(T )E(1), (1.9)

a relacje, wi¡»¡ce wektory nat¦»e« i indukcji pól elektrycznego i magnetycz-
nego wybierzemy nast¦puj¡co

D(1) = εE(1), (1.10)

B(1) = µH(1). (1.11)
Oznaczono tu: ε, µ � przenikalno±ci dielektryczna i magnetyczna, które s¡
staªe i niezale»ne od temperatury. Warto±ci wspóªczynnika przewodnictwa
elektrycznego wyznaczane eksperymentalnie i podane w literaturze gªównie
w postaci tabel [101, 116].

Przy uwzgl¦dnieniu relacji (1.9)�(1.11), mo»emy ukªad równa« (1.1) za-
pisa¢ jako

rotH(1) = ε
∂E(1)

∂t
+ σeE(1);

rotE(1) = −µ
∂H(1)

∂t
;

div E(1) =
Ω(1)

ε
;

div H(1) = 0.

(1.12)

Uwzgl¦dniaj¡c rz¦dy czªonów wchodz¡cych w te równania

rotH(1) ∼ H0

L
; µ

∂H(1)

∂t
∼ µH0

τ0
; rotE(1) ∼ E0

L
,

gdzie H0, E0 - rz¦dy warto±ci nat¦»enia pola elektrycznego i magnetycznego;
L - dªugo±ci, τ0 - czasu relaksacji, z pierwszego równania (1.12) otrzymamy

H0

L
= σeE0

(
1 +

ε

σeτ

)
.

St¡d dochodzimy do wniosku, »e je»eli ε

σeτ0
¿ 1, to drugi czªon, tzn. pr¡d

przesuni¦cia mo»na pomin¡¢. Przy tym, dla niemetalowych przewodników
przy σe = const dla τ0 > 10−13 pr¡dy przesuni¦cia maj¡ warto±¢ mniejsz¡
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ni» 1% pr¡dów przewodno±ci. Przy wzro±cie temperatury warto±¢ wspóª-
czynnika przewodno±ci ro±nie, dlatego przyj¦te oszacowanie jest sªuszne i w
takim przypadku.

Z uwzgl¦dnieniem powy»szego, wyj±ciowy ukªad równa« opisuj¡cy pole
elektromagnetyczne w niemetalowym przewodniku elektrycznym mo»e by¢
zapisany w nast¦puj¡cej postaci

rotH(1) = σeE(1);

rotE(1) = −µ
∂H(1)

∂t
;

div E(1) =
Ω(1)

ε
;

div H(1) = 0.

(1.13)

Równania (1.13) mog¡ by¢ w znany sposób [23, 137] zredukowane do
ukªadu równa« wzgl¦dem funkcjiH lub E. Wyra»aj¡c za pomoc¡ równania
(1.13)2 wektorE(1) przezH(1), po podstawieniu tego wyra»enia do równania
(1.13)1, otrzymamy

rot
1
σe

rotH(1) = −µ
∂H(1)

∂t
. (1.14)

Z wykorzystaniem relacji
rot(α rotF) = α rot rotF + gradα× rotF;
rot rotF = grad div F−∆F,

gdzie ∆ - operator Laplace'a, przejdziemy do równowa»nego (1.14) ukªadu
równa«

∆H(1) + µσe
∂H(1)

∂t
+ σe grad

1
σe
× rotH(1) = 0,

div H(1) = 0.

(1.15)

Ukªad równa« elektrodynamiki (1.1) wzgl¦dem funkcjiH(0) dla obszaru
otoczenia zewn¦trznego ma posta¢

∆H(0) − µ0ε0
∂2H(0)

∂t2
= 0,

div H(0) = 0.

(1.16)

Przy σe = const, równania (1.15) zapiszemy odpowiednio

∆H(1) + µσe
∂H(1)

∂t
= 0

div H(1) = 0.

(1.17)
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Warunki brzegowe (1.8), na granicy ukªadu ciaªo � otoczenie b¦d¡ od-
powiednio wynosiªy

(H(1))τ = (H(0))τ ;
1
σe

(
rotH(1)

)
τ

=
1
ε0

t∫

0

(
rotH(0)

)
τ
dt0. (1.18)

Warunek wypromieniowania wyra»ony przez funkcjeH przyjmuje posta¢

lim
r→∞ r

∣∣∣∣∣
∂H(0)

∂r
+

1
c

∂H(0)

∂t

∣∣∣∣∣ = 0. (1.19)

Kiedy okre±limy funkcje H(0) i H(1), to odpowiednie � E(0) i E(1) wy-
znaczymy ze wzorów

E(1) =
1
σe

rotH(1)

E(0) =
1
ε0

t∫

0

(
rotH(0)

)
dt0;

(1.20)

Ukªad równa« elektrodynamiki w przypadku, gdy jako poszukiwane
funkcje wybrane zostan¡ E(1) i E(0), b¦dzie nast¦puj¡cy

∆E(1) − grad div E(1) = µ
∂σe

∂t
E(1) + σeµ

∂E(1)

∂t
;

div E(1) =
Ω(1)

ε0
.

(1.21)

dla obszaru ciaªa i odpowiednio

∆E(0) + µ0ε0
∂2E(0)

∂t2
= µ0

∂j(0)

∂t

div E(0) = 0.

(1.22)

dla obszaru otoczenia.
Przy σe = const, równania (1.21) zapiszemy nast¦puj¡co

∆E(1) − grad div E(1) = σeµ
∂E(1)

∂t
;

div E(1) =
Ω(1)

ε0
.

(1.23)
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W tym przypadku, przy wykorzystaniu równania ci¡gªo±ci, otrzymujemy,
»e funkcja Ω(1) = 0 i równania (1.23) upraszczaj¡ si¦ do postaci

∆E(1) = σeµ
∂E(1)

∂t
;

div E(1) = 0.

(1.24)

Warunki graniczne i wypromieniowania, wyra»one przez funkcjeE s¡
analogiczne do relacji (1.18)�(1.19). Zatem

(E(1))τ = (E(0))τ ;
1
µ

(
rotE(1)

)
τ

=
1
µ0

(
rotE(0)

)
τ
. (1.25)

lim
r→∞ r

∣∣∣∣∣
∂E(0)

∂r
+

1
c

∂E(0)

∂t

∣∣∣∣∣ = 0. (1.26)

Funkcje H(0) i H(1) , przy wyznaczonych E(0) i E(1) zapiszemy jako

H(1) = − 1
µ

t∫

0

rotE(1)dt0; H(0) = − 1
µ0

t∫

0

rotE(0)dt0. (1.27)

Ciepªo Q∗ produkowane w ciele na skutek przepªywu pr¡du elektrycz-
nego j(1) = σeE(1) wyra»amy zgodnie ze znanym wzorem [137]

Q∗ = j(1) ·E(1) = σeE(1) ·E(1), (1.28)

a wyra»enie dla siªy ponderomotorycznej zapiszemy odpowiednio

F∗ = µj(1) ×H(1) = −σeE(1) ×
t∫

0

rotE(1)dt0 (1.29)

W przypadku postawienia zagadnienia elektrodynamiki w funkcjachH(0)

i H(1) wzór (1.28) wygodnie jest przedstawi¢ jako

Q∗ =
1
σe

(
rotH(1)

)2
, (1.30)

za± wyra»enie (1.29) b¦dzie wtedy miaªo posta¢

F∗ =
µ

σe
rotH(1) ×H(1). (1.31)
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1.3.2. Pole temperatury

Ciepªo Q∗, produkowane w ciele, jest ci¡gªym ¹ródªem ciepªa w rów-
naniu przewodzenia ciepªa [96, 97, 128]. W rozpatrywanym zagadnieniu
takie równanie, przy wspólczynnikach cieplnych b¦d¡cych funkcjami tem-
peratury, ma posta¢

div[λ(T ) gradT ] = cV (T )
∂T

∂t
−Q∗ (1.32)

Równanie (1.32) trzeba uzupeªni¢ warunkami pocz¡tkowymi i brzego-
wymi odpowiadaj¡cymi zadanym warunkom nagrzewania.

Przyjmiemy, »e w chwili pocz¡tkowejt = 0 temperatura ciaªa jest zadana
i równa Tp(r). Wtedy warunek pocz¡tkowy wynosi

T (r) = Tp(r). (1.33)

Poniewa» rozpatrywany jest zakres podwy»szonych temperatur nagrze-
wania, przy formuªowaniu cieplnych warunków brzegowych konieczne jest
uwzgl¦dnienie strumieni ciepªa b¦d¡cych skutkiem promieniowania [119].
Uwa»amy, »e ciaªo jest nieprze¹roczyste dla takiego promieniowania, a pada-
j¡cy na jego powierzchni¦ strumie« ciepªa jest cz¦±ciowo pochªaniany przez
ciaªo, za± cz¦±ciowo odbija si¦, równomiernie rozpraszaj¡c si¦ we wszystkich
kierunkach (powierzchnia szara z odbiciem rozproszonym [119]). Odpo-
wiednio do przyj¦tego modelu obliczeniowego, zapiszemy bilans strumieni
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cieplnych na powierzchni S ciaªa. Wtedy dla elementarnego obszaru dS
powierzchni S b¦dziemy mieli

qλ = qkonv + qe� − qpad. (1.34)

Oznaczono tu : qλ - g¦sto±¢ strumienia ciepªa, doprowadzanego (odprowa-
dzanego) do powierzchni na skutek przewodnictwa cieplnego,qkonv - g¦sto±¢
strumienia ciepªa b¦d¡cego skutkiem konwekcji, qpad, qe� - odpowiednio
g¦sto±ci strumieni padaj¡cego i efektywnego, b¦d¡cych efektem promienio-
wania.

G¦sto±¢ strumienia ciepªa, odprowadzanego od powierzchni na skutek
konwekcji wyznacza si¦ zgodnie z prawem Newtona, zgodnie z którym stru-
mie« qkonv jest proporcjonalny do ró»nicy temperatury ciaªa i otoczenia
[128], tzn.

qkonv = H∗(T − TS), (1.35)
gdzie H∗ - wspóªczynnik przejmowania ciepªa,TS - temperatura otoczenia.

G¦sto±¢ efektywnego promieniowania powierzchni wyznacza si¦ jako su-
m¦ g¦sto±ci strumieni wªasnego qw i odbitego qo

qe� = qw + qo. (1.36)

Dla powierzchni szarej z odbiciem rozproszonym g¦sto±¢ promieniowa-
nia wªasnego jest proporcjonalna do czwartej pot¦gi temperatury, a g¦sto±¢
strumienia odbitego jest równa ró»nicy g¦sto±ci strumieni padaj¡cego i po-
chªoni¦tego [119]. Dlatego relacj¦ (1.36) mo»emy zapisa¢ w postaci

qe� = εσ0T
4 + (1− ε)qpad. (1.37)

gdzie ε - wspóªczynnik emisji powierzchni, σ0 - staªa Stefana-Boltzmanna.
Sumaryczny strumie« promieniowania padaj¡cego na elementarn¡ po-

wierzchni¦ dS wyznacza si¦ jako sum¦ strumieni promieniowania na t¦ po-
wierzchni¦ od wszystkich promieniuj¡cych elementarnych powierzchni

qpad =
∫

(S′)

qe�dFdS−dS′dS′ (1.38)

gdzie dFdS−dS′ =
1

πl2
cosαdS−dS′ cosαdS′−dS - elementarny wspóªczynnik

k¡towy mi¦dzy pªaszczyznami dS′ i dS, charakteryzuj¡cy cz¦±¢ strumienia
efektywnego promieniowania pªaszczyzny dS′, która pada na pªaszczyzn¦
dS; l - dªugo±¢ odcinka, ª¡cz¡cego te pªaszczyzny, αdS−dS′ - k¡t mi¦dzy
wektorem normalnym do pªaszczyzny dS i kierunkiem na dS′ (rys. 1.3).
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Rysunek 1.3. Okre±lenie wspóªczynników k¡towych

Wyeliminujmy z relacji (1.35), (1.37), (1.38) wielko±ci qpad oraz qe�.
Otrzymamy w ten sposób warunek brzegowy na powierzchniS ciaªa

qλ − ε

∫

(S′)

1− ε′

ε′
q′λdFdS−dS′ = εσ0T

4 −

−ε

∫

(S′)

[
H∗

(
T ′ − TS

)
+ σ0

(
T ′

)4
]
dFdS−dS′ + H∗

(
T − T ′

)
, (1.39)

gdzie qλ wyznacza si¦ z prawa Fouriera [96, 97, 128], tzn.

qλ = − (λ gradT ) · n (1.40)

Dla przypadku, kiedy wymiany ciepªa przez promieniowanie si¦ nie uw-
zgl¦dnia, warunek brzegowy (1.39) przyjmie posta¢

qλ = H∗
(
T − T ′

)
, (1.41)

tzn. jest warunkiem brzegowym III rodzaju [128].

1.3.3. Pola przemieszcze«, odksztaªce« i napr¦»e«
Pole temperaturT jest przyczyn¡ pojawienia si¦ w ciele pola odksztaªce«

ê i napr¦»e« σ̂. Wyj±ciowy ukªad równa« termospr¦»ysto±ci [68, 123], sªu-
»¡cy do ich okre±lenia, przy przyj¦tym schemacie obliczeniowym ma posta¢

Div σ̂ + F∗ = ρV
∂2u
∂t2

(1.42)

ê = Def u =
1
2

(∇u + u∇) , (1.43)
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a zwi¡zek mi¦dzy tensorem odksztaªce« ê i napr¦»e« σ̂ dany jest równaniami
Duhamela-Neumanna

σ̂ = 2µ∗(T )ê + [λ∗(T )e− β∗(T )Φ(T )] Î (1.44)

W powy»szych równaniachu - wektor przemieszczenia,Φ(T ) =
T∫

T0

αT (ξ)dξ,

e = uk,k, β∗ = 3λ∗+2µ∗, αT - liniowy wspóªczynnik rozszerzalno±ci cieplnej,
λ∗, µ∗ - parametry Lamego, zwi¡zane z moduªem spr¦»ysto±ciE i wspóª-
czynnikiem Poissona ν relacjami

λ∗(T ) =
ν(T )E(T )

[1 + ν(T )][1− 2ν(T )]
; µ∗(T ) =

E(T )
2[1 + ν(T )]

;

gdzie T - temperatura ciaªa okre±lona na poprzednim etapie rozwi¡zywania
zagadnienia, Î - tensor jednostkowy.

Mechaniczne warunki brzegowe odzwierciedlaj¡ sposób zamocowania cia-
ªa i mog¡ odpowiada¢ zadaniu na powierzchni siª

σijnj = pi(r0, t), (1.45)

i przemieszcze«
ui = ui0(r0, t) (1.46)

lub i siª, i przemieszcze« (posta¢ mieszana). Oznaczono tu{pi} = p - wektor
siª powierzchniowych, {u0i} = u0 � wektor przemieszcze« na powierzchni
ciaªa. Warunki pocz¡tkowe dane s¡ zale»no±ci¡

u = 0;
∂u
∂t

= 0 przy t = 0. (1.47)
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Zapiszmy teraz wyj±ciowe równania termospr¦»ysto±ci w przypadku, gdy
za funkcje poszukiwane wybrano przemieszczenia u. Podstawiaj¡c rela-
cje (1.44) do (1.42) i zast¦puj¡c w otrzymanych wyra»eniach odksztaªcenia
przemieszczeniami � zgodnie ze wzorami Cauchy'ego (1.43) � otrzymu-
jemy

µ∗(T )∆u + [µ∗(T ) + λ∗(T )] grad div u +
+gradλ∗(T ) div u + 2 Def u · gradµ∗(T ) + F∗ =

= grad [β∗(T )Φ∗(T )] + ρV
∂2u
∂t2

. (1.48)

Wybieraj¡c za funkcje poszukiwane napr¦»enia σ̂, wyj±ciowy ukªad rów-
na« otrzymamy dziaªaj¡c operatorem Ink ê = ∇× ê×∇ na równania (1.43).
Uwzgl¦dniaj¡c, »e InkDef ≡ 0, otrzymamy

Div σ̂ + F∗ = ρV
∂2u
∂t2

Ink
{

1
2G(T )

σ̂ +
[
Φ(T )− ν(T )

E(T )
σkk

]
Î

}
= 0,

(1.49)

gdzie G - moduª ±cinania.

1.3.4. Równania podstawowe
Pierwszym etapem rozwi¡zywania zagadnienia wyznaczania stanu ter-

mospr¦»ystego przewodnika elektrycznego, którego wªa±ciwo±ci materiaªowe
s¡ zale»ne od temperatury, jest okre±lenie pól elektromagnetycznego i tem-
peratury. Za funkcje poszukiwane wybieramy intensywno±¢ pola magne-
tycznego H i temperatur¦ T . Funkcje H(1), H(0), T speªniaj¡ równania
(1.15), (1.16), (1.32) i tworz¡ nast¦puj¡cy ukªad

∆H(1) + µσe
∂H(1)

∂t
+ σe grad

1
σe
× rotH(1) = 0, div H(1) = 0.

∆H(0) − µ0ε0
∂2H(0)

∂t2
= 0, div H(0) = 0.

div[λ(T ) grad T ] = cV (T )
∂T

∂t
−Q∗

(1.50)

przy odpowiednich warunkach (1.18), (1.19), (1.33), (1.39).
Sprz¦»one zagadnienie elektrodynamiki i przewodnictwa ciepªa jest nie-

liniowe z uwagi na zale»no±¢ charakterystyk materiaªu od temperatury, po-
staci ¹ródeª ciepªa i warunek brzegowy (1.39).
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W drugim etapie rozwi¡zywania zagadnienia wyznaczania stanu termo-
spr¦»ystego przewodnika elektrycznego � przy znalezionym na pierwszym
etapie polu temperatur T i siªy ponderomotorycznej F∗ � wyznaczamy
skªadowe wektora przemieszcze« u oraz tensora napr¦»e« σ̂. Za funkcj¦
poszukiwan¡ wybierzemy wektor przemieszcze«u. Funkcja u speªnia rów-
nanie (1.48)

µ∗(T )∆u + [µ∗(T ) + λ∗(T )] grad div u +
+gradλ∗(T ) div u + 2 Def u · gradµ∗(T ) + F∗ =

= grad [β∗(T )Φ∗(T )] + ρV
∂2u
∂t2

. (1.51)

przy warunkach brzegowych (1.45) lub (1.46).
W zagadnieniu takim wyst¦puj¡ce w analizowanych równaniach wspóª-

czynniki s¡, z powodu zale»no±ci wªasno±ci materiaªowych od temperatury,
funkcjami wspóªrz¦dnych.

Zapisane równania wyj±ciowe elektrodynamiki i termospr¦»ysto±ci po-
zwalaj¡ � przy konkretnych warunkach brzegowych i pocz¡tkowych �
okre±li¢ pola: elektromagnetyczne, temperatury i mechaniczne.

1.4. Rozwi¡zanie zagadnienia brzegowego

1.4.1. Wyznaczanie pola elektromagnetycznego i temperatury

Dla rozwi¡zania zagadnienia etapu pierwszego wykorzystamy metod¦
analityczno-numeryczn¡, bazuj¡c¡ na procesie iteracyjnym, zbudowanym
nast¦puj¡co.

W rozpatrywanym przedziale temperatur nagrzewania(T0, T1), gdzie T1

jest charakterystyczn¡ temperatur¡ nagrzewania, wspóªczynniki materiaªo-
we przedstawimy w postaci

σe(T ) =σe0 + σe1(T );
λ(T ) =λ0 + λ1(T );

cV (T ) =cV 0 + cV 1(T );
(1.52)
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gdzie σe0, λ0, cV 0 oznaczaj¡ ±rednie warto±ci wspóªczynników materiaªo-
wych w przedziale nagrzewania, tzn.

σe0 =
1

T1 − T0

T1∫

T0

σe(T )dT ;

λ0 =
1

T1 − T0

T1∫

T0

λ(T )dT ;

cV 0 =
1

T1 − T0

T1∫

T0

cV (T )dT ;

(1.53)

a σe1, λ1, cV 1 - odchylenia rzeczywistych warto±ci tych wielko±ci od ±rednich.
Wtedy wyj±ciowy ukªad równa« (1.15), (1.16), (1.18), (1.32), (1.33),

(1.39) mo»emy zapisa¢ jako

∆H(1) + µσe0
∂H(1)

∂t
=

1
σe0 + σe1

grad σe1 × rotH(1) +

+µσe1
∂H(1)

∂t
; div H(1) = 0; (1.54)

∆H(0) − µ0ε0
∂2H(0)

∂t2
= 0; divH(0) = 0; (1.55)

(H(1))τ = (H(0))τ ;
1

σe0 + σe1

(
rotH(1)

)
τ

=
1
ε0




t∫

0

rotH(0)dt0




τ

;

(1.56)

lim
r→∞ r

∣∣∣∣∣
∂H(0)

∂r
+

1
c

∂H(0)

∂t

∣∣∣∣∣ = 0; (1.57)

λ0∆T = cV 0
∂T

∂t
−Q∗ − div(λ1 gradT ) + cV 1

∂T

∂t
; (1.58)

T (r, 0) = Tp(r); (1.59)

qλ − ε

∫

(S′)

1− ε′

ε′
q′λdFdS−dS′ = εσ0T

4 −

−ε

∫

(S′)

[
H∗

(
T ′ − TS

)
+ σ0

(
T ′

)4
]
dFdS−dS′ + H∗

(
T − T ′

)
. (1.60)
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W równaniach tych oznaczono

qλ = − (λ0 grad T ) · n− (λ1 grad T ) · n;

Q∗ =
1

σe0 + σe1

(
rot H(1)

)2
.

Za pierwsze przybli»enie przyjmujemy rozwi¡zanie zagadnienia przy sta-
ªych wspólczynnikach materiaªowych równych warto±ciom ±rednimσe0, λ0,
cV 0, tzn. rozwi¡zanie zagadnienia przy znanym schemacie obliczeniowym
[23, 137].

Odpowiednio do tego, wyznaczanie pola elektromagnetycznego i tempe-
ratury sprowadza si¦ do rozwi¡zania liniowego zagadnienia elektrodynamiki

∆H(1;1) − µσe0
∂H(1;1)

∂t
= 0; div H(1;1) = 0; (1.61)

∆H(0;1) − µ0ε0
∂2H(0;1)

∂t2
= 0; div H(0;1) = 0; (1.62)

(H(1;1))τ = (H(0;1))τ ;
1

σe0

(
rotH(1;1)

)
τ

=
1
ε0




t∫

0

H(0;1)dt0




τ

; (1.63)

lim
r→∞ r

∣∣∣∣∣
∂H(0;1)

∂r
+

1
c

∂H(0;1)

∂t

∣∣∣∣∣ = 0, (1.64)

okre±lenia g¦sto±ci produkcji ciepªa Joule'a przy wykorzystaniu znalezionej
funkcji H(1;1) i wzoru

Q
(1)
∗ =

1
σe0

[
rotH(1;1)

]2
, (1.65)

oraz rozwi¡zania nieliniowego (z uwagi na nieliniowo±¢ warunku brzegowego
(1.60)) zagadnienia przewodnictwa cieplnego

λ0∆T (1) = cV 0
∂T (1)

∂t
−Q∗; (1.66)

T (1)(r, 0) = Tp(r); (1.67)

q
(1)
λ − ε

∫

(S′)

1− ε′

ε′
q
′(1)
λ dFdS−dS′ = εσ0

(
T (1)

)4
−

−ε

∫

(S′)

[
H∗

(
T
′(1) − TS

)
+ σ0

(
T
′(1)

)4
]

dFdS−dS′ +

+H∗
(
T (1) − T ′

)
. (1.68)
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Kolejne przybli»enia wyznaczamy z relacji

∆H(1;i) − µσe0
∂H(1;i)

∂t
=

1
σe0 + σe1(T i−1)

grad
[
σe1(T i−1)

]×

× rotH(1;i−1) + µσe1(T i−1)
∂H(1;i−1)

∂t
; div H(1;i) = 0;

(1.69)

∆H(0;i) − µ0ε0
∂2H(0;i)

∂t2
= 0; div H(0;i) = 0; (1.70)

1
σe0

(
rotH(1;i)

)
τ

=
1
ε0




t∫

0

rotH(0;i)dt0




τ

+
σe1(T i−1)

σe0ε0
×

×



t∫

0

rotH(0;i−1)dt0




τ

; (H(1;i))τ = (H(0;i))τ ; (1.71)

lim
r→∞ r

∣∣∣∣∣
∂H(0;i)

∂r
+

1
c

∂H(0;i)

∂t

∣∣∣∣∣ = 0, (1.72)

oraz

λ0∆T (i) = cV 0
∂T (i)

∂t
−Q∗ −

− div
[
λ(T (i−1)) grad T (i−1)

]
+ cV 1(T (i−1))

∂T (i−1)

∂t
; (1.73)

T (i)(r, 0) = Tp(r); (1.74)

q
(i)
λ − ε

∫

(S′)

1− ε′

ε′
q
′(i)
λ dFdS−dS′ = εσ0

(
T (i)

)4
−

−ε

∫

(S′)

[
H∗

(
T
′(i) − TS

)
+ σ0

(
T
′(i)

)4
]

dFdS−dS′ +

+H∗
(
T (i) − T ′

)
, (1.75)

gdzie

q
(i)
λ = −

(
λ0 grad T (i)

)
· n−

(
λ1(T (i−1)) grad T (i−1)

)
· n;

Q
(i)
∗ =

1
σe0 + σe1(T i−1)

[
rotH(1;i)

]2
. (1.76)
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W ten sposób, w ka»dym kroku procesu iteracyjnego konieczne jest roz-
wi¡zanie w pierwszej kolejno±ci zagadnienia elektrodynamiki (1.69) � (1.72),
a nast¦pnie wyznaczenie z zagadnienia przewodnictwa cieplnego (1.73) �
(1.75) pola temperaturyT (i) przy wykorzystaniu ju» okre±lonego polaH(1;i).

W przypadku rozpatrywanych dalej procesów kwaziustalonych, kiedy to
pole elektromagnetyczne w ukªadzie wywoªane jest zmiennym w czasie, za-
danym kwaziustalonym polem elektromagnetycznym w otoczeniu, nat¦»enie
pola magnetycznego w (i)-tej iteracji b¦dziemy wyznacza¢ w postaci

H(1;i)(r, t) =
1
2

[
H(1;i)

A (r, t)eiωt + H(1;i)
A

∗
(r, t)e−iωt

]
,

H(0;i)(r, t) =
1
2

[
H(0;i)

A (r, t)eiωt + H(0;i)
A

∗
(r, t)e−iωt

]
.

(1.77)

Amplitudy nat¦»enia pola magnetycznego w cieleH(1;i) i w pró»ni H(0;i)

b¦dziemy uwa»a¢ za wolno zmieniaj¡ce si¦ funkcje czasu tzn.∣∣∣∣∣
∂H(0;i)

A (r, t)
∂t

∣∣∣∣∣ ¿ ω
∣∣∣H(0;i)

A (r, t)
∣∣∣

∣∣∣∣∣
∂H(1;i)

A (r, t)
∂t

∣∣∣∣∣ ¿ ω
∣∣∣H(1;i)

A (r, t)
∣∣∣

(1.78)

Po podstawieniu wyra»e« (1.77) do wyj±ciowych równa« elektrodynamiki
(1.69)�(1.72) oraz uwzgl¦dnieniu warunków (1.78) otrzymamy dla iteracji
(i) zagadnienie brzegowe wyznaczania amplitud nat¦»enia pola magnetycz-
nego H(1;i) i H(0;i), które zapiszemy nast¦puj¡co

∆H(1;i)
A + iµ0ωσe0H

(1;i)
A = f1(T(i−1),H

(1;i−1)
A ); div H(1;i)

A = 0; (1.79)

∆H(0;i)
A + ε0µ0ω

2H(0;i)
A = 0; div H(0;i)

A = 0; (1.80)
1

σe0

(
rotH(1;i)

A

)
τ

=
1

iωε0

(
rotH(0;i)

A

)
τ

+ f2(T(i−1),H
(1;i−1)
A );

(
H(1;i)

A

)
τ

=
(
H(0;i)

A

)
τ
;

(1.81)

lim
r→∞ r

∣∣∣∣∣
∂H(0;1)

A

∂r
+

iω

c
H(0;1)

A

∣∣∣∣∣ = 0, (1.82)

gdzie

f1(T(i−1),H
(1;i−1)
A ) =

1
σe1(T (i−1))

gradσe1(T (i−1))× rotH(1;i−1)
A −

− iµωσe1(T (i−1))H(1;i−1)
A ;

f2(Ti−1,H
(1;i−1)
A ) =

σe1(T (i−1))
iε0σe0ω

(
rotH(0;i−1)

A

)
τ
.
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Wprzypadku kwaziustalonego pola elektromagnetycznego wyra»enie dla
u±rednionego w czasie wydzielanego ciepªa wynosi

Q∗0 =
ω

2π

2π/ω∫

0

Q∗dt. (1.83)

W zwi¡zku z tym, »e pole temperatur T jest uwarunkowane u±rednionym
w okresie f = 2π/ω wydzielanym ciepªem, przyjmijmy, »e pole temperatur,
a tym samym i σe = σe(T ) w okresie f , zmienia si¦ stosunkowo maªo, tzn.
speªniony jest warunek ∣∣∣∣

∂T

∂t

∣∣∣∣ ¿ ω|T |.

Przy tym, zaniedbuj¡c zmienno±¢ w okresie u±redniania funkcjiσe(T ), otrzy-
mamy

Q∗0 =
1

2σe(T )
rotH(1)

A · rotH(1)
A

∗
. (1.84)

Wtedy wyra»enie Q∗(i) we wzorze (1.76) z uwzgl¦dnieniem (1.83), (1.84)
zapiszemy jako

Q∗(i) =
1

2[σe0 + σe1(T i−1)]
rotH(1;i)

A · rotH(1;i)
A

∗
. (1.85)

Zbudowany proces iteracyjny pozwala sprowadzi¢ pierwszy etap wyj±cio-
wego kompleksowego zagadnienia wyznaczania stanu termospr¦»ystego do
zagadnie« brzegowych elektrodynamiki i przewodnictwa cieplnego, do któ-
rych mo»na efektywnie stosowa¢ znane analityczne i numeryczne metody
rozwi¡zywania.

1.4.2. Wyznaczanie odksztaªce« i napr¦»e«

Dla rozwi¡zania zadania drugiego etapu budujemy proces iteracyjny w
sposób podobny jak przy rozwi¡zaniu zagadnienia etapu pierwszego.

Mechaniczne wspóªczynniki materiaªowe przedstawiamy w postaci po-
dobnej do (1.52), tzn.

λ∗(T ) =λ∗0 + λ∗1(T );
µ∗(T ) =µ∗0 + µ∗1(T );
αT (T ) =αT0 + αT1(T );

(1.86)
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gdzie λ∗0, µ∗0, αT0 � warto±ci ±rednie

λ∗0 =
1

T1 − T0

T1∫

T0

λ∗(T )dT ;

µ∗0 =
1

T1 − T0

T1∫

T0

µ∗(T )dT ;

αT0 =
1

T1 − T0

T1∫

T0

αT (T )dT ;

(1.87)

a λ∗1, µ∗1, αT1 � odchylenia warto±ci rzeczywistych wspóªczynników ma-
teriaªowych od ±rednich.

Wtedy wyj±ciowe równanie (1.48) b¦dzie miaªo posta¢

µ∗0(T )∆u + [µ∗0 + λ∗0] grad divu = grad [β∗(T )Φ(T )] + ρV
∂2u
∂t2

−
−µ∗1(T )∆u− (µ∗1(T ) + λ∗1(T )) grad div u−
(grad λ∗(T )) div u− 2Def u · gradµ∗1(T )− F∗(T ). (1.88)

Przy tym warunek brzegowy (1.46) nie zmieni si¦, a warunek (1.45), z
uwzgl¦dnieniem (1.43), przyjmie posta¢

{
2µ∗0 Def u + [λ∗0uk,k − β∗0αT0(T − T0)] Î

}
n = p−

−
{

2µ∗1 Def u + [λ∗1uk,k − β∗1Φ1(T )] Î
}

n przy r ∈ S, (1.89)

gdzie

β∗0 = 3λ∗0 + 2µ∗0; β∗1 = β∗ − β∗0; Φ1(T ) = Φ(T )− αT0(T − T0).

Warunki pocz¡tkowe dane s¡ zale»no±ci¡

u = 0;
∂u
∂t

= 0 przy t = 0. (1.90)

Za pierwsze przybli»enie wybieramy rozwi¡zanie zagadnienia, kiedyλ∗1,
µ∗1, αT1 b¦d¡ równe zeru. Przy tym równanie wyj±ciowe sªu»¡ce do wyzna-
czenia funkcji u b¦dzie nast¦puj¡ce

µ∗0(T )∆u(1) + [µ∗0 + λ∗0] grad divu(1) =

= ρV
∂2u(1)

∂t2
+ β∗0αT0 grad T − F∗(T ), (1.91)

36



a warunek brzegowy (1.89) i pocz¡tkowy (1.90) mo»emy zapisa¢ jako
{

2µ∗0 Def u(1) +
[
λ∗0u

(1)
k,k − β∗0αT0(T − T0)

]
Î
}

n = p; (1.92)

u(1) = 0;
∂u(1)

∂t
= 0 przy t = 0. (1.93)

Kolejne przybli»enia wyznaczamy z zale»no±ci

µ∗0(T )∆u(i) + [µ∗0 + λ∗0] grad div u(i) = P(i) (1.94)

przy warunkach brzegowych

u(i) = u(i)
0 przy r ∈ S (1.95)

lub
{

2µ∗0 Def u(i) +
[
λ∗0u

(i)
k,k − β∗0αT0(T − T0)

]
Î
}

n = p−

−
{

2µ∗1 Def u(i) +
[
λ∗1u

(i)
k,k − β∗1Φ1(T )

]
Î
}

n (1.96)

i pocz¡tkowych
ui = 0;

∂ui

∂t
= 0 przy t = 0, (1.97)

gdzie

P(i) = ρV
∂2u(i−1)

∂t2
+ grad [β∗(T )Φ(T )] + µ∗1(T )∆u(i−1) −

− [µ∗1(T ) + λ∗1(T )] grad div u(i−1) − gradλ∗1(T ) div u(i−1) −
−2Def u(i−1) · grad[µ∗1(T )]− F∗(T ).

Przy znalezionym wektorze przemieszcze«u skªadowe tensora napr¦»e«
wyznaczamy zgodnie z wynikaj¡cym z relacji (1.43), (1.44) wzorem

σ̂ = 2µ∗Def u + [λ∗uk,k − β∗Φ] Î . (1.98)

Zaznaczmy, i» zagadnienia (1.94)�(1.96) w swej strukturze pokrywaj¡
si¦ z zagadnieniami termospr¦»ysto±ci przy staªych wspóªczynnikach mate-
riaªowych i dla ich rozwi¡zania mog¡ by¢ stosowane znane metody termo-
spr¦»ysto±ci [68, 105, 123].





Rozdziaª 2

Procesy termomechaniczne w jednorodnym
cylindrze

W tym rozdziale podane zostaªo rozwi¡zanie kompleksowego zagadnie-
nia wyznaczania stanu termospr¦»ystego cylindra, poddanego oddziaªywa-
niu zewn¦trznego, kwaziustalonego pola elektromagnetycznego.

2.1. Sformuªowanie zagadnienia brzegowego i algorytm
rozwi¡zania

Rozpatrzmy dªugi cylinder � wykonany z materiaªu przewodz¡cego
pr¡d elektryczny, o promieniu R0 � odniesiony do ukªadu wspóªrz¦dnych
cylindrycznych (ρ, ϕ, z), którego o± Oz pokrywa si¦ z osi¡ walca (rys. 2.1).
Zewn¦trzne pole elektromagnetyczne, zadane wektorem nat¦»enia pola ma-
gnetycznego na powierzchni ρ = R0, jest równe

H(0) = {0; 0; Hz = H0(ϕ, t) sinωt} . (2.1)

ρ
ϕ

z

0R

0

Rysunek 2.1. Schemat cylindra oraz wyboru ukªadu wspóªrz¦dnych
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Cylinder wymienia ciepªo przez konwekcj¦ i promieniowanie z otocze-
niem o zadanej temperaturzeT0. Jego powierzchnia jest wolna od zewn¦trz-
nego obci¡»enia mechanicznego.

Z analizy równa« wyj±ciowych elektrodynamiki (1.15)�(1.20) wynika, i»
w obszarze cylindra niezerowe b¦d¡: skªadowa Hz(ρ, ϕ, t) nat¦»enia pola
magnetycznego i skªadowe Eρ(ρ, ϕ, t), Eϕ(ρ, ϕ, t) nat¦»enia pola elektrycz-
nego. W zwi¡zku z tym, pola temperatury, napr¦»e« i odksztaªce« cylin-
dra uwa»amy za niezale»ne od wspóªrz¦dnej z, tzn. zakªadamy, »e u =
{uρ(ρ, ϕ, t), uϕ(ρ, ϕ, t), 0}, T = T (ρ, ϕ, t).

Zgodnie ze schematem obliczeniowym rozwi¡zania zagadnienia wyzna-
czania stanu napr¦»e« i odksztaªce«, w etapie pierwszym okre±lamy wzajem-
nie sprz¦»one pola elektromagnetyczne i temperaturowe w obszarze cylin-
dra. Z równa« (1.15) otrzymamy w rozpatrywanym przypadku nast¦puj¡ce
równanie

∇2Hz + µσe(T )
∂Hz

∂t
− 1

σe(T )

[
∂σe(T )

∂ρ

∂Hz

∂ρ
− 1

ρ2

∂σe(T )
∂ϕ

∂Hz

∂ϕ

]
= 0 (2.2)

okre±laj¡ce intensywno±¢ pola magnetycznego w obszarze cylindra. Ozna-
czono tu ∇2 =

∂2

∂ρ2
+

1
ρ

∂

∂ρ
+

1
ρ2

∂

∂ϕ
. Równanie (2.2), razem z warunkiem

pocz¡tkowym
Hz = 0 przy t = 0 (2.3)

i brzegowym (2.1), skªadaj¡ si¦ na wyj±ciowe zagadnienie elektrodynamiki.
Intensywno±¢ pola elektrycznego w ciele okre±lamy przy tym zgodnie ze
wzorami (1.20), tzn.

Eρ =
1

ρσe(T )
∂Hz

∂ϕ
; Eϕ = − 1

σe(T )
∂Hz

∂ρ
. (2.4)

Ciepªo Joule'a (1.30) przedstawimy jako

Q∗ = σe(E2
ρ + E2

ϕ) =
1
σe

[(
∂Hz

∂ρ

)2

+
(

∂Hz

∂ϕ

)2
]

, (2.5)

a równanie przewodnictwa ciepªa (1.32) mo»emy zapisa¢ w postaci

λ

[
∂2T

∂ρ2
+

1
ρ

∂T

∂ρ
+

1
ρ2

∂2T

∂ϕ2

]
+

∂T

∂ρ

∂λ

∂ρ
+

1
ρ2

∂T

∂ϕ

∂λ

∂ϕ
+ Q∗ = cV

∂T

∂t
. (2.6)

Przyjmiemy, »e w chwili pocz¡tkowej temperatura cylindra jest staªa i
równa temperaturze otoczenia T0, tzn. cieplny warunek pocz¡tkowy (1.33)
wyniesie

T = T0 przy t = 0. (2.7)
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Powierzchnia cylindra jest wypukªa, dlatego mi¦dzy elementarnymi ob-
szarami tej powierzchni wymiana ciepªa nie zachodzi (dFdS−dS′ = 0) i
cieplny warunek brzegowy (1.39) w tym przypadku b¦dzie miaª posta¢

−λ
∂T

∂ρ
= εσ0T

4 + H∗
(
T − T ′

)
przy ρ = R0. (2.8)

Niezerowe przemieszczenia uρ i uϕ w cylindrze (przy pomini¦ciu siª
bezwªadno±ci dla rozwa»anego dalej przybli»enia kwazistatycznego [23, 68,
123]) speªniaj¡ równania

µ∗∇2uρ + (λ∗ + µ∗)
∂εkk

∂ρ
− µ∗

uρ

ρ2
− 2µ∗

ρ2

∂uϕ

∂ϕ
+ 2

∂µ∗
∂ρ

∂uρ

∂ρ
+

+
1
ρ

∂µ∗
∂ϕ

(
1
ρ

∂uρ

∂ϕ
+

∂uϕ

∂ρ
− uϕ

ρ

)
+ εkk

∂λ∗
∂ρ

=
∂

∂ρ
(β∗Φ);

µ∗∇2uϕ + (λ∗ + µ∗)
1
ρ

∂εkk

∂ϕ
− µ∗

uϕ

ρ2
+

2µ∗
ρ2

∂uρ

∂ϕ
+

+
∂µ∗
∂ρ

(
1
ρ

∂uρ

∂ϕ
+

∂uϕ

∂ϕ
− uϕ

ρ

)
+

2
ρ

∂µ∗
∂ϕ

(
1
ρ

∂uϕ

∂ϕ

)
+

+
εkk

ρ

∂λ∗
∂ϕ

=
1
ρ

∂

∂ϕ
(β∗Φ),

(2.9)

gdzie εkk =
∂uρ

∂ρ
+

1
ρ

(
∂uϕ

∂ϕ
+ uρ

)
.

Warunki brzegowe (1.45) odpowiadaj¡ce brakowi obci¡»enia mechanicz-
nego na powierzchni bocznej cylindra przyjm¡ posta¢

(2µ∗ + λ∗)
∂uρ

∂ρ
+

λ∗
ρ

∂uϕ

∂ϕ
+

λ∗
ρ

uρ = β∗Φ;

µ∗
ρ

∂uρ

∂ϕ
+ µ∗

∂uϕ

∂ρ
− µ∗

ρ
uϕ = 0 przy ρ = R0.

(2.10)

Po wyznaczeniu z równa« (2.9) pola przemieszcze« przy warunkach brzego-
wych (2.10), napr¦»enia w cylindrze znajdziemy ze wzorów

σρρ = 2µ∗
∂uρ

∂ρ
+ λ∗

(
∂uρ

∂ρ
+

1
ρ

∂uϕ

∂ϕ
+

uρ

ρ

)
− β∗Φ;

σϕϕ = 2µ∗

(
1
ρ

∂uϕ

∂ϕ
+

uρ

ρ

)
+ λ∗

(
∂uρ

∂ρ
+

1
ρ

∂uϕ

∂ϕ
+

uρ

ρ

)
− β∗Φ;

σzz = λ∗

(
∂uρ

∂ρ
+

1
ρ

∂uϕ

∂ϕ
+

uρ

ρ

)
− β∗Φ;

σρϕ = σϕρ = µ∗

[
1
ρ

(
∂uρ

∂ϕ
− uϕ

)
+

∂uϕ

∂ρ

]
,

(2.11)
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które wynikaj¡ z zale»no±ci (1.44).
Wtedy, w rozpatrywanym przypadku, w ka»dym kroku procesu itera-

cyjnego rozwi¡zujemy kolejno nast¦puj¡ce zagadnienia. Nat¦»enie pola ma-
gnetycznego H

(i)
z na i-tej iteracji wyznaczamy z równania

∇2H(i)
z + µσe0

∂H
(i)
z

∂t
=

1
σe(T (i−1))

∂σe1(T (i−1))
∂ρ

∂H
(i−1)
z

∂ρ
+

+
1

ρ2σe(T (i−1))
∂σe1(T (i−1))

∂ϕ

∂H
(i−1)
z

∂ϕ
− µσe1(T (i−1))

∂H
(i−1)
z

∂t

(2.12)

przy warunkach:
� pocz¡tkowym

H(i)
z = 0 przy t = 0 (2.13)

� brzegowym
H(i)

z = H0(ϕ, t) sin ωt przy ρ = R0. (2.14)

Nast¦pnie, po wyliczeniu rozkªadu mocy produkcji ciepªaQ
(i)
∗ zgodnie ze

wzorem

Q
(i)
∗ =

1
σe(T (i−1))




(
∂H

(i)
z

∂ρ

)2

+
1
ρ2

(
∂H

(i)
z

∂ϕ

)2

 , (2.15)

rozwi¡zujemy zagadnienie przewodnictwa ciepªa

λ0

(
∂2T (i)

∂ρ2
+

1
ρ

∂T (i)

∂ρ
+

1
ρ2

∂2T (i)

∂ϕ2

)
+ Q∗ − cV 0

∂T (i)

∂t
= P

(i)
∗ ; (2.16)

T (i) = T0 przy t = 0; (2.17)

−λ0
∂T (i)

∂ρ
= εσ0

(
T (i)

)4
+ H∗

(
T (i) − T ′

)
− P

(i)
∗∗ przy ρ = R0. (2.18)

Tu oznaczono:

P
(i)
∗ = cV 1(T (i−1))

∂T (i−1)

∂t
− λ1(T (i−1))

(
∂2T (i−1)

∂ρ2
+

1
ρ

∂T (i−1)

∂ρ
+

+
1
ρ2

∂2T (i−1)

∂ϕ2

)
− ∂λ1(T (i−1))

∂ρ

∂T (i−1)

∂ρ
− 1

ρ2

∂λ1(T (i−1))
∂ϕ

∂T (i−1)

∂ϕ
;

P
(i)
∗∗ = λ1(T (i−1))

∂T (i−1)

∂ρ
.

Przy tym wspólczynniki materiaªoweσe, λ, cV okre±lone s¡ wzorami (1.52)
� (1.53).
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Przy znalezionym polu temperatur T , skªadowe przemieszcze« uρ i uϕ

w ka»dej iteracji wyznaczymy z ukªadu równa«

µ∗0∇2u(i)
ρ + (λ∗0 + µ∗0)

∂ε
(i)
kk

∂ρ
− µ∗0

u
(i)
ρ

ρ2
− 2µ∗0

ρ2

∂u
(i)
ϕ

∂ϕ
= Φ(i)

ρ ;

µ∗0∇2u(i)
ϕ + (λ∗0 + µ∗0)

1
ρ

∂ε
(i)
kk

∂ϕ
− µ∗0

u
(i)
ϕ

ρ2
+

2µ∗0
ρ2

∂u
(i)
ρ

∂ϕ
= Φ(i)

ϕ ,

(2.19)

gdzie wykorzystano zale»no±ci (1.94), (1.95) i (2.9), (2.10), oraz warunki
brzegowe

(2µ∗0 + λ∗0)
∂u

(i)
ρ

∂ρ
+

λ∗0
ρ

∂uϕ

∂ϕ
+

λ∗
ρ

uρ = p1;

µ∗0
ρ

∂u
(i)
ρ

∂ϕ
+ µ∗0

∂u
(i)
ϕ

∂ρ
− µ∗0

ρ
uϕ = p2.

(2.20)

W powy»szych zale»no±ciach

ε
(i)
kk =

∂u
(i)
ρ

∂ρ
+

1
ρ

(
∂uϕ

∂ϕ
+ u(i)

ρ

)
;

Φ(i)
ρ =

∂

∂ρ
(β∗Φ)− µ∗1∇2u(i−1)

ρ − (λ∗1 + µ∗1)
∂ε

(i−1)
kk

∂ρ
+

+µ∗1
u

(i−1)
ρ

ρ2
− 2µ∗1

ρ2

∂u
(i−1)
ϕ

∂ϕ
− 2

∂µ∗1
∂ρ

∂u
(i−1)
ρ

∂ρ
−

−1
ρ

∂µ∗1
∂ϕ

(
1
ρ

∂u
(i−1)
ρ

∂ρ
− u

(i−1)
ϕ

ρ

)
+ ε

(i−1)
kk

∂λ∗1
∂ρ

;

Φ(i)
ϕ =

1
ρ

∂

∂ϕ
(β∗Φ)− µ∗1∇2u(i−1)

ϕ − (λ∗1 + µ∗1)
1
ρ

∂ε
(i−1)
kk

∂ϕ
+

+µ∗1
u

(i−1)
ϕ

ρ2
− 2µ∗1

ρ2

∂u
(i−1)
ϕ

∂ϕ
− ∂µ∗1

∂ρ

(
1
ρ

∂u
(i−1)
ρ

∂ρ
− u

(i−1)
ϕ

ρ

)
−

−2
ρ

∂µ∗1
∂ϕ

(
1
ρ

∂u
(i−1)
ϕ

∂ρ
− u

(i−1)
ρ

ρ

)
+

ε
(i−1)
kk

ρ

∂λ∗1
∂ϕ

;

p1 = β∗Φ− (2µ∗1 + λ∗1)
∂u

(i−1)
ρ

∂ρ
+

λ∗1
ρ

(
∂u

(i−1)
ϕ

∂ϕ
− u(i−1)

ρ

)
;
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p2 = −µ∗1
ρ

∂u
(i−1)
ρ

∂ϕ
− µ∗1

∂u
(i−1)
ϕ

∂ρ
+

µ∗1
ρ

u(i−1)
ϕ ;

za± charakterystyki λ∗, µ∗, αT dane s¡ wzorami (1.86), (1.87).
W przypadku rozpatrywanego kwaziustalonego pola elektromagnetycz-

nego (1.77), przy wyznaczaniu amplitudy nat¦»enia pola magnetycznego
H

(i)
z w i�tej iteracii � na podstawie relacii (1.79)�(1.82), (2.12) � docho-

dzimy do zadania
∇2H

(i)
z + iµωσe0H

(i)
z = f1; (2.21)

H
(i)
z = f2 przy ρ = R0, (2.22)

gdzie:

f1 =
1

σe(T (i−1))
∂σe(T (i−1))

∂ρ

∂H
(i−1)
z

∂ρ
+

1
ρ2

∂σe(T (i−1))
∂ϕ

∂H
(i−1)
z

∂ϕ
−

−iµωσe1(T (i−1))H(i−1)
z ; f2 = H0(ϕ, t)/2i.

Pole temperatury okre±lamy z zagadnienia (2.16)�(2.18), przy mocy produk-
cji ciepªa Q

(i)
∗ , które obliczamy wedªug wzoru (1.85), przyjmuj¡cego posta¢

Q∗(i) =
1

σe(T (i−1))

(
∂H

(i)
z

∂ρ
· ∂(H(i)

z )
∗

∂ρ
+

1
ρ2

∂H
(i)
z

∂ϕ
· ∂(H(i)

z )
∗

∂ϕ

)
. (2.23)

Zatem skªadowe przemieszcze« wyznaczamy z zagadnienia (2.19)�(2.20).

2.1.1. Wyznaczanie nat¦»enia pola magnetycznego
i temperatury

W zwi¡zku z tym, »e funkcje H
(i)
z , T (i) dla cylindra s¡ okresowymi

funkcjami zmiennej ϕ, b¦dziemy szuka¢ ich w postaci rozkªadów w szeregi
Fouriera.

Odpowiednio do tego amplitud¦ nat¦»enia pola magnetycznego w obsza-
rze cylindra przedstawimy w postaci szeregu wzgl¦dem funkcji

{
einϕ

}∞
n=−∞,

tzn.
H

(i)
z =

∞∑
n=−∞

H
(i)
z,neinϕ. (2.24)

Rozkªadaj¡c funkcje f̄1 oraz f̄2 w szeregi Fouriera

f̄1 =
∞∑

n=−∞
f̄1,neinϕ; f̄2 =

∞∑
n=−∞

f̄2,neinϕ; (2.25)
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gdzie

f̄1,n =
1
2π

2π∫

0

f̄1e
inϕ; f̄2,n =

1
2π

2π∫

0

f̄2e
inϕ;

i przyrównuj¡c w relacjach (2.21)�(2.22) czªony przy jednakowych harmo-
nikach dla ka»dej funkcji H(i)

z,n, otrzymamy zagadnienie

∂2H
(i)
z,n

∂ρ2
+

1
ρ

∂H
(i)
z,n

∂ρ
+

(
k2 − n2

ρ2

)
H

(i)
z,n = f̄1,n; (2.26)

H
(i)
z,n = f̄2,n przy ρ = R0. (2.27)

W równaniach tych oznaczono k2 = iµωσe0.
Rozwi¡zanie równania (2.26) ma posta¢

H
(i)
z,n = Dn

1 Jn(kρ) + Dn
2 Nn(kρ) + H

(i)
z szcz,n. (2.28)

W powy»szym rozwi¡zaniu oznaczono Jn, Nn - funkcje Bessela 1. i 2. ro-
dzaju rz¦du n, H

(i)
z szcz,n - cz¡stkowe rozwi¡zanie niejednorodnego równania

(2.26), Dn
1 , Dn

2 - dowolne staªe. Rozwi¡zanie cz¡stkowe H
(i)
z szcz,n wyzna-

czymy metod¡ wariacji staªych. Przy tym otrzymamy

H
(i)
z szcz,n(ρ, t) = −π

2

ρ∫

0

f̄1,n(ξ, t)Nn(kξ)dξ Jn(kρ) +

+
π

2

ρ∫

0

f̄1,n(ξ, t)Jn(kξ)dξ Nn(kρ. (2.29)

Speªniaj¡c warunek brzegowy (2.27) i warunek regularno±ci przy ρ = 0,
otrzymamy

Dn
1 =

f̄2,n −H
(i)
z szcz,n

Jn(kR0)
; Dn

2 = 0. (2.30)

Przy uwzgl¦dnieniu rozwi¡zania (2.30) w przypadku amplitudy nat¦»enia
pola magnetycznego ostatecznie otrzymamy

H
(i)
z (ρ, ϕ, t) =

∞∑
n=−∞

{[
f̄2,n −H

(i)
z szcz,n(R0, t)

] Jn(kρ)
Jn(kR0)

+

+H
(i)
z szcz,n(ρ, t)

}
einϕ. (2.31)
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Funkcj¦ T (i) w ka»dej iteracji, podobnie jak i H(i)
z , wyznaczamy w po-

staci szeregu Fouriera, tzn.

T (i) =
∞∑

n=0

(
T (i)

n einϕ + T (i)∗
n e−inϕ

)
. (2.32)

Rozkªady Fouriera znanych funkcji Q(i)
∗ , P

(i)
∗ , P

(i)
∗∗ b¦d¡ odpowiednio wy-

nosiªy

Q
(i)
∗ =

∞∑

n=0

(
T

(i)
∗,neinϕ + T

(i)∗
∗,n e−inϕ

)
;

P
(i)
∗ =

∞∑

n=0

(
P

(i)
∗,neinϕ + P

(i)∗
∗,n e−inϕ

)
;

P
(i)
∗∗ =

∞∑

n=0

(
P

(i)
∗∗,neinϕ + P

(i)∗
∗∗,ne−inϕ

)
.

(2.33)

gdzie

Q
(i)
∗,n =

1
2π

2π∫

0

Q
(i)
∗ (ρ, ϕ, t)einϕdϕ;

P
(i)
∗,n =

1
2π

2π∫

0

P
(i)
∗ (ρ, ϕ, t)einϕdϕ;

P
(i)
∗∗,n =

1
2π

2π∫

0

P
(i)
∗∗ (ρ, ϕ, t)einϕdϕ.

Przyrównuj¡c wspóªczynniki przy jednakowych harmonikach w równa-
niach (2.16)�(2.18) dochodzimy do nast¦puj¡cego zbioru zagadnie« do okre-
±lenia funkcii T

(i)
n (ρ, t)

λ0

(
∂2T

(i)
n

∂ρ2
+

1
ρ

∂T
(i)
n

∂ρ
+

1
ρ2

∂2T
(i)
n

∂ϕ2

)
+ Q

(i)
∗,n = cV 0

∂T
(i)
n

∂t
+ P

(i)
∗,n; (2.34)

T (i)
n = T0,n przy t = 0; (2.35)

T (i)
n = T (i)

pov,n przy ρ = R0. (2.36)
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W zale»no±ciach tych oznaczono T0,0 = T0, Tn,0 = 0 przy n 6= 0. Przy tym
warto±ci funkcii T (i) przy ρ = R0 s¡ poszukiwanymi funkcjami T (i)

pov,n(ϕ, t),
które dla ka»dej chwili czasu t mo»na przedstawi¢ w postaci szeregu Fouriera

T (i)
pov =

∞∑

n=0

(
T (i)

pov,neinϕ + T (i)∗
pov,ne−inϕ

)
. (2.37)

Wprowadzenie funkcji T
(i)
pov pozwala, do rozwi¡zania wyj±ciowego nie-

liniowego zagadnienia (2.16)�(2.18) wykorzysta¢ w sposób efektywny me-
tod¦ rozwi¡zania zagadnie« liniowych. Mianowicie, funkcj¦ poszukiwan¡
rozªo»y¢ w szereg Fouriera, z nast¦pnym stosowaniem do rozwi¡zania ju»
jednowymiarowych niestacjonarnych zagadnie« (2.34)�(2.36) metody ró»nic
sko«czonych, przy bezwarunkowo stabilnym, niejawnym schemacie ró»nico-
wym. W tym celu dzielimy czasowo-przestrzenny obszar zmiany zmiennych
niezale»nych ρ, t na prostok¡ty, z krokiem h po zmiennej ρ i krokiem τ po
czasie. Ci¡gªy rozkªad funkcji w tym obszarze przybli»amy dyskretnymi
warto±ciami w w¦zªach siatki. Równanie (2.34) aproksymujemy wzorami
ró»nicowymi

λ0

(
T

(i)
n;ρρ̄ +

1
ρp

T
(i)
n;ρ̇ −

n2

ρ2
p

T (i)
n;pq

)
+ Q

(i)
∗,n;pq =

= cV 0T
(i)
n;τ + P

(i)
∗,n;pq; p = 2, N − 1; q = 2, 3, . . .

(2.38)

z rz¦dem bª¦du o(h2+τ), a warunki pocz¡tkowe oraz brzegowe (2.35)�(2.36)
i warunek regularno±ci relacjami

T
(i)
n;p,1 = T

(i)
0,n;p,1, p = 1, N (2.39)

T
(i)
n;1q = T

(i)
n;2q; T

(i)
n;N,q = T (i)

pov,n;q; q = 1, 2, 3, . . . (2.40)
z rz¦dem bª¦du o(h), gdzie N - wybrana liczba w¦zªów siatki wzdªu» wspóª-
rz¦dnej ρ w obszarze cylindra, fp,q = f(ρp, tq), a

fρ̄ =
fp+1,q − fp,q

h
; fρ =

fp,q − fp−1,q

h
; fρ̇ =

fp+1,q − fp−1,q

h
;

odpowiednio prawa, lewa i ±rodkowa pochodne ró»nicowe wzgl¦dem wspóª-
rz¦dnej przestrzennej, za±

fτ =
fp,q − fp,q−1

τ
;

ró»nicowa pochodna po czasie.
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Równania (2.38)�(2.40) tworz¡ ukªad równa« algebraicznych, sªu»¡cych
do wyznaczania wielko±ciT (i)

n;pq w warstwie czasowej (q) przez nieznane wiel-
ko±ci T

(i)
pov,n;q, b¦d¡ce wspóªczynnikami rozkªadu w szereg Fouriera funkcji

T
(i)
pov(ϕ, t) w chwili czasu t = tq.
Do rozwi¡zania ukªadu równa« (2.38)�(2.40) wykorzystujemy metod¦

przegnania. Przyjmiemy

T
(i)
n;p−1,q = A

(i)
n;p−1T

(i)
n;p,q + B

(i)
n;p−1. (2.41)

Wspóªczynniki A
(i)
n;p oraz B

(i)
n;p obliczamy przy tym ze wzorów

A
(i)
n;1 = 1; B

(i)
n;1 = 0; A(i)

n;p = −
(

λ0

h2
− 1

2hρp

)
z−1
p ;

B(i)
n;p =

(
B

(i)
n;p−1

2hρp
− λ0

h2
−Q

(i)
∗,n;p,q + P

(i)
∗,n;p,q − cV 0

τ
T

(i)
n;p,q−1

)
; p = 2, N − 1,

gdzie

zp =
2λ0

h2
+

A
(i)
n;p−1

2hρp
− cV 0

τ
+

n2

ρ2
p

.

Warto±ci funkcii T (i)
n b¦d¡ wyznaczone we wszystkich w¦zªach siatki w war-

stwie czasowej (q), je»eli b¦d¡ znane jej graniczne warto±ciT (i)
pov,n;q.

W celu wyznaczenia wprowadzonych warto±ci powierzchniowychT
(i)
pov,n;q

podstawiamy rozkªady (2.32) w warunek brzegowy (2.18), sk¡d otrzymamy

− λ0

∞∑

n=0

(
∂T

(i)
n

∂ρ
einϕ +

∂T
(i)∗
n

∂ρ
e−inϕ

)
= εσ0

[ ∞∑

n=0

(
T (i)

n einϕ+

+T (i)∗
n e−inϕ

)]4
+ H∗

[ ∞∑

n=0

(
T (i)

n einϕ + T (i)∗
n e−inϕ

)
− T0

]
.

(2.42)

Zamieniaj¡c w wyra»eniu (2.42) operatory ró»niczkowe wzorami ró»nico-
wymi i ruguj¡c warto±ci T (i)

n w w¦zªach wewn¦trznych siatki, z wykorzysta-
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niem relacji (2.41), zapiszemy

− λ0

h

∞∑

n=0

{[
T (i)

pov,n;q −
(
A

(i)
n,N−1T

(i)
pov,n;q + B

(i)
n,N−1

)]
einϕ+

+[T (i)∗
pov,n;q −

(
A

(i)∗
n,N−1T

(i)
pov,n;q + B

(i)∗
n,N−1

)]
e−inϕ+

}
=

= εσ0

[ ∞∑

n=0

(
T (i)

pov,n;qe
inϕ + T (i)∗

pov,n;qe
−inϕ

)]4

+

+ H∗

[ ∞∑

n=0

(
T (i)

pov,n;qe
inϕ + T (i)∗

pov,n;qe
−inϕ

)
− T0

]
+

+
∞∑

n=0

(
P

(i)
∗∗,neinϕ + P

(i)∗
∗∗,ne−inϕ

)
.

(2.43)

Przyrównuj¡c wspóªczynniki przy jednakowych harmonikach, otrzymamy
nast¦puj¡cy ukªad nieliniowych równa« algebraicznych do wyznaczania war-
to±ci T

(i)
pov,n;q:

− λ0

h

[(
1−A

(i)
0,N−1

)
T

(i)
pov,0;q −B

(i)
0,N−1

]
=

= H∗
(
T

(i)
pov,0;q − T0

)
+ εσ0Z0 + P

(i)
∗∗,0;

− λ0

h

[(
1−A

(i)
1,N−1

)
T

(i)
pov,1;q −B

(i)
1,N−1

]
= H∗T

(i)
pov,1;q + εσ0Z1 + P

(i)
∗∗,1;

− λ0

h

[(
1−A

(i)
2,N−1

)
T

(i)
pov,2;q −B

(i)
2,N−1

]
= H∗T

(i)
pov,2;q + εσ0Z2 + P

(i)
∗∗,2;

· · ·

− λ0

h

[(
1−A

(i)
M,N−1

)
T

(i)
pov,M ;q −B

(i)
M,N−1

]
=

= H∗T
(i)
pov,M ;q + εσ0ZM + P

(i)
∗∗,M ;

· · ·

(2.44)

gdzie:
Z0 = Y 2

0 + 2Y1Y
∗
1 + . . . + 2YMY ∗

M + . . .

Z1 = Y ∗
0 Y1 + Y ∗

1 + Y ∗
2 Y3 + . . . + Y ∗

M−1YM + . . .

Z2 = Y 2
1 + Y0Y

∗
2 + Y1Y

∗
3 + . . . + 2Y ∗

M−2YM + . . .

. . .

Y0 =
(
T

(i)
pov,0;q

)2
+ 2T

(i)
pov,1;qT

(i)∗
pov,1;q + . . . + 2T

(i)
pov,M ;qT

(i)∗
pov,M ;q + . . . ;
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Y1 = T
(i)
pov,0;qT

(i)
pov,1;q + T

(i)∗
pov,1;qT

(i)
pov,2;q + . . . + T

(i)
pov,M−1;qT

(i)
pov,M ;q + . . . ;

Y2 =
(
T

(i)
pov,1;q

)2
+ T

(i)∗
pov,0;qT

(i)
pov,2;q + . . . + T

(i)
pov,M−2;qT

(i)
pov,M ;q + . . . ;

. . .

Ograniczaj¡c si¦ w rozkªadach (2.32) do sko«czonej liczbyM skªadników, w
(2.44) utrzymujemy tak¡ sam¡ liczb¦ równa« do wyznaczaniaT

(i)
pov,n;q, n =

1,M . W szczególno±ci przy M = 2 taki ukªad równa« mo»emy zapisa¢
nast¦puj¡co

− λ0

h

[(
1−A

(i)
0,N−1

)
T

(i)
pov,0;q −B

(i)
0,N−1

]
=

= H∗
(
T

(i)
pov,0;q − T0

)
+ εσ0Z0 + P

(i)
∗∗,0;

− λ0

h

[(
1−A

(i)
1,N−1

)
T

(i)
pov,1;q −B

(i)
1,N−1

]
=

H∗T
(i)
pov,1;q + εσ0Z1 + P

(i)
∗∗,1;

− λ0

h

[(
1−A

(i)
2,N−1

)
T

(i)
pov,2;q −B

(i)
2,N−1

]
=

H∗T
(i)
pov,2;q + εσ0Z2 + P

(i)
∗∗,2,

(2.45)

gdzie
Z0 = Y 2

0 + 2Y1Y
∗
1 + 2Y2Y

∗
2 ;

Z1 = Y0Y1 + Y ∗
1 + Y2; Z2 = Y 2

1 + Y0Y
∗
2 ;

Y0 =
(
T

(i)
pov,0;q

)2
+ 2T

(i)
pov,1;qT

(i)∗
pov,1;q + 2T

(i)
pov,2;qT

(i)∗
pov,2;q;

Y1 = T
(i)
pov,0;qT

(i)
pov,1;q + 2T

(i)∗
pov,1;qT

(i)
pov,2;q;

Y2 =
(
T

(i)
pov,1;q

)2
+ T

(i)∗
pov,0;qT

(i)
pov,2;q.

Ukªad równa« dla okre±lenia T
(i)
pov,n;q, n = 1,M rozwi¡zujemy metod¡

prostej iteracji. Dokonuj¡c zwrotnego przegnania zgodnie ze wzorami (2.41)
okre±lamy warto±ci temperatury we wszystkich w¦zªach warstwy(q) w cza-
sie.

2.1.2. Wyznaczanie stanu napr¦»enia i odksztaªcenia
. Zgodnie z wykorzystywanym procesem iteracyjnym wyznaczania prze-

mieszcze«, przy rozwi¡zaniu zagadnie« (2.19)�(2.20) skªadoweu
(i)
ρ , u

(i)
ϕ w
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ka»dej iteracji przedstawiamy podobnie do funkcjiH(i)
z , T (i) w postaci sze-

regu Fouriera, tzn.

u(i)
ρ =

∞∑

n=0

(
u(i)

ρ,neinϕ + u(i)∗
ρ,n e−inϕ

)
;

u(i)
ϕ =

∞∑

n=0

(
u(i)

ϕ,neinϕ + u(i)∗
ϕ,ne−inϕ

)
.

(2.46)

Po podstawieniu relacji (2.46) do równa« (2.19)�(2.20) i przyrównaniu
wspóªczynników przy jednakowych harmonikach, otrzymamy równania

µ∗0

[
∂2u

(i)
ρ,n

∂ρ2
+

1
ρ

∂u
(i)
ρ,n

∂ρ
− 1 + n2

ρ2
u(i)

ρ,n

]
− 2inµ∗0u

(i)
ϕ,n

ρ2
+

+ (λ∗0 + µ∗0)
∂

∂ρ

[
∂u

(i)
ρ,n

∂ρ
+

1
ρ

(
u(i)

ρ,n + inu(i)
ϕ,n

)]
= Φ(i)

ρ,n;

µ∗0

[
∂2u

(i)
ϕ,n

∂ρ2
+

1
ρ

∂u
(i)
ϕ,n

∂ρ
− 1 + n2

ρ2
u(i)

ϕ,n +
2inu

(i)
ρ,n

ρ2

]
+

+ in
λ∗0 + µ∗0

ρ

[
∂u

(i)
ρ,n

∂ρ
+

1
ρ

(
u(i)

ρ,n + inu(i)
ϕ,n

)]
= Φ(i)

ϕ,n

(2.47)

i warunki brzegowe

(λ∗0 + 2µ∗0)
∂u

(i)
ρ,n

∂ρ
− λ∗0

ρ

(
u(i)

ρ,n − inu(i)
ϕ,n

)
= P̄

(i)
1,n;

µ∗0
∂u

(i)
ϕ,n

∂ρ
− µ∗0

ρ
u(i)

ϕ,n +
inµ∗0u

(i)
ϕ,n

ρ
= P̄

(i)
2,n,

(2.48)

z których wyznaczamy funkcje u
(i)
ρ,n, u

(i)
ϕ,n.

Zagadnienie (2.47) � (2.48) rozwi¡zujemy metod¡ ró»nic sko«czonych.
Wykorzystujemy przy tym siatk¦, wprowadzon¡ przy rozwi¡zaniu zagadnie-
nia przewodnictwa ciepªa. Zamieniaj¡c podobnie jak w zagadnieniu prze-
wodnictwa ciepªa operatory ró»niczkowe w wyj±ciowym ukªadzie równa«
(2.47) i w warunkach brzegowych (2.48) ró»nicowymi, otrzymamy ukªad
równa«

L ·X = G, (2.49)
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gdzie

L =




L0
1 L+

1

L−2 L0
2 L+

2

L−3 L0
3 L+

3
. . . . . . . . .

L−N−1 L0
N−1 L+

N−1

L0
N L+

N




;

X =




X1

X2

X3
...
XN−1

XN




; G =




G1

G2

G3
...
GN−1

GN




,

oraz
Xp =

(
u(i)

ρ,n;p,q u(i)
ϕ,n;p,q

)T
;

L0
1 =

(
1 0
0 1

)
; L+

1 =
(

0 0
0 0

)
; G1 =

(
0
0

)
;

L−p =




(λ∗0 + 2µ∗0)
(

1
h2
− 1

2hρp

)
− in (λ∗0 + 2µ∗0)

2hρp

in (λ∗0 + 2µ∗0)
2hρp

µ∗0

(
1
h2
− 1

2hρp

)


 ;

L0
p =

(
L0

p;1,1 L0
p;1,2

L0
p;2,1 L0

p;2,2

)

L0
p;1,1 = − (λ∗0 + 2µ∗0)

(
1
h2
− 1

2hρp

)
− µ∗0n2

ρ2
p

L0
p;1,2 = −L0

p;2,1 = − in (λ∗0 + 3µ∗0)
ρ2

p

L0
p;2,2 = µ∗0

(
1
h2
− 1

2hρp

)
− (λ∗0 + 2µ∗0)n2

ρ2
p

L+
p =




(λ∗0 + 2µ∗0)
(

1
h2
− 1

2hρp

)
in (λ∗0 + 2µ∗0)

2hρp

− in (λ∗0 + 2µ∗0)
2hρp

µ∗0

(
1
h2
− 1

2hρp

)


 ;
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G1 =

(
Φ(i)

ρ,n;p,q

Φ(i)
ϕ,n;p,q

)
; p = 2, N − 1; L−N =


 −λ∗0 + 2µ∗0

h
0

0 −µ∗0
h


 ;

L0
N =



−λ∗0 + 2µ∗0

h
+

inλ∗0
R0

− inλ∗0
R0

µ∗0

(
1
h
− 1

R0

)
inµ∗0
R0


 ; GN =

(
P̄

(i)
1,n;N,q

P̄
(i)
2,n;N,q

)
.

Przy rozwi¡zywaniu ukªadu równa« (2.49) stosujemy metod¦ przegna-
nia macierzowego, o ile ukªad ten ma macierz blokowo-trzechdiagonaln¡ z
blokami w postaci macierzy drugiego rz¦du. W tym celu przyjmujemy

Xp−1 = Ap−1Xp + Bp−1, p = 2, N. (2.50)

Wtedy dla obliczenia wspóªczynników przegnania, którymi s¡ macierzeAp

i wektory Bp, otrzymamy

A1 = −(L0
1)
−1L+

1 ; Ap = −(L−1
p + L0

p)
−1L+

p ; B1 = (L0
1)
−1G1;

Bp = (L−1
p + L0

p)
−1(Gp − L−p Bp−1), p = 2, N − 1.

(2.51)

Zatem po obliczeniu XN z wyra»enia

XN = (L−NAN−1 + L0
N )−1(GN − L−NBN−1) (2.52)

wyznaczamy warto±ci Xp, p = 1, N − 1, tzn. przemieszczenia we wszyst-
kich w¦zªach siatki.

Przy wykorzystaniu wzorów ró»niczkowania numerycznego z wyra»e«
(2.11) wyznaczamy napr¦»enia.

2.2. Pªaskie zagadnienie osiowosymetryczne

Rozpatrzmy zagadnienie wyznaczania stanu termospr¦»ystego niemeta-
lowego przewodz¡cego pr¡d elektryczny dªugiego cylindra, na powierzchni
(ρ = R0) którego zadany jest okresowy w czasie wektor nat¦»enia pola
magnetycznego

H(0) =
(
0, 0, Hz = H0e

iωt
)

(2.53)
z amplitud¡ H0. Mi¦dzy cylindrem i otoczeniem zachodzi wymiana ciepªa
przez konwekcj¦ i promieniowanie. Wyznaczmy pole elektromagnetyczne
w obszarze cylindra, odpowiadaj¡ce mu ciepªo Joule'a, pola temperatur
i napr¦»e«. Z analizy ukªadu równa« (2.2)�(2.8) zastosowanego do sfor-
muªowanego zagadnienia wynika, »e niezerowe w obszarze cylindra b¦d¡:
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skªadowe Hz(ρ, t) nat¦»enia pola magnetycznego i Eϕ(ρ, t) nat¦»enia pola
elektrycznego. Przy tym wydzielane ciepªo (2.5) b¦dzie funkcj¡ tylko wspóª-
rz¦dnej ρ i czasu t, i jako skutek � T = T (ρ, t). Stan napr¦»enia odpo-
wiadaj¡cy polu temperatur T (ρ, t) b¦dzie poszukiwany przy odksztaªceniu
εzz = 0 (odksztaªcenia pªaskie). Wtedy dla wektora przemieszczenia mamy
u = (uρ, 0, 0).

2.2.1. Wyznaczanie pola elektromagnetycznego i temperatury
Przy wyznaczaniu funkciiH(i)

z oraz T (i), wyj±ciowymi zagadnieniami s¡
(2.12)�(2.13) i (2.16)�(2.18). W rozpatrywanym przypadku, poszukiwane
wielko±ci nie zale»¡ od zmiennej ϕ, sk¡d wynika, »e w szeregu (2.24) nieze-
rowy b¦dzie tylko skªadnik przy n = 0. Wtedy rozwi¡zanie (2.31) mo»emy
zapisa¢ nast¦puj¡co

H
(i)
z (ρ, t) =

f̄ −H
(i)
z szcz(R0, t)

J0(kR0)
J0(kρ) + H

(i)
z szcz(ρ, t), (2.54)

gdzie

H
(i)
z szcz(ρ, t) = − π

2R0




ρ∫

0

f̄(ξ, t)N0(kξ)dξ J0(kρ)+

+

ρ∫

0

f̄(ξ, t)J0(kξ)dξ N0(kρ)


 ;

f̄ =
1

σe(T (i−1))
∂σe(T (i−1))

∂ρ

∂H
(i−1)
z

∂ρ
− iµωσe(T (i−1))H(i−1)

z .

W szeregu (2.32) funkcii T (i) niezerowy b¦dzie tylko skªadnikT
(i)
0 . Przy

tym funkcj¦ T
(i)
0 (ρ, t) okre±limy podan¡ wy»ej metod¡ ró»nic sko«czonych,

podobnie jak rozwi¡zanie zagadnienia ró»nicowego (2.38)�(2.40) przyn = 0.
Za pomoc¡ metody przegnania, opisywanego równaniem (2.41) schemat ró»-
nicowy redukuje si¦ na ka»dej warstwie czasowej do równania algebraicznego
rz¦du czwartego

− λ0

h

[(
1−A

(i)
0,N−1

)
T (i)

pov,q −B
(i)
0,N−1

]
= H∗

(
T (i)

pov,q − T0

)
+

εσ0

(
T (i)

pov,q

)4
− λ1

h

[(
1−A

(i)
0,N−1

)
T (i)

pov,q −B
(i)
0,N−1

]
T (i)

pov,q,

(2.55)

otrzymywanego podobnie jak ukªad równa« (2.44).
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Warto±¢ temperatury okre±lamy rozwi¡zuj¡c równanie (2.55) metod¡
poªowienia odcinka

[
T

(i)
pov,q, T ∗q

]
� tzn. metod¡ iteracyjn¡ z gwarantowan¡

zbie»no±ci¡. W rozpatrywanym zagadnieniu nagrzewania warto±¢ tempera-
tury T

(i)
pov,q w czasie τ jest mniejsza od T1 i nie mo»e przewy»szy¢ wielko±ci

T
(i)
pov,q−1 + Q

(i)
∗maxτ , która byªaby osi¡gni¦ta przy równomiernie rozªo»onych

¹ródªach ciepªa Q
(i)
∗max równych warto±ci ¹ródeª na powierzchni ρ = R0

i przy jej izolacji cieplnej. W celu zmniejszenia pocz¡tkowego odcinka po-
dziaªu b¦dziemy wybiera¢ wielko±¢T (i)

pov,q−1+Q
(i)
∗maxτ za górn¡ warto±¢ prze-

dziaªu w kroku (q) po czasie. Podkre±lmy, »e taki wybórT ∗q doprowadza do
istotnego przyspieszenia procedury numerycznego rozwi¡zania zagadnienia.

2.2.2. Wyznaczanie odksztaªce« i napr¦»e«
Stan odksztaªcenia i napr¦»enia, przy znanym polu temperatury, zgod-

nie z przyj¦tym schematem obliczeniowym, okre±lamy jako rozwi¡zanie za-
gadnienia (2.19)�(2.20). Przy tym w szeregu (2.46) niezerowa jest tylko
skªadowa u

(i)
ρ,0. Do okre±lenia funkcjiu(i)

ρ,0 mo»na, podobnie jak i przy wyzna-
czaniu temperatury T , zastosowa¢ metod¦ ró»nic sko«czonych i sprowadzi¢
zagadnienie do liniowego ukªadu równa« algebraicznych (2.49), który ma
macierz trójdiagonaln¡, pozwalaj¡c¡ zastosowa¢ przy rozwi¡zaniu metod¦
przegnania.

Jednak w rozpatrywanym przypadku zagadnienia wyznaczania stanu
termospr¦»ystego, wyrazy skªadników przemieszczenia i napr¦»e« mog¡ by¢
okre±lone pro±ciej z rozwi¡za« analitycznych. Poniewa» tylko skªadnikuρ

wektora przemieszczenia jest niezerowy, zagadnienie (2.19)�(2.20) przyjmie
posta¢

∂2u
(i)
ρ

∂ρ2
+

1
ρ

∂u
(i)
ρ

∂ρ
− u

(i)
ρ

ρ2
= Φ̄(i)

ρ , (2.56)

(λ∗0 + 2µ∗0)
∂u

(i)
ρ

∂ρ
+ µ∗0

u
(i)
ρ

ρ
= P̄ (i) przy ρ = R0, (2.57)

gdzie

Φ̄(i)
ρ =

{
∂(β∗Φ)

∂ρ
−

(
∂2u

(i−1)
ρ

∂ρ2

1
ρ

∂u
(i−1)
ρ

∂ρ

)
−

− (λ∗1 + µ∗1)

(
∂2u

(i−1)
ρ

∂ρ2
+

1
ρ

∂u
(i−1)
ρ

∂ρ
− u

(i−1)
ρ

ρ2

)
+ µ∗1

u
(i−1)
ρ

ρ2
−

−2
∂µ∗1
∂ρ

∂u
(i−1)
ρ

∂ρ
+

∂λ∗1
∂ρ

(
∂u

(i−1)
ρ

∂ρ
+

u
(i−1)
ρ

ρ

)}
(λ∗1 + 2µ∗1)−1 ;
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P̄ (i) = β∗Φ− (λ∗1 + 2µ∗1)
∂u

(i−1)
ρ

∂ρ
− λ∗1

ρ
u(i−1)

ρ .

Rozwi¡zanie ogólne równania (2.56) mo»emy zapisa¢ w postaci

u(i)
ρ = C1ρ +

C2

ρ
+ u(i)

ρszcz. (2.58)

Rozwi¡zanie szczególne niejednorodnego równania (2.56), okre±lone metod¡
wariacji staªych, b¦dzie

u(i)
ρszcz =

ρ

2

ρ∫

0

Φ̄(i)
ρ (r)dr − 1

2ρ

ρ∫

0

r2Φ̄(i)
ρ (r)dr (2.59)

Wtedy rozwi¡zanie (2.58) przyjmie posta¢

u(i)
ρ = C1ρ +

C2

ρ
+

ρ

2

ρ∫

0

Φ̄(i)
ρ (r)dr − 1

2ρ

ρ∫

0

r2Φ̄(i)
ρ (r)dr. (2.60)

Staªe C1 i C2 wyznaczamy z warunku regularno±ci rozwi¡zania, przyρ = 0,
i warunku brzegowego (2.57). Przy tym mamy

C1 =
P̄ (i)

2(λ∗0 + µ∗0)
− µ∗0

2R2
0(λ∗0 + µ∗0)

R0∫

0

r2Φ̄(i)
ρ (r)dr−

−1
2

R0∫

0

Φ̄(i)
ρ (r)dr;

C2 =0.

(2.61)

Ostatecznie otrzymamy rozwi¡zanie

u(i)
ρ =

P̄ (i)ρ

2λ∗0 + µ∗0
− µ∗0ρ

2R2
0(λ∗0 + µ∗0)

R0∫

0

r2Φ̄(i)
ρ (r)dr−

− 1
2ρ

ρ∫

0

Φ̄(i)
ρ (r)dr.

(2.62)
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Niezerowe skªadowe tensora napr¦»enia w rozpatrywanym przypadku
mo»emy, na podstawie relacji (2.11), wyrazi¢ przez funkcjeu(i)

ρ wzorami

σρρ = (λ∗ + 2µ∗)
∂u

(i)
ρ

∂ρ
+ λ∗

u
(i)
ρ

ρ
− β∗Φ;

σϕϕ = λ∗
∂u

(i)
ρ

∂ρ
+ (λ∗ + 2µ∗)

u
(i)
ρ

ρ
− β∗Φ;

σzz = λ∗

(
∂u

(i)
ρ

∂ρ
+

u
(i)
ρ

ρ

)
− β∗Φ.

(2.63)

Po podstawieniu rozwi¡zania (2.62) w zale»no±ci (2.63) i uporz¡dkowaniu,
otrzymamy wyra»enia dla skªadowych napr¦»e« w cylindrze

σ(i)
ρρ =

λ∗ + µ∗
λ∗0 + µ∗0

P̄ (i) − µ∗0(λ∗ + µ∗)
R2

0(λ∗0 + µ∗0)

R0∫

0

r2Φ̄(i)
ρ (r)dr+

+
µ∗
ρ2

ρ∫

0

r2Φ̄(i)
ρ (r)dr − β∗Φ;

σ(i)
ϕϕ =

λ∗ + µ∗
λ∗0 + µ∗0

P̄ (i) − µ∗0(λ∗ + µ∗)
R2

0(λ∗0 + µ∗0)

R0∫

0

r2Φ̄(i)
ρ (r)dr−

− µ∗
ρ2

ρ∫

0

r2Φ̄(i)
ρ (r)dr − β∗Φ;

σ(i)
zz = λ∗


 P̄ (i)

2(λ∗0 + µ∗0)
− 2µ∗0

R2
0(λ∗0 + µ∗0)

R0∫

0

r2Φ̄(i)
ρ (r)dr


− β∗Φ.

(2.64)

Zaznaczmy równie», »e przy niezale»nych od temperatury wspóªczynni-
kach materiaªowych, z równa« (2.64) dochodzimy do znanych wyra»e« dla
skªadowych napr¦»e« w osiowosymetrycznym zagadnieniu pªaskim termo-
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spr¦»ysto±ci

σ(i)
ρρ = σ0


 1

R2
0

R0∫

0

rT (r, t)dr − 1
ρ2

ρ∫

0

rT (r, t)dr


 ;

σ(i)
ϕϕ = σ0


 1

R2
0

R0∫

0

rT (r, t)dr − 1
ρ2

ρ∫

0

rT (r, t)dr − T (ρ, t)


 ;

σ(i)
zz = σ0


 λ∗0

λ∗0 + µ∗0

R0∫

0

rT (r, t)dr − T (ρ, t)


 ,

(2.65)

gdzie
σ0 =

2µ∗0(3λ∗0 + 2µ∗0)αT0

λ∗0 + 2µ∗0
.

Przy obliczeniach skªadowych przemieszcze« i napr¦»e« odpowiednio z
wzorów (2.62) i (2.64), wykorzystujemy procedur¦ caªkowania numerycz-
nego [110, 130]. Zamieniaj¡c caªki kwadraturami trapezów, z relacji (2.62)
w przypadku przemieszcze« u

(i)
ρ otrzymamy

u(i)
ρ;p,q =

P̄
(i)
p,qρp

2λ∗0 + µ∗0
− µ∗0ρp

2R2
0(λ∗0 + µ∗0)

IN−1 − 1
2ρp

Ip, (2.66)

a z wzorów (2.64) dla napr¦»e« σ
(i)
ρρ , σ

(i)
ϕϕ, σ

(i)
zz �

σ(i)
ρρ;p,q =

λ∗;p,q + µ∗;p,q

λ∗0 + µ∗0

(
P̄ (i)

p,q −
µ∗0
R2

0

IN−1

)
+

µ∗;pq

ρ2
p

Ip − β∗;p,qΦp,q;

σ(i)
ϕϕ;p,q =

λ∗;p,q + µ∗;p,q

λ∗0 + µ∗0

(
P̄ (i)

p,q −
µ∗0
R2

0

IN−1

)
− µ∗;pq

ρ2
p

Ip − β∗;p,qΦp,q;

σ(i)
zz;p,q =

λ∗;p,q

λ∗0 + µ∗0

(
P̄

(i)
p,q

2
− 2µ∗0

R2
0

IN−1

)
− β∗;p,qΦp,q,

(2.67)

gdzie

Ip =
p∑

n=1

(
ρ2

n+1Φ
(i)
ρ;n+1,q + ρ2

nΦ(i)
ρ;n,q

)
hρ.

Przy tym bª¡d wzorów (2.66) oraz (2.67) jest wielko±ci¡ rz¦du o(h2).
Dlatego, »e na ka»dej iteracji obliczenia prowadzone s¡ zgodnie ze wzorami
rekurencyjnymi (2.66) i (2.67), proponowany algorytm prowadzi do istot-
nego przyspieszenia procesu obliczeniowego w porównaniu do podanego dla
zagadnienia pªaskiego, gdzie na ka»dej iteracji jest rozwi¡zywany ukªad rów-
na« algebraicznych (2.49).



Rozdziaª 3

Procesy termomechaniczne w ukªadzie
wspóªosiowych cylindrów

Prezentowany rozdziaª po±wi¦cony jest wyznaczaniu pól temperatury i
napr¦»e« w ukªadach wspóªosiowych cylindrów, kiedy niektóre z nich roz-
dzielone s¡ warstw¡ o±rodka, przyjmowanego w przybli»eniu jako pró»nia.
Wychodz¡c z rozwa»a« ogólnych podanych w rozdziale 1, równania wyj-
±ciowe zapisano dla ka»dego z obszarów jednorodnych, tworz¡cych ukªad.
Sformuªowano uogólnione warunki wymiany cieplnej przez warstw¦ pró»ni.
Zaproponowano algorytm rozwi¡zania zagadnie« w iteracjach, podobny do
zbudowanego dla cylindra jednorodnego [31, 112].

Zbadano zachowanie termomechaniczne ukªadu wspóªosiowych cylin-
drów w zewn¦trznym jednorodnym kwaziustalonym polu elektromagnetycz-
nym. Podano wyniki badania termospr¦»ystego stanu ukªadu z uwzgl¦d-
nieniem wpªywu wymiany ciepªa przez promieniowanie mi¦dzy powierzch-
niami, rozdzielonymi warstw¡ pró»ni.

3.1. Sformuªowanie zagadnienia brzegowego i algorytm
rozwi¡zania

Rozpatrywany jest ukªad dªugich wspóªosiowych niemetalowych prze-
wodników elektrycznych, wykonanych z ró»nych materiaªów (rys. 3.1). S¡-
siednie powierzchnie cylindrów s¡ rozdzielone dielektrycznym o±rodkiem,
traktowanym dalej wzgl¦dem wªasno±ci elektrycznych i magnetycznych w
przybli»eniu jako pró»nia, lub te» stykaj¡ si¦. W pierwszym przypadku
przyjmujemy, »e mi¦dzy cylindrami zachodzi wymiana ciepªa przez promie-
niowanie i s¡ one mechanicznie nie zwi¡zane, a w drugim � »e ma miejsce
doskonaªy kontakt termomechaniczny. Rozwi¡zywane jest zagadnienie o
wyznaczaniu pola elektromagnetycznego, ciepªa Joule'a, pól temperatury i
napr¦»e«, które powstaj¡ w takim ukªadzie pod wpªywem pola elektroma-
gnetycznego, zadanego wielko±ci¡ stycznej skªadowej nat¦»enia pola magne-
tycznego na powierzchni zewn¦trznej ρ = RN ukªadu postaci

H(0)
N = {0, 0,H0(ϕ, t) sinωt} . (3.1)
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Rysunek 3.1. Schemat ukªadu wspóªosiowych cylindrów

Z analizy równa« wyj±ciowych elektrodynamiki (1.15)�(1.20), zapisa-
nych dla ka»dego z jednorodnych obszarów ukªadu, otrzymamy, »e powsta-
j¡ce w ciaªach pole elektromagnetyczne przy oddziaªywaniu zewn¦trznym,
zadanym relacj¡ (3.1), jest opisywane niezerow¡ skªadow¡ Hz(l) wektora
nat¦»enia pola magnetycznego i skªadowymiEρ(l) i Eϕ(l) wektora nat¦»enia
pola elektrycznego, które nie zale»¡ od wspóªrz¦dnej z. Odpowiednio do
tego pole temperatury oraz stan napr¦»enia i odksztaªcenia ka»dego cylin-
dra uwa»amy za niezale»ne od wspóªrz¦dnej z, tzn. przyjmujemy

T(l) = T(l)(ρ, ϕ, t); u(l) =
{
uρ(l)(ρ, ϕ, t), uϕ(l)(ρ, ϕ, t), 0

}
. (3.2)

Przy wyznaczaniu szukanych pól w takim ukªadzie równania wyj±ciowe
(1.15), (1.32), (1.44), (1.48) zapisujemy dla obszaru ka»dego cylindra. Do
nich dodajemy równie» równania elektrodynamiki (1.16) dla obszarów pró»-
ni, rozdzielaj¡cych cylindry.

Nat¦»enie pola magnetycznego w obszarze ka»dego cylinra przewodz¡-
cego speªnia równania (1.15), które w danym przypadku w ukªadzie wspóª-
rz¦dnych cylindrycznych maj¡ posta¢

∇2H
(1)
z(l) + µσe(l)

∂H
(1)
z(l)

∂t
− 1

σe(l)

∂σe(l)

∂ρ

∂H
(1)
z(l)

∂ρ
−

1
ρ2

∂σe(l)

∂ϕ

∂H
(1)
z(l)

∂ϕ
, (l = 1, N1),

(3.3)
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za± w obszarach pró»ni mi¦dzy cylindrami � równania (1.16), które mo»emy
zapisa¢ jako

∇2H
(0)
z(l) − ε0µ0

∂2H
(0)
z(l)

∂t2
= 0, (l = 1, N0). (3.4)

W równaniach tych oznaczono: N1 - liczba przewodz¡cych cylindrów, N0

- liczba obszarów rozdzielaj¡cych cylindry, N = N0 + N1 - sumaryczna
liczba rozpatrywanych obszarów,H(1)

z(l), H
(0)
z(l) - odpowiednio nat¦»enie pola

magnetycznego w rozwa»anym obszarze (l) (cylindra przewodz¡cego lub
pró»ni).

Warunki pocz¡tkowe przy nieobecno±ci pola elektromagnetycznego w
chwili pocz¡tkowej t = 0 dane s¡ przy tym zale»no±ciami

H
(1)
z(l) = 0 przy t = 0, (l = 1, N1); (3.5)

H
(0)
z(l) = 0;

∂H
(0)
z(l)

∂t
= 0 przy t = 0, (l = 1, N1). (3.6)

Warunki brzegowe (1.18) na granicach podziaªuρ = Rj ciaªo przewodz¡ce
� pró»nia maj¡ posta¢

t∫

0

∂H
(0)
z(m)

∂ρ
dt0 =

ε0

σe(l)(T(l))

∂H
(1)
z(l)

∂ρ
;

H
(1)
z(l) = H

(0)
z(m) przy ρ = Rj ,

(3.7)

gdzie (m) - numer obszaru pró»ni, s¡siaduj¡cej z(l) cylindrem, Rj - promie«
powierzchni podziaªu. W przypadku, kiedy na powierzchniρ = Rj kontak-
tuj¡ dwa s¡siednie przewodz¡ce cylindry, takie warunki mo»emy zapisa¢

1
σe(l)(T(l))

∂H
(1)
z(l)

∂ρ
=

1
σe(l+1)(T(l+1))

∂H
(1)
z(l+1)

∂ρ
;

H
(1)
z(l) = H

(1)
z(l+1) przy ρ = Rj .

(3.8)

Relacje (3.3)�(3.8), razem z warunkiem brzegowym (3.1), tworz¡ wyj-
±ciowe równania elektrodynamiki, które speªniaj¡ funkcje H

(0)
z(m) (m =

1, N0) i H
(1)
z(l) (l = 1, N1).
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Przy tym nat¦»enie pola elektrycznego wyznacza si¦ z relacji (1.20),
zapisanych dla ka»dego z rozpatrywanych obszarów, tzn.

E
(0)
ρ(l) =

1
ρε0

t∫

0

∂H
(0)
z(l)

∂ϕ
dt0;

E
(0)
ϕ(l) = − 1

ε0

t∫

0

∂H
(0)
z(l)

∂ρ
dt0, (l = 1, N0)

(3.9)

dla obszarów pró»ni, oraz

E
(1)
ρ(l) =

1
ρσe(l)

∂H
(1)
z(l)

∂ϕ
;

E
(1)
ϕ(l) = − 1

σe(l)

∂H
(1)
z(l)

∂ρ
, (l = 1, N1)

(3.10)

dla obszarów przewodz¡cych cylindrów.
Rozkªad g¦sto±ci mocy wydzielanego ciepªa w ka»dym przewodz¡cym

cylindrze z uwzgl¦dnieniem relacji (3.10) okre±la wyra»enie

Q∗(l) =
1

σe(l)





∂H

(1)
z(l)

∂ρ




2

+
1
ρ2


∂H

(1)
z(l)

∂ϕ




2
 , (l = 1, N1). (3.11)

Pole temperatury, wynikaj¡ce w ukªadzie, speªnia równania przewod-
nictwa ciepªa (1.32), które w ka»dym z rozpatrywanych obszarów cylindrów
przewodz¡cych ma posta¢

λ(l)∇2T(l) +
∂T(l)

∂ρ

∂λ(l)

∂ρ
+

1
ρ2

∂T(l)

∂ϕ

∂λ(l)

∂ϕ
+ Q∗(l) = cV (l)

∂T(l)

∂t
. (3.12)

Pocz¡tkowy warunek cieplny, odpowiadaj¡cy zadanemu w chwili czasut = 0
rozkªadu temperatury b¦dzie miaª posta¢

T(l) = Tp(l) przy t = 0, (l = 1, N1). (3.13)

Sformuªujemy równie» warunki brzegowe wymiany ciepªa mi¦dzy s¡sied-
nimi powierzchniami cylindrów. W przypadku, kiedy cylindry dzieli war-
stwa pró»ni, warunki brzegowe wymiany ciepªa (1.39) mi¦dzy powierzch-
niami ρ = Rj i ρ = Rj+1 mo»emy zapisa¢ tak:
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� na powierzchni ρ = Rj

qλ(j) −
εj(1− εj+1)

εj+1

ψ+
1∫

ψ−1

q′λ(j+1)LS−S′dϕ′ =

= εjσ0

[
T(l)

]4 − εj

ψ+
1∫

ψ−1

σ0

[
T ′(l+1)

]4
LS−S′dϕ′;

(3.14)

� na powierzchni ρ = Rj+1

qλ(j+1) −
εj+1(1− εj)

εj

ψ+
1∫

ψ−1

q′λ(j)L
(1)
S−S′dϕ′ + (1− εj)×

×
ψ+

2∫

ψ−2

qλ(j+1)L
(2)
S−S′dϕ′ = εj+1σ0

[
T(l+1)

]4−

− εj+1





ψ+∫

ψ−

σ0

[
T ′(l)

]4
L

(1)
S−S′dϕ′ +

ψ+
2∫

ψ−2

σ0

[
T ′(l+1)

]4
L

(2)
S−S′dϕ′





.

(3.15)

W równaniach tych oznaczono:

LS−S′ =
Rj+1

d3

[
d2 cos(ϕ′ − ϕ) + RjRj+1 sin2(ϕ′ − ϕ)

]
;

L
(1)
S−S′ =

Rj

d3

[
d2 cos(ϕ′ − ϕ) + RjRj+1 sin2(ϕ′ − ϕ)

]
;

L
(2)
S−S′ =

1
2

sin
ϕ− ϕ′

2
; d2 = R2

j + R2
j+1 − 2RjRj+1 cos(ϕ′ − ϕ);

qλ(j) = − λ(l)

∂T(l)

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=Rj

; q′λ(j) = − λ(l)

∂T ′(l)
∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ=Rj

;

ψ±1 = ϕ± arccos
Rj

Rj+1
; ψ±2 = ϕ± 2 arccos

Rj

Rj+1
.

Za warunek graniczny cieplny na powierzchni ρ = Rj stykaj¡cych si¦
ciaª przewodz¡cych przyjmujemy warunek równo±ci na granicy podziaªu
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temperatur oraz strumieni cieplnych, tzn. warunki IV rodzaju [96], które
dla s¡siaduj¡cych (l)-go i (l+1)-go przewodz¡cych cylindrów przyjm¡ posta¢

T(l) = T(l+1); λ(l)

∂T(l)

∂ρ
= λ(l+1)

∂T(l+1)

∂ρ
przy ρ = Rj . (3.16)

Warunek brzegowy (1.41), wymiany ciepªa przez konwekcj¦ z zewn¦trz-
nym ±ródowiskiem temperatury T0 zapiszemy jako

−λ(N1)

∂T(N1)

∂ρ
= H∗(T(N1) − T0) przy ρ = RN . (3.17)

Stan napr¦»¦nia i odksztaªcenia w ka»dym z cylindrów ukªadu przy zna-
nych funkcjach T(l) wyznaczamy z równa« (1.42)�(1.44). Wybieraj¡c za
poszukiwane funkcje przemieszczeniauρ(l) oraz uϕ(l), z relacji (1.48) otrzy-
mamy nast¦puj¡cy ukªad równa« dla ich wyznaczania

µ∗(l)∇2uρ(l) + (λ∗(l) + µ∗(l))
∂εkk(l)

∂ρ
− µ∗(l)

uρ(l)

ρ2
−

− 2
µ∗(l)
ρ2

∂uϕ(l)

∂ϕ
+ 2

∂µ∗(l)
∂ρ

∂uρ(l)

∂ρ
+

1
ρ

∂µ∗(l)
∂ϕ

(
1
ρ

∂uρ(l)

∂ϕ
+

∂uϕ(l)

∂ρ
− uϕ(l)

ρ

)
+ εkk(l)

∂λ∗(l)
∂ρ

=
∂

∂ρ

(
β∗(l)Φ(l)

)
;

µ∗(l)∇2uϕ(l) + (λ∗(l) + µ∗(l))
1
ρ

∂εkk(l)

∂ϕ
− µ∗(l)

uϕ(l)

ρ2
+

+ 2
µ∗(l)
ρ2

∂uρ(l)

∂ϕ
+

∂µ∗(l)
∂ρ

(
1
ρ

∂uρ(l)

∂ϕ
+

∂uϕ(l)

∂ϕ
− uϕ(l)

ρ

)
+

+
2
ρ

∂µ∗(l)
∂ϕ

(
1
ρ

∂uϕ(l)

∂ϕ
− ∂uρ(l)

∂ϕ
− uρ(l)

ρ

)
+

+
εkk(l)

ρ

∂λ∗(l)
∂ϕ

=
1
ρ

∂

∂ϕ

(
β∗(l)Φ(l)

)
.

(3.18)

Na s¡siaduj¡cych powierzchniach cylindrów, rozdzielonych warstw¡ pró»-
ni, przyjmujemy, »e wektor obci¡»enia zewn¦trznego {pi} jest równy zeru
(tzn. przyjmujemy te powierzchnie za wolne od obci¡»enia zewn¦trznego).
Przewodz¡ce cylindry rozpatrujemy jako nie powi¡zane mechanicznie. Wte-
dy warunki brzegowe przy ρ = Rl (wynikaj¡ z (1.45)) maj¡ posta¢

(
λ∗(l) + 2µ∗(l)

) ∂uρ(l)

∂ρ
+

λ∗(l)
ρ

(
∂uϕ(l)

∂ϕ
+ uρ(l)

)
= β∗(l)Φ(l);

µ∗(l)
ρ

∂uρ(l)

∂ϕ
+ µ∗(l)

(
∂uϕ(l)

∂ρ
− uϕ(l)

ρ

)
= 0.

(3.19)
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Przy kontaktuj¡cych si¦ przewodz¡cych cylindrach z ró»nych materiaªów
przyjmujemy, »e na powierzchniach sprz¦»enia speªnione s¡ warunki dosko-
naªego kontaktu mechanicznego, tzn.

u(l) = u(l+1); σ̂(l)n = σ̂(l+1)n przy ρ = Rj . (3.20)

Wyra»aj¡c skªadowe tensora napr¦»enia przez przemieszczenia otrzymamy

uρ(l) = uρ(l+1); uϕ(l) = uϕ(l+1);
(
λ∗(l) + 2µ∗(l)

) ∂uρ(l)

∂ρ
+

λ∗(l)
ρ

(
∂uϕ(l)

∂ϕ
+ uρ(l)

)
− β∗(l)Φ(l) =

(
λ∗(l+1) + 2µ∗(l+1)

) ∂uρ(l+1)

∂ρ
+

λ∗(l+1)

ρ

(
∂uϕ(l+1)

∂ϕ
+ uρ(l+1)

)
−

− β∗(l+1)Φ(l+1);
µ∗(l)

ρ

∂uρ(l)

∂ϕ
+ µ∗(l)

(
∂uϕ(l)

∂ρ
− uϕ(l)

ρ

)
=

=
µ∗(l)

ρ

∂uρ(l)

∂ϕ
+ µ∗(l)

(
∂uϕ(l)

∂ρ
− uϕ(l)

ρ

)
.

(3.21)

Napr¦»enia w ukªadzie cylindrów przy okre±lonych z zagadnie« (3.18) �
(3.21) skªadowych przemieszcze« uρ(l), uϕ(l) obliczamy ze wzorów

σρρ(l) = 2µ∗(l)
∂uρ(l)

∂ρ
+ λ∗(l)

(
∂uρ(l)

∂ρ
+

1
ρ

∂uϕ(l)

∂ϕ
+

uρ(l)

ρ

)
− β∗(l)Φ(l);

σϕϕ(l) = 2µ∗(l)

(
1
ρ

∂uϕ(l)

∂ϕ
+

uρ(l)

ρ

)
+

+ λ∗(l)

(
∂uρ(l)

∂ρ
+

1
ρ

∂uϕ(l)

∂ϕ
+

uρ(l)

ρ

)
− β∗(l)Φ(l);

σzz(l) = λ∗(l)

(
∂uρ(l)

∂ρ
+

1
ρ

∂uϕ(l)

∂ϕ
+

uρ(l)

ρ

)
− β∗(l)Φ(l);

σρϕ(l) = µ∗(l)

[
1
ρ

(
∂uρ(l)

∂ϕ
− uϕ(l)

)
+

∂uϕ(l)

∂ϕ

]
, (l = 1, N1),

(3.22)

które wynikaj¡ z relacji (1.44) zapisanych dla obszaru ka»dego przewodz¡-
cego cylindra ukªadu.

Dla rozwi¡zania sformuªowanego zagadnienia (3.1), (3.3)�(3.8), (3.12) �
(3.21) stosujemy metod¦ iteracyjn¡, zbudowan¡ analogicznie do podanej w
poprzednim rozdziale.
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3.1.1. Pole elektromagnetyczne i temperatura
Pierwszym etapem rozwi¡zywania zagadnienia o wyznaczaniu stanu ter-

mospr¦»ystego ukªadu wspóªosiowych przewodników cylindrycznych jest ob-
liczenie pola elektromagnetycznego i temperatury. Wielko±ciσe(l), λ(l), cV (l)

w obszarze ka»dego cylindra (l) podobnie, jak (1.52) i (1.53) przedstawimy
w postaci

σe(l)(T ) = σe(l)0 + σe(l)1(T );

λ(l)(T ) = λ(l)0 + λ1(l)(T );

cV (l)(T ) = cV (l)0 + cV (l)1(T ),

(3.23)

gdzie σe(l)0, λ(l)0, cV (l)0 - warto±ci ±rednie wspóªczynników materiaªowych
w rozpatrywanym przedziale temperatur, aσe(l)1, λ(l)1, cV (l)1 - odchylenia
rzeczywistych warto±ci tych wielko±ci od ±rednich. Za pierwsze przybli»enie
wybieramy rozwi¡zanie zagadnienia, kiedy wspóªczynniki materiaªowe s¡
staªe i równe ±rednim σe(l)0, λ(l)0, cV (l)0. Odpowiednio do tego, w pierw-
szym przybli»eniu zagadnienie sprowadza si¦ do wyznaczania nat¦»e« pola
magnetycznego H

(1;1)
z(l) , H

(0;1)
z(l) z równa« elektrodynamiki

∇2H
(1;1)
z(l) + µσe(l)0

∂H
(1;1)
z(l)

∂t
= 0, (l = 1, N1); (3.24)

∇2H
(0;1)
z(l) + µ0ε0

∂2H
(0;1)
z(l)

∂t2
= 0, (l = 1, N0), (3.25)

przy warunkach pocz¡tkowych

H
(1;1)
z(l) = 0 przy t = 0, (l = 1, N1); (3.26)

H
(0;1)
z(l) = 0;

∂H
(0;1)
z(l)

∂t
= 0 przy t = 0, (l = 1, N0) (3.27)

i brzegowych
� na granicach podziaªu przewodz¡cy cylinder-pró»nia

H
(0;1)
z(l) = H

(1;1)
z(m);

t∫

0

∂H
(0;1)
z(l)

∂ρ
dt0 =

ε0

σe(l)0

∂H
(1;1)
z(m)

∂ρ
(3.28)

� na granicach podziaªu s¡siaduj¡cych przewodz¡cych cylindrów

H
(1;1)
z(l) = H

(1;1)
z(l+1);

1
σe(l)0

∂H
(1;1)
z(l)

∂ρ
=

1
σe(l+1)0

∂H
(1;1)
z(l+1)

∂ρ
(3.29)
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� na powierzchni zewn¦trznej ukªadu

H
(1;1)
z(N) = H0(ϕ, t) sin ωt. (3.30)

Zatem g¦sto±¢ mocy wydzielanego ciepªa obliczamy ze wzoru

Q
(1)
∗(l) =

1
σe(l)0





∂H

(1;1)
z(l)

∂ρ




2

+
1
ρ2


∂H

(1;1)
z(l)

∂ϕ




2
 ;

a z równania przewodnictwa cieplnego

λ(l)0∇2T
(1)
(l) + Q

(1)
∗(l) = cV (l)0

∂T
(1)
(l)

∂t
(3.31)

wyznaczamy pole temperatury w przewodz¡cych cylindrach przy warunkach
pocz¡tkowych

T
(1)
(l) = Tp(l) przy t = 0 (3.32)

i brzegowych:
� na s¡siaduj¡cych powierzchniach ρ = Rj i ρ = Rj+1 cylindrów, rozdzie-

lonych warstw¡ pró»ni

qλ(j)0 −
εj(1− εj+1)

εj+1

ψ+
1∫

ψ−1

q′λ(j)0LS−S′dϕ′ = εjσ0

[
T

(1)
(l)

]4
−

εjσ0

ψ+
1∫

ψ−1

[
T
′(1)
(l)

]4
dϕ′ przy ρ = Rj ;

(3.33)
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qλ(j+1)0 −
εj+1(1− εj)

εj

ψ+
1∫

ψ−1

q′λ(j)0L
(1)
S−S′dϕ′+

(1− εj)

ψ+
2∫

ψ−2

q′λ(j+1)0L
(2)
S−S′dϕ′ = εj+1σ0

[
T

(1)
(l+1)

]4
−

− εj+1σ0





ψ+
2∫

ψ−2

[
T
′(1)
(l)

]4
L

(1)
S−S′dϕ′+

+

ψ+
2∫

ψ−2

[
T
′(1)
(l+1)

]4
L

(2)
S−S′dϕ′





przy ρ = Rj+1.

(3.34)

� na powierzchniach ρ = Rj podziaªu stykaj¡cych si¦ ciaª

T
(1)
(l) = T

(1)
(l+1); λ(l)0

∂T
(1)
(l)

∂ρ
= λ(l+1)0

∂T
(1)
(l+1)

∂ρ
, (3.35)

gdzie

qλ(j)0 = − λ(l)0

∂T
(1)
(l)

∂ρ

∣∣∣∣∣∣
ρ=Rj

.

Kolejne przybli»enia okre±lamy w nast¦puj¡cy sposób. Nat¦»eniaH
(1;i)
z(l)

i H
(0;i)
z(l) pola magnetycznego w warstwach ukªadu w (i)-tej iteracji wyzna-

czamy z równa«

∇2H
(1;i)
z(l) + µσe(l)0

∂H
(1;i)
z(l)

∂t
= f

(i)
1(l), (3.36)

zapisanych dla obszarów przewodz¡cych cylindrów l = 1, N1 i równa«

∇2H
(0;i)
z(l) + µ0ε0

∂2H
(0;i)
z(l)

∂t2
= 0 (3.37)

� dla obszarów pró»ni l = 1, N0, przy warunkach pocz¡tkowych

H
(1;i)
z(l) = 0 (l = 1, N1) przy t = 0 (3.38)

H
(0;i)
z(l) = 0;

∂H
(0;i)
z(l)

∂t
= 0 (l = 1, N0) przy t = 0 (3.39)

i brzegowych:
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� na granicach podziaªu ρ = Rj przewodz¡cy cylinder � pró»nia

H
(0;i)
z(l) = H

(1;i)
z(m);

t∫

0

∂H
(0;i)
z(l)

∂ρ
dt0 =

ε0

σe(l)0

∂H
(1;i)
z(m)

∂ρ
+ f

(i)
2(l) (3.40)

� na powierzchniach ρ = Rj stykaj¡cych si¦ cylindrów

H
(1;i)
z(l) = H

(1;i)
z(l+1);

1
σe(l)0

∂H
(1;i)
z(l)

∂ρ
=

1
σe(l+1)0

∂H
(1;i)
z(l+1)

∂ρ
+ f

(i)
3(l) (3.41)

� na zewn¦trznej powierzchni ρ = RN ukªadu

H
(1;i)
z(N) = H0(ϕ, t) sin ωt. (3.42)

W równaniach tych oznaczono

f
(i)
1(l) =

1

σe(l)(T
(i−1)
(l) )

∂σe(l)1(T
(i−1)
(l) )

∂ρ

∂H
(1;i−1)
z(l)

∂ρ
+

1

ρ2σe(l)(T
(i−1)
(l) )

×

×
∂σe(l)1(T

(i−1)
(l) )

∂ϕ

∂H
(1;i−1)
z(l)

∂ϕ
− µ(l)σe(l)(T

(i−1)
(l) )

∂H
(0;i−1)
z(l)

∂t
;

f
(i)
2(l) =

σe(l)1(T
(i−1)
(l) )

σe(l)0

t∫

0

∂H
(1;i−1)
z(l)

∂ρ
dt0;

f
(i)
2(l) = σe(l)1(T

(i−1)
(l) )

∂H
(1;i−1)
z(l)

∂ρ
− σe(l+1)1(T

(i−1)
(l+1) )

∂H
(1;i−1)
z(l+1)

∂ρ
.

Zatem po obliczeniu rozkªadu mocy ciepªa Joule'a ze wzorów

Q
(i)
∗(l) =

1

σe(l)(T
(i−1)
(l) )





∂H

(1;i)
z(l)

∂ρ




2

+
1
ρ2


∂H

(1;i)
z(l)

∂ϕ




2
 (l = 1, N1) (3.43)

rozwi¡zujemy zagadnienie przewodnictwa cieplnego

λ(l)0∇2T
(i)
(l) + Q

(i)
∗(l) − cV (l)0

∂T
(i)
(l)

∂t
= P(i)

∗(l), (3.44)

T
(i)
(l) = Tp(l) przy t = 0; (3.45)
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λ(l)0

∂T
(i)
(l)

∂ρ
− εj(1− εj+1)

εj+1

ψ+
1∫

ψ−1

λ(j)0

∂T
′(i)
(l)

∂ρ
LS−S′dϕ′ = εjσ0

[
T

(i)
(l)

]4
−

εjσ0

ψ+
1∫

ψ−1

[
T
′(i)
(l)

]4
dϕ′ + f

(i)
4(l) przy ρ = Rj ;

(3.46)

λ(l+1)0

∂T
(i)
(l+1)

∂ρ
− εj+1(1− εj)

εj

ψ+
1∫

ψ−1

λ(l)0

∂T
(i)
′(l)

∂ρ
L

(1)
S−S′dϕ′+

(1− εj)

ψ+
2∫

ψ−2

λ(l+1)0

∂T
(i)
(l+1)

∂ρ
L

(2)
S−S′dϕ′ = εj+1σ0

[
T

(i)
(l+1)

]4
−

− εj+1σ0





ψ+
2∫

ψ−2

[
T
′(i)
(l)

]4
L

(1)
S−S′dϕ′+

+

ψ+
2∫

ψ−2

[
T
′(i)
(l+1)

]4
L

(2)
S−S′dϕ′





+ f
(i)
5(l) przy ρ = Rj+1;

(3.47)

T
(i)
(l) = T

(i)
(l+1); λ(l)0

∂T
(i)
(l)

∂ρ
= λ(l+1)0

∂T
(i)
(l+1)

∂ρ
+ f

(i)
6(l) przy ρ = Rl; (3.48)

−λ(N)0

∂T
(i)
(N)

∂ρ
= H∗(T(N)(i) − T0) + f

(i)
7(N) przy ρ = RN , (3.49)

gdzie

P(i)
∗(l) = cV (l)1

(
T

(i−1)
(l)

) ∂T
(i−1)
(l)

∂t
− λ(l)1

(
T

(i−1)
(l)

)
∇2T

(i−1)
(l) +

+
∂λ(l)1

(
T

(i−1)
(l)

)

∂ρ

∂T
(i−1)
(l)

∂ρ
+

1
ρ2

∂λ(l)1

(
T

(i−1)
(l)

)

∂ϕ
;

f
(i)
4(l) = λ(l)1

(
T

(i−1)
(l)

) ∂T
(i−1)
(l)

∂ρ
− εj(1− εj+1)

εj+1

ψ+
1∫

ψ−1

λ(l)1

∂T
(i−1)
′(l)

∂ρ
L

(1)
S−S′dϕ′;
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f
(i)
5(l) = λ(l+1)1

(
T

(i−1)
(l+1)

) ∂T
(i−1)
(l+1)

∂ρ
− εj+1(1− εj)

εj

ψ+
1∫

ψ−1

λ(l)1

∂T
(i−1)
′(l)

∂ρ
L

(1)
S−S′dϕ′+

+(1− εj+1)

ψ+
2∫

ψ−2

λ(l+1)1

∂T
(i−1)
(l+1)

∂ρ
L

(2)
S−S′dϕ′;

f
(i)
6(l) = −λ(l)1

(
T

(i−1)
(l)

) ∂T
(i−1)
(l)

∂ρ
+ λ(l+1)1

(
T

(i−1)
(l+1)

) ∂T
(i−1)
(l+1)

∂ρ
;

f
(i)
6(l) = λ(N)1

(
T

(i−1)
(N)

) ∂T
(i−1)
(N)

∂ρ
;

ρ = Rj , ρ = Rj+1 - odpowiadaj¡ powierzchniom podziaªu ciaªo przewodz¡ce
� pró»nia, a ρ = Rl - powierzchni podziaªu przewodz¡cych cylindrów.

3.1.2. Pole napr¦»enia i odksztaªcenia

Przemieszczenia uρ(l), uϕ(l) w ka»dym cylindrze wyznaczamy przy zna-
nym ju» polu temperatury T(l) (okre±lonym z zagadnienia (3.18)�(3.21))
podobnie, jak i w cylindrze jednorodnym. Mechaniczne wspóªczynniki ma-
teriaªowe w ka»dym cylindrze przedstawimy zgodnie ze wzorami (1.86), tzn.
w postaci

µ∗(l) = µ∗(l)0 + µ∗(l)1;

λ∗(l) = λ∗(l)0 + λ∗(l)1;

αT (l) = αT (l)0 + αT (l)1,

(3.50)

gdzie µ∗(l)0, λ∗(l)0, αT (l)0 - warto±ci ±rednie wspóªczynników, µ∗(l)1, λ∗(l)1,
αT (l)1 - odchylenia rzeczywistych warto±ci tych wielko±ci od ±rednich.

Pierwsze przybli»enie okre±lamy jako rozwi¡zanie postawionego zagad-
nienia (3.18)�(3.21) przy, µ∗(l)1, λ∗(l)1, αT (l)1 równych zeru. Wtedy w
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pierwszym przybli»eniu dla ukªadu cylindrów funkcjeu
(1)
ρ(l), u

(1)
ϕ(l) speªniaj¡

równania

µ∗(l)0∇2u
(1)
ρ(l) +

(
λ∗(l)0 + µ∗(l)0

) ∂ε
(1)
kk(l)

∂ρ
− µ∗(l)0

u
(1)
ρ(l)

ρ2
−

− 2µ∗(l)0
ρ2

∂u
(1)
ϕ(l)

∂ϕ
=

(
3λ∗(l)0 + 2µ∗(l)0

)
αT (l)0

∂T(l)

∂ρ
;

µ∗(l)0∇2u
(1)
ϕ(l) +

(
λ∗(l)0 + µ∗(l)0

) 1
ρ

∂ε
(1)
kk(l)

∂ρ
− µ∗(l)0

1
ρ2

∂u
(1)
ρ(l)

∂ϕ
−

− µ∗(l)0
u

(1)
ϕ(l)

ρ2
=

(
3λ∗(l)0 + 2µ∗(l)0

)
αT (l)0

1
ρ

∂T(l)

∂ϕ
,

(3.51)

i warunki brzegowe:
� na nieobci¡»anych powierzchniach kontaktu ρ = Rj ciaªo przewodz¡ce

� pró»nia

(
λ∗(l)0 + 2µ∗(l)0

) ∂u
(1)
ρ(l)

∂ρ
− λ∗(l)0

ρ

∂u
(1)
ϕ(l)

∂ϕ
+

λ∗(l)0
ρ

u
(1)
ρ(l) =

=
(
3λ∗(l)0 + 2µ∗(l)0

)
αT (l)0(T − T0);

∂u
(1)
ρ(l)

∂ϕ
+

∂u
(1)
ϕ(l)

∂ρ
−

u
(1)
ϕ(l)

ρ
;

(3.52)

� na powierzchniach kontaktu ρ = Rj s¡siaduj¡cych przewodz¡cych cylin-
drów

u
(1)
ρ(l) = u

(1)
ρ(l+1); u

(1)
ϕ(l) = u

(1)
ϕ(l+1);

(
λ∗(l)0 + 2µ∗(l)0

) ∂u
(1)
ρ(l)

∂ρ
− λ∗(l)0

ρ


∂u

(1)
ϕ(l)

∂ϕ
+ u

(1)
ρ(l)


 =

=
(
λ∗(l+1)0 + 2µ∗(l+1)0

) ∂u
(1)
ρ(l+1)

∂ρ
− λ∗(l+1)0

ρ


∂u

(1)
ϕ(l+1)

∂ϕ
+ u

(1)
ρ(l+1)


+

+
(
3λ∗(l)0 + 2µ∗(l)0

)
αT (l)0(T − T0)− (3.53)

− (
3λ∗(l+1)0 + 2µ∗(l+1)0

)
αT (l+1)0(T − T0);

µ∗(l)0


∂u

(1)
ρ(l)

∂ϕ
+

∂u
(1)
ϕ(l)

∂ρ
−

u
(1)
ϕ(l)

ρ


 =
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= µ∗(l+1)0


∂u

(1)
ρ(l+1)

∂ϕ
+

∂u
(1)
ϕ(l+1)

∂ρ
−

u
(1)
ϕ(l+1)

ρ


 .

Nast¦pne przybli»enia wyznaczamy z równa«

µ∗(l)0∇2u
(i)
ρ(l) +

(
λ∗(l)0 + µ∗(l)0

) ∂ε
(i)
kk(l)

∂ρ
− µ∗(l)0

u
(i)
ρ(l)

ρ2
−

− 2µ∗(l)0
ρ2

∂u
(i)
ϕ(l)

∂ϕ
= Φ̄(i)

ρ(l) (l = 1, N1)

µ∗(l)0∇2u
(i)
ϕ(l) +

(
λ∗(l)0 + µ∗(l)0

) 1
ρ

∂ε
(i)
kk(l)

∂ρ
− µ∗(l)0

1
ρ2

∂u
(i)
ρ(l)

∂ϕ
−

− µ∗(l)0
u

(i)
ϕ(l)

ρ2
= Φ̄(i)

ϕ(l) (l = 1, N1)

(3.54)

przy warunkach brzegowych:
� na swobodnych od obci¡»enia zewn¦trznego powierzchniach kontaktu

ρ = Rj ciaªo przewodz¡ce - pró»nia

(
λ∗(l)0 + 2µ∗(l)0

) ∂u
(i)
ρ(l)

∂ρ
− λ∗(l)0

ρ

∂u
(i)
ϕ(l)

∂ϕ
+

λ∗(l)0
ρ

u
(i)
ρ(l) = P

(i)
1(l);

∂u
(i)
ρ(l)

∂ϕ
+

∂u
(i)
ϕ(l)

∂ρ
−

u
(1)
ϕ(l)

ρ
= P

(i)
2(l);

(3.55)

� na powierzchniach kontaktu ρ = Rj s¡siaduj¡cych przewodz¡cych cylin-
drów

u
(i)
ρ(l) = u

(i)
ρ(l+1); u

(i)
ϕ(l) = u

(i)
ϕ(l+1);

(
λ∗(l)0 + 2µ∗(l)0

) ∂u
(i)
ρ(l)

∂ρ
− λ∗(l)0

ρ


∂u

(i)
ϕ(l)

∂ϕ
+ u

(i)
ρ(l)


 =

=
(
λ∗(l+1)0 + 2µ∗(l+1)0

) ∂u
(i)
ρ(l+1)

∂ρ
−

−λ∗(l+1)0

ρ


∂u

(i)
ϕ(l+1)

∂ϕ
+ u

(i)
ρ(l+1)


 + P

(i)
3(l) (3.56)

µ∗(l)0


∂u

(i)
ρ(l)

∂ϕ
+

∂u
(i)
ϕ(l)

∂ρ
−

u
(i)
ϕ(l)

ρ


 =
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= µ∗(l+1)0


∂u

(i)
ρ(l+1)

∂ϕ
+

∂u
(i)
ϕ(l+1)

∂ρ
−

u
(i)
ϕ(l+1)

ρ


 + P

(i)
4(l).

W zwi¡zkach tych oznaczono

Φ̄(i)
ρ(l) =

∂β∗(l)Φ(l)

∂ρ
− µ∗(l)1∇2u

(i−1)
ρ(l) − (

λ∗(l)1 + µ∗(l)1
) ∂ε

(i−1)
kk(l)

∂ρ
+

+
µ∗(l)1
ρ2


u

(i−1)
ρ(l) − 2

∂u
(i−1)
ϕ(l)

∂ϕ


− 2

∂µ∗(l)1
∂ρ

∂u
(i−1)
ρ(l)

∂ρ
− 1

ρ

∂µ∗(l)1
∂ϕ

×

×

1

ρ

∂u
(i−1)
ρ(l)

∂ϕ
+

∂u
(i−1)
ϕ(l)

∂ρ
−

u
(i−1)
ϕ(l)

ρ


 +

∂λ∗(l)1
∂ρ

ε
(i−1)
kk(l) ;

Φ̄(i)
ϕ(l) =

1
ρ

∂β∗(l)Φ(l)

∂ϕ
− µ∗(l)1∇2u

(i−1)
ϕ(l) − (

λ∗(l)1 + µ∗(l)1
) 1

ρ

∂ε
(i−1)
kk(l)

∂ρ
+

+
µ∗(l)1
ρ2


u

(i−1)
ϕ(l) − 2

∂u
(i−1)
ϕ(l)

∂ϕ


−

− 2
∂µ∗(l)1

∂ρ


1

ρ

∂u
(i−1)
ϕ(l)

∂ϕ
+

∂u
(i−1)
ϕ(l)

∂ρ
−

u
(i−1)
ϕ(l)

ρ


−

− 2
ρ

∂µ∗(l)1
∂ϕ


1

ρ

∂u
(i−1)
ϕ(l)

∂ϕ
−

u
(i−1)
ρ(l)

ρ


 +

∂λ∗(l)1
∂ϕ

ε
(i−1)
kk(l)

ρ
;

P
(i)
1(l) = β∗(l)Φ(l) −

(
λ∗(l)1 + 2µ∗(l)1

) ∂u
(i−1)
ρ(l)

∂ρ
+

+
λ∗(l)1

ρ

∂u
(i−1)
ϕ(l)

∂ϕ
− λ∗(l)1

u

(i−1)

ρ(l)
;

P
(i)
2(l) =

∂u
(i−1)
ρ(l)

∂ϕ
−

∂u
(i−1)
ϕ(l)

∂ρ
+

u
(i−1)
ϕ(l)

ρ
;
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P
(i)
3(l) = β∗(l)Φ(l) −

(
λ∗(l)1 + 2µ∗(l)1

) ∂u
(i−1)
ρ(l)

∂ρ
+

λ∗(l)1
ρ

∂u
(i−1)
ϕ(l)

∂ϕ
−

− λ∗(l)1
u

(i−1)
ρ(l)

− β∗(l+1)Φ(l+1) +
(
λ∗(l+1)1 + 2µ∗(l+1)1

) ∂u
(i−1)
ρ(l+1)

∂ρ
−

− λ∗(l+1)1

ρ

∂u
(i−1)
ϕ(l+1)

∂ϕ
+

λ∗(l+1)1

u
(i−1)
ρ(l+1)

;

P
(i)
4(l) = µ∗(l+1)1


∂u

(i−1)
ρ(l+1)

∂ϕ
−

∂u
(i−1)
ϕ(l+1)

∂ρ
+

u
(i−1)
ϕ(l+1)

ρ


−

− µ∗(l)1


∂u

(i−1)
ρ(l)

∂ϕ
−

∂u
(i−1)
ϕ(l)

∂ρ
+

u
(i−1)
ϕ(l)

ρ


 .

3.1.3. Pola kwaziustalone
Dla rozpatrywanego dalej kwaziustalonego pola elektromagnetycznego

(3.1) nat¦»eniaH
(1;i)
z(l) i H(0;i)

z(l) pola magnetycznego w ka»dej warstwie ukªadu
w kolejnych iteracjach przedstawimy w postaci

H
(1;i)
z(l) (ρ, ϕ, t) =

1
2

[
H̄

(1;i)
z(l) (ρ, ϕ, t)eiωt + H̄

(1;i)∗
z(l) (ρ, ϕ, t)e−iωt

]
(3.57)

w obszarach przewodz¡cych cylindrów (l = 1, N1) oraz �

H
(0;i)
z(l) (ρ, ϕ, t) =

1
2

[
H̄

(0;i)
z(l) (ρ, ϕ, t)eiωt + H̄

(0;i)∗
z(l) (ρ, ϕ, t)e−iωt

]
(3.58)

w obszarach warstw pró»ni (l = 1, N0).
Przy tym dla funkcji H̄(1;i)

z(l) i H̄(0;i)
z(l) speªniaj¡ warunki podobne do (1.78),

tzn. ∣∣∣∣∣∣
∂H̄

(1;i)
z(l)

∂t

∣∣∣∣∣∣
¿ ω

∣∣∣H̄(1;i)
z(l)

∣∣∣ ;

∣∣∣∣∣∣
∂H̄

(0;i)
z(l)

∂t

∣∣∣∣∣∣
¿ ω

∣∣∣H̄(0;i)
z(l)

∣∣∣ . (3.59)

Po podstawieniu wzorów (3.57)�(3.58) do zwi¡zków (3.36)�(3.41) otrzy-
mamy z nich zagadnienia brzegowe dla wyznaczania kolejnych przybli»e«
warto±ci amplitud nat¦»e« pola magnetycznego. Z uwzgl¦dnieniem warun-
ków (3.45) dla wyznaczania funkcii H̄(1;i)

z(l) i H̄
(0;i)
z(l) przejdziemy do równa«

∇2H̄
(1;i)
z(l) + µ(l)σe(l)0iωH̄

(1;i)
z(l) = f̄

(i)
1(l), (l = 1, N1); (3.60)
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∇2H̄
(0;i)
z(l) + ε0µ0σe(l)0ω

2H̄
(0;i)
z(l) = 0, (l = 1, N0) (3.61)

przy warunkach brzegowych
� na powierzchniach podziaªu ρ = Rj cylinder�pró»nia

H̄
(1;i)
z(l) = H̄

(0;i)
z(l) ;

1
σe(l)0

∂H̄
(1;i)
z(l)

∂ρ
=

1
iωε0

∂H̄
(0;i)
z(l)

∂ρ
+ f̄

(i)
2(l) (3.62)

� na powierzchniach podziaªu przewodz¡cych cylindrówρ = Rj

H̄
(1;i)
z(l) = H̄

(1;i)
z(l+1); σe(l+1)0

∂H̄
(1;i)
z(l)

∂ρ
= σe(l)0

∂H̄
(1;i)
z(l+1)

∂ρ
+ f̄

(i)
3(l) (3.63)

� na powierzchni zewn¦trznej ρ = RN ukªadu

H̄
(1;i)
z(N) = f̄

(i)
4(l). (3.64)

W zale»no±ciach powy»szych oznaczono

f̄
(i)
1(l) =

1

σe(l)(T
(i−1)
(l) )

∂σe(l)1(T
(i−1)
(l) )

∂ρ

∂H̄
(1;i−1)
z(l)

∂ρ
+

+
1

ρ2σe(l)(T
(i−1)
(l) )

∂σe(l)1(T
(i−1)
(l) )

∂ϕ

∂H̄
(1;i−1)
z(l)

∂ϕ
−

− iωµ(l)σe(l)(T
(i−1)
(l) )H̄(1;i−1)

z(l) ;

f̄
(i)
2(l) =

σe(l)1(T
(i−1)
(l) )

iωσe(l)0ε0

∂H̄
(0;i−1)
z(l)

∂ρ
;

f̄
(i)
3(l) = σe(l)1(T

(i−1)
(l) )

∂H̄
(1;i)
z(l+1)

∂ρ
− σe(l+1)1(T

(i−1)
(l+1) )

∂H̄
(1;i)
z(l)

∂ρ
;

f̄
(i)
4(l) = −iH0(ϕ, t).

Pole temperatury T
(i)
(l) w kolejnych przybli»eniach dla rozpatrywanego

ukªadu wyznaczamy z zadania (3.44)�(3.49) przy nast¦puj¡cych wyra»e-
niach dla ciepªa Q

(i)
∗(l)0 w ka»dej przewodz¡cej warstwie

Q
(i)
∗(l)0 =

1

σe(l)1(T
(i−1)
(l) )





∂H̄
(1;i)
z(l)

∂ρ

∂H̄
(1;i)∗
z(l)

∂ρ
+

1
ρ

∂H̄
(1;i)
z(l)

∂ϕ

∂H̄
(1;i)∗
z(l)

∂ϕ



 , (3.65)
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które s¡ zapisane z uwzgl¦dnieniem wzorów (1.85) i (3.57).
Skªadowe wektora przemieszcze« u

(i)
ρ(l), u

(i)
ϕ(l) na ka»dej iteracji wyzna-

czamy z zagadnienia brzegowego (3.30)�(3.31), wykorzystuj¡c okre±lone na
poprzednim etapie wyj±ciowego zagadnienia pole temperatury.

Podobnie, jak dla jednorodnego cylindra amplitud¦ nat¦»enia pola ma-
gnetycznego w ka»dym z podobszarów poszukujemy w postaci szeregów
Fouriera. Wtedy �

H̄
(1;i)
z(l) =

∞∑
n=−∞

H̄
(1;i)
z(l),neinϕ, (l = 1, N1) (3.66)

� dla obszarów przewodz¡cych cylindrów, oraz

H̄
(0;i)
z(l) =

∞∑
n=−∞

H̄
(0;i)
z(l),neinϕ, (l = 1, N0) (3.67)

� dla obszarów pró»ni mi¦dzy przewodz¡cymi cylindrami.
Po podstawieniu rozkªadów (3.67), (3.67) w zale»no±ci wyj±ciowe (3.60)

� (3.64) i przyrównaniu wspóªczynników przy jednakowych harmonikach
otrzymamy dla wyznaczania funkcji H̄(0;i)

z(l),n, H̄
(1;i)
z(l),n ukªad równa«

[
∂2

∂ρ2
+

1
ρ

∂

∂ρ
+

(
k2

l −
n2

ρ2

)]
H̄

(1;i)
z(l),n = f̄

(i)
1(l),n, (l = 1, N1); (3.68)

[
∂2

∂ρ2
+

1
ρ

∂

∂ρ
+

(
k2

0 −
n2

ρ2

)]
H̄

(0;i)
z(l),n = 0, (l = 1, N0) (3.69)

przy warunkach brzegowych
� na powierzchniach podziaªu cylinder�pró»nia

H̄
(1;i)
z(l),n = H̄

(0;i)
z(l),n;

1
σe(l)0

∂H̄
(1;i)
z(l),n

∂ρ
=

1
iωε0

∂H̄
(0;i)
z(l),n

∂ρ
+ f̄

(i)
2(l),n (3.70)

� na powierzchniach podziaªu przewodz¡cych cylindrów

H̄
(1;i)
z(l),n = H̄

(1;i)
z(l+1),n; σe(l+1)0

∂H̄
(1;i)
z(l),n

∂ρ
= σe(l)0

∂H̄
(1;i)
z(l+1),n

∂ρ
+ f̄

(i)
3(l),n

(3.71)
� na powierzchni zewn¦trznej ukªadu

H̄
(1;i)
z(N1),n = f̄

(i)
4(l),n. (3.72)
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Rozwi¡zania ogólne równa« (3.68) maj¡ posta¢

H̄
(1;i)
z(l),n(ρ, t) = D

(1)
(l),nJn(klρ) + D

(2)
(l),nNn(klρ) + H̄

(1;i)
z(l)szcz,n(ρ, t); (3.73)

za± równa« (3.69) odpowiednio �

H̄
(0;i)
z(l),n(ρ, t) = E

(1)
(l),nJn(k0ρ) + E

(2)
(l),nNn(k0ρ). (3.74)

Rozwi¡zania szczególne H̄
(1;i)
z(l)szcz,n, wyznaczone metod¡ wariacji staªych,

zapiszemy jako

H̄
(1;i)
z(l)szcz,n(ρ, t) = −π

2




ρ∫

Rj

f̄
(i)
1(l)(ξ, t)Nn(klξ)dξ · Jn(klρ)+

+

ρ∫

Rj

f̄
(i)
1(l)(ξ, t)Jn(klξ)dξ ·Nn(klρ)


 ,

(3.75)

gdzie Rj - promie« powierzchni wewn¦trznej (l) cylindra. Staªe D
(1)
(l),n,

D
(2)
(l),n (l = 1, N1), E

(1)
(l),n, E

(2)
(l),n (l = 1, N0) okre±lane s¡ z ukªadu równa«

algebraicznych, otrzymanych w iteracjach z warunków (3.70)�(3.72). Taki
ukªad równa« zawiera zwi¡zki:

D
(1)
(l1),n

Jn(kl1Rj) + D
(2)
(l1),nNn(kl1Rj) + H̄

(1;i)
z(l1)szcz,n(Rj , t) =

E
(1)
(l0),nJn(k0Rj) + E

(2)
(l0),nNn(k0Rj);

kl1

σe(l1)0

{
D

(1)
(l1),n [Jn−1(kl1Rj)− Jn−1(kl1Rj)] +

D
(2)
(l1),n [Nn−1(kl1Rj)−Nn−1(kl1Rj)]

}
+

∂H̄
(1;i)
z(l1)szcz,n

∂ρ

∣∣∣∣∣∣
ρ=Rj

=

=
k0

iωε0

{
E

(1)
(l0),n [Jn−1(k0Rj)− Jn−1(k0Rj)] +

+ E
(2)
(l0),n [Nn−1(kl0Rj)−Nn−1(kl0Rj)]

}
+ f̄

(i)
2(l),n,

(3.76)
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odpowiadaj¡ce warunkom brzegowym na powierzchniach podziaªuρ = Rj

cylinder - pró»nia; zwi¡zki:

D
(1)
(l),nJn(klRk) + D

(2)
(l),nNn(klRk) + H̄

(1;i)
z(l)szcz,n(Rk, t) =

D
(1)
(l+1),nJn(kl+1Rk) + D

(2)
(l+1),nNn(kl+1Rk) + H̄

(1;i)
z(l+1)szcz,n(Rk, t);

kl

σe(l)0

{
D

(1)
(l),n [Jn−1(klRk)− Jn−1(klRk)] +

D
(2)
(l),n [Nn−1(klRj)−Nn−1(klRj)]

}
+

∂H̄
(1;i)
z(l)szcz,n

∂ρ

∣∣∣∣∣∣
ρ=Rk

=

=
kl+1

σe(l+1)0

{
D

(1)
(l+1),n [Jn−1(kl+1Rk)− Jn−1(kl+1Rk)] +

D
(2)
(l+1),n [Nn−1(kl+1Rk)−Nn−1(kl+1Rk)]

}
+

+
∂H̄

(1;i)
z(l+1)szcz,n

∂ρ

∣∣∣∣∣∣
ρ=Rj

+ f̄
(i)
3(l),n,

(3.77)

odpowiadaj¡ce warunkom brzegowym na powierzchniach podziaªuρ = Rj

dwu przewodz¡cych cylindrów oraz �

D
(1)
(N1),nJn(kN1RN ) + D

(2)
(N1),nNn(kN1RN )+

+ H̄
(1;i)
z(N1)szcz,n(RN , t) = f̄

(i)
4(N),n,

(3.78)

wynikaj¡ce z warunku brzegowego na zewn¦trznej powierzchni ukªadu. Rów-
nania (3.76) � (3.78), razem z warunkiem regularno±ci rozwi¡zania przy
ρ = 0, tworz¡ peªny ukªad równa« algebraicznych dla wyznaczaniaD

(1)
(l),n,

D
(2)
(l),n (l = 1, N1), i E

(1)
(l),n, E

(2)
(l),n (l = 1, N0).

Przy wyznaczaniu kolejnych przybli»e« T
(i)
(l) pola temperatury z zagad-

nienia (3.44)�(3.49), przedstawimy te funkcje równie» w postaci rozkªadu w
szereg Fouriera

T
(i)
(l) =

∞∑

n=0

[
T

(i)
(l),neinϕ + T

(i)∗
(l),ne−inϕ

]
, (l = 1, N1). (3.79)

Przyjmijmy warto±ci funkcii T (i)
(l) na powierzchniach podziaªu ±rodowisk

ρ = Rj za podlegaj¡ce dalszemu wyznaczeniu nieznane funkcje T
(i)
(j)pov
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zmiennych ϕ i t, które równie» przedstawimy w postaci szeregów Fouriera

T
(i)
(j)pov =

∞∑

n=0

[
T

(i)
(j)pov,neinϕ + T

(i)∗
(j)pov,ne−inϕ

]
, (j = 1, N). (3.80)

Po podstawieniu rozkªadów (3.79) w wyj±ciowe zwi¡zki (3.44)�(3.49) i przy-
równaniu wspóªczynników przy jednakowych harmonikach, otrzymamy na-
st¦puj¡ce zadania dla wyznaczania funkcjiT (i)

(l),n (l = 1, N1)

λ(l)0∇2T
(i)
(l),n + Q

(i)
∗(l),n − cV (l)0

∂T
(i)
(l),n

∂t
= P(i)

∗(l),n; (3.81)

T
(i)
(l),n = T0(l),n przy t = 0; (3.82)

T
(i)
(l),n = T

(i)
(l+)pov,n przy ρ = Rl+ ;

T
(i)
(l),n = T

(i)
(l−)pov,n przy ρ = Rl− .

(3.83)

We wzorach (3.81)�(3.83) promienie wewn¦trznej i zewn¦trznej powierzchni
l-tego cylindra oznaczono odpowiednioRl+ i Rl− .

Wprowadzamy w rozwa»ania równomiern¡ siatk¦ w ka»dym z cylindrów
z krokiem h(l) odpowiednio po wspóªrz¦dnej ρ i krokiem τ po czasie. Z wy-
korzystaniem aproksymacji ró»nicowej operatorów ró»niczkowych, zamie-
niamy równania (3.81) na warstwie czasowej q odpowiednimi równaniami
ró»nicowymi

λ(l)0

(
T

(i)
(l),n;ρρ̄ +

1
ρp

T
(i)

(l),n;
◦
ρ
− n2

ρ2
T

(i)
(l),n;pq

)
+ Q

(i)
(l),n;pq =

= cV (l)0T
(i)
(l),n;τ + P(i)

∗(l),n;pq; p = 2, N(l) − 1; q = 2, 3, . . .

(3.84)

z rz¦dem bª¦du o(h2 + τ), h = max
l

h(l), a warunki (3.82)�(3.83) � nast¦-
puj¡cymi

T
(i)
(l),n;p1 = T0(l),n;p, p = 1, N(l); (3.85)

T
(i)
(l),n;1q = T

(i)
(l−)pov,n;q

; T
(i)
(l),n;1q = T

(i)
(l+)pov,n;q

, (3.86)
z rz¦dem bª¦du o(h). Z ukªadu równa« (3.84)�(3.86) wyznaczymy warto-
±ci funkcji T

(i)
(l),n dla chwili czasu t = tq w wewn¦trznych w¦zªach siatki,

tzn. wielko±ci T
(i)
(l),n;pq, p = 2, N(l) − 1 przez warto±ci T

(i)
(j)pov,n, j = 1, N

temperatury na powierzchniach. Wtedy

T
(i)
(l),n;pq = L

(i)−
(l),n;pqT

(i)
(l−)pov,n;q

+ L
(i)+
(l),n;pqT

(i)
(l+)pov,n;q

+

+ M
(i)
(l),n;pq, p = 2, N(l) − 1; q = 2, 3, . . . ; (l = 1, N1).

(3.87)
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Nale»y zaznaczy¢, i» algorytm obliczenia wspóªczynnikówL
(i)−
(l),n;pq, L

(i)+
(l),n;pq,

M
(i)
(l),n;pq oraz ich struktura zale»¡ od schematu konkretnego ukªadu war-

stwowego. Dalej algorytm obliczenia tych wspóªczynników b¦dzie pokazany
na przykªadzie cylindra dwuwarstwowego oraz ukªadu dwu wspóªosiowych
cylindrów, rozdzielonych warstw¡ pró»ni.

Po zamianie operatorów ró»niczkowych w warunkach (3.46)�(3.47) ope-
ratorami ró»nicowymi i wyeliminowaniu z nich za pomoc¡ wzorów (3.87)
warto±ci funkcji T (i)

(l),n w wewn¦trznych w¦zªach siatki, otrzymamy nast¦pu-
j¡ce zwi¡zki

−λ(l)0

[ ∞∑

n=0

(
U

(i)
(l+),n

einϕ + U
(i)∗
(l+),n

e−inϕ
)]

+

+
2εj(1− εj+1)

εj+1
λ(l)0

∞∑

n=0

{[ ∞∑

m=0

U
(i)
(l+1)−,m

LS−S′,m,n

]
einϕ+

+

[ ∞∑

m=0

U
(i)∗
(l+1)−,m

LS−S′,m,n

]
e−inϕ

}
=

= εjσ0

[ ∞∑

n=0

(
Z

(i)
(l+),n

einϕ + Z
(i)∗
(l+),n

e−inϕ
)]
−

(3.88)

2εjσ0

∞∑

n=0

{[ ∞∑

m=0

Z
(i)
(l+1)−,m

LS−S′,m,n

]
einϕ+

+

[ ∞∑

m=0

Z
(i)∗
(l+1)−,m

LS−S′,m,n

]
e−inϕ

}
,

−λ(l+1)0

[ ∞∑

n=0

(
U

(i)
(l+1)+,n

einϕ + U
(i)∗
(l+1)+,n

e−inϕ
)]

+

+
2εj+1(1− εj)

εj
λ(l)0

∞∑

n=0

{[ ∞∑

m=0

U
(i)
(l)−,m

L
(1)
S−S′,m,n

]
einϕ+

+

[ ∞∑

m=0

U
(i)∗
(l)−,m

L
(1)
S−S′,m,n

]
e−inϕ

}
+

+2(1− εj+1)λ(l+1)0

∞∑

n=0

{[ ∞∑

m=0

U
(i)
(l+1)−,m

LS−S′,m,n

]
einϕ+
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+

[ ∞∑

m=0

U
(i)∗
(l+1)−,m

LS−S′,m,n

]
e−inϕ+

}
= (3.89)

= 2εj+1σ0

∞∑

n=0

[
Z

(i)
(l+1)−,n

einϕ + Z
(i)∗
(l+1)−,n

e−inϕ
]
+

−2εj+1σ0

∞∑

n=0

{[ ∞∑

m=0

Z
(i)
(1),mL

(1)
S−S′,m,n

]
einϕ +

−2εj+1σ0

∞∑

n=0

{[ ∞∑

m=0

Z
(i)
(1),mL

(1)
S−S′,m,n

]
einϕ +

−2εj+1σ0

∞∑

n=0

{[ ∞∑

m=0

Z
(i)
(2),mL

(2)
S−S′,m,n

]
einϕ +

[ ∞∑

m=0

Z
(i)∗
(2),mL

(2)∗
S−S′,m,n

]
e−inϕ

}
+

+
∞∑

n=0

[
f

(i)
5(l),neinϕ + f

(i)∗
5(l),ne−inϕ

]
,

gdzie

U
(i)
(l+),n

=
1

h(l)

(
T

(i)
(l+)pov,n;q

− L
(i)−
(l),n;pqT

(i)
(l−)pov,n;q

−

−L
(i)+
(l),n;pqT

(i)
(l+)pov,n;q

+ M
(i)
(l),n;pq

)

U
(i)
(l+1)−,n

=
1

h(l+1)

(
T

(i)
(l+1)−pov,n;q

− L
(i)−
(l+1),n;pqT

(i)
(l+1)−pov,n;q

−

−L
(i)+
(l+1),n;pqT

(i)
(l+1)+pov,n;q

+ M
(i)
(l+1),n;pq

)

Z(l)0 = Y 2
(l)0 + 2Y(l)1Y

∗
(l)1 + . . . + 2Y(l)MY ∗

(l)M + . . .

Z(l)1 = Y(l)0Y(l)1 + Y ∗
(l)1Y(l)2 + . . . + Y ∗

(l)M−1Y(l)M + . . .

. . . . . .

Y(l)0 =
(
T

(i)
(l)pov,0;q

)2
+ 2T

(i)∗
(l)pov,1;qT

(i)
(l)pov,1;q + . . .

Y(l)1 = T
(i)∗
(l)pov,0;qT

(i)
(l)pov,1;q + T

(i)∗
(l)pov,1;qT

(i)
(l)pov,2;q + . . .

. . . . . .
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Podobnie z warunków (3.48)�(3.49) otrzymamy
∞∑

n=0

[
T

(i)
(l)+pov,neinϕ + T

(i)∗
(l)+pov,ne−inϕ

]
=

=
∞∑

n=0

[
T

(i)
(l+1)−pov,neinϕ + T

(i)∗
(l+1)−pov,ne−inϕ

]
.

(3.90)

λ(l)0

∞∑

n=0

[
U

(i)
(l)+,n

einϕ + U
(i)∗
(l)+,n

e−inϕ
]

=

= λ(l+1)0

∞∑

n=0

[
U

(i)
(l+1)−,n

einϕ + U
(i)∗
(l+1)−,n

e−inϕ
]
.

(3.91)

λ(N1)0

∞∑

n=0

[
U

(i)
(N1)+,n

einϕ + U
(i)∗
(N1)+,n

e−inϕ
]

=

= H∗

{ ∞∑

n=0

[
T

(i)
(l)+pov,neinϕ + T

(i)∗
(l)+pov,ne−inϕ

]
− T0

}
+

∞∑

n=0

[
f

(i)
7(N1),neinϕ + f

(i)∗
7(N1),ne−inϕ

]
.

(3.92)

Przyrównuj¡c w zwi¡zkach (3.88)�(3.92) wspóªczynniki przy jednakowych
harmonikach, dochodzimy do nast¦puj¡cego ukªadu równa« algebraicznych
dla poszukiwanych wspóªczynników

− λ(l)0U
(i)
(l)+,n

+
2εj(1− εj+1)

εj+1
λ(l)0

M∑

m=0

U
(i)
(l)+,m

LS−S′,m,n =

= εjσ0Z
(i)
(l),n − 2εjσ0

M∑

m=0

Z
(i)
(l),mLS−S′,m,n;

(3.93)

− λ(l+1)0U
(i)
(l+1),n +

2εj+1(1− εj)
εj

λ(l)0

M∑

m=0

U
(i)
(l)+,m

L
(1)
S−S′,m,n+

+ 2(1− εj+1)λ(l)0

M∑

m=0

U
(i)
(l)+,m

L
(2)
S−S′,m,n = εj+1σ0Z

(i)
(l),n−

− 2εj+1σ0

[
M∑

m=0

Z
(i)
(l),mL

(1)
S−S′,m,n+

M∑

m=0

Z
(i)
(l),mL

(2)
S−S′,m,n

]
+ f

(i)
5(l),n;

(3.94)

T
(i)
(l)+pov,n = T

(i)
(l+1)−pov,n; (3.95)
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λ(l)0U
(i)
(l)+,n

= λ(l+1)0U
(i)
(l+1)−,n

; (3.96)

λ(N1)0U
(i)
(N1)+,n

= H∗
(
T

(i)
(N1)+pov,n − T0,n

)
+ f

(i)
7(N1),n, (3.97)

podobnego do ukªadu równa« (2.44). Po rozwi¡zaniu ukªadu równa«
(3.93)�(3.97), obliczamy za pomoc¡ wzorów (3.87) warto±ci funkciiT (i)

(l),n
we wszystkich w¦zªach wybranej siatki.

Skªadowe u
(i)
ρ(l), u

(i)
ϕ(l) wektora przemieszcze« w przybli»eniu (i) równie»

poszukujemy w postaci odpowiednich szeregów Fouriera

u
(i)
ρ(l) =

∞∑

n=0

(
u

(i)
ρ(l),neinϕ + u

(i)∗
ρ(l),ne−inϕ

)
;

u
(i)
ϕ(l) =

∞∑

n=0

(
u

(i)
ϕ(l),neinϕ + u

(i)∗
ϕ(l),ne−inϕ

)
.

(3.98)

Po podstawieniu przedstawie« (3.98) w zwi¡zki (3.54)�(3.56) i przyrów-
naniu wspóªczynników przy jednakowych harmonikach, otrzymamy ukªad
równa« dla wyznaczania funkcji u(i)

ρ(l),n, u
(i)
ϕ(l),n:

(
2µ∗(l)0 + λ∗(l)0

)

∂2u

(i)
ρ(l),n

∂ρ2
+

1
ρ

∂u
(i)
ρ(l),n

∂ρ
−

u
(i)
ρ(l),n

ρ2


− µ∗(l)0n2

ρ2
u

(i)
ρ(l),n+

+
in(λ∗(l)0 + µ∗(l)0)

ρ

∂u
(i)
ϕ(l),n

∂ρ
− in(λ∗(l)0 + 3µ∗(l)0)

ρ2
u

(i)
ϕ(l),n = Φ̄(i)

ρ(l),n;

(3.99)

µ∗(l)0


∂2u

(i)
ϕ(l),n

∂ρ2
+

1
ρ

∂u
(i)
ϕ(l),n

∂ρ
−

u
(i)
ϕ(l),n

ρ2


 + (λ∗(l)0 + 2µ∗(l)0)

n2

ρ2
u

(i)
ϕ(l),n+

+ in
(
λ∗(l)0 + µ∗(l)0

) 1
ρ

∂u
(i)
ρ(l),n

∂ρ
+ in

(
λ∗(l)0 + 3µ∗(l)0

) u
(i)
ρ(l),n

ρ2
= Φ̄(i)

ϕ(l),n.

przy warunkach brzegowych:
� na swobodnych od obci¡»enia zewn¦trznego powierzchniach kontaktu

cylinder - pró»nia

(
2µ∗(l)0 + λ∗(l)0

) ∂u
(i)
ρ(l),n

∂ρ
− λ∗(l)0

ρ

(
inu

(i)
ϕ(l),n + u

(i)
ρ(l),n

)
= P̄

(i)
1(l),n;

∂u
(i)
ϕ(l),n

∂ρ
− in

ρ
u

(i)
ρ(l),n − u

(i)
ϕ(l),n = P̄

(i)
1(l),n; (3.100)
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� na powierzchniach styku s¡siaduj¡cych przewodz¡cych cylindrów

u
(i)
ρ(l),n = u

(i)
ρ(l+1),n; u

(i)
ϕ(l),n = u

(i)
ϕ(l+1),n;

(
2µ∗(l)0 + λ∗(l)0

) ∂u
(i)
ρ(l),n

∂ρ
− λ∗(l)0

ρ

(
inu

(i)
ϕ(l),n + u

(i)
ρ(l),n

)
−

− P̄
(i)
3(l),n =

(
2µ∗(l+1)0 + λ∗(l+1)0

) ∂u
(i)
ρ(l+1),n

∂ρ
−

− λ∗(l+1)0

ρ

(
inu

(i)
ϕ(l+1),n + u

(i)
ρ(l+1),n

)
;

∂u
(i)
ϕ(l),n

∂ρ
− in

ρ
u

(i)
ρ(l),n − u

(i)
ϕ(l),n − P̄

(i)
4(l),n =

=
∂u

(i)
ϕ(l+1),n

∂ρ
− in

ρ
u

(i)
ρ(l+1),n − u

(i)
ϕ(l+1),n + P̄

(i)
4(l),n

(3.101)

Zagadnienie (3.99)�(3.101), jak i analogiczne (2.47)�(2.48) dla jedno-
rodnego cylindra, rozwi¡zujemy metod¡ ró»nic sko«czonych, wykorzystuj¡c
siatk¦ wprowadzon¡ przy rozwi¡zaniu zagadnienia przewodnictwa ciepªa.
Po zamianie w zwi¡zkach wyj±ciowych (3.99)�(3.101) operatorów ró»nicz-
kowych przez ró»nicowe, z równa« (3.99) otrzymamy nast¦puj¡ce zale»no±ci

(
2µ∗(l)0 + λ∗(l)0

)

u

(i)
ρ(l),n;ρρ̄ +

1
ρp

u
(i)

ρ(l),n;
◦
ρ
−

u
(i)
ρ(l),n;p

ρ2
p


−

− µ∗(l)0n2

ρ2
p

u
(i)
ρ(l),n;p +

in
(
λ∗(l)0 + µ∗(l)0

)

ρp
u

(i)

ϕ(l),n;
◦
ρ
ρ−

− in
(
λ∗(l)0 + 3µ∗(l)0

)

ρ2
p

u
(i)
ϕ(l),n;p = Φ̄(i)

ρ(l),n;p;

µ∗(l)0


u

(i)
ϕ(l),n;ρρ̄ +

1
ρp

u
(i)

ϕ(l),n;
◦
ρ
−

u
(i)
ϕ(l),n;p

ρ2


+

+
(
λ∗(l)0 + 2µ∗(l)0

) n2

ρ2
p

u
(i)
ϕ(l),n;p+

+ in
(
λ∗(l)0 + µ∗(l)0

) 1
ρp

u
(i)

ρ(l),n;
◦
ρ
+

+ in
(
λ∗(l)0 + 3µ∗(l)0

) u
(i)
ρ(l),n;p

ρ2
p

= Φ̄(i)
ϕ(l),n;p p = 1, N(l).

(3.102)
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a z warunków brzegowych (3.100)�(3.101) � zale»no±ci:
(
2µ∗(l)0 + λ∗(l)0

)
u

(i)
ρ(l),n;ρ −

λ∗(l)0
ρj

(
inu

(i)
ϕ(l),n;p + u

(i)
ρ(l),n;p

)
=

= P̄
(i)
1(l),n;p;

u
(i)
ϕ(l),n;ρ −

in

ρp
u

(i)
ρ(l),n;p − u

(i)
ϕ(l);p,n = P̄

(i)
1(l),n;p;

(3.103)

u
(i)
ρ(l),n;N(l)

= u
(i)
ρ(l+1),n;1; u

(i)
ϕ(l),n;N(l)

= u
(i)
ϕ(l+1),n;1;

(
2µ∗(l)0 + λ∗(l)0

)
u

(i)
ρ(l),n;ρ −

λ∗(l)0
Rj

(
inu

(i)
ϕ(l),n;N(l)

+ u
(i)
ρ(l),n;N(l)

)
−

− P̄
(i)
3(l),n;N(l)

=
(
2µ∗(l+1)0 + λ∗(l+1)0

)
u

(i)
ρ(l+1),n;ρ−

− λ∗(l+1)0

Rj

(
inu

(i)
ϕ(l+1),n;1 + u

(i)
ρ(l+1),n;1

)
;

u
(i)
ϕ(l),n;ρ −

in

Rj
u

(i)
ρ(l),n;N(l)

− u
(i)
ϕ(l),n;N(l)

− P̄
(i)
4(l),n;N(l)

=

= u
(i)
ϕ(l+1),n;ρ −

in

Rj
u

(i)
ρ(l+1),n;1 − u

(i)
ϕ(l+1),n;1 + P̄

(i)
4(l),n;N(l)

(3.104)

Zale»no±ci (3.102)�(3.104) tworz¡ ukªad liniowych równa« algebraicz-
nych dla wyznaczania warto±ci funkciiuρ(l),n oraz uϕ(l),n we wszystkich w¦-
zªach siatki. Ukªad ten rozwi¡zujemy za pomoc¡ metody eliminacji Gaussa
[99, 110]. Nast¦pnie ze wzorów (3.22) z wykorzystaniem relacii ró»niczko-
wania numerycznego, okre±lamy napr¦»enia w ka»dym z rozpatrywanych
cylindrów.

3.2. Rozwi¡zanie dla cylindra dwuwarstwowego
Rozpatrzmy ukªad z dwu wspóªosiowych cylindrów z ró»nych materia-

ªów, który poddany dziaªaniu pola elektromagnetycznego, zadanego wekto-
rem nat¦»enia pola magnetycznego ze skªadowymi:

Hρ(ρ, ϕ, t) = Hϕ(ρ, ϕ, t) = 0; Hz(ρ, ϕ, t) = Hz0(ϕ)eiωt (3.105)
na powierzchni zewn¦trznej ρ = R2 ukªadu. Na powierzchni ρ = R1 mi¦-
dzy cylindrami ma miejsce doskonaªy kontakt elektromagnetyczny i termo-
mechaniczny. Powierzchnia zewn¦trzna ρ = R2 jest wolna od obci¡»enia
mechanicznego i znajduje si¦ w warunkach konwekcyjnej wymiany ciepªa
z otoczeniem, którego temperatura wynosi T0. Okre±lony jest stan termo-
mechaniczny takiego ukªadu, spowodowany dziaªaniem zawn¦trznego pola
elektromagnetycznego, zadanego warunkiem (3.105).
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3.2.1. Nat¦»enie pola magnetycznego i temperatura
Zgodnie z przedstawionym schematem obliczeniowym, funkcje H̄

(1;i)
z(l) i

T
(i)
(l) na ka»dej iteracji poszukujemy, rozwi¡zuj¡c zagadnienie elektrodyna-

miki (3.60), (3.63), (3.105), a zatem przewodnictwa cieplnego (3.44), (3.45),
(3.48), (3.49). Po przedstawieniu wyznaczonych funkcjiH̄(1;i)

z(l) (l = 1, 2) w
postaci szeregów Fouriera (3.66) zagadnienie (3.68)�(3.72) dla wyznaczania
wspóªczynników H̄

(1;i)
z(l),n w rozwa»anym przypadku zapiszemy w postaci:

[
∂2

∂ρ2
+

1
ρ

∂

∂ρ
+

(
k2

l −
n2

ρ2

)]
H̄

(1;i)
z(l),n = f̄

(i)
1(l),n (l = 1, 2); (3.106)

σe(2)0

∂H̄
(1;i)
z(1),n

∂ρ
= σe(1)0

∂H̄
(1;i)
z(2),n

∂ρ
+ f̄

(i)
4(1),n;

H̄
(1;i)
z(1),n = H̄

(1;i)
z(2),n przy ρ = R1;

(3.107)

H̄
(1;i)
z(2),n = H0,n/2i przy ρ = R2, (3.108)

gdzie k2
l = iµ0ωσe(l)0, (l = 1, 2).

Rozwi¡zania ogólne równa« (3.106) maj¡ posta¢ (3.73), przy czym roz-
wi¡zania szczególne niejednorodnych równa« okre±lone s¡ zwi¡zkami (3.75).
Ukªad równa« (3.76)�(3.78) dla wyznaczania staªychD

(1)
(l),n, D

(2)
(l),n (l = 1, 2)

w danym przypadku b¦dzie miaª posta¢

A11,nD
(1)
(1),n + A12,nD

(2)
(1),n = B1,n;

A21,nD
(1)
(1),n + A22,nD

(2)
(1),n + A23,nD

(1)
(2),n + A24,nD

(2)
(2),n = B2,n;

A31,nD
(1)
(1),n + A32,nD

(2)
(1),n + A33,nD

(1)
(2),n + A34,nD

(2)
(2),n = B3,n;

A43,nD
(1)
(2),n + A44,nD

(2)
(2),n = B4,n.

(3.109)

W równaniach tych oznaczono

A11,n = Jn(0); A12,n = 0;

A21,n = Jn(k1R1); A22,n = Nn(k1R1);

A23,n = Jn(k2R1); A24,n = Nn(k2R1);

A31,n =
σe(2)0

2
k1 [Jn−1(k1R1)− Jn+1(k1R1)] ;

A32,n =
σe(2)0

2
k1 [Nn−1(k1R1)−Nn+1(k1R1)] ;

87



A33,n =
σe(1)0

2
k2 [Jn−1(k2R1)− Jn+1(k2R1)] ;

A34,n =
σe(1)0

2
k2 [Nn−1(k2R1)−Nn+1(k2R1)] ;

A43,n = Jn(k2R2); A44,n = Nn(k2R2);

B1,n = 0; B2,n = H̄
(i)
z(2)szcz,n(R1, t)− H̄

(i)
z(1)szcz,n(R1, t);

B3,n = f̄
(i)
4(1),n(R1)+

+
k1

2
[Jn−1(k1R1)− Jn+1(k1R1)]

∫ R1

0
πf̄

(i)
1(1),n(ξ, t)Nn(k1ξ)dξ+

+
k1

2
[Nn−1(k1R1)−Nn+1(k1R1)]

∫ R1

0
πf̄

(i)
1(1),n(ξ, t)Jn(k1ξ)dξ;

B4,n =
1
2i

H̄
(i)
z(2)pov,n − H̄

(i)
z(2)szcz,n(R2, t).

Funkcje T
(i)
(l) (l = 1, 2) temperatury w kolejnych przybli»eniach wyzna-

czamy równie» w postaci (3.79). Zagadnienie (3.81)�(3.83) przyjmuje przy
tym posta¢

λ(l)0

[
∂2

∂ρ2
+

1
ρ

∂

∂ρ
− n2

ρ2

]
T

(i)
(l),n + Q

(i)
∗(l),n−

− cV (l)0

∂T
(i)
(l),n

∂t
= P(i)

∗(l),n, (l = 1, 2)

(3.110)

T
(i)
(l),n = T

(i)
0(l),n przy t = 0 (3.111)

T
(i)
(1),n = T

(i)
(2),n;

λ(1)0

∂T
(i)
(1),n

∂ρ
= λ(2)0

∂T
(i)
(2),n

∂ρ
− f̄

(i)
6(1),n





przy ρ = R1 (3.112)

−λ(2)0

∂T
(i)
(2),n

∂ρ
= H∗T

(i)
(2),n + f̄

(i)
7(1),n przy ρ = R2 (3.113)

Zagadnienie (3.110)�(3.113) rozwi¡zujemy metod¡ ró»nic sko«czonych.
Równania (3.110) aproksymujemy zwi¡zkami ró»nicowymi

λ(l)0

[
T

(i)
(l),n;ρρ̄

1
ρp

T
(i)

(l),n;
◦
ρ
− n2

ρ2
p

T
(i)
(l),n;pq

]
+ Q

(i)
∗(l),n;pq − cV (l)0T

(i)
(l),n;τ =

= P(i)
∗(l),n;pq, p = 2, N(l) − 1 q = 2, 3, . . . (l = 1, 2)

(3.114)
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z rz¦dem bª¦du o(h2+τ), h = max(h1, h2), a brzegowe i pocz¡tkowe warunki
(3.111)�(3.113) � zwi¡zkami

T
(i)
(l),n;p1 = T

(i)
0(l),n;p1; p = 1, N(l) (l = 1, 2) (3.115)

T
(i)
(1),n;N1q = T

(i)
(2),n;1q;

λ(1)0T
(i)
(1),n;ρ = λ(2)0

∂T
(i)
(2),n;ρ

∂ρ
− f̄

(i)
6(1),n;N1q





q = 2, 3, . . . (3.116)

−λ(2)0T
(i)
(2),n;ρ = H∗T

(i)
(2),n;N2q + f̄

(i)
7(1),n;N2q q = 2, 3, . . . (3.117)

z rz¦dem bª¦du o(h). W równaniach tych N1, N2 - wybrana liczba w¦-
zªów siatki wzgl¦dem wspóªrz¦dnej ρ w obszarze ka»dego cylindra, h1, h2

- kroki siatki. Zale»no±ci (3.114)�(3.117) tworz¡ ukªad liniowych równa«
algebraicznych dla wyznaczania warto±ciT (i)

(l),n;pq na warstwie czasowej q.
Ukªad równa« (3.114)�(3.117) rozwi¡zujemy metod¡ przegnania [110,

124]. Dla tego poªo»ymy

T
(i)
(1),n;p−1,q = A

(i)
(1),n;p−1,qT

(i)
(1),n;p,q + B

(i)
(1),n;p−1,q, (p = 1, N1 − 1) (3.118)

T
(i)
(2),n;p−1,q = A

(i)
(2),n;p−1,qT

(i)
(2),n;p,q + B

(i)
(2),n;p−1,q, (p = 2, N2). (3.119)

Wspóªczynniki przegnania A
(i)
(l),n;p−1,q, B

(i)
(l),n;p−1,q obliczamy zgodnie z na-

st¦puj¡cymi wzorami
A

(i)
(1),n;1,q = 1; B

(i)
(1),n;1,q = 0;

A
(i)
(1),n;p,q = −

(
λ(1)0

h2
1

+
1

h1ρp

)
Z−1

(1)p (p = 2, N1);

B
(i)
(1),n;p,q =


B

(i)
(1),n;p−1,q

2h1ρp
− λ(1)0

h2
1

−Q
(i)
∗(1)n;p,q + P(i)

∗(1)n;p,q−

− cV (1)0

τ
T

(i)
(1),n;p,q−1

]
Z−1

(1)p (p = 2, N1);

A
(i)
(2),n;N2,q =

1
1 + h2H∗

; B
(i)
(2),n;N2,q =;

h2f̄
(i)
7,(2),n;p,q

1 + h2H∗
; (3.120)

A
(i)
(2),n;p,q = −

(
λ(2)0

h2
2

+
1

h2ρp

)
Z−1

(2)p (p = 1, N2 − 1);

B
(i)
(2),n;p,q =


B

(i)
(2),n;p+1,q

2h2ρp
− λ(2)0

h2
2

−Q
(i)
∗(2)n;p,q + P(i)

∗(2)n;p,q−

− cV (2)0

τ
T

(i)
(2),n;p,q−1

]
Z−1

(2)p (p = 1, N2 − 1);
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otrzymanymi ze zwi¡zków (3.115)�(3.117), gdzie

Z(1)p =
2λ(1)0

h2
1

+
A

(i)
(1),n;p−1,q

2h1ρp
− cV (1)0

τ
+

n2

ρ2
p

;

Z(2)p =
2λ(2)0

h2
2

+
A

(i)
(2),n;p+1,q

2h2ρp
− cV (2)0

τ
+

n2

ρ2
p

.

Z zale»no±ci (3.117) uwzgl¦dniaj¡c wyra»enia (3.118) i (3.119) otrzymu-
jemy

T
(i)
(1),n;N1,q = T

(i)
(2),n;1,q =

[
B

(i)
(1),n;N1−1,q+

+
λ(2)0h1

λ(1)0h2
B

(i)
(2),n;2,q +

h1

λ(1)0
f̄

(i)
7,(2),n;p,q

]
×

×
[
1−A

(i)
(1),n;N1−1,q +

λ(2)0h1

λ(1)0h2

(
1−A

(i)
(2),n;2,q

)]−1

.

(3.121)

Wzory (3.118)�(3.119) pozwalaj¡ (przy wykorzystaniu T
(i)
(1),n;N1,q oraz

T
(i)
(2),n;1,q) obliczy¢ warto±ci poszukiwanych funkcii we wszystkich w¦zªach

rozpatrywanej siatki.

3.2.2. Stan napr¦»enia i odksztaªcenia
Odpowiednio do wykorzystywanego schematu obliczeniowego, zagadnie-

nie (3.99)�(3.101) dla wyznaczania wspóªczynnikówu
(i)
ρ(l),n, u

(i)
ϕ(l),n (l = 1, 2)

rozkªadów (3.98) skªadowych u
(i)
ρ(l), u

(i)
ϕ(l) wektora przemieszcze« w i-tej ite-

racji zapiszemy nast¦puj¡co

µ∗(l)0


∂2u

(i)
ρ(l),n

∂ρ2
+

1
ρ

∂u
(i)
ρ(l),n

∂ρ
− 1 + n2

ρ2
u

(i)
ρ(l),n −

2in

ρ2
u

(i)
ϕ(l),n


+

(µ∗(l)0 + λ∗(l)0)
∂

∂ρ


∂u

(i)
ρ(l),n

∂ρ
+

1
ρ

(
u

(i)
ρ(l),n + inu

(i)
ϕ(l),n

)

 = Φ̄(i)

ρ(l),n;

µ∗(l)0


∂2u

(i)
ϕ(l),n

∂ρ2
+

1
ρ

∂u
(i)
ϕ(l),n

∂ρ
− 1 + n2

ρ2
u

(i)
ϕ(l),n +

2in

ρ2
u

(i)
ρ(l),n


+

in

ρ
(µ∗(l)0 + λ∗(l)0)


∂u

(i)
ρ(l),n

∂ρ
+

1
ρ

(
u

(i)
ρ(l),n + inu

(i)
ϕ(l),n

)

 = Φ̄(i)

ϕ(l),n;

(3.122)
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u
(i)
ρ(1),n = u

(i)
ρ(2),n; u

(i)
ϕ(1),n = u

(i)
ϕ(2),n;

(2µ∗(1)0 + λ∗(1)0)
∂u

(i)
ρ(1),n

∂ρ
+

inλ∗(1)0

ρ
u

(i)
ϕ(1),n +

λ∗(1)0

ρ
u

(i)
ρ(1),n−

− (2µ∗(2)0 + λ∗(2)0)
∂u

(i)
ρ(2),n

∂ρ
+

inλ∗(2)0

ρ
u

(i)
ϕ(2),n+

+
λ∗(2)0

ρ
u

(i)
ρ(2),n = P̄

(i)
3(1)n;

µ∗(1)0


∂u

(i)
ϕ(1),n

∂ρ
+

in

ρ
u

(i)
ρ(1),n − u

(i)
ϕ(1),n


 =

= µ∗(2)0


∂u

(i)
ϕ(2),n

∂ρ
+ +

in

ρ
u

(i)
ρ(2),n − u

(i)
ϕ(2),n


 przy ρ = R1;

(3.123)

(2µ∗(2)0 + λ∗(2)0)
∂u

(i)
ρ(2),n

∂ρ
+

inλ∗(2)0

ρ
u

(i)
ϕ(2),n+

+
λ∗(2)0

ρ
u

(i)
ρ(2),n = P̄

(i)
1(2)n;

∂u
(i)
ϕ(2),n

∂ρ
+

in

ρ
u

(i)
ρ(2),n − u

(i)
ϕ(2),n = P̄

(i)
1(2)n przy ρ = R2.

(3.124)

Zagadnienie (3.122)�(3.124) rozwi¡zujemy tak»e metod¡ ró»nic sko«czo-
nych. Ukªad równa« ró»nicowych (3.102)�(3.104) w tym przypadku mo»na
zapisa¢

L ·X = G (3.125)
gdzie

L =




L0
(1)1 L+

(1)1

L−(1)2 L0
(1)2 L+

(1)2

. . . . . . . . .
L−(1)N1−1 L0

(1)N1−1 L+
(1)N1−1

L−(1)N1
L0

(1)N1
L0

(2)0 L+
(2)0

L0
(1)N1+1 L0

(2)1

L−(2)2 L0
(2)2 L+

(2)2

. . . . . . . . .
L−(2)N2

L−(2)N2




;

X =
(
X(1)1 X(1)2 . . . X(1)N1

X(2)1 . . . X(2)N2

)T ;
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G =
(
G(1)1 G(1)2 . . . G(1)N1

G(2)1 . . . G(2)N2

)T ;

X(l)p =
(
u

(i)
ρ(l),n;pq u

(i)
ϕ(l),n;pq

)
; p = 1, Nl, (l = 1, 2);

L0
(1)1 = L+

(1)1 =
(

0 0
0 0

)
; G(1)1 =

(
0
0

)
;

L−(l)p =




(
2µ∗(l)0 + λ∗(l)0

) (
1
hl
− 1

2hlρp

)
− in

2hlρp

(
µ∗(l)0 + λ∗(l)0

)

in

2hlρp

(
µ∗(l)0 + λ∗(l)0

)
µ∗(l)0

(
1
hl
− 1

2hlρp

)


 ;

L0
(l)p =




(
2µ∗(l)0 + λ∗(l)0

) (
1
hl
− 1

2hlρp

)
−

− −µ∗(l)0h2
l

ρ2
p

− in

ρ2
p

(
3µ∗(l)0 + λ∗(l)0

)

in

ρ2
p

(
3µ∗(l)0 + λ∗(l)0

) − µ∗(l)0

(
2
h2

l

− 1
ρ2

p

)
−

− h2
l

ρ2
p

(
µ∗(l)0 + λ∗(l)0

)




;

L+
(l)p =




(
2µ∗(l)0 + λ∗(l)0

) (
1
hl
− 1

2hlρp

)
in

2hlρp

(
µ∗(l)0 + λ∗(l)0

)

− in

2hlρp

(
µ∗(l)0 + λ∗(l)0

)
µ∗(l)0

(
1
hl
− 1

2hlρp

)


 ;

G(l)p =
(
Φ̄(i)

ρ(l),n;pq Φ̄(i)
ϕ(l),n;pq

)
, p = 2, Nl − 1, (l = 1, 2);

L−(1)N1
=

(−2µ∗(1)0 + λ∗(1)0 0

0 −µ∗(1)0

h1

)
;

L0
(1)N1

=




(
2µ∗(1)0 + λ∗(1)0

) 1
h1

+
in

R1
λ∗(1)0 − in

R1
λ∗(1)0

µ∗(1)0

(
1

h1 − 1
R1

)
in

R1
µ∗(1)0


 ;

L0
(2)0 =




(
2µ∗(2)0 + λ∗(2)0

) 1
h2

+
in

R1
λ∗(2)0 − in

R1
λ∗(1)0

µ∗(2)0

(
1

h2 − 1
R1

)
in

R1
µ∗(2)0


 ;

L+
(2)0 =




(
2µ∗(2)0 + λ∗(2)0

) 1
h2

0

0
µ∗(2)0

h2


 ; G(1)N1

=
(
P̄

(i)
3(1),n P̄

(i)
4(1),n

)
;
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L0
(1)N1+1 = L0

(2)1 =
(

1 1
1 1

)
; L+

(2)1 =
(

0 0
0 0

)
; G(2)1 =

(
0 0

)
;

L0
(2)N2 =



− (

2µ∗(2)0 + λ∗(2)0

) 1
h2

+
1

R2
λ∗(2)0 − in

R2
λ∗(2)0

−µ∗(2)0

(
1

h2 − 1
R2

)
in

R2
µ∗(2)0




L−(2)N2 =



− (

2µ∗(2)0 + λ∗(2)0

) 1
h2

0

0 −µ∗(2)0

h2


;

G(2)N2
=

(
P̄

(i)
1(2),n P̄

(i)
2(2),n

)
;

Dla rozwi¡zania ukªadu równa« (3.125) stosujemy metod¦ przegnania
macierzowego. Dlatego poªo»ymy

X(1)p−1 = A(1)p−1X(1)p + B(1)p−1, p = 1, N1 − 1; (3.126)

X(2)p+1 = A(2)p+1X(2)p + B(2)p+1, p = 2, N2. (3.127)
Wtedy dla wyznaczania wspóªczynników przegnaniaA(l)p i B(l)p otrzymamy

A(1)1 = −(L0
(1)1)

−1L+
(1)1; B(1)1 = −(L0

(1)1)
−1G(1)1;

A(1)p = −(L−(1)pA(1)p−1 + L0
(1)p)

−1L+
(1)p;

B(1)p = (L−(1)pA(1)p−1 + L0
(1)p)

−1(G(1)p − L−(1)p−1B(1)p−1); p = 1, N1 − 1;

A(2)N2
= −(L0

(2)N2
)−1L−(1)1; B(2)N2

= −(L0
(2)N2

)−1G(2)N2
;

A(2)p = −(L−(2)pA(2)p+1 + L0
(2)p)

−1L−(1)p;

B(2)p = (L+
(2)pA(2)p+1 + L0

(1)p)
−1(G(2)p − L+

(2)p+1B(1)p+1); p = 2, N2 − 1.

Wielko±ci X(1)N1
i X(2)1 obliczamy z relacji

X(1)N1
= X(2)1 =(L−(1)N1

A(1)N1−1 − (L0
(2)1A(2)2 − L(2)0)

−1×
× (L0

(2)0B(2)2 − L−(1)N1
B(1)N1−1).

(3.128)

Zatem ze wzorów przegnania odwrotnego (3.126)�(3.127) odszukujemy war-
to±ci X(l)p, (p = 1, Nl − 1), tzn. przemieszczenia we wszystkich w¦zªach
wybranej siatki, i z wyra»e« (3.22) wykorzystuj¡c wzory ró»niczkowania
numerycznego wyznaczamy napr¦»enia.
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3.3. Rozwi¡zanie dla ukªadu cylindrów wspóªosiowych,
rozdzielonych warstw¡ pró»ni

Rozwi¡zywane jest zagadnienie okre±lenia stanu termomechanicznego
ukªadu, skªadaj¡cego si¦ ze wspóªosiowych cylindrów, rozdzielonych war-
stw¡ pró»ni. Na powierzchni zewn¦trznejρ = R3 ukªadu zadana jest warto±¢
skªadowej stycznej wektora nat¦»enia pola megnetycznego

Hz(3)(ρ = R3, ϕ, t) = Hz0(ϕ)eiωt. (3.129)

Mi¦dzy powierzchniami cylindrówρ = R1 i ρ = R2 zachodzi wymiana ciepªa
przez promieniowanie, a na powierzchni zewn¦trznej ukªaduρ = R3 - przez
konwekcj¦ (z otoczeniem o temperaturzeT0). Cylindry s¡ mechanicznie nie
powi¡zane, a ich powierzchnie s¡ nieobci¡»one.

3.3.1. Pole elektromagnetyczne i temperatura
W rozpatrywanym przypadku, zagadnienie (3.68)�(3.72) wyznaczania

wspóªczynników szeregów (3.66), (3.67) mo»e by¢ zapisane w nast¦puj¡cej
postaci

[
∂2

∂ρ2
+

1
ρ

∂

∂ρ
+

(
k2

l −
n2

ρ2

)]
H̄

(1;i)
z(l),n = f̄

(i)
1(l),n, (l = 1, 2); (3.130)

[
∂2

∂ρ2
+

1
ρ

∂

∂ρ
+

(
k2

l −
n2

ρ2

)]
H̄(0;i)

z,n = 0; (3.131)

1
σe(l)0

∂H̄
(1;i)
z(l),n

∂ρ
=

1
iωε0

∂H̄
(0;i)
z,n

∂ρ
+ f̄

(i)
2(l),n;

∂H̄
(1;i)
z(l),n

∂ρ
=

∂H̄
(0;i)
z,n

∂ρ
przy ρ = Rl, (l = 1, 2).

(3.132)

∂H̄
(1;i)
z(l),n

∂ρ
=

1
2i

Hz0,n przy ρ = R3. (3.133)

Rozwi¡zanie ogólne równa« (3.130), (3.131) ma posta¢ (3.73), (3.74),
a rozwi¡zanie szczególne równania (3.130) (wyznaczone metod¡ wariacji
staªych) � posta¢ (3.75). Staªe D

(1)
(l),n, D

(2)
(l),n (l = 1, 2) i E

(1)
n , E

(2)
n w

tych relacjach znajdujemy z ukªadu równa« algebraicznych, otrzymanym z
warunków (3.132), (3.133) i warunku regularno±ci rozwi¡zania przyρ = 0.
Ukªad ten zapiszemy w nast¦puj¡cej postaci

ǍD̄ = B̄, (3.134)
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gdzie
D =

{
D

(1)
(1),n, D

(2)
(1),n, E(1)

n , E(2)
n , D

(1)
(2),n, D

(2)
(2),n

}
,

Ǎ � macierz z elementami:

A11 = 0; A12 = 1; A13 = A14 = A15 = A16 = 0;

A21 = Jn(k1R1); A22 = Nn(k1R1); A23 = Jn(k0R1);

A24 = Nn(k0R1); A25 = A26 = 0;

A31 =
k1

σe(1)0
[Jn−1(k1R1)− Jn+1(k1R1)] ;

A32 =
k1

σe(1)0
[Nn−1(k1R1)−Nn+1(k1R1)] ;

A33 =
k0

iωε0
[Jn−1(k0R1)− Jn+1(k0R1)] ;

A34 =
k0

iωε0
[Nn−1(k0R1)−Nn+1(k0R1)] ;

A35 = A36 = A41 = A42 = 0;

A43 =
k0

iωε0
[Jn−1(k0R2)− Jn+1(k0R2)] ;

A44 =
k0

iωε0
[Nn−1(k0R2)−Nn+1(k0R2)] ;

A45 =
k2

σe(2)0
[Jn−1(k2R2)− Jn+1(k2R2)] ;

A46 =
k2

σe(2)0
[Nn−1(k2R2)−Nn+1(k2R2)] ;

A51 = A52 = 0; A53 = Jn(k0R2); A54 = Nn(k0R2);

A55 = Jn(k2R2); A56 = Nn(k2R2);

A61 = A62 = A63 = A64 = 0; A65 = Jn(k2R3); A66 = Nn(k2R3);

a B̄ � wektor prawych cz¦±ci, równych

B1 = 0; B2 =
(
H

(1;i)
z(1)szcz,n

)∣∣∣
ρ=R1

;

B3 =


f̄

(i)
2(1),n −


∂H

(1;i)
z(1)szcz,n
∂ρ







∣∣∣∣∣∣
ρ=R1

;
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B4 =


f̄

(i)
5(1),n −


∂H

(1;i)
z(2)szcz,n
∂ρ







∣∣∣∣∣∣
ρ=R2

;

B5 =
(
H

(1;i)
z(2)szcz,n

)∣∣∣
ρ=R2

;

B6 =
(

1
2i

Hz0,n −H
(1;i)
z(2)szcz,n

)∣∣∣∣
ρ=R3

.

Zagadnienie (3.81) � (3.83) wyznaczania wspóªczynnikówT
(i)
(l),n (l = 1, 2)

szeregu (3.79) funkcii T (l) w iteracjach zapiszemy w postaci

λ(l)0∇2T
(i)
(l),n + Q

(i)
∗(l),n − cV (l)0

∂T
(i)
(l),n

∂t
= P(i)

∗(l),n, (l = 1, 2); (3.135)

T
(i)
(l),n = T0(l),n przy t = 0, (l = 1, 2); (3.136)

T
(i)
(1),n = T

(i)
(1)pov,n przy ρ = R1; (3.137)

T
(i)
(2),n = T

(i)
(2)pov,n przy ρ = R2; (3.138)

−λ(l)0

∂T
(i)
(2),n

∂ρ
= H∗(T

(i)
(2),n − T0,n) + f̄

(i)
z(2),n przy ρ = R3. (3.139)

Odpowiadaj¡ce temu równaniu zagadnienie ró»nicowe ma posta¢

λ(1)0

(
T

(i)
(1),n;ρρ̄ +

1
ρp

T
(i)

(1),n;
◦
ρ
− n2

ρ2
p

T
(i)
(1),n;pq

)
+ Q

(i)
∗(1),n;pq =

= cV (1)0T
(i)
(2),n;τ + P(i)

∗(2),n;pq, (p = 2, N1 − 1; q = 2, 3, . . .);
(3.140)

T
(i)
(1),n;p1 = T0(1),n;p, p = 1, N1; (3.141)

T
(i)
(1),n;1q = T

(i)
(1),n;2q; T

(i)
(1),n;N1q = T

(i)
(1)pov,n;q; q = 2, 3, . . . (3.142)

λ(2)0

(
T

(i)
(2),n;ρρ̄ +

1
ρp

T
(i)

(2),n;
◦
ρ
− n2

ρ2
p

T
(i)
(2),n;pq

)
+ Q

(i)
∗(2),n;pq =

= cV (2)0T
(i)
(2),n;τ + P(i)

∗(2),n;pq, (p = 2, N2 − 1; q = 2, 3, . . .);
(3.143)

T
(i)
(2),n;p1 = T0(2),n;p, p = 1, N2; (3.144)

T
(i)
(2),n;N1q = T

(i)
(2)pov,n;q;

λ(2)0T
(i)
(2),n;ρ = H∗

(
T

(i)
(2),n;N2q − T0,n;q

)
+ f7(2),n;pq q = 2, 3, . . .

(3.145)
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Przyjmuj¡c wielko±ci T
(i)
(1)pov,n;q oraz T

(i)
(2)pov,n;q jako znane na warstwie

czasowej (q), ukªady równa« algebraicznych (3.140)�(3.142) wzgl¦dem wiel-
ko±ci T

(i)
(1),n;pq, (p = 1, N1) i (3.143)�(3.145) wzgl¦dem � T

(i)
(2),n;pq, (p =

1, N2) rozwi¡zujemy z wykorzystaniem metody przegnania. Przy tym zgod-
nie ze wzorami (3.118)�(3.120) obliczamy wspóªczynnikiA(i)

(1),n;p; B
(i)
(1),n;p,

(p = 1, N1) oraz A
(i)
(2),n;p; B

(i)
(2),n;p, (p = 1, N2).

Ukªad równa« (3.93)�(3.97) dla wyznaczania warto±ci T (i)
(l)pov,n;q, (l =

1, 2) w rozpatrywanym przypadku ma posta¢

− λ(1)0U
(i)
(1),n +

2ε1(1− ε1)λ(2)0

ε2

M∑

m=0

U
(i)
(2),mLS−S′,m,n =

= ε1σ0Z
(i)
(1),n − 2ε1σ0

M∑

m=0

Z
(i)
(2),mLS−S′,m,n;

− λ(2)0U
(i)
(2),n +

2ε2(1− ε1)λ(1)0

ε1

M∑

m=0

U
(i)
(1),mLS−S′,m,n+

2(1− ε2)
M∑

m=0

U
(i)
(2),mL

(2)
S−S′,m,n = ε2σ0Z

(i)
(2),n−

2ε2σ0

[
M∑

m=0

Z
(i)
(1),mL

(1)
S−S′,m,n +

M∑

m=0

Z
(i)
(2),mL

(2)
S−S′,m,n

]
+ f

(i)
5(l),n,

(3.146)

gdzie

U
(i)
(1),n =

1
h1

[
T

(i)
(1)pov,n;q −

(
A

(i)
(1),n;N1−1T

(i)
(1)pov,n;q + B

(i)
(1),n;N1−1

)]
;

U
(i)
(2),n =

1
h2

[(
A

(i)
(2),n;2T

(i)
(1)pov,n;q + B

(i)
(1),n;2

)
− T

(i)
(2)pov,n;q

]
;

Z(l),0 = Y 2
(l)0 + 2Y(l)1Y

∗
(l)1 + 2Y(l)2Y

∗
(l)2 + . . . + 2Y(l)MY ∗

(l)M ;

Z(l),1 = Y(l)0Y(l)1 + Y ∗
(l)1Y(l)2 + 2Y ∗

(l)2Y(l)3 + . . . + Y ∗
(l)M−1Y(l)M ;

. . .

Y(l)0 = (T (i)
(l)pov,0;q)

2 + 2T
(i)
(l)pov,1;qT

(i)∗
(l)pov,0;q + . . . +

+ 2T
(i)
(l)pov,M ;qT

(i)∗
(l)pov,M ;q;

Y(l)0 = T
(i)
(l)pov,0;qT

(i)
(l)pov,1;q + T

(i)∗
(l)pov,1;qT

(i)
(l)pov,2;q + . . .+

+ T
(i)∗
(l)pov,M−1;qT

(i)
(l)pov,M ;q;

. . .
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Ukªad równa« (3.146) podobnie jak (2.44) rozwi¡zujemy z wykorzystaniem
metody prostej iteracji.

3.3.2. Stan odksztaªcenia i napr¦»enia
W rozpatrywanym ukªadzie cylindry s¡ mi¦dzy sob¡ mechanicznie nie

zwi¡zane i swobodne od obci¡»enia mechanicznego. Dlatego stan napr¦»enia
wynikaj¡cy w ka»dym z nich wyznacza si¦ niezale»nie dla cylidra peªnego
oraz wydr¡»onego. Rozwi¡zanie zagadnienia dla jednorodnego cylindra peª-
nego podano w rozdziale 2. Podamy analogiczne relacje dla wyznaczania
napr¦»¦« w cylindrze wydr¡»onym. Przy tym indeks (l), odpowiadaj¡cy
numerowi kolejnemu cylindra, opuszczamy.

W celu wyznaczania wspóªczynników u
(i)
ρ,n, u

(i)
ϕ,n szeregów (3.98), przyj-

dziemy w zagadnieniu (3.99)�(3.101) do ukªadu równa« postaci

µ∗0

[
∂2u

(i)
ρ,n

∂ρ2
+

1
ρ

∂u
(i)
ρ,n

∂ρ
− 1 + n2

ρ2
u(i)

ρ,n −
2in

ρ2
u(i)

ϕ,n

]
+

+ (λ∗0 + µ∗0)
∂

∂ρ

[
∂u

(i)
ρ,n

∂ρ
+

1
ρ

(
u(i)

ρ,n + inu(i)
ϕ,n

)]
= Φ̄(i)

ρ,n;

µ∗0

[
∂2u

(i)
ϕ,n

∂ρ2
+

1
ρ

∂u
(i)
ϕ,n

∂ρ
− 1 + n2

ρ2
u(i)

ϕ,n −
2in

ρ2
u(i)

ϕ,n

]
+

+ (λ∗0 + µ∗0)
in

ρ

[
∂u

(i)
ρ,n

∂ρ
+

1
ρ

(
u(i)

ρ,n + inu(i)
ϕ,n

)]
= Φ̄(i)

ϕ,n,

(3.147)

za± odpowiednie warunki brzegowe dla ρ = R1 oraz ρ = R2 b¦d¡

(λ∗0 + 2µ∗0)
∂u

(i)
ρ,n

∂ρ
+

λ∗0
ρ

(
u(i)

ρ,n − inu(i)
ϕ,n

)
= P̄

(i)
1,n;

∂u
(i)
ϕ,n

∂ρ
− 1

ρ

(
u(i)

ρ,n − inu(i)
ϕ,n

)
= P̄

(i)
1,n.

(3.148)

Aproksymuj¡c operatory ró»niczkowe w zagadnieniu (3.147) � (3.148)
operatorami ró»nicowymi, otrzymamy nast¦puj¡cy ukªad równa« algebra-
icznych

L ·X = G, (3.149)
gdzie

L =




L0
1 L+

1

L−2 L0
2 L+

2
. . . . . . . . .

L−N L0
N


 ; X =




X1

X2
...

XN


 ; G =




G1

G2
...

GN


 ;
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Xp =
(
u(i)

ρ,n;pq u(i)
ϕ,n;pq

)T
, p = 1, N ;

L0
1 =



− 1

h1
(λ∗0 + 2µ∗0) +

λ∗0
R1

− in

R1
λ∗0

in

R1
λ∗0 − µ∗0(1 +

1
R1

)


 ;

L+
1 =




1
h1

(λ∗0 + 2µ∗0) 0

0
µ∗0
h1


 ; G1 =

(
P1,n;pq

P1,n;pq

)
;

L−p =




(λ∗0 + 2µ∗0)(
1
h2

1

+
1

2h1ρp
) − in

2h1ρp
(λ∗0 + µ∗0)

in

2h1ρp
(λ∗0 + µ∗0) µ∗0(

1
h1

+
1

2h1ρp
)


 ;

L0
p =




−(λ∗0 + 2µ∗0)(
2
h2

1

− 1
ρ2

p

)− µ∗0
ρ2

p
− in

2h1ρ2
p

(λ∗0 + 3µ∗0)

in

2h1ρ2
p

(λ∗0 + 3µ∗0)

−µ∗0(
1
h2

1

− 1
ρ2

p

)−

− n2

ρ2
p

(λ∗0 + 2µ∗0)




;

L+
p =




(λ∗0 + 2µ∗0)(
1
h2

1

+
1

2h1ρp
)

in

2h1ρp
(λ∗0 + µ∗0)

− in

2h1ρp
(λ∗0 + µ∗0) µ∗0(

1
h1

+
1

2h1ρp
)


 ;

Gp =
(
Φ̄(i)

ρ,n;pq Φ̄(i)
ϕ,n;pq

)T
p = 2, N − 1;

L−N =



− 1

h1
(λ∗0 + 2µ∗0) 0

0 − µ∗0
h1




L0
N =



− 1

h1
(λ∗0 + 2µ∗0) − in

R2
λ∗0

µ∗0(
1
h1
− 1

R2
)

in

R2
λ∗0


 ; GN =

(
P̄

(i)
1,n;Nq

P̄
(i)
2,n;Nq

)
.

Do rozwi¡zania ukªadu równa« (3.149) stosujemy (podobnie jak do ukªa-
du (2.49)), algorytm metody przegnania macierzowego, który okre±laj¡ re-
lacje (2.50)�(2.52). Po wyznaczeniu przemieszcze«, napr¦»enia i odksztaªce-
nia okre±lamy w ka»dym cylindrze ze wzorów analogicznych do otrzymanych
przy rozpatrywaniu cylindra peªnego.
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3.4. Obliczenia numeryczne

Niniejszy podrozdziaª przedstawia wyniki bada« numerycznych stanu
termomechanicznego ukªadu wspóªosiowych niemetalicznych przewodz¡cych
cylindrów, rozdzielonych warstw¡ pró»ni: peªnego wykonanego zSiC i ze-
wn¦trznego � z gra�tu. Ukªad znajduje si¦ pod wpªywem jednorodnego
harmonicznego pola elektromagnetycznego, zadanego wyra»eniem (3.1) przy
H0 = const i cz¦stotliwo±ci ω = 3141s−1. Zewn¦trzna powierzchnia ukªadu
ρ = R2 jest izolowana cieplnie, a mi¦dzy powierzchniami ρ = R0 i ρ = R1

zachodzi wymiana ciepªa przez promieniowanie. Powierzchnie te uwa»ane za
dyfuznie szare o wspóªczynnikach emisji równych ε1 = ε2 = 0.85. Cylindry
s¡ mechanicznie nie zwi¡zane, a ich powierzchnie nie s¡ poddane obci¡»eniu
zewn¦trznemu.

Pocz¡tkowe warto±ci wspóªczynnika przewodno±ci elektrycznejσe, wspóª-
czynnika przewodno±ci cieplnej λ, pojemno±ci cieplnej CV , g¦sto±ci γ, mo-
duªu Younga E, wspóªczynnika Poissona ν oraz wspóªczynnika rozszerzal-
no±ci cieplnej αT wymienionych materiaªów, przy temperaturzeT0 = 293K
przedstawia tabela 3.1. Rysunki 3.2 i 3.3 ilustruj¡ wzgl¦dn¡ zmian¦ (w sto-
sunku do warto±ci przy temperaturze pocz¡tkowej) wybranych wspóªczyn-
ników materiaªowych rozwa»anych materiaªów od temperatury. Wielko±ci,
które nie s¡ pokazane na wykresach, zmieniaj¡ si¦ z temperatur¡ nieznacznie
i ich warto±ci przyjmowane s¡ jako staªe.

Tablica 3.1. Warto±ci wspóªczynników materiaªowych przy temperaturze pocz¡t-
kowej [101, 132, 150]

Wspóªczynnik SiC Gra�t
σe, Ohm ·m−1 1.88e4 9.5e4
λ, W/(m · S) 111.5 23
CV , J/(m · S) 2.225e6 1.64e6
γ, kg/(m3) 1500 2000
E N/(m2) 39.4e10 6.1e10

ν 0.3 0.33
αT , K−1 4.7e-6 5.88e-6

Do przeprowadzenia oblicze« wykorzystane zostaªy algorytmy opraco-
wane w rozdziale 2 oraz niniejszym rozdziale 3. Algorytmy te zostaªy
zrealizowane w postaci zestawu programów komputerowych w j¦zyku al-
gorytmicznym FORTRAN IV.

Celem przeprowadzenia oblicze« jest ilustracja proponowanego sche-
matu obliczeniowego oraz ilo±ciowa ocena wpªywu na zmian¦ termome-
chanicznego stanu przewodników niemetalowych, poddanych oddziaªywa-
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Rysunek 3.2. Zmiana wspóªczynników materiaªowych dlaSiC przy zmianie tem-
peratury [132, 150]
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Rysunek 3.3. Zmiana wspóªczynników materiaªowych dla gra�tu przy zmianie
temperatury [132, 150]
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niu kwaziustalonego pola elektromagnetycznego. Badano przy tym wpªyw
zmienno±ci wªa±ciwo±ci materiaªowych od zmiany temperatury oraz wy-
miany ciepªa promieniowaniem na zachodz¡ce procesy termomechaniczne.

Wyniki oblicze«, przeprowadzonych dla przedstawionego ukªadu ilustru-
j¡ wykresy na rysunkach 3.4 � 3.13.

3.4.1. Uwzgl¦dnienie zale»no±ci wªa±ciwo±ci materiaªu od
temperatury

Rys. 3.4 pokazuje przyH0 = 2.0 ·105A/m zale»no±¢ od radialnej wspóª-
rz¦dnej wydzielanego ciepªa na skutek przepªywu pr¡dudla ustalonych chwil,
a rys. 3.5 � od czasu dla ustalonych warto±ci ρ. Odpowiednie zale»no±ci
temperatury w ukªadzie, przedstawione s¡ na rys. 3.6 i 3.7, a niezerowych
skªadowych tensora napr¦»enia � na rys. 3.8 � 3.10. Dla porównania,
na rys. 3.4 � 3.10 liniami przerywanymi pokazane zostaªy wymienione
zale»no±ci przy staªych charakterystykach materiaªu, równych warto±ciom
u±rednionym w rozwa»anym przedziale temperatur(293K, 3000K).
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2 – t=310 s 
3 – t=410 s 
4 – t=500 s 

Rysunek 3.4. Rozkªad wzgl¦dem wspóªrz¦dnej przestrzennej g¦sto±ci mocy ciepªa
Joule'a

3.4.2. Uwzgl¦dnienie wymiany ciepªa przez promieniowanie
Wyniki oblicze« rozkªadów ciepªa Joule'a, temperatury i napr¦»e«, z

uwzgl¦dnieniem wymiany cieplnej przez promieniowanie mi¦dzy powierzch-
niami ρ = R0 i ρ = R1 ukªadu, podane s¡ na rys. 3.11 � 3.13. Rys. 3.11
ilustruje przy H0 = 2.0e5A/m rozkªady wzgl¦dem wspóªrz¦dnej ρ g¦sto±ci
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Rysunek 3.5. Zale»no±ci g¦sto±ci mocy ciepªa Joule'a od czasu
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Rysunek 3.6. Rozkªad wzgl¦dem wspóªrz¦dnej przestrzennej temperatury
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Rysunek 3.7. Zale»no±ci temperatury od czasu
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Rysunek 3.8. Rozkªady wzgl¦dem wspóªrz¦dnej przestrzennej napr¦»e«
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Rysunek 3.11. Rozkªad wzgl¦dem wspóªrz¦dnej przestrzennej g¦sto±ci mocy ciepªa
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Rysunek 3.12. Zale»no±ci temperatury od czasu
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Rysunek 3.13. Zale»no±ci napr¦»e« σzz od czasu

mocy ciepªa Joule'a, a rys. 3.12 oraz 3.13 zale»no±ci temperaturyT i napr¦-
»e« σzz od czasu. Krzywe z numerem 1 odpowiadaj¡ ukªadowi cylindrów, a
krzywe 2 � jednemu izolowanemu cylindrowi. Liniami przerywanymi poka-
zane zostaªy odpowiednie rozkªady obliczone przy wspóªczynnikach mate-
riaªowych równych warto±ciom u±rednionym w zakresie temperatur nagrze-
wania.

3.4.3. Analiza wyników oblicze«

Na podstawie przeprowadzonych oblicze« przeanalizowano wpªyw na
stan napr¦»enia w ukªadzie zarówno zmienno±ci poszczególnych wªa±ciwo-
±ci materiaªu wraz ze zmian¡ temperatury, tak i warunków wymiany ciepªa
z otoczeniem. Z dokonanej analizy wyników numerycznych rozwi¡zanego
zagadnienia dla ukªadu ciaª cylindrycznych otrzymano:
� Skutkiem zmienno±ci wªa±ciwo±ci materiaªu jest zmiana w czasie warto-

±ci mocy wydzielanego ciepªa Joule'a. Przy tym jego rozkªad staje si¦
bardziej nierównomierny. Jest to przyczyn¡ zwi¦kszenia gradientu pola
temperatury oraz zwi¦kszenia poziomu napr¦»e«. Najwi¦kszy wpªyw
na zwi¦kszenie gradientu temperatury ma wzrost w czasie nagrzewania
przewodno±ci elektrycznej.

� Przy zaªo»eniu staªych warto±ci wspóªczynników materiaªowych otrzy-
muje si¦ zawy»one warto±ci napr¦»e« na pocz¡tkowym etapie dziaªania
pola elektromagnetycznego, a przy osi¡gni¦ciu zadanej temperatury �
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zani»one. Przy tym dla rozpatrywanych materiaªów czas osi¡gni¦cia tej
temperatury jest wi¦kszy od rzeczywistego.

� Wymiana ciepªa z otoczeniem przez promieniowanie na powierzchni ze-
wn¦trznej, prowadzi do zwi¦kszenia wynikaj¡cych napr¦»e«. Maksy-
malnego przyrostu przy tym doznaj¡ rozci¡gaj¡ce napr¦»enia na po-
wierzchni zewn¦trznej ukªadu.

� W procesie nagrzewania, kiedy temperatura powierzchni jest poni»ej
1000K, wymiana ciepªa przez promieniowanie w rozwa»anym schemacie
daje znikomy wpªyw na osi¡gane przy tym napr¦»enia.

� Wymiana ciepªa przez promieniowanie, zachodz¡ca mi¦dzy s¡siaduj¡-
cymi powierzchniami cylindrów, prowadzi do zwi¦kszenia gradientu tem-
peratury i odpowiednio do zwi¦kszenia napr¦»e«. Obecno±¢ zewn¦trz-
nego cylindra o wi¦kszym wspóªczynniku przewodno±ci elektrycznej pro-
wadzi do zmniejszenia czasu, potrzebnego do osi¡gni¦cia zadanej tem-
peratury. Jednak towarzyszy temu zwi¦kszenie poziomu osi¡ganych na-
pr¦»e«.
Przedstawiony schemat obliczeniowy mo»e by¢ wykorzystany do ilo±cio-

wej oceny parametrów nagrzewania przy zbudowaniu efektywnych sche-
matów obróbki termicznej elementów z niemetalowych przewodników elek-
trycznych z udziaªem pola elektromagnetycznego. Z drugiej za± strony po-
zwala on na oszacowanie warunków oddziaªywania polem elektromagnetycz-
nym przy pomiarach wa»nych w zastosowaniach wªa±ciwo±ci elektrycznych
takich materiaªów. Osi¡gni¦cie »¡danej dokªadno±ci przy pomiarach wªa±ci-
wo±ci elektrycznych wymaga wyeliminowania innych wpªywów na mierzone
wielko±ci, w tym równie» od nagrzewania si¦ i towarzysz¡cych jemu na-
pr¦»e«. Proponowane rozwi¡zanie modelowe umo»liwia dokonanie oceny
takiego wpªywu.



Rozdziaª 4

Przewodno±¢ elektryczna materiaªów
wieloskªadnikowych

Niniejszy rozdziaª po±wi¦cony jest opracowaniu schematu pomiarowego
przewodno±ci elektrycznej w materiaªach wieloskªadnikowych. Opisano sta-
nowisko badawcze wªa±ciwo±ci elektrycznych twardniej¡cych zaczynów ce-
mentowych. Przeprowadzone pomiary stanowi¡ podstaw¦ oceny zaawanso-
wania procesu twardnienia takich materiaªów.

4.1. Wspóªczynnik przewodno±ci elektrycznej

Jak wspomniano wy»ej, przewodniki wieloskªadnikowe, do których za-
licza¢ b¦dziemy równie» o±rodki porowate, ró»ni¡ si¦ zasadniczo mechani-
zmem przenoszenia ªadunku elektrycznego. Przewodniki takie nazywane
s¡ przewodnikami II rodzaju, czy równie» przewodnikami jonowymi. W
odró»nieniu od przewodników metalowych, o±rodki takie tworz¡ zªo»ony
ukªad skªadników o ró»ni¡cych si¦ mi¦dzy sob¡ wªa±ciwo±ciach. Mi¦dzy
skªadnikami maj¡ miejsce wzajemne oddziaªywania, co przejawia si¦ przede
wszystkim w zachodz¡cych w takich ciaªach procesach �zykochemicznych,
cieplnych oraz mechanicznych [5, 81, 91]. W o±rodku takim równie» odby-
waj¡ si¦ przemiany strukturalne. Przejawia si¦ proces ten jako twardnienie
materiaªu.

W stanie wyj±ciowym materiaª pocz¡tkowo wykazuje wªa±ciwo±ci cieczy
lepkiej, i stopniowo powstaje w nim struktura szkieletu o malej¡cej poro-
wato±ci i coraz wyra¹niejszych wªa±ciwo±ciach ciaªa staªego. Proces ten jest
nazywany zwykle procesem wi¡zania i twardnienia (ang. setting and harde-
ning) materiaªu porowatego. Tworzy si¦ przy tym nieruchoma matryca fazy
staªej z rozwini¦t¡ sieci¡ porów. Zarówno w porach, jak i na powierzchni
podziaªu przestrzeni porowej i matrycy zachodz¡ procesy wymiany masy,
ªadunku elektrycznego, energii oraz mechaniczne. Obecno±¢ w rozwa»anym
ukªadzie skªadników naªadowanych elektrycznie jest przyczyn¡ pojawienia
si¦ swobodnych no±ników ªadunku elektrycznego i materiaªy takie staj¡ si¦
przewodnikami elektryczno±ci. Pod wpªywem zewn¦trznego pola elektro-
magnetycznego zachodzi w nich proces przenoszenia (transportu) ªadunku
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elektrycznego. Zmiana struktury o±rodka porowatego, której przejawem jest
zmiana udziaªu obj¦to±ciowego porów, spójno±ci matrycy oraz przestrzeni
porowej, udziaªu masowego poszczególnych skªadników i inne, maj¡ wpªyw
na wªa±ciwo±ci elektryczne, w tym tak»e przewodnictwa elektrycznego. Z
drugiej za± strony, zmiany wªa±ciwo±ci elektrycznych takich o±rodków s¡
¹ródlem informacji o zachodz¡cych w nich procesach przemian struktural-
nych.

Jak ju» wspomniano w podrozdziale 1.2, przepªyw pr¡du elektrycznego
przez materiaªy b¦d¡ce przewodnikami elektrycznymi, charakteryzowany
jest tzw. efektywnym wspóªczynnikiem przewodnictwa wªa±ciwegoσe b¦d¡-
cego wspóªczynnikiem proporcjonalno±ci mi¦dzy nat¦»eniem pola elektrycz-
nego E wywoªuj¡cego przepªyw pr¡du a g¦sto±ci¡ strumienia j przepªywa-
j¡cego ªadunku elektrycznego w prawie Ohma (1.9), którego sªuszno±¢ dla
przewodników pierwszego rodzaju (elektronowych) jest potwierdzona do-
±wiadczalnie.

Zasadniczo innym rodzajem przewodników elektryczno±ci s¡ przewod-
niki jonowe. Dla opisu wªa±ciwo±ci elektrycznych w takich przewodnikach
rozwa»a si¦ o±rodek wieloskªadnikowy, który jest mieszanin¡ skªadników:
oboj¦tnych elektrycznie o g¦sto±ci ρ(0) oraz n1, n2 rodzajów skªadników
(jonów) naªadowanych dodatnio i ujemnie z udziaªami masowymiργ+,ργ−.
Przy tym ρ = ρ(0) +

n1∑
γ+=1

ργ+ +
n2∑

γ−=1
ργ− - jest g¦sto±ci¡ rozwa»anej mie-

szaniny.
W rozwa»anym medium na skªadniki naªadowane elektrycznie (jony)

dziaªa ze strony pola elektromagnetycznego siªa obj¦to±ciowaF wyra»ona
nast¦puj¡co:

ραFα = ραeαE (4.1)
która powoduje przy±pieszony ruch skªadnika równowa»ony oporem ±rodo-
wiska ciekªego:

ραeαE = ηvα (4.2)
gdzie E - nat¦»enie pola elektrycznego, η - wspóªczynnik oporu, zale»ny od
lepko±ci cieczy, vα � ±rednia pr¦dko±¢ jonów rodzaju α. Dlatego mo»emy
przyj¡¢, »e ±rednia pr¦dko±¢ poruszania si¦ jonów (zarówno dodatnich jak i
ujemnych) jest proporcjonalna do nat¦»enia pola elektrycznego

vα = uαE (4.3)
Wspóªczynnik proporcjonalno±ci uα jest nazywany ruchliwo±ci¡ jonów [46].
Zostaª on wprowadzony w elektrochemii i okre±la on zdolno±¢ skªadnika do
przenoszenia ªadunku elektrycznego. Przy tym

jα = ραeαuαE (4.4)
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jest strumieniem ªadunku elektrycznego zwi¡zanego z transportem skªad-
nika α. Sumaryczny strumie« ªadunku elektrycznego j (pr¡d elektryczny)
wyznaczymy jako sum¦ strumieni parcjalnych:

j =
∑
α

jα, lub j =
∑
γ+

ργ+eγ+uγ+E +
∑
γ−

ργ−eγ−uγ−E (4.5)

Oznaczymy przez eγ+ oraz eγ− ªadunek elektryczny jednostki masy obec-
nych w o±rodku kationów oraz anionów. Mo»emy przy tym wprowadzi¢
globalny wspóªczynnik

σe =
∑
γ+

ργ+eγ+uγ+ +
∑
γ−

ργ−eγ−uγ− (4.6)

b¦d¡cy odpowiednikiem wspóªczynnika przewodno±ci elektrycznej dla roz-
wa»anego o±rodka wieloskªadnikowego. Wielko±¢ ta jest zale»na od udziaªu
masowego skªadników o±rodka oraz parametrów wyznaczaj¡cych ich ruchli-
wo±¢. Zatem w materiaªach, b¦d¡cych wieloskªadnikowymi przewodnikami
elektryczno±ci, mimo zasadniczo odmiennych mechanizmów przenoszenia
ªadunku elektrycznego, mo»na wprowadzi¢ wielko±¢σe, która cechuje prze-
pªyw pr¡du elektrycznego podobnie do prawa Ohma, stosowanego do opisu
przewodno±ci elektrycznej w przewodnikach I rodzaju.

4.2. Pomiar przewodno±ci elektrycznej
Dla pomiaru wªa±ciwo±ci elektrycznych materiaªów, b¦d¡cych przewod-

nikami elektryczno±ci, istnieje szereg technik, podstawowym elementem któ-
rych jest obserwacja procesów zachodz¡cych w próbce badanego materiaªu
przy dziaªaniu zewn¦trznego pola elektromagnetycznego [52, 85]. Pole takie
mo»e by¢ wywoªane rozmaitymi sposobami, w±ród których mo»na wyszcze-
gólni¢ dwa podstawowe: kontaktowy oraz bezkontaktowy. Pierwszy sposób
przewiduje podª¡czenie próbki badanego materiaªu do obwodu elektrycz-
nego i obserwacji przepªywaj¡cego pr¡du elektrycznego. Bezkontaktowa
metoda pomiaru wykorzystuje próbk¦ umieszczon¡ w polu generowanym
przez znane ¹ródªo i po±rednie wyznaczanie cech elektrycznych na podsta-
wie efektu wynikowego dziaªania takiego pola. I pierwszy, i drugi sposób
maj¡ wspólne cechy wynikaj¡ce z konieczno±ci uj¦cia wpªywu zewn¦trznego
oddziaªywania elektromagnetycznego na materiaª.

Przyªo»enie do próbki ró»nicy potencjaªów wywoªuje powstanie w niej
pola elektromagnetycznego. Naªadowane elektrycznie skªadniki o±rodka na
skutek dziaªania na nie siª pochodzenia elektrycznego wprowadzane s¡ w
uporz¡dkowany ruch i przez próbk¦ pªynie pr¡d. Podstaw¡ do wyznaczenia
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oporno±ci ukªadu jest pomiar nat¦»enia przepªywaj¡cego pr¡du. Zastosowa-
nie przy tym pr¡du staªego nie jest mo»liwe ze wzgl¦du na proces elektrolizy
próbki. Na elektrodach doprowadzaj¡cych napi¦cie do próbki (powierzch-
nia kontaktowa) równie» zachodzi oddziaªywanie polaryzacyjne z materia-
ªem próbki. Wytwarza si¦ siªa elektromotoryczna na powierzchni kontaktu,
która uniemo»liwia dokªadne pomiary przepªywaj¡cego pr¡du. W pracach
Hammonda i Robsona [33], Monfore'a [62], dotycz¡cych pomiaru oporno±ci
próbek betonowych, wykorzystano ¹ródªo niskiego napi¦cia ze zmian¡ po-
larno±ci dwa razy na sekund¦. Problem obej±cia wpªywu efektów polaryza-
cyjnych rozwi¡zany zostaª przez Hanssona [34], Hughesa [35] przez wprowa-
dzenie funkcji ujmuj¡cej zale»no±¢ przepªywaj¡cego pr¡du od stosowanego
napi¦cia. Przeprowadzane byªy pomiary z szeregiem niskich napi¦¢ (4, 6,
8 Volt) i analizowane ustalone przepªywy pr¡du. W wi¦kszo±ci pomiarów
stosowany jest obecnie przepªyw pr¡du zmiennego, co pozwala minimalizo-
wa¢, a przy zastosowaniu wy»szych cz¦sto±ci, wyeliminowa¢ wpªyw efektów
polaryzacyjnych.

Przewodniki wieloskªadnikowe s¡ strukturami niejednorodnymi, dlatego
istotny wpªyw na dokªadno±¢ przeprowadzanego pomiaru ma ksztaªt próbki
oraz sposób wª¡czenia jej w obwód elektryczny. Przy pomiarach wykorzy-
stywane s¡ próbki w ksztaªcie pryzm, kostek, czy te» cylindrów. Wybór
ksztaªtu próbki podyktowany jest ªatwo±ci¡ podª¡czenia doprowadzaj¡cych
elektrod, zapewniaj¡cy dobry kontakt elektryczny oraz mo»liwie najbardziej
dokªadne zapewnienie jednokierunkowego przepªywu no±ników elektryczno-
±ci. Kontakt elektrod doprowadzaj¡cych napi¦cie, ze wzgl¦du na niejed-
norodno±¢ materiaªu, powinien zachodzi¢ na mo»liwie du»ej powierzchni.
Z drugiej strony, wymóg jednokierunkowo±ci przepªywu pr¡du elektrycznego
wymaga zmniejszenia pola przekroju poprzecznego próbek.

Elektrody doprowadzaj¡ce, wykorzystywane w pomiarach, s¡ równie»
ró»nego typu. Najcz¦±ciej u»ywane s¡ miedziane, ale w niektórych przy-
padkach stosowane tak»e elektrody stalowe lub z innych materiaªów dobrze
przewodz¡cych. Pewny kontakt próbki z przewodnikiem doprowadzaj¡cym
pr¡d zapewnia wykorzystanie farb lub past dobrze przewodz¡cych pr¡d elek-
tryczny. Elkey i Sellevold [20, 73] wykazali, i» wyniki pomiarów zale»ne s¡
od ci¡gªo±ci kontaktu mi¦dzy elektrodami i próbk¡.

4.3. Przewodno±¢ elektryczna materiaªów cementowych

Opisowi technologii otrzymania cementowych materiaªów budowlanych
po±wi¦cono wiele publikacji w literaturze naukowej i technicznej [28, 45, 66],
w których przedstawiane badania wpªywu poszczególnych skªadników, do-
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datków, domieszek oraz warunków oddziaªywania zewn¦trznego na wªa±ci-
wo±ci gotowych materiaªów. Materiaªy cementowe w budownictwie wyko-
rzystywane s¡ bardzo szeroko i zatem zachodzi konieczno±¢ prowadzenia
bada« pozwalaj¡cych gª¦biej pozna¢ ich wªa±ciwo±ci. Du»o uwagi w tych
badaniach po±wi¦cono opisowi przemian chemicznych oraz �zycznych i ana-
lizowany wpªyw tych przemian na materiaª ko«cowy. Pomiary wªa±ciwo±ci
elektrycznych takich materiaªów s¡ dodatkowym ¹ródªem informacji o pro-
cesach �zycznych zachodz¡cych w trakcie zabiegów technologicznych.

W cementowych materiaªach budowlanych podstawowym skªadnikiem,
który zapewnia utworzenie si¦ szkieletu ciaªa staªego, jest cement. Cement
jest mineralnym materiaªem hydraulicznym, i po zmieszaniu z odpowiedni¡
ilo±ci¡ wody zachodzi proces �nalizowany tworzeniem si¦ nierozpuszczal-
nych w wodzie zwi¡zków, które ª¡cz¡c si¦ mi¦dzy sob¡ oraz ze skªadnikami
wypeªniacza, tworz¡ szkielet przyszªego elementu w fazie staªej. Znajomo±¢
zmiany w czasie przewodno±ci elektrycznej materiaªu pozwala na ocen¦ po-
st¦pu w tworzeniu si¦ ci¡gªej struktury fazy staªej szkieletu.

Zasad¦ przeprowadzenia pomiaru przewodno±ci elektrycznej zaczynów
cementowych ilustruje rys. 4.1. Pojemnik z materiaªu izolacyjnego wypeª-
niony jest badan¡ substancj¡. Napi¦cie wywoªywane jest przez przyªo»one
do przeciwlegªych ±cian elektrody, a nast¦pnie mierzone jest nat¦»enie prze-
pªywaj¡cego pr¡du. Opór wªa±ciwy obliczany jest ze wzoru

ρ =
RA

L
, (4.7)

gdzie A - pole przekroju, L - dªugo±¢ próbki, U - napi¦cie, I - nat¦»enie
przepªywaj¡cego pr¡du. Odwrotno±ci¡ oporu jest przewodno±¢ elektryczna:

σe =
1
ρ

(4.8)

W przyj¦tym ukªadzie pomiarowym wielko±¢ ta jest rozumiana jako opór
sze±cianu o jednostkowych wymiarach [85].

Pomiarowy obwód elektryczny zawiera generator zasilaj¡cy (¹ródªo na-
pi¦cia) o regulowanej amplitudzie (0�20V ) i cz¦stotliwo±ci (50Hz�100kHz).
Elektrody doprowadzaj¡ce umieszczone s¡ na ±ciankach czoªowych pojem-
nika w ksztaªcie prostopadªo±cianu. W pojemniku tym umieszczona jest
próbka badanego materiaªu. Nat¦»enie przepªywaj¡cego przez próbk¦ pr¡du
elektrycznego mierzone jest za pomoc¡ amperomierza cyfrowego, wªaczo-
nego w obwód szeregowo i przekazywane do komputera dokonuj¡cego reje-
stracje mierzonej wielko±ci w równych (zadanych) odst¦pach czasu. Otrzy-
mane zatem warto±ci, z wykorzystaniem zale»no±ci (4.7), przeliczane s¡ na
opór wªa±ciwy materiaªu oraz przewodno±¢ elektryczn¡ wªa±ciw¡ zgodnie
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z wyra»eniem (4.8). Przy tym dªugo±¢ próbki wynosiªaL = 150mm, szero-
ko±¢ i wysoko±¢ odpowiednio a× b = 38mm× 30mm.

Pojemnik, po umieszczeniu w nim próbki byª szczelnie zamykany w celu
unikni¦cia odparowania wody zarobowej. Celem takiego zabiegu jest otrzy-
manie próbki materiaªu o mo»liwie najbardziej jednorodnych wªa±ciwo-
±ciach. Kolejnym zabiegiem umo»liwiaj¡cym porównanie warto±ci, otrzy-
manych z ró»nych pomiarów, byªo zapewnienie jednakowych warunków
cieplnych. Zostaªo to osi¡gni¦te przez umiejscowienie pojemnika z bada-
nym materiaªem w komorze do bada« cieplnych, w której podtrzymywana
byªa staªa temperatura w czasie przeprowadzenia pomiaru.

Wykonana, wedªug proponowanego w poprzednim rozdziale schematu
obliczeniowego, analiza procesów termomechanicznych, zachodz¡cych w sto-
sowanym ukªadzie pomiarowym, wykazaªa znikomy wpªyw dziaªania pola
elektromagnetycznego na zmiany temperatury, jej niejednorodno±¢ oraz stan
napr¦»e« mechanicznych w próbce przy wybranych parametrach oddziaªy-
wania tego pola. Oddziaªywania na próbki polem elektromagnetycznym
okresowo zmiennym w czasie i wyeliminowanie wymiany jej masy z oto-
czeniem pozwoliªo zapewni¢ jednokierunkowy przepªyw pr¡du i utrzymanie
w czasie pomiaru jednorodno±ci struktury badanego materiaªu.

Próbki zaczynu cementowego otrzymano przez wymieszanie odwa»onych
ilo±ci cementu i wody w celu zapewnienia odpowiedniego w przeprowadza-
nym pomiarze wska¹nika wodno�cementowego. Pomiar zaczynaª si¦ zaraz
po umieszczeniu otrzymanej mieszaniny w pojemniku i byª przerywany po
upªywie okoªo 100 godzin.

Pomiary przewodno±ci elektrycznej przeprowadzone zostaªy dla zaczy-
nów wykonanych z cementów portlandzkich CEM I oraz cementów z do-
datkami »u»la CEM II i CEM III. Zaczyny do pomiarów przygotowane
zostaªy przy jednakowym wspóªczynniku wodno-cementowym W/C=0,35.
Dla ka»dego rodzaju cementu przeprowadzono pomiar dla serii co najmniej
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Tablica 4.1. Porównanie wyników pomiaru przewodno±ci elektrycznej [1/Ohm·m]
zaczynów z ró»nych cementów

Cement Przewodno±¢
pocz¡tkowa

Przewodno±¢
maksymalna

CEM I 32,5R 1,23 1,35
CEM I 42,5R 1,29 1,47
CEM I 52,5R 1,55 1,63
CEM II/B-M (V-LL) 32,5R 0,86 1,21
CEM II/B-S 32,5 R 0,77 1,17
CEM II/ B-V 32,5 R 0,93 1,17
CEM II/ B-S 42,5 N 1,15 1,29
CEM III/A 32,5N-NA/HSR/LH 0,69 0,86
CEM III/A 42,5N-NA 0,81 0,95
CEM III/B 32,5N-NA/HSR/LH 0,61 0,74
Spoiwo »u»lowe 0,11 0,14

trzech próbek. Nale»y podkre±li¢ dobr¡ powtarzalno±¢ uzyskanych wyników
z odchyªkami nie przekraczaj¡cymi bª¦du przyrz¡dów pomiarowych. Na rys.
4.2 przedstawiono wyniki zmian przewodno±ci wªa±ciwej w czasie wi¡zania
i twardnienia zaczynu z cementów portlandzkich CEM I w pierwszych 24
godzinach. Natomiast rys 4.3 ilustruje podobn¡ zale»no±¢ dla zaczynów ce-
mentowych wykonanych z cementów zawieraj¡cych dodatek granulowanego
»u»la wielkopiecowego (cement portlandzki »u»lowy CEM II/B-S 32,5R oraz
cementy hutnicze CEM III/A,B 32,5N NA/HSR/LH).

Zestawienie wyników pomiaru przewodno±ci elektrycznej dla wszystkich
badanych zaczynów cementowych, z ró»nymi rodzajami cementów, przed-
stawia tablica 4.1. W zestawieniu tym podano pocz¡tkow¡ przewodno±¢
elektryczn¡ (od razu po uformowaniu) oraz osi¡gni¦ta w czasie pomiaru
maksymaln¡ warto±¢ przewodno±ci elektrycznej.

4.4. Ocena procesu twardnienia zaczynu cementowego

Do tworzenia modeli ujmuj¡cych mikrostruktur¦ materiaªu wykorzysty-
wana jest teoria perkolacji [76]. Podstawow¡ koncepcj¡ tej teorii jest idea
spójno±ci. Struktury pewnego rodzaju s¡ wbudowane w obszar istniej¡cego
rdzenia. Teoria ta daje odpowied¹ na pytanie: przy jakim udziale obj¦-
to±ciowym pewien obszar zostanie wypeªniony? Inna forma tego pytania
brzmi: kiedy dla struktury wypeªniaj¡cej pewien obszar w przypadkowy
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sposób usuwane elementy powoduj¡ jej rozdzielenie? Próg perkolacyjny
jest de�niowany jako punkt zmiany spójno±ci struktury.

W zastosowaniu do materiaªów cementowych, podej±cie takie jest przy-
datne do uj¦cia zmian wªa±ciwo±ci materiaªu od wymieszania do tworzenia
si¦ �nalnej struktury. Zaraz po wymieszaniu, skªadniki b¦d¡ce w fazie staªej
w zaczynie cementowym, nie s¡ poª¡czone mi¦dzy sob¡ lub zwi¡zki te s¡
nietrwaªe (tzw. poª¡czenia kªaczkowate) i dlatego ±wie»o otrzymany mate-
riaª jest ciecz¡ lepk¡. Struktura fazy staªej jest budowana poprzez wzrost
udziaªu nierozpuszczalnych produktów reakcji i w pewnej chwili osi¡gana
jest ci¡gªo±¢, odpowiadaj¡ca utworzeniu si¦ ci¡gªej struktury szkieletu ma-
teriaªu. Próg ten jest przyjmowany jako punkt twardnienia materiaªu. Po
stwardnieniu zaczynu cementowego nast¦puje utrata ci¡gªo±ci przestrzeni
porowej, co ma wpªyw na proces przenoszenia ªadunku elektrycznego w ma-
teriale. Cz¦±¢ przestrzeni porowej staje si¦ zamkni¦ta i redukowane s¡ drogi
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Rysunek 4.4. Typowa zale»no±¢ zmiany przewodno±ci elektrycznej w czasie wi¡-
zania

przenoszenia dla takiego procesu. Kontynuacja utraty przestrzeni porowej
doprowadza do stopniowej zamiany stosunkowo �szybkiego� transportu roz-
tworu czy te» jonów w wzgl¦dnie du»ej przestrzeni porowej na �powolny�
transport regulowany maªymi porami »elowymi. W pracach Garbocziego
i Bentza [26, 27] dokonano cyfrowych symulacji wpªywu porowato±ci na
próg perkolacyjny dla zaczynów cementowych o ró»nych wspóªczynnikach
wodno-cementowych. Przy tym zakªadano, »e wypeªnienie obszaru nast¦-
puje wtedy, kiedy znikaj¡ poª¡czone mi¦dzy sob¡ pory, tworz¡ce ±cie»ki
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w caªej obj¦to±ci. Okazaªo si¦, i» praktycznie dla wszystkich zaczynów
o wspóªczynniku wodno-cementowym poni»ej 0,6 taki próg perkolacyjny
istnieje. Przyj¦to, na podstawie takich symulacji, »e w przypadku wspóª-
czynników wodno-cementowych powy»ej 0,6-0,7 zawsze istnieje zwarty sys-
tem porowy. Taki wynik jest w dobrej zgodno±ci z danymi do±wiadczalnymi
zarówno podanymi w literaturze [26], jak i otrzymanymi w pracy.

Typow¡ zaªe»no±¢ zmiany w czasie pomiaru przewodno±ci elektrycznej
zaczynu cementowego przedstawia wykres na rysunku 4.4. Od chwili ufor-
mowania próbki przewodno±¢ wªa±ciwa materiaªu ro±nie, osi¡gaj¡c warto±¢
maksymaln¡, po czym nast¦puje jej stopniowe zmniejszenie, a» do osi¡gni¦-
cia wielko±ci, charakterystycznej dla materiaªu stwardniaªego. W mate-
riale stwardniaªym wi¦kszo±¢ przestrzeni zajmuje nierozpuszczalny szkielet,
który jest dobrym izolatorem. Zawarto±¢ cieczy porowej oraz ilo±¢ roz-
puszczonych w niej skªadników znacznie obni»a si¦, co jest przyczyn¡ istot-
nego spadku przewodno±ci elektrycznej zaczynu. Czas, oznaczony na rys.
4.4 jako t0, przy którym nast¦puje obni»enie przewodno±ci wªa±ciwej, jest
przyjmowany jako czas utworzenia si¦ spójnej struktury szkieletu materiaªu
porowatego.



Uwagi ko«cowe

W pracy zaproponowano wariant opisu modelowego procesów termome-
chanicznych zachodz¡cych w niemetalowych przewodnikach elektrycznych
poddanych oddziaªywaniu zewn¦trznego, periodycznego w czasie pola elek-
tromagnetycznego. Podstawowym celem takiego opisu byªo uj¦cie sprz¦-
»onych procesów przenoszenia ªadunku elektrycznego (przepªywu pr¡du) i
energii, oraz ich wpªywu na procesy mechaniczne (odksztaªcenia, napr¦»e-
nia). Cel ten zostaª zrealizowany przez traktowanie pola elektromagnetycz-
nego jako czynnika zewn¦trznego powoduj¡cego powstanie w ciele (przewod-
niku elektrycznym) ¹ródeª ciepªa oraz siª ponderomotorycznych, które maj¡
charakter dziaªania obj¦to±ciowego. Zbudowanie takiego modelu pozwoliªo
na zaproponowanie algorytmu obliczeniowego do wyznaczenia parametrów
charakteryzuj¡cych wymienione procesy: nat¦»enia pól elektrycznego oraz
magnetycznego pola elektromagnetycznego, temperatury, odksztaªcenia i
napr¦»enia mechanicznego.

Punktem wyj±cia zaproponowanego opisu byªy równania �zyczne otrzy-
mane z wykorzystaniem modelu fenomenologicznego porowatych o±rodków
wieloskªadnikowych [48, 59, 60, 77, 91]. Zostaªy przy tym sformuªowane
relacje elektrodynamiki, przewodno±ci cieplnej oraz mechaniki, które przy-
j¦to jako zale»no±ci wyj±ciowe dla poszukiwanych pól. Zakªadano przy tym,
»e wªa±ciwo±ci materiaªu cechuj¡ wielko±ci efektywne (otrzymane w wyniku
u±rednienia przestrzennego). Po uzupeªnieniu tych równa« odpowiednimi
warunkami brzegowymi i pocz¡tkowymi otrzymano modelowe zagadnienie
brzegowe.

Przy formuªowaniu równa« wyj±ciowych modelu uwzgl¦dniono zale»no±¢
efektywnych wªa±ciwo±ci o±rodka od temperatury oraz wzi¦to pod uwag¦
mo»liw¡ wymian¦ ciepªa przez promieniowanie na powierzchni ciaªa. Przy-
j¦to przy tym, »e materiaª nie ulega polaryzacji i namagnesowaniu. W takim
podej±ciu zagadnienie wyj±ciowe sprowadzono do sprz¦»onego, nieliniowego
ukªadu równa« elektrodynamiki i przewodnictwa cieplnego. Nast¦pnie wy-
znaczono stan mechaniczny o±rodka z równa« termomechaniki, ze wspóª-
czynnikami zale»nymi od zmiennych przestrzennych.
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W celu rozwi¡zywania otrzymanych nieliniowych zagadnie« brzegowych
zaproponowano metod¦ iteracyjn¡. W realizacji procesu iteracyjnego przed-
stawiono zale»no±ci wspóªczynników materiaªowych od temperatury jako
sum¦ warto±ci ±redniej na rozpatrywanym interwale temperatur oraz od-
chylenia od tej warto±ci. Jako pierwsze przybli»enie wybierane jest tu roz-
wi¡zanie przy wielko±ciach ±rednich w przedziale rozwa»anych temperatur,
a w nast¦pnych � odchylenia wspóªczynników materiaªowych obliczane po
temperaturze wyliczonej z poprzedniego przybli»enia. Taka procedura pro-
wadzi w ka»dej iteracji do kolejnego rozwi¡zywania niesprz¦»onych równa«
elektrodynamiki, przewodnictwa cieplnego oraz mechaniki.

Wraz z przyj¦ciem do rozwa»a« zewn¦trznego oddziaªywania na o±rodek
pola elektromagnetycznego o charakterze periodycznym w czasie, sformuªo-
wano równania wyj±ciowe wzgl¦dem zespolonych, wolno zmieniaj¡cych si¦
w czasie amplitud. Przy tym w równaniach elektrodynamiki za funkcje
poszukiwane przyjmowano amplitudy nat¦»e« pól elektrycznego lub ma-
gnetycznego. Podobnie, jak w zagadnieniach dla przewodników o staªych
wspóªczynnikach materiaªowych, pomijane s¡ tu skªadowe periodyczne pól:
termicznego i mechanicznych. Do rozwi¡zywania otrzymywanych w kolej-
nych przybli»eniach zagadnie« brzegowych stosowano numeryczn¡ metod¦
ró»nic sko«czonych, przy wykorzystaniu stabilnego, niejawnego schematu
ró»nicowego.

Opracowany model obliczeniowy zastosowano do analizy termospr¦»y-
stego stanu ciaª cylindrycznych (cylinder jednorodny oraz ukªad wspóªosio-
wych cylindrów, wykonanych z ró»nych materiaªów). Analizowano przy tym
z wykorzystaniem przyj¦tego modelu obliczeniowego zmiany poziomu wy-
nikaj¡cych napr¦»e« w elementach ukªadu. Uwzgl¦dniono przy tym w sche-
macie obliczeniowym zmienno±¢ wspóªczynników materiaªowych od tempe-
ratury oraz wymian¦ ciepln¡ przez promieniowanie, zarówno z otoczeniem,
jak i mi¦dzy s¡siaduj¡cymi powierzchniami cylindrów. Oszacowano przy
tym dokªadno±¢ przyj¦tej przybli»onej metody oblicze«.

Zaproponowany model opisu stanu termomechanicznego przewodników
niemetalowych stanowi podstaw¦ analizy wymienionych procesów przy do-
±wiadczalnym wyznaczaniu wspóªczynnika przewodno±ci elektrycznej ma-
teriaªu wieloskªadnikowego. Przedstawione wyniki pomiaru przewodno±ci
elektrycznej zaczynów cementowych pozwoliªy na powi¡zanie zmiany war-
to±ci przewodno±ci elektrycznej w czasie wi¡zania i twardnienia materiaªu ze
zmianami spójno±ci struktury szkieletu fazy staªej. Zaproponowano na tej
podstawie sposób oceny stanu zaawansowania procesu wi¡zania cementu.

Opracowany wariant teorii termomechaniki przewodników niemetalo-
wych pozwala na uzyskanie rozwi¡za« nowych zagadnie« elektromagneto-
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termomechaniki, z uwzgl¦dnieniem zale»no±ci wspóªczynników materiaªo-
wych od temperatury oraz osobliwo±ci wªa±ciwo±ci elektromagnetycznych
przewodników niemetalowych i mo»e by¢ stosowany w szerokim zakresie
cz¦stotliwo±ci oddziaªuj¡cych na materiaª zewn¦trznego pola elektromagne-
tycznego.

Mo»liwe jest równie» przy tym wykorzystanie zaproponowanego modelu
do opracowania racjonalnych (ze wzgª¦du na nieprzekroczenie dopuszczal-
nych napr¦»e«) przebiegów obróbki cieplnej materiaªów przewodz¡cych wy-
mienionego typu, z wykorzystaniem oddziaªywania pola elektromagnetycz-
nego.

Prezentowane obecnie w literaturze bardziej rozbudowane modele ana-
lizowanych zjawisk nie s¡ cz¦sto doprowadzone do postaci nadaj¡cej si¦ do
zbudowania efektywnych algorytmów obliczeniowych. Wynika to gªównie
z faktu, »e parametry rozwa»anych procesów otrzymywane s¡ przy wyko-
rzystaniu zªo»onych ukªadów równa« �zyki matematycznej, zawieraj¡cych
równania ró»niczkowe cz¡stkowe ró»nych typów. Cz¦sto dochodzi do tego
brak danych eksperymentalnych o wªa±ciwo±ciach materiaªowych, szczegól-
nie dla materiaªów wieloskªadnikowych. Zaproponowany w pracy model i
wyniki bada« wypeªniaj¡ luk¦ w rozwi¡zywaniu tych problemów.

Przedstawiony model posiada równie» szereg ogranicze« co do mo»liwo-
±ci jego zastosowania. Wspomnie¢ tu przede wszystkim nale»y o tym, »e
oparty jest on na bazie wspóªczynników efektywnych. Post¦powanie takie
nie zawsze jest mo»liwe, szczególnie w materiaªach o istotnych lokalnych
niejednorodno±ciach, czy te» przy du»ych gradientach poszukiwanych pól,
które maj¡ miejsce przy oddziaªywaniach niestacjonarnych czy przebiegach
przej±ciowych. Równie» nie s¡ uwzgl¦dnione w modelu mo»liwe przej±cia fa-
zowe, ze skokowymi zmianami wªa±ciwo±ci materiaªu. Zaªo»e« modelowych
dokonano z pomini¦ciem szeregu innych efektów, które równie» ograniczaj¡
stosowalno±¢ teorii w przypadkach szczególnych.

Mo»na przy tym wymieni¢ niektóre kierunki rozszerzenia zakresu ba-
da« przeprowadzonych w pracy (nie wyczerpuj¡ce jednak przedstawionej
problematyki):

� Zbudowanie, na podstawie zaproponowanego modelu, schematów ob-
róbki cieplnej materiaªów przewodz¡cych oraz rozwini¦cie teorii optyma-
lizacji sprz¦»onych procesów elektromagnetycznych, temperaturowych i
mechanicznych, przy zewn¦trznych obci¡»eniach elektromagnetycznych;
procedur optymalizacji takiej obróbki;

� Rozwini¦cie teorii i metod rozwi¡zywania odpowiednich zagadnie« brze-
gowych, opracowanie algorytmów i schematów obliczeniowych zorien-
towanych na rozwi¡zywanie nieklasycznych zagadnie« termomechaniki
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wieloskªadnikowych ciaª przewodz¡cych, przy oddziaªywaniach elektro-
magnetycznych szerszego zakresu cz¦stotliwo±ci oraz zagadnie« niesta-
cjonarnych (w tym oddziaªywa« impulsowych);

� Rozszerzenie zakresu do±wiadczalnych bada« wªa±ciwo±ci elektrycznych
materiaªów wieloskªadnikowych, ze szczególnym uwzgl¦dnieniem zmien-
no±ci ich struktury wewn¦trznej i jej zmian w czasie.
Wydaje si¦ jednak, »e mimo wymienionych ogranicze«, propozycje przed-

stawione w niniejszej pracy stanowi¡ pewne uzupeªnienie wiedzy w dziedzi-
nie modelowania stanu termomechanicznego przewodników niemetalowych
przy oddziaªywaniu na nie polem elektromagnetycznym.
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Procesy termomechaniczne w przewodnikach niemeta-
lowych przy oddziaªywaniu pola elektromagnetycznego

W pracy zbudowano wariant modelu termomechaniki niemetalowych prze-
wodników elektrycznych i zaproponowano metodologi¦ badania sprz¦»onych
procesów elektro�zycznych, cieplnych i mechanicznych w takich ciaªach,
spowodowanych wpªywem zewn¦trznego zmiennego w czasie, ustalonego lub
kwaziustalonego pola elektromagnetycznego.

Do zbudowania wªasnego wariantu teorii termomechaniki przewodni-
ków niemetalowych w polu elektromagnetycznym wykorzystano znane mo-
delowe podej±cia do mechaniki mieszanin i mechaniki pól sprz¦»onych, w
szczególno±ci kontynualny model mieszaniny z dominuj¡cym skªadnikiem
(szkieletem) w strukturze materiaªu. Dla sformuªowania równa« �zycznych
wykorzystano wyniki modelowania fenomenologicznego. Zakªada si¦ tak»e
w opisie badanych zjawisk, »e wªa±ciwo±ci materiaªu charakteryzowane s¡
warto±ciami efektywnymi odpowiednich wspóªczynników materiaªowych.

Przy formuªowaniu równa« wyj±ciowych modelu uwzgl¦dniono zale»-
no±ci efektywnych warto±ci wspóªczynników materiaªowych od tempera-
tury oraz wzi¦to pod uwag¦ mo»liw¡ wymian¦ ciepªa przez promieniowanie.
Przyj¦to przy tym, »e materiaª nie ulega polaryzacji i namagnesowaniu.
Proces odksztaªcania si¦ uwa»any jest za kwazistatyczny.

Opracowany model obliczeniowy zastosowano do analizy termospr¦»y-
stego stanu ciaªa cylindrycznego oraz ukªadu wspóªosiowych cylindrów, w
okresowo zmiennym po czasie polu elektromagnetycznym. Realizowano
przy tym algorytm obliczeniowy sformuªowanych zagadnie« oraz przeanali-
zowano wpªyw zmienno±ci wªa±ciwo±ci materiaªu od temperatury oraz wy-
miany cieplnej promieniowaniem z otoczeniem na wynikaj¡ce napr¦»enia
mechaniczne w przewodniku. Przedstawiono równie» wyniki przeprowa-
dzonych oblicze« dla ukªadu dwóch wspóªosiowych cylindrów rozdzielonych
warstw¡ pró»ni.

Rozpatrywany model opisu termomechanicznego zachowania si¦ dla prze-
wodników niemetalowych z wykorzystaniem opracowanej metody rozwi¡zy-
wania sformuªowanych zagadnie« brzegowych, pozwoliª na ocen¦ wpªywu
oddziaªywania pola elektromagnetycznego na stan termomechaniczny pró-
bek przy pomiarach wspóªczynnika przewodno±ci elektrycznej. Przedsta-
wiono wyniki pomiaru przewodno±ci elektrycznej zaczynów cementowych i
powi¡zanie zmiany w czasie warto±ci tej przewodno±ci elektrycznej ze zmia-
nami spójno±ci struktury szkieletu fazy staªej. Zaproponowano na tej pod-
stawie sposób oceny stanu zaawansowania procesu wi¡zania i twardnienia
cementu.
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Termomechanical processes in non-metallic conduc-
tors under action of the electromagnetic field

In this paper a variant of the model of thermomechanical behaviour de-
scription of the non-metallic conductors was built. The methodology for
investigation of the conjugated electrophysical, heat transfer and mechani-
cal processes caused by outer steady and quasi-steady electromagnetic �eld
was proposed.

For the construction of the own variant of thermomechanical theory
of the non-metallic conductors in electromagnetic �eld, known model ap-
proach for mechanics of mixtures and coupled �elds was used; speci�cally
continuum model of the mixture with dominant component (skeleton) in
structure of the material was utilized. For the physical equation formula-
tion the results of the phenomenological modelling were taken advantage of.
In description of the investigated phenomena an assumption that material
properties are characterised by e�ective coe�cients was made.

When formulating the governing equation of the model, temperature
dependency of e�ective material coe�cients and possibility of the radiative
heat exchange were taken into account. Polarization and magnetization
processes were neglected. Deformation is considered to be quasi-static.

Elaborated calculation model for the thermomechanical analysis of the
cylinder and co-axial cylinder system in time-periodical electromagnetic
�eld was utilized. The calculation algorithm for the formulated problems
was brought about, and the in�uence of the variability of the material pro-
perties with temperature changes as well as the radiation heat transfer on
mechanical stresses in conductor were analysed. Also the numerical results
of the system of two co-axial cylinders divided by vacuum layer were pre-
sented.

Considered thermomechanical model for non-metallic conductors with
using of methods for solving the formulated boundary-valued problems was
admitted to estimate the in�uence of electromagnetic �eld acting to the spe-
cimens by electrical conductivity coe�cient measurement. The results of
such measurements for cement pastes and the variations of the conductivity
coe�cient in time caused by skeleton structure material changes were pre-
sented. The procedure of the estimation of advance setting and hardening
processes of cement paste was proposed.

133


	Spis treści
	Spis najważniejszych oznaczeń
	Wprowadzenie
	Rozdział 1. Modelowanie procesów termomechanicznychw przewodnikach 
niemetalowych
	1.1. Przegl¡d literatury problemu
	1.2. Załozenia modelowe

	1.3. Właściwości pól fizycznych

	1.3.1. Pole elektromagnetyczne
	1.3.2. Pole temperatury
	1.3.3. Pola przemieszczeń, odkształceń i naprężeń

	1.3.4. Równania podstawowe

	1.4. Rozwiązanie zagadnienia brzegowego
	1.4.1. Wyznaczanie pola elektromagnetycznego i temperatury
	1.4.2. Wyznaczanie odksztaªce« i napr¦»e«


	Rozdział 2. Procesy termomechaniczne w jednorodnym cylindrze
	2.1. Sformułowanie zagadnienia brzegowego i algorytm rozwi¡zania

	2.1.1. Wyznaczanie natężenia pola magnetycznego i temperatury

	2.1.2. Wyznaczanie stanu naprężenia i odkształcenia

	2.2. Płaskie zagadnienie osiowosymetryczne
	2.2.1. Wyznaczanie pola elektromagnetycznego i temperatury
	2.2.2. Wyznaczanie odkształceń i naprężeń



	Rozdział 3. Procesy termomechaniczne w układzie współosiowych cylindrów

	3.1. Sformułowanie zagadnienia brzegowego i algorytm rozwiązania

	3.1.1. Pole elektromagnetyczne i temperatura
	3.1.2. Pole naprężenia i odkształcenia 
	3.1.3. Pola kwaziustalone

	3.2. Rozwiązanie dla cylindra dwuwarstwowego
	3.2.1. Natężenie pola magnetycznego i temperatura 

	3.2.2. Stan naprężenia i odkształcenia

	3.3. Rozwiązanie dla układu cylindrów współosiowych, rozdzielonych warstwą próżn
i
	3.3.1. Pole elektromagnetyczne i
 temperatura
	3.3.2. Stan odkształcenia i naprężenia

	3.4. Obliczenia numeryczne

	3.4.1. Uwzględnienie zależności właściwości materiału odtemperatury 
	3.4.2. Uwzględnienie wymiany ciepł
a przez promieniowanie
	3.4.3. Analiza wyników obliczeń



	Rozdział 4. Przewodność elektryczna materiałów wieloskładnikowych
	4.1. Współczynnik przewodności elektrycznej
	4.2. Pomiar przewodności elektrycznej
	4.3. Przewodność elektryczna materiałów cementowych
	4.4. Ocena procesu twardnienia zaczynu cementowego


	Uwagi końcowe

	Bibliografia
	Streszczenia




