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Rozdziat 1

Wprowadzenie — przeglad literatury

1.1 Wirowo$¢ w mechanice ptynéw

Doniostos¢ znaczenia wirowosci w mechanice ptynéw bardzo dobrze oddaja stowa Kuche-
manna (1965), ktéry okredlit je mianem Sciegien i miesni dynamiki ptynéw. W rzeczywistych
przeptywach istnieje niemal nieskonczenie bogata réznorodnos¢ i ztozonos¢ struktur wirowych
i zwigzanych z nimi zjawisk hydrodynamicznych.

Zjawiska generowania dzwigku, wibracji, zaburzenia sity nosnej i sterownosci, zmiana wa-
runkéw wymiany ciepta, czy warunkéw mieszania zwigzane s3 wtasnie ze strukturami wirowymi.
Warto tutaj dodac ze obecno$¢ wiréw w przeptywie moze by¢ korzystna badz nie. S3 miejsca
gdzie struktury wirowe s3 pozadane (intensyfikacja mieszania, czy wymiany ciepfa, dodatko-
wa sifa noéna), sa takie gdzie ich obecnos¢ moze byé niebezpieczna (zaburzenia sterownosci,
zjawisko rezonansu) [21, 65, 47, 4]. Szablonowym przyktadem, moze by¢ tutaj zjawisko dyna-
micznego przeciagniecia (ang. dynamic stall) wystepujace przy optywie profilu ptata lotniczego.
Zjawisku temu towarzyszy struktura wirowa generowana nad skrzydtem samolotu, ktéra gdy
jest nad skrzydtem znacznie zwieksza site nosng samolotu, lecz w momencie oderwania tej
struktury nastepuje nagte i znaczace pogorszenie warunkéw lotu co moze prowadzi¢ w skraj-
nym przypadku do utraty sterownosci. Z powyzszych przyktadéw jasno wynika ze badanie
dynamiki pola wirowego oraz umiejetnosé kontroli struktur wirowych jest bardzo pozadane.

Wirowo$¢ (w = V X u) jest obecna we wszystkich przeptywach rzeczywistych. Warunek
braku poslizgu na Sciankach sztywnych, nieciggtosci sktadowych stycznych pola predkosci lub

niezachowawcze sity masowe (zwigzane np. z réznicami gestosci) powoduja produkcje wiro-
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wosci, ktéra jest unoszona i ulega dyfuzji w ptynie. Dla przeptywdw niescisliwych, a o takich
traktuje powyzsza rozprawa, zrédtem wirowosci jest Scianka sztywna.

Sformutowanie réwnan ruchu cieczy w ujeciu wirowosci w i predkosci u wydaje sie wiec
niezmiernie interesujace i korzystne, gdyz daje mozliwos$¢ sledzenia dynamiki pola wirowego i
bezposrednio badac przyczyny, miejsca i skutki rodzenia sie struktur wirowych w przeptywie.
Daje to poczatek metodom wirowym, gdzie ciggte pole wirowe jest zastepowane dyskretnym
rozktadem czastek wirowych. Czastki wirowe s3 nos$nikami informacji o polu wirowym, a ich
ruch, zgodny z aktualnym polem predkosci, oraz wzajemne oddziatywanie odpowiada ewolucji
pola wirowego. Tak sformufowane zagadnie posiada wiele interesujacych cech. Jedna z nich
jest gromadzenie sie elementéw wirowych w miejscach gdzie gradienty predkosci sa najwigk-
sze, pozwala to uzyskac doktadniejsza informacje o tych miejscach. Poczatek metod wirowych
datuje sie na lata trzydzieste XX wieku. W 1931 roku Rosenhead w pracy [66] badat dynamike
dwuwymiarowej warstwy wirowej dzielac ja na elementy wirowe, ktérych wzajemne oddzia-
tywanie obliczat z prawa Biota-Savarta. Jednak prawdziwy rozkwit metod wirowych nastapit
wraz z rozwojem technik komputerowych i mocy obliczeniowych gdyz pozwolito to wprowadzi¢

do obliczen duzg ilo$¢ czastek wirowych.

1.2 Nagta erupcja i separacja warstwy przysciennej

Przeptyw turbulentny w poblizu $cian jest bardzo powszechny. Mozna sie z nim zetknaé zaréw-
no w przeptywach zewnetrznych (optyw ptatéw, statkéw, topatek turbin, elementéw skrzydet,
czy kadtubdéw) jak i wewnetrznych (rurociagi, komory). Turbulencja jest bardzo skomplikowa-
ng forma ruchu ptynu i jednoczednie bardzo powszechng. Ruch turbulentny charakteryzuje sie
fluktuacja wszystkich sktadowych pola predkosci zaréwno w czasie jak i w przestrzeni.

Z obserwacji doswiadczalnych wynika, ze wirowosc jest zlokalizowane zazwyczaj w niewiel-
kim obszarze, ale jej rozktad jednoznacznie okresla pole predkosci w catym obszarze przeptywu.
Wynika stad, ze réznorodnos¢ i ztozonos$¢ przeptywu turbulentnego, jak réwniez zjawiska w
nim zachodzace s3 $cisle zwigzane z dynamika pola wirowosci [7, 6]. Znaczna cze$é wirowo-
Sci skupiona jest w okolicach przysciennych, poniewaz jedynym miejscem, gdzie moze si¢ ona
wygenerowac jest wiasnie Sciana. Dla cieczy lepkiej zarédwno sktadowa normalna predkosci, jak
i sktadowa styczna do brzegu powinny przyjmowac warto$¢ zero. Przy Scianie tworzy sie wiec

cienka warstwa posredniczaca miedzy skonczong wartoscia predkosci wewnatrz obszaru prze-
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ptywu a wartoscig zero na $ciance i, jak wiemy z teorii warstwy przysciennej [5], jej grubosé
maleje ze wzrostem liczy Reynoldsa (~ 1/v/Re).

Mechanizm produkcji wirowosci na $cianie mozna opisaé¢ uzywajac terminu warstwy wiro-
wej. Nieciggtos¢ pola predkosci na ktérym nastepuje skokowa zmiana predkos¢, od zera do
skonczonej wartosci predkosci wewnatrz przeptywu, nazywamy warstwg wirowa, ktérej inten-
sywnosci rowna jest skokowi sktadowej stycznej pola predkosci.

Jezeli w pewnej ustalonej chwili czasu wykorzystamy wirowo$¢ do wyznaczenia pola pred-
kosci to na Scianie otrzymamy predkos¢ styczna u, rézng od zera, tym samym naruszajac
warunki brzegowe na predkos¢. Niepozadang sktadowa styczng predkosci mozna wyeliminowac
przyjmujac, ze wzdtuz brzegu statego powstaje warstwa wirowa, ktérej intensywno$¢ jest taka
aby zapewni¢ warunek braku poslizgu miedzy ciecza , a $ciang [10]. Nastepnie warstwa wirowa
dyfunduje ze $ciany tym samym wprowadzajac nowag wirowo$¢ do wnetrza przeptywu.

Transport wirowosci ze $cian do wnetrza przeptywu moze odbywac sie na dwa sposoby.
Pierwszy z nich zwigzany z dyfuzja jest mato intensywny i ograniczony. Drugi sposéb, duzo
bardziej intensywny, zwigzany jest ze zjawiskiem niestacjonarnej separacji warstwy przysciennej
prowadzacym do erupcji elementéw ptynu z okolicy Sciany do wnetrza przeptywu.

Termin separacja jest pojeciem uzywanym zaréwno przy opisie przeptywdw stacjonarnych
jak i niestacjonarnych przez co nie jest terminem jednoznacznym. Dla przeptywoéw stacjonar-
nych, niezmiennych w czasie, powierzchnia ciata statego jest jednoczesnie linig pradu. Predkos¢
ptynu na Sciance jest réwna zero ale posiada pewng niezerowa warto$¢ w dowolnie matej odle-
gtosci od scianki. Zjawisko separacji zachodzi, gdy w jednym punkcie na Sciance spotykaja sie
elementy ptynu o przeciwnie skierowanych wektorach predkosci, rysunek 1.1. Punkt ten nazy-

A 4 A

X
3

Rys. 1.1: Linie pradu w okolicy punktu separacji.

wa sie punktem separacji badz stagnacji, a spotykajace si¢ w nim elementy ptynu zaczynaja
oddala¢ sie od $cianki. W punkcje separacji naprezenia styczne oraz wirowos$¢ réwnaja sie zero:

ou
— =0, dlay=0. 1.1



ROZDZIAL 1. WPROWADZENIE — PRZEGLAD LITERATURY 4

Powyzsze kryterium jest wazne dla stacjonarnych przeptywdw z mafa liczba Reynoldsa. Zostato
ono przedstawione po raz pierwszy przez Prandtla w 1904 roku [78]. Kryterium to zostato
wyprowadzone w oparciu o réwnania ruchu warstwy przysciennej (réwnania Prandtla) i jest ono
jednoznaczne z pojawieniem sie osobliwosci w polu predkosci w rozwigzaniu réwnan Prandtla
(sktadowa normalna predkosci w punkcie separacji dazy do nieskoriczono$ci, patrz dodatek A).

Rysunek 1.2 przedstawia schemat rozktadu linii pradu wraz z wektorami predkosci w oko-

licach miejsca separacji. Jednym z przyktadéw przeptywdw stacjonarnych, w ktérych mozna

N
\
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e
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Rys. 1.2: Schemat Prandtla. Linie pradu oraz wektory predkosci w sasiedztwie separacji.

zaobserwowad miejsca w ktérych dochodzi do separacji jest przeptyw w kwadratowej komorze
z ruchomga $cianka, rysunek 1.3, oraz caty szereg innych przeptywéw, w ktérych tworza sie

stacjonarne strefy recyrkulacji (optyw walca, stopnia, gwattowne rozszerzenie itd.).

Rys. 1.3: Przepltyw w kwadratowej komorze. Re = 3200, widoczne stacjonarne strefy recyrku-

lacji wraz z punktami separacji.
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Punkty separacji w zaleznosci od przyczyn powstawania moga by¢ podzielona na dwa
rodzaje. Pierwszy typ ma charakter kinematyczny i powstaje na skutek rozdziatu przeptywu
réwnolegtego podczas optywu ciata, punkt numer 1 na rysunku 1.4. W tym przypadku wirowo$¢é
nie odgrywa znaczacej roli, gdyz nie ona warunkuje istnienie tego punktu. Natomiast drugi
rodzaj jest Scisle zwigzany z istnieniem wirowosci w przeptywie i wystepuje tylko w pewnych
warunkach. W mechanice ptynéw wtasnie ten drugi rodzaj jest wtasciwym punkt separacji [47].

Jak byto juz to powiedziane wczesniej, wirowosci istniejaca wewnatrz przeptywu indukuje
na Scianie warstwe wirowa. W konsekwencji moze to doprowadzi¢ to pojawienia sie przeptywu

wstecznego oraz strefy recyrkulacji, w ktérej obecny jest punkt separacji, rysunek 1.4.

Rys. 1.4: Dwa rodzaje punktéw separacji.

Moore, Rott oraz Sears przytoczyli argumenty wskazujace na to, ze kryterium zapropono-
wane przez Prandtla 1.1 jest jednak niedostateczne dla niektérych przeptywdw stacjonarnych
z duza liczba Reynoldsa, oraz dla przeptywdw niestacjonarnych. W przypadku tych drugich
mowi sie o niestacjonarnej separacji. Przyktadem moze by¢ przeptyw z duza liczba Reynoldsa
nad poruszajaca sie Sciang. W takim przypadku separacja moze by¢ sygnalizowana przez tzw.
kryterium MRS (Moore, Rott, Sears) [18, 68, 73]. Wedtug kryterium MRS separacja zachodzi
wewnatrz przeptywu w miejscu gdzie znikaja naprezenia styczne oraz predkosé jest réwna zero
(punkt stagnacji):

Ju

a5 = dla u = 0. (1.2)

Rysunki 1.5 przedstawiajg schemat linii pradu w okolicy punktu separacji gdy $cianka porusza
sie zgodnie, lub przeciwnie do kierunku ruchu strumienia. W takim przypadku punkt separacji
spetnia kryterium MRS (1.2) i jest punktem siodtowym. Natomiast rysunek 1.6 przedstawia
profile predkosci odpowiadajace liniom pradu z rysunku 1.5. Analityczny dowdd potwier-
dzajacy poprawno$¢ kryterium MRS mozna znalezé w pracy [18] dotyczacej niestacjonarnej

separacji. Autorzy [18] zwracaja uwage na fakt, ze osobliwo$¢ (sktadowa normalna predkosci
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Rys. 1.5: Schemat linii pradu w okolicy punktu separacji.
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Rys. 1.6: Profile predkosci odpowiadajace liniom pradu z gérnego slajdu rysunku 1.5.

dazy do nieskonczonosci) zwigzana z nagfa erupcja warstwy przysciennej, rozwija sie w réwna-
niu ciggtosci. Fizycznie oznacza to, ze infinitezymalna czastka ptynu w punkcie separacji jest

zgniatana w kierunku réwnolegtym do Scianki. Poniewaz objetos¢ czastki musi zosta¢ zacho-
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wana, Sciskanie w kierunku réwnolegtym musi by¢ skompensowane bardzo szybka ekspansja w
kierunku prostopadtym do $cianki (rys. 1.7). Prowadzi to do wyrzucenia ptynu znajdujacego
sie ponad $ciskanym regionem, daleko od $cianki. Cytowani autorzy prowadzili badania anali-
tyczne w zmiennych Lagrange'a. Pokazali oni, ze kryterium MRS jest spetnione w przypadku

niestacjonarnej separacji. Wykorzystali do badan réwnania warstwy przysciennej Prandtla.

Rys. 1.7: Schemat mechanizmu niestacjonarnej separacji. Deformacja elementéw plynu w miej-

scu separacji.

Zjawiska niestacjonarnej separacji i erupcji warstwy przysciennej byty w centrum zaintere-
sowania réznych badaczy. W wielu miejscach mozna natkna¢ sie na prébe zdefiniowania tych
zjawisk. Ponizej zostang przedstawione niektére z nich. Prandtl opisat zjawisko niestacjonarnej

separacji nastepujaco:

...-warstwa ptynu wstrzeliwuje sama siebie do wnetrza przeptywu powodujac jego

kompletng zmiane.”

Doligalski, Walker, Smith, Van Dommelen i inni autorzy [21, 22, 80, 84, 56, 14] w swoich
badaniach zajmowali si¢ problematyka niestacjonarnej separacji. W ich pracach mozna odnalez¢
zaréwno materiat doswiadczalny jak i obliczeniowy. Jednym z gtéwnych watkéw w pracy [21]
byta wzajemna interakcja wiréw i Scian, gdzie zjawisko separacji zostato opisane nastepujacymi

stowami:

»Przy duzych liczbach Reynoldsa laminarna warstwa przyscienna wykazuje duza
sktonno$¢ do nagtej, skoncentrowanej erupcji w regionach przeciwnego gradien-
tu cisnienia. Nowoczesna terminologia okresla takie zdarzenie mianem separacji.

Separacja prowadzi do oderwania warstwy przysciennej od powierzchni. (...)

Powyzszy cytat pochodzi z pracy, gdzie badane byto wzajemne oddziatywanie wiru punkto-

wego i Sciany. Zagadnienie to zostato okreslone mianem pierwszego problemu kanonicznego.
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Zwrécono tam uwage na fakt iz poruszajacy sie wir powoduje powstanie wstecznego gradientu
cisnienia co w konsekwencji moze doprowadzi¢ do narodzin nowej struktury wirowej w war-
stwie przysciennej. Pojawienie sie strefy recyrkulacji przy $cianie byto rozpoznane jako zwiastun

nagtej erupcji.

4 - warstwa
______ ‘_”1{_—_ e = _ _ _ ___.._)_._ - 'przysmenna
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Rys. 1.8: Schemat przeplywu wywolanego wirem unoszonym w przeptywie réwnomiernym. Goér-
ny obraz przedstawia rozktad linii pradu. Dolny obraz przedstawia rozktad predkosci i cisnienia

pod wirem.

W celu lepszego zrozumienia powyzszych stwierdzen rozwazmy przeptyw z rysunku 1.8.
Rysunek ten przedstawia szkic, na ktérym wir punktowy jest unoszony przez réwnomierny
przeptyw w okolicy Sciany ptaskiej. Gorny obraz z rysunku 1.8 przedstawia rozktad chwilowych
linii pradu w uktadzie odniesienia poruszajacym sie wraz z wirem. Wir ten indukuje po swojej
prawej stronie ruch w kierunku do $ciany, a po swojej lewej stronie od $ciany. Linia pradu,
zaznaczona linig przerywana, oddziela obszar przeptywu wstecznego (strefa recyrkulacji) od
przeptywu zewnetrznego. Na granicy przeptywu wstecznego i przeptywu zewnetrznego poja-
wiaja sie dwa punkty stagnacji A i B, gdzie punkt B jest punktem separacji. Jezeli przeptyw

réwnomierny, w ktérym znajduje sie wir, ma predko$¢ U, a predkosci wiru wynosi (—V), to
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wypadkowa predko$¢ przeptywu bedzie réwna (U — V). W ukfadzie odniesienia poruszaja-
cym sie wraz z wirem $ciana porusza sie z predkoscia u,, = —V. Dolny obraz z rysunku 1.8
przedstawia rozktad predkosci i ciSnienia w obszarze przysciennym wywotany obecnoscia wiru
w poblizu Sciany. Przyjmujac, ze x mierzy dystans w kierunku przeptywu mozna zauwazy¢
ze minimum predkosci znajduje sie doktadnie pod Srodkiem wiru w punkcie z = 0. Jezeli p,
oznacza cisnienie w przeptywie niezaburzonym to minimalna wartos¢ cisnienia bezwzglednego
takze wystepuje w punkcie z = 0. Na lewo od punktu z = 0 predko$¢ przeptywu U, (x) rosnie
monotonicznie do zera w punkcie stagnacji B. Temu wzrostowi predkosci towarzyszy mono-
toniczny wzrost ci$nienia . Zatem na lewo od wiru istnieje obszar przeciwnego (do kierunku
ruchu) gradientu ci$nienia.

Zjawisko wybuchu ttumaczy w jaki sposéb wyrzucane s3a porcje skoncentrowanej wirowosci,
a wraz z nimi elementy ptynu, poza obszar warstwy przysciennej. Wyrzucana wirowos$¢ cechuje
sie intensywnoscia poréwnywalna z intensywnoscia pierwotnej struktury wirowej (powodujacej
erupcje) oraz tym ze silnie oddziatywaja z wirem macierzystym. W konsekwencji prowadzi to
do znacznych zmian w polu przeptywu. W wyzej cytowanych pracach zwrdcono uwage, iz
doktadne okreslenie lokalizacji i czasu zjawiska erupcji jest bardzo trudne. Dlatego stanowi
zaréwno wyzwanie dla eksperymentatoréw jak i metod obliczeniowych. Zwrécono uwage na
fakt iz metody obliczeniowe opierajace sie na siatce numerycznej moga nie odtworzy¢ tego
zjawiska, zasugerowano ze odpowiednimi metodami moga okaza¢ sie metody Lagrangowskie.

Studiujac oddziatywanie struktur wirowych ze Scianami oraz zjawiska zachodzace w ob-
szarach przysciennych powinno si¢ zwrécié¢ szczegdlng uwage na rzeczywisty tréjwymiarowy
charakter tych probleméw. W pracy [76] dotyczacej struktur wirowych w turbulentnej warstwie
przysciennej zwrécono uwage na znaczng ztozonos¢ takiego przeptywu. Turbulentny przeptyw
w poblizu $cian jest powszechny. Wystepuje miedzy innymi przy optywie skrzydet samolotéw,
powierzchni statkéw, czy topatek turbin. W wielu przypadkach zewnetrzne pole predkosci jest
faktycznie bezwirowe. Jednak dla odpowiednio duzych liczb Reynoldsa juz niewielkie zaburze-
nie w polu przeptywu moze ulec znacznemu wzmocnieniu, powodujac przejscie do turbulencji
w warstwie przysciennej. Zwiastunem przejscia jest pojawienie sie zaburzenia typu Tollmein-
Schlichting (TS). Nastepnie w procesie, ktéry nie jest do konca jasny, zaburzenie to nasila sie
i zatamuje, ostatecznie przeksztatcajac sie w struktury wirowe. Wiry te posiadaja charaktery-
styczny ksztatt spinki do wtoséw, dlatego zostaty nazwane wirami spinkowymi. Pojawienie si¢

tego typu struktur w warstwie przysciennej prowadzi do znacznego skomplikowania pola prze-
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ptywu. Dodatkowo na skutek oddziatywania wirédw spinkowych ze $ciang dochodzi do zjawiska
regeneracji, na Scianie powstaja kolejne pokolenia wiréw spinkowych. Poczatkowo laminarna
warstwa przyscienna przechodzi w petni turbulentna.

Innym mechanizmem prowadzacym do zmiany rezimu przeptywu w poblizu sciany jest zja-
wisko obejécia (ang. bypass). Jest to gwattowna zmiana charakteru przeptywu na turbulentny
z pominieciem etapéw posrednich (brak zaburzen typu Tollmein-Schlichting). Mechanizm ten
moze sie rozwinaé, gdy w przeptywie gtdwnym pierwotnie istnieje ruch wirowy albo w formie
turbulencji albo w formie pojedynczych struktur wirowych (np. wykreowanych na optywanych
przeszkodach) [76, 64].

Przeptyw turbulentny, zwtaszcza w poblizu Sciany, przez dtugi czas wydawat sie bardzo cha-
otyczny i trudny do opisu. Jednak wiele badan przeprowadzonych na przestrzeni lat pozwolito
zauwazy¢ pewne regularnosdci i cechy charakterystyczne dla przeptywu turbulentnego. Bada-
nia przeprowadzone na Uniwersytecie Stanforda na przetomie lat 50 i 60 dowiodty istnienia,
niepodejrzewanych wczesniej, regularnosci w turbulentnej warstwie przysciennej [30]. Miedzy
innymi zaobserwowano jak pecherzyki wodorowe, uzywane w eksperymentach, uktadaty sie w
charakterystyczne dtugie smugi wzdtuz kierunku przeptywu. Zaobserwowano rejony, w ktérych
przeptyw charakteryzowat sie duza predkoscia, oddzielone rejonami o matej predkosci.

Powtarzalnos$¢ i powszechno$¢ wystepowania charakterystycznych smug w obszarach przy-
Sciennych sugerowato istnienie pewnego determinizmu w przeptywach turbulentnych. Nastep-
stwem czego wprowadzono pojecie ,struktury koherentne” aby zwrécié uwage, iz przeptyw w
rejonach przysciennych posiada pewien podstawowy i uporzadkowany charakter [45, 67, 71, 9].

Kolejng wazng i powtarzalna cecha, zaobserwowang w rejonach przysciennych, byto zjawi-
sko nagtej erupcji warstwy przysciennej prowadzacej do wyrzucenia elementéw ptynu z obsza-
réw przysciennych do wnetrza przeptywu w postaci nowej struktury wirowej. Zjawiska wybuchu
byty poprzedzane wzglednie spokojnymi okresami. Badania Corino i Brodkeya [15] wskazuja
iz zjawisko nagtej erupcji jest nieodzownie zwigzane z oddziatywaniem zewnetrznego obszaru
przeptywu, ktéry penetruje obszar przyscienny. Prowadzi to do wybuchu w obszarze przy-
Sciennym. Nastepnie ponownie tworzg sie¢ charakterystyczne smugi w warstwie przyscienne;.
Zwiazane jest to ze wzglednie spokojnym okresem i wszystko powtarza sie na nowo. Dlatego
mozna powiedzie¢, ze przeptyw w poblizu Sciany przechodzi przez cykliczny proces regeneracji
i erupcji [44].

Zjawisko nagtej erupcji warstwy przysciennej jest podstawowym procesem produkcji i trans-
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portu wirowosci do zewnetrznych obszaréw przeptywu. Jak byto to zaznaczone wczesniej,
w rzeczywistych przeptywach tréjwymiarowych dynamika ruchu w warstwie przysciennej jest

gtéwnie zwigzana z klasg struktur wirowych znanych jako wiry spinkowe (rys. 1.9). Symetryczna

Ilg*owall

/ {
>
gy

At
W

llnogall

*,
'ty 0,

Rys. 1.9: Schemat wiru spinkowego, symetrycznego (lewy obraz) i asymetrycznego (prawy

obraz).

struktura wiru spinkowego zostata pierwotnie zaproponowana przez Theodorsena w 1952 ro-
ku i moze by¢ traktowana jako najprostszy model ttumaczacy zjawiska zachodzace w poblizu
Sciany. Inne charakterystyczne struktury wirowe zaobserwowane w poblizu $ciany to wir podko-
wiasty (tukowy) lub wir podtuzny, wspétpradowy [64, 24]. Wiry te jednak moga by¢ traktowane
jako niesymetryczne wiry spinkowe (rys. 1.9).

Wiry spinkowe moga rozwinac sie w przeptywie $cinajagcym w obszarach, gdzie pole wirowe
charakteryzuje sie duzymi krzywiznami. ,,Nogi" wiréw zblizaja sie do $ciany, natomiast ,gto-
wa" powieksza sie i jednoczeénie oddala sie od Sciany. Podczas ruchu wiru spinkowego jego
»nogi" oddziatywaja ze $ciang co w rezultacie prowadzi do nagtej erupcji warstwy przysciennej.
Efektem tego jest powstanie wtérnego wiru spinkowego.

Zjawisko erupcji w warstwie przysciennej wskazuje na rézne aspekty turbulentnej warstwy
przysciennej. Takie przeptywy moga by¢ bardzo korzystne dla proceséw wymiany ciepta, czy
masy. Jest to zwigzane ze wzrostem intensywnosci mieszania oraz nasileniem ruchéw konwek-
cyjnych. Dlatego polepszenie warunkéw wymiany ciepta moze by¢ uzyskane poprzez intensy-
fikacje erupcji w warstwie przysciennej. Z drugiej strony erupcje powoduja wzrost zaburzenia

pola ci$nien powodujac szum i inne zaktécenia. Wzmozenie wymiany pedu prowadzi do wzro-
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stu sit oporu. W przeptywach, w ktérych konieczne jest zmniejszenie zaktdcen, czy sity oporu,
niezbedne jest kontrolowanie i zapobieganie nagtym wybuchom warstwy przyscienne;j.

W pracy [8] przedstawione s3 badania numeryczne tréjwymiarowego ruchu ptynu wywota-
nego ruchem wirédw nad $cianka, gdzie do rozwiazania réwnan Naviera—Stokesa uzyto metody
spektralnej. Autorzy zwrécili uwage na niestabilnosci pojawiajace i rozwijajace sie w warstwie
przysciennej dla wysokich liczb Reynoldsa. Niestabilnosci manifestowaty sie w formie oscylacji
konturéw wirowosci o wzglednie wysokiej czestotliwosci. Czestotliwos$¢ i amplituda tych oscyla-
cji wzrastata wraz z liczbg Re. Natomiast dla odpowiednio wysokich liczb Reynoldsa oscylacje
te penetrowaty zewnetrzny obszar przeptywu, zwiastujac zatamanie struktury lokalnego pola
przeptywu. Autorzy ponadto zwrdcili szczegdlng uwage na tworzacy sie waski korytarz, roz-
dzielajacy strefy recyrkulacji w warstwie przysciennej, taczacy przeptyw zewnetrzny ze $ciang.
Korytarzem tym unoszona byta wirowo$¢ ze $cianki do wnetrza przeptywu w postaci waskich
struktur. W badaniach tych jednak nie zaobserwowano niestacjonarnej erupcji. Pojawiajace sie
w przeptywie oscylacje wirowosci o wysokiej czestotliwosci mogty jedynie sugerowaé poczatek
zjawiska niestacjonarnej separacji warstwy przyscienne;.

Wielu naukowcéw, prébujac zrozumiec lub opisac zjawisko niestacjonarnej separacji, bada
réwnania Prandtla. Natomiast w obecnej pracy zjawisko to jest analizowane w oparciu o petne
rownania Naviera — Stokesa. W niniejszej pracy zjawisko niestacjonarnej separacji, prowadza-
ce do nagtej erupcji warstwy przysciennej, rozumiane jest jako wyrzucenie elementéw ptynu,

zamknietych w strukturze wirowej, z obszaru przysciennego do wnetrza przeptywu.



Rozdziat 2

Cele, tezy i zakres pracy

Cel pracy

e Usprawnienie metody czastek wirowych oraz weryfikacja réznych sposobéw realizacji
warunku przylegania cieczy do $cian poprzez generacje wirowosci na Scianie.

e Numeryczne badanie zjawiska erupcji warstwy przysciennej wywotanej fatg wirowa w za-
leznosci od liczby Reynoldsa (lepkosci) metoda czastek wirowych. Demonstracja obec-

nosci zjawiska erupcji w innych zagadnieniach przeptywowych.

Cel utylitarny

e Opracowanie programu komputerowego do modelowania przeptywdw lepkich metoda

czastek wirowych.

Tezy pracy

e Charakter oddziatywania struktur wirowych ze Scianami silnie zalezy od lepkosci. Istnieje
graniczna warto$¢ liczby Reynoldsa powyzej ktérej wystepuje zjawisko erupcji warstwy
przyscienne;.

e Zjawisko erupcji jest inicjowane pojawieniem sie punktu siodfowego na liniach pradu we-
wnatrz obszaru przeptywu. Jest to podstawowy mechanizm transportu skoncentrowanej

wirowosci i czastek przysciennych ptynu do wnetrza przeptywu.

13
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e Algorytm generacji wirowosci na Scianie poprawnie realizuje warunek przylegania cieczy

do Scian przez co metoda czastek wirowych jest petnoprawna metoda obliczeniowa do
modelowania przeptywdw lepkich. Metoda szczegélnie dobrze nadaje sie do modelowania

zjawisk o charakterze wirowym.

Zakres pracy

Zakres pracy obejmowat:

Sformutowanie réwnan ruchu w ujeciu wirowosci w i funkcji pradu ¢ dla dwuwymiaro-
wego przeptywu lepkiego w obecnosci Scianek.

Usprawnienia metody czastek wirowych - proces symulacji lepkosci, przekazywanie in-
formacji z czastek na wezty siatki. Opracowanie algorytmu numerycznego dla dwdéch
ré6znych metod realizacji warunku brzegowego na wirowo$¢ zapewniajacego warunek
przylegania cieczy do Sciany.

Weryfikacja poprawnosci opracowanej metody czastek wirowych poprzez poréwnanie
otrzymanych wynikéw ze znanymi rozwigzaniami analitycznymi oraz poréwnanie z eks-
perymentem. Wyznaczenie rzedu zbieznosci metody czastek wirowych dla dwéch réznych
sposobdw realizacji warunku przylegania cieczy do Sciany

Badania nad oddziatywaniem pojedynczej struktury wirowej ze $ciang (faty wirowej) w
zaleznosci od liczby Reynoldsa. Analiza zjawiska niestacjonarnej separacji prowadzacego
do erupcji elementéw ptynu z obszaréw przysciennych do wnetrza przeptywu.

Badania nad oddziatywaniem dipola wirowego i szeregu tat wirowych ze $ciang. Demon-

stracja zjawiska oderwania warstwy przysciennej w innych zagadnieniach przeptywowych.



Rozdziat 3

Metoda wirowa typu " wir w komorce”

3.1 Rdéwnania ruchu ptynu

Dynamike niescisliwego, lepkiego ptynu w dwuwymiarowej przestrzeni opisujg réwnania Naviera—

Stokesa i réwnanie ciagtosci [16, 61, 5]:

1
e +(u-V)u= —;Vp + vAu, (3.1)
V-u=0, (3.2)

gdzie u(x,t) = (u,v) jest wektorem predkosci, p(x,t) — ciénieniem, p — gestoscia, v — kinema-
tycznym wspdtczynnikiem lepkosci; w réwnaniu nie uwzgledniono sit masowych (f(x,t) = 0).
Przyjeto takze, ze ptyn jest jednorodny (p = const).

Réwnania ruchu nalezy uzupetni¢ warunkiem poczatkowym :
ufi—o = ug(x), (3.3)

oraz warunkiem brzegowym :

uls = u(xs,t), (3.4)

gdzie § — powierzchnia ograniczajaca obszar D.

3.2 Podstawy kinematyki ruchu wirowego

Analiza pola predkosci jest czesto prowadzona w oparciu o dekompozycje pola predkosci u na

sume dwoch pdl wektorowych: pola bezzrédtowego u; i pola bezwirowego uy (tzw. dekom-

15
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pozycja Helmholza—Hodge'a) [5, 48]. Sformutowanie to opiera sie na twierdzeniu o rozkfadzie

pola wektorowego:

Twierdzenie 1 (Twierdzenie o rozkladzie). Dowolne, ciggle pole wektorowe a, za-
dane w calej przestrzeni i przyjmujgce w nieskonczono$ci wraz ze SWoimi pierwszymi po-
chodnymi wartosé zero, mozna przedstawié w sposob jednoznaczny w postaci sumy dwoch

pol wektorowych: pola bezZrédtowego a; (V - a; = 0) i bezwirowego ag (V x ag = 0):

a=aj + as.
Stosujac powyzsze twierdzenie do pola predkosci u otrzymujemy wspomniany rozktad:
u=u + Uz,

gdzie: u; jest polem bezzrédtowym (V - u; = 0),

u, jest polem bezwirowym (V x uy = 0).

Jezeli ciecz jest niescisliwa (V - u; = 0), to wktad do pola predkosci pochodzi tylko od
rozktadu wirowosci. Warunek niesciéliwosci cieczy bedzie spetniony automatycznie dla pewnego
pola wektorowego B takiego, ze:

u=V xB. (3.5)

Pole wektorowe B nazywane jest potencjatem wektorowym. Potencjat wektorowy B okresla
pole predkosci z dokfadnoscia do pewnego pola potencjalnego Vo, czyli By = B + Vo tez
spetnia réwnanie (3.5). Dlatego dla pola B przyjmuje sie dodatkowo warunek, ze V- B = 0.
Poniewaz V x u = w, wiec:

V x(VxB)=w. (3.6)
Réwnanie (3.6) mozna przeksztatci¢ korzystajac z tozsamosci wektorowej:
V x(VxB)=V(V-B)—-AB, (3.7)

gdzie AB oznacza wektor o sktadowych (AB;, ABs, AB3), a A jest operatorem Laplace’a,
do postaci:

AB = —w (3.8)

Rozwigzanie réwnania (3.8) mozna wyrazi¢ przy pomocy funkcji Greena nastepujaco:

B(x,t) = — / G(x — X) w(x, 1) dv. (3.9)
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Funkcja Greena dla réwnania Poissona (w obszarze nieograniczonym przy zatozeniach, ze w
nieskofczono$ci w — 0 i u — 0) ma postac:

>In(r)  dla dwoch wymiarow,

G(r) = (3.10)

ﬁ dla trzech wymiarow,
gdzier=x—x"ir=|r|.
Ze wzgledu na to iz niniejsza praca dotyczy modelowania réwnan ruchu ptynu w dwéch wy-
miarach dlatego dalsze rozwazania beda zawezone do tego przypadku.

W przestrzeni dwuwymiarowej wektor wirowosci w, jak réwniez potencjat wektorowy B

maja tylko jedna sktadowa rézna od zera w = (0,0,ws3), B = (0,0,v). Sktadowa ¢ zwykle

nazywa si¢ funkcja pradu. Réwnania (3.8) sprowadzaja si¢ do jednego réwnania postaci:
A = —w, (3.11)

gdzie w = ws. Dla ptaszczyzny funkcje Greena opisuje pierwsze z réwnan (3.10), wiec rozwia-
zanie réwnania 3.11 ma postac:

1

5 w(x' y ) Inrdd'dy' . (3.12)
7r
R2

Y(w,y) =

Sktadowe pola predkosci u = V x B wyrazaja sie jako:

0 1w, y)y — ,
u(z,y) = a;f = —%/ ( yzz(y y)dx dy', (3.13)
R2
oY 1 fw@,y)(«—2),,,,
v(x,y) = 9~ on / ( 22 )dx dy'. (3.14)

R2
Ze wzordw (3.13, 3.14) widaé, iz dla zadanego pola wirowosci w mozna wyznaczy¢ pole pred-

kosci na dwa sposoby. Catki we wzorach (3.13, 3.14) mozna zastapi¢ nastepujacymi sumami:

1 Pq(y - yq)

u(z,y) =~ 25 (3.15)
q
1 L(x—z,)
U(I7y) - % ({',2 + 52(1 ) (316)
q

gdzie T oznacza intensywno$¢ czastki wirowej (patrz podrozdziat 3.4), a indeks g numeru-
je czastki wirowe. Parametr 62 jest uzyty jako zabieg formalny w celu usuniecia osobliwosci.
Wzory (3.15, 3.16) sa podstawa dla metod wirowych bezposrednich (metoda kropel wiro-

wych) [12]. W metodach bezposrednich aby wyznaczy¢ predko$¢ jednej czastki wirowej nalezy
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uwzgledni¢ jej oddziatywanie ze wszystkimi innymi czastkami w przeptywie. Koniecznos¢ ob-
liczania wzajemnego oddziatywania typu kazda z kazdg stanowi wade metod bezposrednich.
Liczba dziatan arytmetycznych w komputerze jest proporcjonalna do kwadratu z liczby czastek
~ N2, gdzie N jest liczba czastek.

Predkosci czastek mozna obliczy¢ takze w sposdb posredni korzystajac z réwnania Poissona
na funkcje pradu (3.11), ktére mozna rozwigzaé metoda réznic skofczonych. Pole predkosci
obliczane jest w wezfach siatki numerycznej, a nastepnie z weztdéw siatki interpolowane na
czastki. Stanowi to podstawe metody obliczeniowej ,wir w koméree” [13], ktéra zostata wyko-
rzystana w niniejszej pracy. Liczba dziatan w tej metodzie oszacowana jest na O(M log M+N),
gdzie M jest liczba weztéw siatki. Jezeli liczba czastek wirowych uzytych w obliczeniach jest
znaczna np. N = 20000 to metoda ta jest okoto 20-30 razy szybsza niz metoda bezposrednia

[38].

3.3 Matematyczne podstawy metody dyskretnych wiréw

Réwnanie (3.1) mozna przeksztatci¢ do réwnania Helmholtza opisujacego zmiane wirowosci w
czasie [5, 12]:
wi + uwy + vwy, = vAw. (3.17)

Wirowos¢ w wigze sie z polem predkosci poprzez funkcje pradu 1 nastepujaco:
A = —w; u=1)y,v=—1,. (3.18)

W przestrzeni dwuwymiarowej wektor rotacji predkosci ma tylko jedna, rézna od zera
sktadowa, prostopadta do ptaszczyzny ruchu rot(u) = kw = v, — u, , gdzie k oznacza wersor
jednostkowy prostopadty do ptaszczyzny. Zwrécimy uwage, ze wektorowe réwnie (3.1) zostato
zastapione réwnaniem skalarnym na funkcje w(z,y,t). W réwnaniu (3.17) nie wstepuje juz
cisnienie.

W granicy, gdy v — 0, réwnanie (3.17) przechodzi w réwnanie Eulera dla cieczy nielepkiej.
3.3.1 Opis ruchu cieczy nielepkiej w zmiennych Lagrange’a

W przestrzeni dwuwymiarowej réwnanie Helmholtza dla cieczy nielepkiej przyjmuje postac:

V-u=0

(3.19)
wy+ (u-V)w =0.
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Z réwnan (3.19) wynikaja dwa podstawowe dla metody dyskretnych wirdw fakty:

e Dowolna porcja wirowosci zawarta wewnatrz zamknietej, poruszajacej sie wraz z ciecza
krzywej jest stata (twierdzenie Kelwina) [12].
e Linie wirowe s3 unoszone wraz z ciecza. Wirowos$¢ wzdtuz trajektorii czastki jest stata

(twierdzenie Helmholtza) [12].

Niech o = (ay, avg) 0znacza poczatkowe potozenie infinitezymalnej czastki cieczy. Czastka
cieczy w czasie ruchu podaza pewng trajektoria. Po czasie ¢ czastka, ktéra w chwili poczatkowe;j
byta w potozeniu a jest w potozeniu x(a,t). Trajektorie czastki ,a" otrzymuje sie jako
rozwigzanie réwnania rézniczkowego zwyczajnego:

Cfl)t( =u(x,t), x(a,0). (3.20)
Réwnanie Eulera zastepowane jest nieskonczonym uktadem réwnan rézniczkowych postaci
(3.20), w ktérym a oznacza zbidr potozen poczatkowych czastek cieczy.

Przy modelowaniu przeptywéw lepkich metodami wirowymi stosuje sie algorytm dekom-
pozycji lepkosciowej: w pierwszym etapie rozwiazuje sie rébwnanie Eulera dla cieczy nielepkiej
(3.20), a w nastepnym kroku réwnanie dyfuzji. Réwnania ruchu cieczy lepkiej w zmiennych

Lagrange'a, uzupetnione cztonem modelujacym dyfuzje maja postaé [16, 35]:

a = ubx (3.21)

dw __
= vAw.

3.3.2 Algorytm dekompozycji lepkosciowej

Algorytm dekompozycji lepkosciowej mozna stosowaé zaréwno w przestrzeni dwuwymiarowej
jak i tréjwymiarowej. Ponizej zostanie przedstawiony algorytm dekompozycji lepkosciowej dla
przestrzeni dwuwymiarowe;.

Niech u(x) bedzie polem predkosci wygenerowanym w n—tym kroku czasowym ¢ = n At.

Wéwczas réwnanie transportu wirowosci (3.17) mozna schematycznie zapisa¢ w postaci [16]:

L — Aw+ Buw,
(3.22)

—(u-V)(w) =Aw, vA(w)=Buw,

gdzie operatorowi A przypisuje sie cze$¢ konwekcyjng, a B reprezentuje dyfuzje. Catkujac

powyzsze réwnanie na przedziale [nAt, (n+ 1)At] z warunkiem poczatkowym w(nAt) = w"
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otrzymujemy rozwigzanie w formie operatorowe;:
wn+1 o €(A+B)At wn. (323)

W algorytmie dekompozycji lepkosciowej réwnanie (3.22) rozwigzywane jest w dwdch krokach:
e w pierwszym kroku rozwigzuje sie réwnanie Eulera dla cieczy nielepkiej:
dw
— =Aw 3.24
7 (3.24)
z warunkiem poczatkowym w". Rozwigzanie ma postac:

WTT = AR (3.25)

o Nastepnie rozwigzywane jest réwnanie dyfuzji z warunkiem poczatkowym Bass

Cf;; = Bw. (3.26)
W efekcie otrzymujemy rozwigzanie dla w™t:
oL — BAL gty (eBAt eAAt) o (3.27)
W ogdlnym przypadku mamy:
ADE BAL 4 ((A+B) At (3.28)

gdyz, operatory A i B nie komutuja, AB # B.A. Mozna to zauwazy¢ rozwijajac powyzsze

ekspotencjalne formuty w szereg Taylora wzgledem At:
AN BA = (T4 ALB+AEB2 4. ) - (T + AtA+ 80 A% 4 ),
eAHBIA = ([ 4+ AH(A+ B) + 45(A+ B)(A+ B) +...),
gdzie I oznacza operator jednostkowy. Mozna pokazaé, ze te dwa szeregi sg réwne tylko gdy

operatory A i B komutuja, AB = B.A. W ogblnym przypadku dla niekomutujacych operatoréw

prawdziwe jest oszacowanie:
6(A+B) At — e.AAt 68At + O(At2), (329)

Zatem metoda dekompozycji lepkosciowej jest w kazdym kroku czasowym algorytmem rzedu
drugiego, ale na catym przedziale [0, ], rozwazajac N krokéw czasowych At, jest rzedu O(At).

W zmiennych Lagrange'a algorytm dekompozycji lepkosciowej wyraza sie¢ wzorami:
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e W pierwszy podkroku czasowym modelowane jest unoszenie czastek w przeptywie nie-

lepkim:
% =u(x,, t), p=1,...,N,
(3.30)
dwp _
=0

e W drugim podkroku, w nowych potozeniach modelowane jest zjawisko dyfuzji (v —

kinematyczny wspotczynnik lepkosci):

(3.31)

L — y Aw(xy),

gdzie x, oraz w, oznaczajy odpowiednio: potozenie oraz wirowo$¢ unoszony przez element
ptynu.

W przeptywach dwuwymiarowych czton lepkosciowy mozna modelowac réznymi metodami.
Popularng i tatwa w uzyciu, lecz mato doktadng, jest stochastyczna metoda przypadkowego
btadzenia. Istnieje tez szereg metod deterministycznych np.: metoda predkosci dyfuzyjnej,
wymiany intensywnosci czastek, czy metoda siatkowo-czasteczkowa [38, 16]. W niniejszej pracy
uzyto deterministycznej metody wymiany intensywnosci czastek PSE (ang. particle strength

exchange).

3.4 Opis metody obliczeniowej ,,wir w komoérce”

W obecnej pracy do rozwigzania réwnania Helmholtza (3.17) zostata wykorzystana metoda
wirowa typu ,wir w komérce”. Jest to metoda siatkowo—czasteczkowa. Zmiane pola wirowosci
modeluje sie w zmiennych Lagrange'a, natomiast pole predkosci oblicza sie na siatce nume-
rycznej. Dzieki temu metoda jest znacznie szybsza od metod wirowych bezposrednich przy
jednoczesnym zachowaniu ,lagrangowskiego charakteru” obliczen. Metoda ,wir w komérce”
dobrze modeluje przeptywy, w ktérych pola predkosci i wirowosci charakteryzuja sie wysoka
dynamika [40, 42, 41].

Jak byto to juz powiedziane wczesniej, réwnania (3.17) oraz (3.18) opisuja ewolucje pola
wirowego oraz ruch cieczy lepkiej. W metodzie wirowej typu ,wir w komérce” ciggte pole wiro-

wosci zastepowane jest dyskretnym rozktadem miar Diraca — ,,czastkami wirowymi”, ktérych
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ruch modeluje ewolucje pola wirowosci [16, 39]:

w(x) 2o (x) = Z;Fp(xp) 6 (x—xp),
T,(x,) = / w (@, y) dA ~ h2w (x,), (3.32)

gdzie indeks p numeruje czastki wirowe, I' oznacza intensywnosci czastki wirowej, a x, =

(xp,yp) jest jej potozeniem. Dystrybucja §(x) jest delta Diraca.

3.4.1 Aproksymacja funkcji ciggtej przez dyskretny rozktad czastek

Dla w € C°(R?*)N L' (R?) aproksymacja (3.32) w sensie miarowym spetnia zaleznos$¢ (D € R?)
[38]:

M=

/ w(x, t)dx ~

D p

Lp(xp, 1), (3.33)

Il
—

Wzér kwadraturowy (3.33) uogdlnia sie na aproksymacje czasteczkowa dla dowolnej funkcji

¢ € CY(R?) (funkcja ciagta o zwartym noséniku):

[ wlx 1) plx) dx ~ > Ty, (%) (3.34)

Mozna bada¢ jako$¢ aproksymacji (3.34) definiujac bfad:
N
Ew) = [ wix ) p(x)dx = 3 Ty(x,.1) (x,). (3.35)
D p=1
Warto przytoczy¢ lemat dotyczacy oszacowania btedu (3.35) dla funkcji w(x) zaktadajac, ze
jest ona elementem przestrzeni Sobolewa W™ (funkcja f jest elementem przestrzeni Sobolewa
WP jezeli dla 0 < |y| < m spetniony jest warunek [, |D"f(z)|P dz < oo, gdzie D7 f(x)
jest pochodna uogélniong funkcji f).
Niech B; oznacza j—ta komdrke j = (j1, j2) w R? taka, ze:

1 1
B ={x €R% (ji = Hh < <(Git+Hhi=121} (3.36)

Przy pewnych technicznych zatozeniach [62] prawdziwe jest oszacowanie:

da
&) < CH™ 3 |whnps, (3.37)
J
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gdzie C' jest pewng stata niezalezng od h, p > d/m, ¢ =1—1/p.
Funkcja ¢ odgrywa podstawowa role w doktadnosci rozwigzania réwnan ruchu ptynu me-
toda ,wir w komérce”. W szczegdlnosci funkcja ¢ moze by¢ B-funkcja sklejang [38, 63, 51],

lub, jak ma to miejsce w obecnej pracy, jadrem interpolacyjnym odpowiedniego rzedu.

3.4.2 Wybér jadra interpolujacego

Waznym elementem prezentowanej metody obliczeniowej jest przekazywanie informacji o po-
lu wirowosci z czastek wirowych na wezty regularnej siatki. Proces ten zostat wykonany za
pomoca interpolacji. Doktadno$¢ procesu interpolacji jest zwigzana z rzedem jadra interpola-
cyjnego. Rzad jadra interpolacyjnego odpowiada stopniowi wielomianu z jakiego jest to jadro
zbudowane. Jadra interpolacyjne danego rzedu doktadnie aproksymuja odpowiednio funkcje li-
niowe, kwadratowe, czy wielomiany wyzszych stopni. Jadra interpolacyjne pierwszego, drugiego

i trzeciego rzedu maja postac:

e Jadro pierwszego rzedu (interpolacja liniowa)

l—2z, dla0<z<1,

p1(z) = (3.38)
0, dla pozostatych .
e Jadro drugiego rzedu
1— 22, dla 0 <z < 3,
() =q¢ (1—-2)2-2)/2, dal<z<? (3.39)
0, dla pozostatych .
e jadro trzeciego rzedu (formuta Everetta)
(1—2%)(2—1x)/2, dla 0 <z <1,
e3(r) =5 (1—=2)(2—2)3—2)/6, dlal<z<2, (3.40)
0, dla pozostatych .

Powyzsze jadra interpolacyjne nie maja ciggtych pochodnych, a jadra od drugiego rzedu w
gére nie s3 nawet ciggte. Jednak posiadaja one dobre wiasciwosci interpolacyjne dla funkgcji
charakteryzujacych sie duzymi gradientami. Jest to szczegdlnie pozadana cecha dla przeptywdw

w poblizu $cian, gdzie doktadno$¢ interpolacji jest bardzo wazna [35].
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Jadra interpolacyjne (3.38, 3.39, 3.40) zachowuja odpowiednio pierwszy, drugi i trzeci

moment pola wirowosci korzystajac z 24, 3%, 4¢ weztéw siatki (d — wymiar przestrzeni):
M, = /w(x)x“dx =const, a =0,1,2,... (3.41)

Proces redystrybucji mas czastek na wezty siatki mozna takze przeprowadzi¢ uzywajac funkgcji
sklejanych B-spline [38, 63]. Jest to bardziej korzystne, dla algorytméw obliczeniowych, gdzie
wystepuja duze nieregularno$¢ w rozktadzie czastek wirowych w przeptywie. Wada funkcji B-
spline jest to, iz zachowuja one tylko cyrkulacje i pierwszy moment pola wirowosci, co powoduje
ze nie odtwarzaja dobrze funkcji charakteryzujacych sie duzymi gradientami [35].

W metodzie obliczeniowej prezentowanej w niniejszej pracy uzyte zostato jadro interpola-
cyjne drugiego rzedu (3.39). Jadro to, dla przestrzeni dwuwymiarowej, rozktada mase kazdej
czasteczki wirowej na 9 pobliskich weztéw siatki. Dwuwymiarowe jadro interpolujace otrzymu-

jemy mnozac jednowymiarowe jadra interpolacyjne:

o(r,y) = p(r)p(y). (3.42)

Jadro interpolujace (3.39) moze by¢ stosowane tylko w obszarach nieograniczonych. Aby
unikna¢ problemu z ,wylewaniem si¢” wirowosci poza obszar obliczeniowy w poblizu $cian mu-
simy stosowac jadra interpolacyjne , jednostronne”. W praktyce oznacza to ze interpolacja dla
czastek, ktére znajdowaty sie w odlegtosci mniejszej niz pdt skoku siatki od Sciany przebiegata

wedtug nastepujacego schematu (rys. 3.1):

1— %x + %xQ, dla weztoéw z rzedu I (wezly nr 1,2,3),
(2 —x), dla weztéw z rzedu II (wezty nr 4,5,6),
() = (3.43)
x(z —1), dla weztéw z rzedu 111 (wezly nr 7,8,9),
0, dla pozostatych weztow,

gdzie | oznacza wezty lezace na Sciance, Il oraz Ill oznacza odpowiednio oczka siatki lezace w
1 i 2 rzedzie powyzej $cianki. Jadro interpolujace okreslone formuta (3.43) réwniez obejmuje
9 sasiednich weztéw siatki oraz ma takie same wiasciwosci jak zalezno$¢ okreslona wzorem

(3.39).

3.4.3 Realizacja warunku brzegowego na Scianie

Warunek (3.4) dla réwnania ruchu cieczy lepkiej wyraza fakt braku poslizgu cieczy na $ciance.

Zaréwno sktadowa normalna do brzegu jak i sktadowa styczna pola predkosci powinna by¢
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Rys. 3.1: Proces interpolacji w poblizu $ciany. Masa czastki wirowej jest rozkladana na 9

pobliskich wezléw siatki.

réowna zeru. Przejécie do opisu ruchu cieczy w jezyku wirowosci i funkcji pradu zdecydowanie
uproscito réwnania ruchu jednak spowodowato konieczno$¢ postawienia warunku brzegowego
dla wirowosci na $ciankach sztywnych w celu rozwigzania réwnania Helmholtza (3.17). W
artykule z 1990 roku problem okreslenia ,wartosci wirowosci na $cianie” podany zostat jako
jeden z wciaz nierozwigzanych probleméw w mechanice ptynéw [79].

Préby matematycznego sformutowania tego zagadnienia nierozerwalnie tacza sie z fizyczna
interpretacja generacji wirowosci na $cianach sztywnych. Interpretacja fizyczna czesto dyktuje
sposéb numerycznego modelowania procesu generacji wirowosci.

W praktyce numerycznej dotyczacej metod wirowych realizacja warunku brzegowego na
wirowos¢ jest zwigzana z warunkiem braku poslizgu na Scianie sztywnej. Zapewnienie warunku
przylegania ptynu do $ciany realizuje sie poprzez generacje odpowiedniej porcji wirowosci na
niej. Mozna to osiggna¢ przez odpowiednio dobrang wartosé wirowosci lub tez strumien wiro-
wosci [34, 38, 86]. W niniejszej pracy, przez analogie do réwnan rézniczkowych czastkowych,
odpowiednig wartosci wirowosci na $cianie nazwano warunkiem brzegowym typu Dirichleta,

natomiast strumien wirowo$ci nazwano warunkiem brzegowym typu Neumanna.

3.4.4 Warunek typu Dirichleta dla wirowos$¢ na $cianie — metoda |

Historycznie pierwszym podejsciem do okresdlenia odpowiedniej wartosci wirowosci na $ciance
sztywnej jest podejsScie nazwane lokalnym. Juz w roku 1933 Thom wprowadzit do obliczenh
odpowiednia formute o charakterze lokalnym, bez uzaleznienia od innych punktéw brzegu.

Istnieje tez podejscie, do okreslenia rozwazanych warunkéw brzegowych, o charakterze glo-
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balnym, catkowym. W tym przypadku aby otrzymaé warunek brzegowy dla wirowosci nalezy
rozwigza¢ rownanie catkowe, co w konsekwencji prowadzi do uktadu réwnan algebraicznych
wigzacych ze sobg wszystkie punkty brzegu [2, 36]. W pracy [86] pokazano, ze wiele sche-
matéw o charakterze globalnym réwnowazne jest schematom lokalnym. Globalne schematy
catkowe s3, w przeciwienstwie do lokalnych, trudne w zastosowaniach.

Okreslenie lokalnych warunkéw brzegowych dla wirowos$ci przebiega nastepujaco :

1. Dla cieczy lepkiej zadamy, aby sktadowa styczna predkosci na Scianie sztywnej byta réwna
predkosci Scianki, czyli :

Us = X _ u (3.44)

_an — Uw,
gdzie ug oznacza styczng predkos$¢ cieczy na Sciance, u,, oznacza predkosé Sciany, na-
tomiast n oznacza kierunek prostopadty do Sciany. Warunek nieprzenikania cieczy przez
Scianke (predkos¢ normalna do Scianki réwna zero) zapewnia warunek brzegowy na funk-

cje pradu: ¢ = const.

2. Nastepnie jezeli do réwnania Poissona na funkcje pradu (3.11) zastosujemy 5—punktowy

schemat réznicowy, to dla punktéw, ktére leza na Sciance otrzymamy:

~ Yir1,0 — 2¢i0 + Yic10 n Yix — 290 + i 1

g = 3.45
“i0 As? An? (3.45)

3. Zastepujac réwnanie (3.44) schematem réznicowym otrzymamy:
W =Uy = Yi1 = Vi1 — 28nu, (3.46)

oraz korzystajac z faktu, ze funkcja pradu ma warto$¢ staty na Scianie ¥; 110 = 2¢; 0 =
;10 ostatecznie otrzymamy:

2(%,1 - %‘,o — An Uw)

e . (3.47)

— Wi =

Powyzsze réwnanie nazywane jest formuta Thoma. Pozwala ona na okreSlenie wartosci wiro-
wosci na brzegu przez warto$¢ funkcji pradu w odlegtosci An od Sciany. W pracy [86] mozna
znalez¢ tablice réznych wzoréw wyzszego rzedu. Jednak jak stwierdzono w [86] trudno wska-
za¢ jaki$ wzér o zdecydowanie najlepszych wtasnosciach. W celu spetnienia warunku (3.44)
przylegania cieczy do $cian, uzyto nastepujacego sposobu generacji wirowosci na $cianie. Przy-

jeto ze formuta Thoma (3.47) okresla wtasciwg warto$¢ wirowosci, ktéra powinna panowa¢ na
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brzegu, aby spetniony byt warunek przylegania (3.44). Jezeli w wyniku redystrybucji cyrkulagji
czastek wirowych obecnych w przeptywie w punktach brzegowych wirowos¢ jest rézna od tej
okreslonej wzorem (3.47), to w wezle tym dodawana jest wirowos¢ tak, aby réwnosé (3.47)
byta spetniona, czyli:

WB = Wstare + Wdod (348)

gdzie wgre 0znacza wirowo$¢ otrzymang w weztach brzegowych siatki po redystrybucji cyr-
kulacji czastek wirowych istniejacych w przeptywie, a wg,q wirowos¢ ktdéra nalezy dodac.

W zastosowanym algorytmie numerycznym w niniejszej pracy dodatkowa warto$¢ wirowosci
Wdoq byta wyznaczana w brzegowych weztach siatki lezacych na $cianach. Dodatkowa wirowos¢
byta zamieniana na cyrkulacje I'yoq = h*wgoq. Dodatkowa cyrkulacja byta nastepnie dodawana
do cyrkulacji czastek wirowych znajdujacych sie w punktach pokrywajacych sie z brzegowymi
weztami siatki numerycznej (Tpowe = Dstare + Taoa). Dzieki czemu zastosowany algorytm
nie wymagat wprowadzania nowych czastek do przeptywu, a jedynie modyfikowat cyrkulacje

czastek znajdujacych sie na scianach.

3.4.5 Warunek typu Neumanna dla wirowos$¢ na $cianie — metoda Il

Druga metoda wykorzystywana w powyzszej pracy polega na wyznaczeniu odpowiedniego stru-
mienia wirowosci ze $ciany do wnetrza przeptywu. Odpowiada to warunkowi brzegowemu typu
Neumanna. Metoda ta opiera sie¢ na dynamicznym opisie generacji wirowosci podanym przez
Lighthilla [46].

Przyjmijmy, ze $ciana jest nieruchoma. Gdy rozwigzujemy réwnie Eulera (v = 0), wiro-
wos¢ rozfozona wewnatrz przeptywu bedzie generowata na Scianie sztywnej predko$¢ styczna
us rézng od zera. Mozna uwazad, ze wzdtuz brzegu statego powstaje warstwa wirowa o in-
tensywnosci v = u,. Aby zrozumieé jak strumien wirowsci moze kompensowal niepozadang
sktadowa styczna pola predkosci zapiszmy réwnanie ruchu cieczy lepkiej (3.1) na Scianie:

(flltl _ _gi _ ”g:’ (3.49)
gdzie zmienna s oznacza pochodng w kierunku stycznym do $ciany, a n w kierunku normalnym.
Wida¢, ze przyspieszenie zwigzane jest z gradientem cisnienia, jak réwniez ze strumieniem wi-
rowosci. Jezeli na $cianie pojawia sie r6zna od zera sktadowa styczna pola predkosci to mozemy

ja interpretowad, ze w krétkim przedziale czasu At pojawito sie dodatkowe przyspieszenie:

ultt — Oow
=5 —p— 3.50
Al Y on (3:50)
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Dodatkowe przyspieszenie musi by¢ skompensowane dodatkowym strumieniem wirowosci Vg—w.

n
Jezeli zatozymy ze w chwili At pole predkosci spetnia warunek przylegania do Sciany to skfa-
dowa styczna predkosci jest réwnowazona nastepujaco:

.= vAtZE 3.51
U v o ( )

Stad , pochodna wirowosci w kierunku prostopadtym do $ciany przyjmuje wartos¢:

ow v
I AL (3.52)

Aby wprowadzié do obszaru przeptywu wirowos¢ wywotana dodatkowym strumieniem wirowosci

rozwigzywane jest nastepujace zagadnienie brzegowo poczatkowe dla réwnania dyfuzji:

wy = VAW,
w(z,y,t =0) =0, (3.53)
Ow v
on VAL

Nalezy zwréci¢ uwage, ze wartos¢ poczatkowa wirowosci jest réwna zero. Wirowos¢ otrzymana
w weztach siatki z rozwigzania zagadnienia (3.53) jest zamieniana na cyrkulacje i dodawana
do cyrkulacji czastek juz istniejacych w przeptywie.

Do rozwigzania réwnania (3.53) zostat wykorzystany program do szybkiego, bezpo$rednie-
go rozwigzywania réownan eliptycznych. W tym celu pochodna po czasie zostata zastgpiona
ilorazem réznicowym:

w

Wt = ) (3.54)

W rezultacie doprowadzito to do réwnania eliptycznego postaci:

Aw™ — 22— ),
VAl (3.55)

ow v

an T uAt
3.4.6 Metoda wymiany intensywnosci czgstek PSE

W tradycyjnych obliczeniach siatkowych dyfuzja jest realizowana na siatce numerycznej. Jed-
nak w przypadku prowadzenia obliczen w zmiennych Lagrange'a bardziej naturalne jest za-
symulowanie tego efektu bezposrednio na czastkach. W ciggu ostatnich lat powstato wiele
metod symulacji lepkosci. Bardzo popularna i tatwa w zastosowaniu jest metoda stochastycz-

na przypadkowego btadzenia, w ktérej efekt dyfuzji uzyskuje sie jako efekt losowego zaburzenia
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potozenia czastek wirowych. Jednak wyniki uzyskiwane ta3 metoda nie s3 zadawalajace, szcze-
gélnie dla duzych liczb Reynoldsa. Btad metody jest proporcjonalny do \/iﬁ gdzie N jest iloscig
czastek.

Druga klasa metod symulacji lepkosci s3 metody deterministyczne. Jedna z nich jest metoda
wymiany intensywnosci czastek PSE Particle Strength Exchange. Podstawowa ideg metody
PSE jest zastapienie rézniczkowego operatora Laplace’a operatorem catkowym A., ktéry dla

trzech wymiaréw przyjmuje postac [16, 38, 83]:

M) = 5 [(@ly) ~ w60)nly — %) dy. (3.56)

€2
Funkcja obciecia 7.(x) = 3 n(x/e) (¢ > 0) rzedu r jest funkcja symetryczna spetniajaca

nastepujace warunki:

/ z;x;n(x)dx =20; dla i,j=1,2, 3,

Ri&

/ et n(x)dx =0 dla ky+ k=1 lub 3<ki+ky <r+1, (3.57)
R3

/ Ix|"*2 |n(x)] dx < oc.

RB

Dodatkowym warunkiem jaki musi by¢ spetniony aby metoda PSE byta skuteczna jest odpo-
wiedni dobdér parametru €. Parametr ten musi by¢ tak dobrany aby spetniona byta zaleznos¢
g/ri; > 1, tzn. nodniki sasiednich czastek nakfadaty sie (7;; — odlegtos¢ pomiedzy czastkami
iij). W praktyce oznacza to, ze kazda czastka powinna mie¢ mozliwo$¢ komunikacji z okre-
$long liczba sasiadujacych czastek w celu wymiany intensywnosci cyrkulacji. Przy zatozeniach
(3.57) spetnione jest oszacowanie na operator catkowy dla sktadowych pola wirowosci (3.56)
[16, 83]:

A:wi — Aw;llo,p < Cie"||willrao,p, =1, 2,3, (3.58)

gdzie w; nalezy do przestrzeni Sobolewa (w; € W"%P2(R3) dla p € [1, o0]), a norme || - ||
rozumie sie w sensie przestrzeni Sobolewa.

Dowdd powyzszego oszacowania oraz analize stabilnosci metody wymiany intensywnosci
czastek mozna odnalezé np. w [63].
Dla przestrzeni dwuwymiarowej (w = (0,0,ws), w3 = w) prawa strone réwnania (3.56) mozna
zastapic¢ suma:

Aw(x) g Y (ly) — () nly —x), (3.59)

i
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gdzie indeks i numeruje wezty siatki obliczeniowej. Drugie z réwnai (3.31) aproksymowane

jest zatem wyrazeniem[17]:

dT,

= ve? Eq: (L, —=Tp)n (Xq;Xp> : (3.60)

Powyzsze réwnanie byto rozwigzywane w trakcie obliczen metoda Eulera. Kluczowa sprawa dla
skutecznosci i zbieznosci metody PSE jest odpowiedni wybdr funkcji obciecia 7(x). Istnieje
wiele funkcji spetniajacych przytoczone wezedniej kryteria. Przyktadowe funkcje 77(x), o nosni-
ku nieograniczonym, zostaty przedstawione np. w pracy VanderLindena [83]. Jednak funkcje o
nosniku nieograniczonym maja zasadnicza wade, wymagaja komunikowania sie kazdej czastki
ze wszystkimi pozostatymi czastkami w obszarze przeptywu. Oznacza to ze ztozonos$¢ obli-
czeniowa takiego algorytmu jest rzedu O (N?), gdzie N oznacza liczbe czastek w przeptywie.
Powoduje to dtugie czasy obliczeniowe i wymaga duzego naktadu pracy komputera. W niniej-
szej pracy podobnie jak w pracy [16], aby przyspieszyé czas obliczen, wybrano funkcje 7(x)

rzedu 7 = 2 o nosniku ograniczonym w postaci:

C dla |x| < 2,

1+ |x|?

n(x) = (3.61)

0 dla |x| > 2.

W przypadku funkgcji o noéniku ograniczonym ztozono$¢ obliczeniowa jest rzedu O (m - N),
gdzie m oznacza liczbe czastek objetych nosnikiem funkcji n(x). Poniewaz m < N oraz m
jest najczesciej stata wiec ztozonos¢ obliczeniowa takiego algorytmu jest liniowa. Druga wazna
cecha charakteryzujaca funkcje obciecia jest jej rzad r, od ktérego zalezy rzad aproksymacji.
Przez rzad funkcji rozumie sie zerowanie odpowiednich momentéw okreslonych drugg z formut
w (3.57). Wybér odpowiedniej funkgji 7.(x) umozliwia wiec podnoszenie rzedu metody. Ze
wzoréw (3.59) oraz (3.60) widaé, ze podniesienie rzedu powoduje powigkszenie nodnika funkcji
n-(x) co z kolei wydtuza czas obliczen. W powyzszej metodzie konieczne jest aby w otoczeniu
czastki dla ktérej obliczany jest efekt dyfuzji (wynikajacy z lepkosci) znajdowaty sie inne czastki
wirowe (co najmniej od kilku do kilkunastu [35]).
Stata C z réwnania (3.61) jest tak dobierana, aby spetniony byt pierwszy z warunkéw
(3.57):
/ r?* n(x) dx = 2. (3.62)

RS
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Dla przypadku dwuwymiarowego wartos¢ C wyznaczamy:

/ (2 + )

R2

T ap dedy =4 (3.63)

Nastepnie przechodzac do zmiennych biegunowych mamy:

2 2
,,,.3

Cr? ;
O/O/Wrdrdqs:%co/ S dr A T51020 =4 (3.64)

Stata C dla przypadku dwuwymiarowego wynosi zatem 0.5326. Powyzsze rozwazania dotyczg
przypadku gdy obszarem dziatania funkcji 7(x) jest okrag. Takie podejscie jest uzasadnio-
ne, gdy czastki wirowe s3 przypadkowo rozlokowane w obszarze przeptywu. Natomiast cecha
charakterystyczna algorytmu zastosowanego w obecnej pracy jest rozktadanie czastek na regu-
larng sie¢ w kazdym kroku czasowym. Powoduje to ze dziedzina funkgji obciecia (3.61) moze
by¢ zastapiona kwadratem. Na potrzeby obecnej pracy obszarem dziatania jadra obciecia byt
kwadrat o rozmiarach —1.5 < x < 1.5; —1.5 < y < 1.5 W takim przypadku stata C jest
rowna 0.835.

3.4.7 Uwagi do realizacji numerycznej

Metoda PSE wymaga aby w obrebie funkgji obciecia (3.61) znajdowata sie zawsze okreslona
ilos¢ czastek wirowych. Jest to konieczne poniewaz kazda czastka musi wymieniaé sie cyrkulacja
z innymi czastkami. Najlepiej jest gdy czastki sg roztozone réwnomiernie, wtedy bowiem jadro
funkcji zawiera doktadnie taka samg liczbe czastek réwnomiernie oddalonych od siebie.

Poniewaz czastki wirowe poruszaja sie zgodnie z aktualnym polem predkosci, wiec maja
tendencje do skupiania sie w miejscach o duzych gradientach predkosci. W konsekwencji moze
doprowadzi¢ do tego, iz w pewnych rejonach obszaru obliczeniowego czastki wirowe beda
nadmiernie zageszczone a w innych bedzie ich za mato. Dlatego aby metoda PSE byta zbiezna
wymagany jest dodatkowy zabieg numeryczny porzadkujacy rozkfad czastek w przeptywie.
Zabieg ten w literaturze anglojezycznej nosi nazwe remeshingu. W praktyce zalecany byt proces
remeshingu co kilkanascie krokéw czasowych.

Rysunek 3.2 przedstawia wynik obliczen dla algorytmu numerycznego, w ktérym nie byt
stosowany zabieg remeshingu. Rysunek przedstawia rozktad czastek wirowych dla przeptywu
wywotanego ruchem taty wirowej w obecnosci Sciany ptaskiej i jest jednym z wynikéw pracy
autora niniejszej rozprawy [40, 42]. Na obrazie wyraznie widoczne s3 miejsca nadmiernego

skupiania sie czastek wirowych.



ROZDZIAL 3. OPIS METODY WIROWEJ "WIR W KOMORCE” 32

Rys. 3.2: Zjawisko nadmiernego skupiania sie¢ czastek wirowych w obszarach przepltywu o

duzych gradientach predkosci.

W obecnej pracy, aby uzyskaé réwnomierng dystrybucje czastek wirowych w przeptywie, po
kroku adwekcji wiry byty rozktadane na regularna siatke (remeshing byt stosowany w kazdym
kroku czasowym). Reorganizacja potozenia i cyrkulacji czastek byta sterowana funkcja inter-
polujaca drugiego rzedu, taka sama jaka byta uzyta w celu redystrybucji cyrkulacji czastek na
pobliskie wezty siatki, wzér (3.39). Zastosowanie tego samego algorytmu dla redystrybucji i
porzadkowania potozenia czastek oznaczato w praktyce ze podczas prowadzenia obliczen za-
bieg ten byt wykonywany tylko raz w jednym kroku czasowym.

W obecnej pracy struktura rozktadu uporzadkowanych czastek byta wiec taka sama jak
struktura siatki numerycznej. Gwarantowato ze kazda czastka wirowa komunikowata sie z do-
ktadnie 8 innymi wirami objetymi nosnikiem funkcji (3.61), co jest zgodne z duchem metody
intensywnosci wymiany czastek. Ostatecznie krok dyfuzyjny byt realizowany zgodnie z wyra-

zeniem (3.60).

3.4.8 Algorytm numeryczny

Obszar obliczeniowy D pokryty byt prostokatna siatka numeryczna o réwnomiernym kroku h.
1) W n—tym kroku czasowym t" = nAt, intensywnos$¢ czastek wirowych byta rozktadana na

wezty siatki, rysunek 3.3 (proces redystrybucji wzory 3.39, 3.43)
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Rys. 3.3: Proces redystrybucji mas czastek na wezly siatki

2) Po redystrybucji rozwigzywane byto na siatce réwnanie Poissona na funkcje pradu v:
A = —w (3.65)

Dla rozwigzania powyzszego réwnania w pracy przyjeto warunki brzegowe réznego typu (okre-
sowe, Dirichleta lub Neumanna) w zaleznosci od rozpatrywanego problemu obliczeniowego. Do
rozwigzania réwnan (3.65) wykorzystano procedure DFPS2H z biblioteki numeryczne IMSL
FORTRAN Numerical Libraries, gdzie dwuwymiarowe zagadnienie Poissona jest rozwigzywane

szybka, bezposrednia metoda czwartego rzedu O(h?).

3) Predkos¢ w weztach siatki obliczana byta za pomoca metody réznic skoriczonych ze wzoru

u =1y, v = —1,. W tym celu uzyty zostat schemat centralny, ktéry jest schematem drugiego
rzadu:
(@i, Y1) — (@i, yj
u(wi,y;) = ’ Ay ’ (3.66)
V(@ir1,Y5) — Y(@io1,y;
Lyi) = 3.67
o ;) m (367)

4) Realizacja warunku brzegowego dla wirowosci na $cianach sztywnych (Metoda | lub Il, pod-

rozdziat 3.4.3).

5) Ruch czastek zgodnie z aktualnym polem predkosci. Predko$¢ w potozeniach czastek
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l; j(x) — wielomian interpolacyjny Lagrange'a. Nowe potozenia czastek byty obliczane poprzez
rozwigzanie uktadu réwnan (3.30) metoda Huena drugiego rzedu:

pptt =2 + Atu(zy),

(3.68)
et = a7 4 0.5At (u(pg“) + u(xg)) :

6) Porzadkowanie potozenia czastek remeshing, wzory (3.39, 3.43) czyli rozktad czastek wi-

rowych na regularng sie¢, ktéra w obecnej pracy pokrywata sie z siatkq numeryczna.

7) Zmiana cyrkulacji czastek metoda PSE, wzér (3.60).



Rozdziat 4

Zagadnienia testowe

4.1 Przeptyw laminarny w kanale prostokatnym. Prze-
ptyw Poiseuille’a

Przeptyw w kanale prostokatnym jest jednym z niewielu przypadkéw dla ktérych znane jest
rozwigzanie analityczne réwnan Naviera-Stokesa. Mimo swej prostoty, przeptyw ten jest do-
brym przyktadem, dla ktérego poréwnanie istniejacych rozwigzan analitycznych z otrzymanymi
wynikami numerycznymi pozwala przetestowal poprawnos$¢ stosowanej metody numerycznej
rozwigzania réwnan ruchu ptynu. Poréwnano dwie metody generacji wirowosci na scianie. Me-
tode wykorzystujaca warunek brzegowy typu Dirichleta (patrz podrozdziat 3.4.3: Metoda ),
oraz metode oparta na warunku brzegowym typu Neumanna (patrz podrozdziat 3.4.3: Metoda
).

Rozwiazanie analityczne przeptywu w kanale prostokatnym (rozwiazanie Poiseuille’a) wy-

raza sie nastepujaco:

u Y Y
=4=(1—- = 4.1
Unaz H( H)’ (41)

gdzie H oznacza wysokos$¢ kanatu, ., jest predkoscia maksymalng w kanale.

We wzorze 4.1 nie wystepuje lepkos$¢, wiec rozwigzanie Poiseuille’a nie zalezy od liczby Rey-
noldsa. Wzér ten opisuje jedynie ksztatt profilu predkosci, ktéry w tym przypadku jest parabola.
Zbadano jednak jak zalezy dtugo$¢ formowania sie profilu predkosci od liczby Reynoldsa. Z
badan eksperymentalnych wiadomo, ze odlegtos¢, potrzebna do ustalenia sie paraboliczne-
go profilu predkosci, rosnie wraz ze wzrostem liczby Reynoldsa. Dzieje sie tak dlatego iz dla

wiekszej liczby Reynoldsa reakcja wywierana na ptyn przez Sciane potrzebuje wiecej czasu aby

35
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ogarnac¢ caty przekrdj kanatu. Dlatego aby zbadac zgodnos¢ wynikéw numerycznych z ekspe-
rymentem przebadano takze dtugos¢ formowania sie profilu predkosci w zaleznosci od liczby
Reynoldsa. Ponadto na podstawie uzyskanych wynikéw oszacowano rzad zbieznosci propono-
wanego algorytmu obliczeniowego.

Obszarem obliczeniowym byt prostokat D = {(z,y) : 0<z < L, 0 <y < H}, gdzie
H = 1. Dtugo$¢ L zostata tak dobrana, w zaleznosci od liczby Reynoldsa, aby zminimalizo-
waé wptyw warunku brzegowego na wylocie na uzyskiwane wyniki. Na wlocie z = 0 przyjeto
réwnomierny profil predkosci ug = 1, co jest réwnowazne warunkowi brzegowemu v (0,y) =y
na funkcje pradu. Na Sciankach sztywnych przyjeto warunek brzegowy i) = const, na Scian-
ce dolnej ¢ = 0, a na Sciance gérnej v = 1. Na wylocie przyjeto warunek brzegowy typu
Neumanna g—i’ = 0. Obliczenia prowadzono do czasu t.,q uzyskania stacjonarnego rozwiaza-
nia numerycznego. Obliczenia sprawdzajace wykonano w szerokim zakresie liczb Reynoldsa,
dla réznych wielkosci siatki numerycznej i z réznymi wielkosciami kroku czasowego. Dla tak
postawionego zagadnienia liczbe Reynoldsa definiuje sie w nastepujacy sposéb:

Re = @, (4.2)

v
gdzie d oznacza wysoko$¢ kanatu (przyjeto d = 1), U predkos¢ érednig, a v jest kinematycz-
nym wspdtczynnikiem lepkosci. Rysunek (4.1) przedstawia przyktadowo wybrane rozwigzanie
numeryczne dla Re = 100. Na rysunku widoczne jest pole wirowe wraz z naniesionymi wekto-
rami pola predkosci. Kolor czerwony oznacza dodatnig warto$¢ wirowosci, natomiast niebieski

ujemna. Uzyskane rozwigzanie numeryczne poréwnano z analitycznym rozwigzaniem Poiseuil-

|—=

A

=i

Rys. 4.1: Pole predkosci i wirowosci w kanale prostokatnym dla Re = 100

le'a dla kanatu prostokatnego. Na rysunku 4.2 przedstawiono proces ustalania sie rozwigzania
w czasie. Wykres zamieszczony na tym rysunku przedstawia zmiane wartosci maksymalnego
btedu profilu predkosci na wylocie z kanatu dla Re = 100. Na wykresie tym mozna zauwazy¢
iz rozwigzanie ustabilizowato sie po uptywie okoto 10 jednostek czasowych.

W celu uzyskania rzedu zbieznosci metody numerycznej, obliczenia wykonywano na siat-

kach numerycznych o réznym skoku siatki Ax = Ay = h i z krokiem czasowym At = %h.
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Rys. 4.2: Zmiana bledu maksymalnego w czasie Re = 100.

Tabele 4.1 oraz 4.2 przedstawiaja przyktadowe zestawienie btedéw numerycznych profilu pred-
kosci na wylocie z kanatu w normie L., dla Re = 100. Norme L., oraz wyznaczenie rzedu

zbieznosci okresla nastepujaca formuta:

H E(u, uh) Hoo: maXxep ’ U(X, tend) - uh(X’ tend) ‘< Chaa (43)
gdzie v nazywamy rzedem metody.
Re =100, METODA I
Az =0.2 Az =0.1 Az = 0.05
btad rzad 1-2 | rzad 2-3 | rzad 1-3
1 3
max 0.07549 0.02007 0.00502 1.91 2.00 1.96

Tabela 4.1: Oszacowanie rzedu zbieznosci dla pierwszej metody generacji wirowosci

Re =100, METODA II

blad

Ax =02
1

Az =0.1

Az = 0.05
3

rzad 1-2

rzad 2-3

rzad 1-3

max

0.06884

0.02660

0.00806

1.37

1.72

1.55

Tabela 4.2: Oszacowanie rzedu zbieznosci dla drugiej metody generacji wirowosci

Z przeprowadzonych badan wynika ze rzad zbieznosci metody ,wir w komérce” propono-

wanej w obecnej pracy wyniést ~ 2.0 dla generacji wirowosci metoda pierwsza oraz ~ 1.6 dla
generacji wirowosci metoda druga. Z danych literaturowych [50] wiadomo ze dtugos¢ formowa-

nia si¢ profilu predkosci L zalezy w przyblizeniu liniowo od liczby Reynoldsa: Ly = C' - Re - d,
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gdzie d oznacza $rednice kanatu, a C jest wartoscia stata. Tabela 4.3 zawiera uzyskane wyniki
dla zakresu liczb Reynoldsa od 100 do 600. Warto$¢ Ly zostata wyznaczona na podstawie
analizy predkosci u w osi kanatu. Odlegto$¢ (poczynajac od wlotu do kanatu) na ktérej stwier-
dzono, ze warto$¢ predkosci nie rézni sie wiecej niz o 0.1% od wartosci predkosci na koncu

kanatu przyjeto jako dtugo$¢ formowania sie profilu predkosci. Rysunek 4.3 przedstawia za-

Re | Lf 0.1% | Upnaa C

100 7.50 1.493 | 0.075
200 | 15.20 | 1.493 | 0.076
300 | 2295 | 1.493 | 0.077
400 | 29.70 | 1.492 | 0.074
500 | 34.60 | 1.491 | 0.069
600 | 36.90 | 1.489 | 0.062

Tabela 4.3: Dlugo$é formowania sie profilu predkosci w zaleznosci od liczby Re

leznoé¢ dtugosci formowania sie profilu Ly od liczby Reynoldsa. Na podstawie uzyskanych
wynikéw widac iz zalezno$¢ ta ma charakter bardzo zblizony do liniowego. Oznacza to ze pro-
dukcja wirowos$ci na $cianach oraz jej dysypacja jest wtasciwie odtwarzana przez proponowang
metode obliczeniowg. Z przedstawionych obrazéw przeptywu widaé, ze wirowos¢ do wnetrza

obszaru dostaje sie tylko na drodze dyfuzji.

0 100 200 300 R 400 500 600 700
e

Rys. 4.3: Dlugosé formowania sie profilu predkosci w zalezno$ci od liczby Reynoldsa.
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4.2 Drugie zagadnienie Stokesa

Kolejnym zagadnieniem testowym, dla ktérego réwniez znane jest rozwigzanie analityczne
byto drugie zagadnienie Stokesa. Jest to bardziej wymagajace zagadnienie w poréwnaniu do
przeptywu w kanale. Zagadnienie jest niestacjonarne. Ruch cieczy powodowany jest drgajaca

poziomo $ciang. Predkosci na $cianie (warunek brzegowy) wyraza sie nastepujaca formuta:
u(y = 0,t) = Uy cos(wt), (4.4)

gdzie: Uy jest predkoscia Scianki (amplituda), a w w tym przypadku oznacza czestotliwosé.

Natomiast rozwigzanie analityczne wyraza si¢ wzorem:

u(y,t) = Uy cos (wt — y\/g) exp <—y ;,) : (4.5)

Pierwszy czfon réwnania (4.5), Uy cos (wt — y\/g) opisuje ruch oscylacyjny ptytki z ampli-
tuda Uy oraz czestotliwoscia w. Drugi czton réwnania, exp (—y\/g), jest odpowiedzialny za
ttumienie oscylacji wraz z oddalaniem sie od $cianki. Na podstawie drugiego cztonu réwnania
widaé, ze oscylacje maja ograniczony zasieg oraz szybko zanikaja. Dzieje sie tak poniewaz
ttumienie ma ekspotencjalny charakter.

W celu oszacowania odlegtosci na jaka propagowane jest zaburzenie wywotane oscylacyj-
nym ruchem $ciany sprawdzmy co dzieje sie z rozwigzaniem na proste; (wt — y\/g) = const.
Maksymalna odlegto$¢ penetracji zaburzenia wystapi, gdy funkcja cos przyjmie warto$¢ jeden,
tzn. gdy:

(wt -y ;;/) = 0. (4.6)

Przeksztatcajac réwnanie (4.6) wzgledem y otrzymamy zalezno$é: y = wt\/%’. Przyktadowo

zatézmy, ze y = 4,/2%, podstawiajac do réwnania (4.5) otrzymamy:

—4
u = Uy exp (\/§> ~ (0.06U.

Przyjmujac, ze od miejsca gdzie u = 0.06U, zaburzenia s3 wystarczajagco mate, otrzymamy

zaleznos$¢ opisujacy zakres penetracji zaburzenia:

5= 1,22
w

Z powyzszej zaleznodci widaé, ze zasieg oddziatywania do wnetrza przeptywu nie zalezy od

czasu i jest proporcjonalny do 1/%”.
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Nalezy tutaj doda¢ iz rozwigzanie analityczne (4.5) dotyczy przypadku gdy $ciana oraz
obszar w kierunku normalnym od niej sa nieograniczone. Realizacja takich warunkéw w przy-
padku metody numerycznej jest niemozliwe. Dlatego jako obszar obliczeniowy przyjeto kwadrat
D ={(z,y) : 0<z <4, 0<y<4}. Rozmiar obszaru obliczeniowego byt tak dobrany aby
zminimalizowa¢ wptyw warunkdéw brzegowych na uzyskane rozwigzanie. W tym celu poréw-
nano rozwigzania numeryczne uzyskane na obszarach obliczeniowych o réznych wielkosciach.
Stwierdzono ze dla y > 4 uzyskane wyniki numeryczne praktycznie nie réznia sie od siebie.

W obliczeniach numerycznych na Sciance sztywnej postawiony zostat warunek brzegowy
opisany formuta (4.4) , w kierunku z zostat natozony warunek okresowosci, natomiast na gor-
nym brzegu uzyty zostat warunek brzegowy typu Neumanna ‘3—’5 = 0. Rysunek 4.4 przedstawia
przyktadowe rozwigzanie rozwazanego zagadnienia dla Re =400, w = 1 oraz Uy = 1. Na obra-
zie widoczne jest chwilowe pole wirowosci wraz z wektorami predkosci dla t = 10.8. Natomiast
rysunek 4.5 przedstawia poréwnanie profili predkosci rozwigzania doktadnego i przyblizonego

dla dwéch réznych czaséw.

ok | HEERTT T T [ [TT0
B -2.000 -1.100 -0.125 0.013 0.100 0.299 1.000 2.200 3.400

0.6 |

05 F

Rys. 4.4: Zagadnienie Stokesa II. Pole wirowe wraz z wektorami predkosci, Re = 400, t=10.8

Obliczenia zostaty przeprowadzone na siatce réwnomiernej Ax = Ay = h dla réznych war-
tosci h i z krokiem czasowym At = %h. Tabele 4.4 oraz 4.5 przedstawiaja przyktadowe wyniki

wraz z oszacowaniem rzedu zbieznosci metody ,wir w komérce” dla dwéch metod generacji
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rozw. analityczne
rozW. nUMeryczne

rozw. analityczne
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Rys. 4.5:

L | L 1 I I 1 I ot 0L I I I 1 |
01 02 03 04 05 [13 o7 o0& 05 03 -02 <01 0 01 02 03
u u

Profile predkosci dla t = 13 oraz dla t = 14.4, Re = 400, Ax = 0.02 At = 0.01

wirowosci na Sciance. Btad byt liczony wedtug normy L, a rzad zbieznosci oszacowany zgodnie

z (4.3) Z przeprowadzonych badar wynika ze rzad zbieznosci proponowanej metody wynidst

~ 1.4 dla generacji wirowosci z warunkiem brzegowym typu Dirichleta (metoda |, podrozdziat

3.4.3) oraz ~ 1.3 dla generacji wirowosci z warunkiem brzegowym typu Neumanna (metoda

I, podrozdziat 3.4.3).

Re | Az =0.08 | Az =0.04 | Ax =0.02 | rzad 1-2 | rzad 2-3 | rzad 1-3
1 2 3

200 0.080 0.031 0.009 1.36 1.77 1.56

400 0.107 0.053 0.017 1.01 1.60 1.31

Tabela 4.4: Oszacowanie rzedu zbieznosci dla pierwszej metody generacji wirowosci

Re | Az =0.08 | Az =0.04 | Ax =0.02 | rzad 1-2 | rzad 2-3 | rzad 1-3
1 2 3

200 0.238 0.101 0.035 1.23 1.52 1.38

400 0.312 0.158 0.059 1.01 1.43 1.22

Tabela 4.5: Oszacowanie rzedu zbiezno$¢ dla drugiej metody generacji wirowosci
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4.3 Przeptyw w kwadratowej komorze z ruchoma sciankg

Jednym z najbardziej znanych przypadkéw testowych jest przeptyw w kwadratowej komorze
[75] (rys. 4.6). Przeptyw w komorze o dtugosci boku L = 1 jest wywotany ruchem gdérnej
Scianki z predkoscig ug = 1, a pozostate Scianki s3 nieruchome. W zaleznosci od liczby Rey-

L . .
w0 w komorze powstaje szereg charakterystycznych struktur wirowych (rys.

noldsa, Re =
4.6). Mimo, ze nie istnieje rozwigzanie analityczne dla tak postawionego zagadnienia problem
ten zostat szeroko oméwiony i przebadany zaréwno numerycznie [25, 27] jak i eksperymental-
nie [31, 32, 49, 59] przez wielu badaczy. Stad tez poréwnanie otrzymanych obecnie wynikéw
z wynikami uzyskanymi przy uzyciu innych sprawdzonych metod obliczeniowych jest bardzo
dobrym testem poprawnosci proponowanego algorytmu. Najczesciej poréwnuje sie potozenie
$rodka wiru pierwotnego, wartosci na liniach pradu oraz obraz funkcji pradu w zaleznosci od

liczby Reynoldsa.

w=ug,v=>1

9 ; wtorny wir gérny
g

4
s

plerwotny wir
podstawowy

™, wtorne wiry ¢

/
. I A
- narofnil owe - O
. -~
-~ e }
Y L - o
Ll ~ - (o

u=v=1

Rys. 4.6: Obszar obliczeniowy oraz wystepujace struktury wirowe.

Obliczenia sprawdzajace prowadzono w szerokim zakresie liczb Reynoldsa i dla réznych
wielkosci siatki numerycznej i z réznymi wielkosciami kroku czasowego. Prezentowane w ni-
niejszej pracy wyniki numeryczne dotycza przeptywu z liczbg Re = 100, 400, 1000, 3200,
5000, 7500, 10000. Gtéwnym parametrem poréwnawczym dla przeptywu w kwadratowe] ko-
morze jest potozenie Srodka pierwotnego wiru podstawowego, oraz rozktad linii pradu. Wraz ze

wzrostem liczby Reynoldsa obserwuje sie przemieszczanie wiru podstawowego w kierunku geo-
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metrycznego srodka komory, oraz obserwuje sie pojawianie si¢ wtérnych wiréw naroznikowych
dolnych oraz wtérnego wiru gérnego. Wszystkie te zjawiska s3 $cisle zwigzane z wartoscia licz-
by Reynoldsa. Rysunek 4.7 przedstawia rozkfad linii pradu w zaleznosci od liczby Reynoldsa.
W tym przypadku uzyty zostat warunek brzegowy na wirowo$¢ typu Neumanna (patrz pod-
rozdziat 3.4.3: Metoda Il). Dla metody opierajacej sie na warunku brzegowym na wirowos$¢
typu Dirichleta obrazy sa prawie identyczne. Cecha charakterystyczng omawianego przeptywu
jest ksztatt i ilo$¢ pojawiajacych sie wiréw wtérnych wraz ze wzrostem liczby Reynoldsa. Dla
liczb Reynoldsa mniejszych od 1000 w przeptywie wystepuje pierwotny wir podstawowy i wiry
wtérne, ktére wraz ze wzrostem wartosci Re powigkszajg swe rozmiary. Krytycznym momen-
tem przeptywu w komorze jest liczba Re = 3200, kiedy to pojawia sie wyrazny wir wtérny
gérny. Nastepnie wraz ze wzrostem Re wir wtérny gérny powigksza si¢, natomiast w narozni-
kach dolnych pojawiaja sie kolejne coraz mniejsze i stabsze wiry. Wszystkie te zjawiska mozna
zaobserwowac na rysunku 4.7. Ponadto uzyskane w obecnych obliczeniach rozktady linii pradu
s3 niemal identyczne do tych uzyskanych przez innych wczesniej cytowanych badaczy.
Podczas prowadzenia obliczen dla przeptywu w komorze zauwazono, ze przeptyw ustala sie
i przybiera charakter stacjonarny dla liczb Reynoldsa do 7500 wtacznie. Natomiast dla liczb
Re > 10000 przeptyw zaczyna by¢ niestacjonarny. Manifestuje sie to szczegdlnie w potozeniu,
ilosci i ksztatcie wiréw wtdrnych, ktére przestaja by¢ stacjonarne i ulegaja ciagtym zmianom.
Dodatkowo w tabeli 4.6 zestawiono wspotrzednych srodka pierwotnego wiru podstawowego

z dostepnymi w literaturze wynikami.

Re Metoda I Metoda IT Ghia et al. [25] Ho et al. [28]
(z,y) (z,y) (z,y) (z,y)
100 | (0.6163,0.7360) | (0.6164,0.7336) | (0.6172,0.7344) | (0.6154,0.7368)
400 | (0.5520,0.6030) | (0.5531,0.6031) | (0.5547,0.6055) | (0.5550,0.6078)
1000 | (0.5310,0.5650) | (0.5310,0.5638) | (0.5313,0.5625) | (0.5342,0.5615)
3200 | (0.5185,0.5386) | (0.5185,0.5386) | (0.5165,0.5469) _—
5000 | (0.5178,0.5340) | (0.5165,0.5337) | (0.5117,0.5352) -
7500 | (0.5163,0.5319) | (0.5161,0.5301) | (0.5117,0.5322) -
10000 | (0.5160,0.5298) | (0.5159,0.5273) | (0.5117,0.5333) .

Tabela 4.6: Poréwnanie polozenia $rodka pierwotnego wiru podstawowego.
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“Re=5000

Rys. 4.7: Linie pradu dla przeplywu w komorze kwadratowej.

~ Re=10000
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4.4 Przeptyw w kanale z jednostronnym gwattownym roz-
szerzeniem — stopien

Kolejnym testem sprawdzajagcym poprawnosé prezentowanej metody obliczeniowej ,wir w ko-
morce " jest przeptyw w kanale z jednostronnym gwattownym rozszerzeniem. Przeptyw ten
zostat doktadnie przeanalizowany zaréwno numerycznie [33, 69, 87, 38, 39, 37, 54], jak i eks-
perymentalnie [3, 19], dzieki temu moze stuzy¢ jako dobry test poréwnawczy. Wyniki otrzyma-
ne w obecnych badaniach zostaty poréwnane z wynikami eksperymentalnymi prezentowanymi
przez Armely’ego w [3], oraz z innymi wynikami numerycznymi otrzymanymi innymi metodami

obliczeniowymi.

Rys. 4.8: Schemat geometrii przeptywu w kanale z gwaltownym rozszerzeniem.

Schemat obszaru obliczeniowego wraz z uktadem wspétrzednych przedstawiono na rysunku
4.8. Na rysunku zaznaczono dtugos¢ strefy recyrkulacyjnej L, ktéra zmienia sie wraz z liczba
Reynoldsa i jest wielko$¢ poréwnawcza, charakterystyczna dla omawianego przeptywu. Liczbe
Reynoldsa zdefiniowano jako Re = UH/v, gdzie H; jest wysokoscig stopnia, a U predkoscia
érednia na wlocie. Przyjeto ze rozktad predkosci na wlocie jest paraboliczny u = —24y% + 12y
z predkoscia srednia réwna jednosci U = 1. Umozliwito to poréwnanie wynikédw numerycznych
niniejszej pracy z wynikami podanymi w wyzej wymienionych cytowaniach. Na $cianie dolnej i
na stopniu zatozono, ze 1) = 0, a na scianie gérnej ¥ = 0.5. Na wylocie z kanatu przyjeto, ze
g—jﬁ = 0. Ponadto, aby zapewni¢ warunek przylegania cieczy do $cian, na $cianach sztywnych
uzyto warunku brzegowego na wirowos$¢ typu Dirichleta (metoda |, podrozdziat 3.4.3).

Stosunek catkowitej szerokosci kanatu H do wysokosci stopnia H, przyjeto jako réwng

0.5. Catkowita dtugos¢ kanatu, ktéra zastosowano do obliczen, wynosita 22 H. Dtugos¢ kanatu

zostata dobrana, metoda préb, aby zminimalizowaé wptyw warunku brzegowego na wylocie z
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kanatu na otrzymane wyniki. Dtugosé czesci przewezonej od wlotu kanatu do stopnia przyjeto
2H. Skok siatki numerycznej przyjeto Ax = Ay = 0.05, natomiast krok czasowy catkowania
At = 0.01.

it T S B S - S R R [/ N | N B

Rys. 4.9: Obrazy linii pradu wraz z polem wartosci funkcji pradu (technika rozlanej barwy)

oraz wektorami predkosci w zaleznosci od liczby Reynoldsa.

Jak zostato to zaznaczone wczesniej, w powyzszej pracy do rozwigzania réwnania Poisso-
na na funkcje pradu zostaty wykorzystane szybkie algorytmy bezposrednie do rozwigzywania
réwnan eliptycznych. Algorytmy te stosuje sie do obszaréw regularnych (prostokatnych). Aby
moc zastosowaé je do bardziej ztozonych obszaréw postuzono sie metodg macierzy pojemno-
Sciowej [38]. W obecnej pracy metode macierzy pojemnosciowej wykorzystano do rozwigzania
rownania Poissona na funkcje pradu dla przeptywu w kanale z gwattownym rozszerzeniem
(obecny przypadek, oraz podrozdziat 5.3) oraz optywu przeszkody w poblizu $ciany ptaskie;
(podrozdziat 5.4).

Rysunek 4.9 przedstawia wyniki numeryczne dla liczb Reynoldsa 200, 400, a rysunek 4.10
dla liczb Reynoldsa 600, 800. Na rysunku 4.10 zostata zmieniona skala w stosunku do rysun-
ku 4.9. Z pomiaréw eksperymentalnych wynika, ze strefa recyrkulacji za stopniem powinna
wzrastad liniowo az do liczby Re = 800. W obecnych obliczeniach strefa ta wzrasta liniowo do

wartosci okoto Re = 500, co mozna zauwazy¢ na rysunku rys. 4.11. Nastepnie wzrost jest wol-
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Rys. 4.10: Obrazy linii pradu wraz z polem wartosci funkeji pradu (technika rozlanej barwy)
oraz wektorami predkosci w zaleznosci od liczby Reynoldsa. Uwaga zmieniona skala w stosunku

do rysunku 4.9

niejszy. Podobne zachowanie mozna zaobserwowa¢ w wynikach uzyskanych innymi metodami
obliczeniowymi. Wykres 4.11 przedstawia poréwnanie obecnych wynikéw z innymi wynikami
numerycznymi oraz z eksperymentem. Na tle innych metod obliczeniowych prezentowana me-
toda wypada bardzo dobrze. Z badan eksperymentalnych wiadomo takze iz wraz ze wzrostem
liczby Re w kanale pojawiaja sie dodatkowe strefy recyrkulacyjne, najpierw na Scianie gér-
nej, nastepnie pojawia sie druga strefa recyrkulacji na Scianie dolnej. Uzyskane wyniki bardzo
dobrze réwniez oddajg to zjawisko. Na rysunku 4.10 mozna zauwazyé dodatkowe strefy re-
cyrkulacyjne, a ich miejsce i moment pojawienia zgadza sie¢ z wynikami eksperymentalnymi
prezentowanymi w pracach [3, 33, 54].

Wraz z dalszym zwiekszaniem liczby Reynoldsa (powyzej 800) strefa recyrkulacji nadal sie
wydtuzata i stata sie niestacjonarna. Powstajace dodatkowe strefy recyrkulacyjne, na gérnej
i dolnej Scianie kanatu, przybraty takze niestacjonarny charakter i przemieszczaty sie wraz

z ptynem. Przy dalszym zwiekszaniu liczby Reynoldsa strefa recyrkulacji za stopniem ulegta
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Rys. 4.11: Poréwnanie prezentowanych wynikéw z wynikami eksperymentalnymi i numerycz-

nymi innych badaczy.

skréceniu na skutek rozpadu. Przy liczbie Reynoldsa réwnej okoto 3000 strefa recyrkulacji
cyklicznie odrywata sie od stopnia co doprowadzito do powstania zjawiska podobnego do Sciezki
wirowej Karmana. Doktadniejsze omdwienie powyzej przedstawionych zjawisk znajduje sie w

nastepnym rozdziale.
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4.5 Podsumowanie wynikow testowych.

Na podstawie przeprowadzonych testéw sprawdzajacych wida¢, ze metoda wirowa typu ,wir
w komorce daje dobre wyniki numeryczne, a proponowane algorytmy generacji wirowosci na
Scianie zapewniaja warunek przylegania cieczy do $cian.

W obecnej pracy przedstawiono i przetestowano dwie metody generacji wirowosci na $cia-
nach sztywnych. Pierwsza metoda oparta na formule Thoma (3.47), pozwalata wyznaczy¢ od-
powiednia warto$¢ wirowosci na $cianie (warunek brzegowy typu Dirichleta) z rozktadu funkg;ji
pradu wewnatrz przeptywu. Natomiast w metodzie drugiej okre$lany byt strumien wirowosci
(warunek typu Neumanna). Obie metody dawaty podobne wyniki.

Na podstawie dwdch pierwszych testéw sprawdzajacych (przeptyw w kanale prostokatnym
i drugie zagadnienie Stokesa) metoda oparta na formule Thoma pozwolita uzyskaé troche
wyzsza zbiezno$¢ i mniejszy btad maksymalny (tabele 4.1, 4.2, 4.4, 4.5). Jednak bardziej wy-
magajacy test jakim byt przeptyw w komorze kwadratowej dat niemal identyczne wyniki dla
obu metod. Jak mozna zauwazy¢ w tabeli 4.6 potozenia srodkéw podstawowego wiru pierwot-
nego sg niemal identyczne dla pierwszej i drugiej metody produkcji wirowosci dla szerokiego
zakresu liczb Reynoldsa.

Przeprowadzone badania pokazaty, ze obie metody generacji wirowosci daja podobne wyni-
ki. Dlatego kryterium wyboru jednej z nich moze by¢ np. czas obliczen. tatwos¢ implementacji
przemawia za pierwszg metoda wykorzystujacg warunek brzegowy typu Dirichleta. W metodzie
drugiej, opierajacej sie na wyznaczeniu odpowiedniego strumienia wirowosci ze $ciany, dodat-
kowo w kazdym kroku czasowym trzeba rozwigzaé zagadnienie dyfuzji z warunkiem brzegowym

typu Neumanna.



Rozdziat 5

Oddziatywanie struktur wirowych ze

sclanami

yd [

5.1 Oddziatywanie taty wirowej i Sciany

5.1.1 Wprowadzenie

Obrazy przeptywu w turbulentnej warstwie przysciennej ujawniaja niezwykle ztozong strukture
przeptywu (rys. 5.1 ). Dominujacymi elementami obecnymi w takich przeptywach sa struktury
wirowe. Tak skomplikowany obraz przeptywu moze wynikaé ze wzajemnego oddziatywania
struktur wirowych ze soba oraz ze $cianami. Cechami przeptywu turbulentnego s3 miedzy
innymi dyssypacja energii, mieszanie, czy niestacjonarnos¢. Wirowos¢, ktéra moze powstaé
tylko na brzegu, moze by¢ transportowana do wnetrza przeptywu przez procesy dyfuzyjne, jak
na przyktad w przeptywie Poiseuille’a (rys. 4.1). Dla przeptywéw turbulentnych musi jednak
istnie¢ mechanizm bardziej intensywnego zasilania przeptywu przez wirowos¢. Wydaje sie ze
takim mechanizmem jest zjawisko erupcji warstwy przysciennej. Przez erupcje, jak byto to
juz zaznaczone wczesniej, rozumie sie tutaj gwattowne oderwanie z obszaru przysciennego
wirowo$ci w postaci strugi wirowosci wraz z elementami ptynu i wyrzucenie ich do wnetrza
przeptywu.

Zjawisko erupcji jest nieodzownie zwigzane z duza koncentracja wirowosci w niewielkich
obszarach przysciennych, oraz wzajemnym oddziatywaniem struktur wirowych ze Scianami. Na
podstawie danych literaturowych (rozdziat 1), wiadomo ze charakterystycznymi strukturami

zaobserwowanymi w poblizu $cian s3 wiry spinkowe (rys. 1.9), podkowiaste oraz wspétpradowe

20
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Rys. 5.1: Wizualizacja przeplywu turbulentnego w warstwie przysciennej [45]

wiry podtuzne [29, 55, 64, 26, 65].
Oddziatywanie dwuwymiarowe] taty wirowej ze $ciang mozna uwazaé za uproszczone od-
dziatywanie tréjwymiarowej struktury wirowej ze $ciang, rysunek 5.2. W takim przypadku fata

wirowa jest rozumiana jako dwuwymiarowy przekrdj wiru z rysunku 5.2. Wystepowanie zjawiska

e

Rys. 5.2: Oddzialywanie wiru wzdluznego i $ciany. Zaadaptowane od Jimenez i Moin [29]

erupcji warstwy przysciennej w przeptywach rzeczywistych zostato potwierdzone wieloma bada-
niami laboratoryjnymi. Zjawisko erupcji zaobserwowano miedzy innymi podczas oddziatywania
wirdw naszyjnikowych (podkowiastych) ze $ciang [21, 72, 77]. Wiry naszyjnikowe powstaja
przy optywanych przeszkodach. Struktury te maja bardzo ztozona tréjwymiarowa strukture i
otaczaja przeszkode tworzac ,naszyjnik” lub inaczej ,podkowe”, a ich ,nogi" rozciagaja sie
za przeszkoda w dét strumienia. Wiry te powstaja podczas optywu filaréw, rurek, wystajacych
elementéw kadtubdéw statkéw, czy skrzydet samolotéw.

Na Rysunku 5.3 widaé chwilowe kontury wirowosci, otrzymane podczas badan laboratoryj-
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nych metoda PIV ( particle image velocimetry). Widoczny wir naszyjnikowy (kontur przerywa-
ny) oddziatujac ze $ciana powoduje wyrzucenie wirowo$¢ ze $ciany (kontur ciggty). Natomiast
rysunek 5.4 ukazuje laboratoryjng wizualizacje erupcyjnego charakteru warstwy przysciennej
wywotanej obecnoscig ,,n6g” wiru naszyjnikowego. W tym przypadku rdzenie wiréw zostaty
naznaczone przy pomocy pecherzykédw wodorowych. Na rysunku wyraznie widaé wyrzucane ze
Sciany elementy ptynu, ktére nastepnie ulegaty zwinieciu tworzac wtérng strukture wirowa [77].
Zaréwno na rysunku 5.3 oraz 5.4 przedstawiony jest przekrdj wiru naszyjnikowego aczkolwiek

w réznych miejscach (przed przeszkodg i za przeszkoda) tworzac dwuwymiarowy obraz.

Kierunek przeplywl  se—mm—

Rys. 5.3: Chwilowe kontury wirowosci otrzymane metodg PIV. Obraz przedstawia przekrdj
wiru naszyjnikowego. Linia przerywana oznacza wirowos¢ ujemng, natomiast ciggla dodatnia

[72].

erupcja

wir
wspotpradowy
(przekroj)

Rys. 5.4: Erupcja warstwy przysciennej wywolana obecnoscia wiru naszyjnikowego [77].
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5.1.2 Obliczenia numeryczne

Rysunek 5.5 przedstawia schemat obszaru obliczeniowego wraz z fatg wirowa. Przez tate wirowa
rozumie si¢ tutaj skonczony obszar skoncentrowanej wirowosci. W chwili poczatkowej ptyn jest
nieruchomy. Rozmiar obszaru obliczeniowego zostat dobrany metoda préb i btedéw tak aby
zminimalizowaé wptyw warunkéw brzegowych na wynik symulacji. Ostatecznie zostat wybrany
obszar o dtugosci L = 5 i wysokosci H = 5. Zatozono, ze zaréwno pole predkosci jak i
wirowosci w kierunku osi z jest okresowe. Na dolnej (y = 0) i gbrnej (y = 5) granicy przyjeto
zerowg wartos¢ funkcji pradu v = 0. Poczatkowe potozenie taty wirowej byto w punkcie
xo = 4.5, yo = 0.5, a jej poczatkowy promien wynosit r = 0.15, wirowo$¢ wg = —5. Rozmiar
siatki numerycznej oraz kroku czasowego wynosit odpowiednio Az = Ay = 0.01, At = 0.01.

Cyrkulacja taty wirowej wynosita: I' = worr? = —0.3534.

y A
5
=
r=015 T
L ©
=:—b

0 Scianka 45 5 x

Rys. 5.5: Obszar obliczeniowy rozwazanego zagadnienia.

Indukowane pole predkosci przez tate wirowa w obecnosci $ciany powoduje jej ruch od
strony prawej do lewej. Kierunek ruchu jest determinowany znakiem cyrkulacji jaki posiada
rozwazana struktura (I' < 0). tata wirowa indukuje pole predkosci, ktérego sktadowa styczna
na scianie jest rézna od zera. Jak byto to opisane wczedniej, aby zrealizowaé warunek przylega-
nia cieczy do $ciany na $cianie jest generowana dodatkowa wirowos¢. Wzdtuz Sciany powstaje
warstwa wirowa. Maksymalna predkos$¢ indukowana przez tate znajduje sie doktadnie pod nia.
W tym miejscu cisnienie przyjmuje warto$¢ minimalng. Oddalajac sie na lewo od rozwazanej
struktury wirowej, zgodnie z kierunkiem ruchu, predko$¢ maleje. Natomiast ci$nienie rosnie.
Oznacza to ze gradient cisnienia jest przeciwny do wzdtuznego kierunku ruchu faty. Istnienie
wstecznego gradientu ci$nienia sprzyja powstaniu zjawiska oderwania warstwy przysciennej.

Przy Scianie tworzy sie pecherz wirowy (wir kieszeniowy). Zamkniete linie pradu tworza wir, w
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ktérym znajduja sie elementy ptynu z warstwy przysciennej. W obecnej pracy wir pecherzowy
bedzie nazywany strefg recyrkulacji przysciennej. W zaleznosci od lepkosci strefa recyrkulacji
przysSciennej moze zwiastowac zjawisko niestacjonarnej separacji. Powstajaca strefa recyrku-
lacji przysciennej przypomina pecherzyk, ktéry rosnie w kierunku prostopadtym do Sciany i

ostatecznie prowadzi do erupcji warstwy przysciennej.

I1I

II

7 7 7

Rys. 5.6: Ideowy schemat obszaru przys$ciennego tuz przed erupcja [76] .

W pracach [57, 58, 81, 76] badano oderwanie warstwy przysciennej przy pomocy réwnan
warstwy przysciennej Prandtla. Rysunek 5.6 przedstawia schemat linii pradu tuz przed sepa-
racjg warstwy przysciennej. Linie pradu dzielg obszar przeptywu na trzy czesci. Strefa numer
| przedstawia lepka warstwe przyscienng. Natomiast w strefie Il kierunek przeptywu jest prze-
ciwny do gtéwnego kierunku przeptywu. Strefa ll-ga rozdziela strefe | i Ill. Uwazana jest ona
za obszar pozbawiony wirowosci i sterujacy procesem erupcji. Dla poréwnania na rysunku 5.7
przedstawiono obszar przyscienny przeptywu w okolicy miejsca erupcji bedacy wynikiem badan
numerycznych przeprowadzonych w niniejszej pracy. Rysunek ten przedstawia pole kierunkéw
oraz kilka linii pradu na tle pola wirowego. Czerwony kolor oznacza dodatnig wirowos¢, nato-
miast niebieski ujemna. Poréwnujac rysunki 5.6 i 5.7 wida¢ jakosciowe podobieAstwo. Jednak
w naszym przypadku obszar Il zawiera wirowos$¢. Ptyn krazy wewnatrz obszaru ograniczonego
linig pradu. Rdznica ta by¢ moze wynika to stad, ze rysunek 5.6 otrzymano na podstawie badan
zjawiska oderwania warstwy przysciennej korzystajac z réwnan Prandtla. Dla réwnan tych za-
ktada sie, ze predkos$¢ prostopadta do Sciany jest wiele razy mniejsza od predkosci réwnolegte]
do $ciany (v < u). Stad brak jest krazenia ptynu w strefie Il na rys. 5.6.

Na rysunku 5.7 mozna zauwazy¢é dwa punkty stagnacji (u = 0) oznaczone jako A i B.
Punkt A jest punktem z ktérego elementy ptynu odptywaja w przeciwnych kierunkach (punkt

przylegania). Natomiast w punkcie B trafiaja na siebie elementy ptynu o przeciwnie skierowa-
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nych wektorach predkosci. Spotykajace sie w tym miejscu elementy ptynu zaczynajg oddalaé
sie od sciany. Punkt B nazywany jest punktem separacji.

Dla przeptywéw z duza liczba Reynoldsa strefa recyrkulacji przysciennej ulega silnej de-
formacji. Krytycznym momentem jest pojawienie sie w jej wnetrzu punktu siodtowego, ktéry
poczatkuje zjawisko niestacjonarnej separacji prowadzace do nagtej erupcji elementéw ptynu

z okolicy $ciany.

t=10, Re=3534, ni=0.0001

L T ————— N
\Kkkkkkkkkkkk“\‘\\\v\\\\"\v\‘,\b\v\‘
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Rys. 5.7: Strefa recyrkulacji zwiastujaca erupcje warstwy przysciennej. Na rysunku widoczne

jest pole kierunkéw wraz z kilkoma liniami pradu na tle pola wirowosci

Dla przebadania wptywu lepkosci na charakter oddziatywania taty wirowej ze $ciang wpro-
wadzono liczbe Reynoldsa:

Re = o (5.1)

v
gdzie I' jest cyrkulacja taty wirowej.

Na rysunku 5.8 przedstawiono pole wirowosci wraz z wybranymi liniami pradu wytworzone
przez tate wirowa dla matej liczby Reynoldsa (Re = 177, v = 0.002). W tym przypadku przy
Scianie nie formuje sie strefa recyrkulacji, nie ma wiec takze punktu separacji. Nalezy pamiegtac,
ze czastki wirowe uzyte w obliczeniach pokazuja ewolucje pola wirowosci i ruch tych czastek
nie odbywa sie wzdtuz trajektorii ruchu czastek ptynu. Wirowos¢ ,schodzi” ze Sciany na skutek

dyfuzji.
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t=30
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26

Rys. 5.8: Interakcja laty wirowej i $ciany. Re = 177, v = 0.002 . Brak strefy recyrkulacji

przysciennej. Rysunek przedstawia pole wirowe wraz z wybranymi liniami pradu.
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Zwigkszenie liczby Reynoldsa do wartosci Re = 353 (v = 0.001), rysunek 5.9, powoduje
ze w warstwie przysSciennej tworzy sie strefa recyrkulacji (pecherz wirowy), ktéra jednak na

skutek duzej wartosci wspoétczynnika lepkosci nie rozwija sie.

-2.00-1.25-0.50-0.01 0.04 0.12 0.30 0.70 1.60 2.50 3.40
Rys. 5.9: Interakcja taty wirowej i $ciany.Re = 353, v = 0.001. Widoczna strefa recyrkulacji
przysciennej dla ¢t = 10.
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Rysunek 5.10 przedstawia badany problem dla Re = 1414 (v = 0.00025). Na rysunku mozna
zaobserwowad, ze powstajaca strefa recyrkulacji przysciennej zaczyna by¢ wyciagana w kierun-
ku normalnym od $ciany (¢ = 14). Jednak nie dochodzi jeszcze do erupcji warstwy przysciennej.

Odrywajaca sie wirowo$¢ ze Sciany powoduje jedynie zakrzywienie linii pradu.

. | [T

-4.00 -1.70 -1.10 -0.20 0.01 0.05 0.20 0.40 1.00 1.90 2.80 3.70

Rys. 5.10: Interakcja taty wirowej i Sciany. Re = 1414, v = 0.00025. Widoczne silne wycigganie
strefy recyrkulacji, t = 14.
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Dla Re = 1767 (v = 0.0002), rysunek 5.11), w przeptywie manifestuje sie nowe zjawisko,
zjawisko erupcji elementéw ptynu z obszaru przysciennego. W tym przypadku, podobnie jak
poprzednio, strefa recyrkulacji jest silnie wyciggana w kierunku normalnym od éciany. Dochodzi
do podziatu strefy recyrkulacji. Linie pradu tworza charakterystyczny ksztatt cyfry ,8". We-
wnatrz warstwy przysciennej powstaje punkt siodtowy (ramka dla t = 15 oraz rysunek 5.15).
Jest to takze punkt separacji. Pojawienie sie punktu siodtowego na liniach pradu jest zgodne z
kryterium Moorea—Rotta—Searsa. Konsekwencjg tego jest zjawisko erupcji, ktére manifestuje
sie jako wyrzucenie porcji ptynu ze strefy przysciennej do $rodka przeptywu. Porcja ta jest za-
mknieta wewnatrz nowej struktury wirowej (zamkniete linie pradu) (ramka dla ¢ = 20). Mamy
wiec tutaj do czynienia z separacja wiru. Strukture charakteryzujaca sie zamknietymi liniami
pradu bedziemy nazywali dalej wirem, badz struktura wirowa. Na skutek dziatania lepkosci

oderwany od $ciany wir ulega rozproszeniu, ramka dla t = 30.
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Rys. 5.11: Interakcja taty wirowej i $ciany.Re = 1767, v = 0.0002. Pojawienie si¢ punktu

siodtowego na liniach pradu, ¢ = 15. Zjawisko erupcji.
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Rysunek 5.12 przedstawia zjawisko erupcji warstwy przysciennej dla liczby Reynoldsa Re =
3534 (v = 0.0001). W tym przypadku wygenerowana struktura wirowa na $cianie ma duza
intensywnos$¢ i nie ulega rozproszeniu. Na rysunku 5.12 erupcje mozna zaobserwowaé dwukrot-
nie (ramki t = 20, t = 100). Dalsze zwigkszanie liczby Reynoldsa powoduje ciagta komplikacje
obrazu erupcji. Rysunek 5.13 przedstawia omawiany przeptyw dla Re = 17670 (v = 0.00002).
Pojawiaja sie tutaj jakosciowo nowe zjawiska, ze Sciany nie zrywa sie jedna struktura wirowa,
lecz sekwencja kilku struktur wirowych (ramka dla ¢ = 100 oraz rys. 5.14). Po okrazeniu
pierwotnej taty wirowej zerwany ze Sciany wir tez wywotuje erupcje. Proces ma charakter re-
generacyjny. Oznacza to ze moze wystapi¢ kilkakrotnie, wczesniej zerwane wiry takze inicjuja
zjawisko erupcji (rysunek 5.13, ramka dla t = 90). Dla tak duzych liczb Reynoldsa obraz
przeptywu w okolicy miejsca separacji warstwy przysciennej jest bardzo ztozony. Pozwala to
jakosciowo zrozumiec ztozonos$¢ rzeczywistych przeptywoéw turbulentnych w poblizu Sciany.

Na rysunku 5.16 przedstawiono powiekszone obrazy przebiegu zjawiska separacji dla Re =
3534. Sekwencja obrazéw pokazuje co dzieje sie dalej ze strefg recyrkulacji przysciennej z
rysunku 5.7, powstafej na skutek wzajemnego oddziatywania faty wirowej i Sciany. Literg A
oznaczony jest punkt przylegania (ang. attachment point), litera B punkt separacji oraz litera
S punkt siodtowy. Kolejne ramki przedstawiaja rozwdj zjawiska erupcji. Z uptywem czasu strefa
recyrkulacji wraz punktem separacji oraz punktem przylegania przesuwaja sie wzdtuz Sciany
zgodnie z kierunkiem przeptywu (od prawej do lewej), ramka dla ¢ = 13.6. Jednoczesnie
wirowos¢ zawarta wewnatrz zamknietego konturu indukuje na Scianie wirowos¢ przeciwnego
znaku (kolor niebieski). Wyindukowana wirowos¢ oddziela wir od $ciany. Strefa recyrkulacji jest
rozciggana w kierunku stycznym przy samej Scianie oraz jednoczes$nie wyciggana w kierunku
normalnym od $ciany. Skutkuje to rozpadem obszaru recyrkulacji na dwie struktury wirowe.
Linie pradu zamykaja sie w charakterystyczna ,,0semke” z punktem siodtowym S, ramka dla
t = 17.2. Pojawienie sie punktu siodtowego powoduje rozpad strefy recyrkulacji przysciennej
na dwie niezalezne struktury wirowe. Jedna z nich jest szybko unoszona do géry, natomiast
druga pozostaje przy $cianie tworzac strefe recyrkulacji. Punkt siodtowy wraz z czastkami
ptynu zamknietymi wewnatrz linii pradu i wirujacymi wzgledem srodka tworzy wir, ktéry jest
unoszony do wnetrza przeptywu. Pozostata przy Scianie strefa recyrkulacji zanika, ramki dla

t = 18 oraz t = 20.
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Rys. 5.12: Zjawisko erupcji dla Re = 3534, v = 0.0001.
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Rys. 5.13: Zjawisko erupcji dla Re = 17670, v = 0.00002. Widoczny regeneracyjny charakter
zjawiska, ¢ = 90.
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t=100

Rys. 5.14: Powiekszona ramka z rys. 5.13 dla czasu t = 100. Sekwencja wtérnych struktur

wirowych.

Rys. 5.15: Punkt siodlowy, Re = 1767, v = 0.0002. Poréwnaj z kryterium MRS, rysunek 1.5.
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Rys. 5.16: Ewolucja strefy recyrkulacji z rysunku 5.7. Rozwdj zjawiska erupcji.
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W celu lepszego zilustrowania zjawiska erupcji elementéw ptynu z obszaru przysciennego do
wnetrza przeptywu wykonano nastepujacy eksperyment numeryczny. Wzdtuz Sciany umiesz-
czono pasywne czastki (markery), ktérych ruch ilustrowat ewolucje elementéw ptynu z obszaru
przySciennego. Markery byty umieszczone w czterech rzedach. Odstep miedzy rzedami, w kie-
runku normalnym od $ciany, wynosit 0.5Ay. Ostatni rzad markeréw znajdowat sie wiec na
wysokosci 2Ay = 0.02 od Sciany.

Rysunek 5.17 przedstawia ewolucje elementéw ptynu (markeréw) z obszaru przysciennego
dla liczy Re = 177 (poréwnaj rys. 5.8). Kolor czastek odpowiada wartosci sktadowej normal-
nej pola predkosci v. Na obrazie wida¢, iz nie dochodzi do zjawiska erupcji, czastki ptynu
pozostaja przy $cianie przez caty czas trwania ruchu. Jedynie markery z najwyzszego rzedu sa
nieznacznie unoszone przez pole predkosci generowane przez tate wirowa, lecz nie oddalaja sie
do Sciany.

Rysunek 5.18 przedstawia ewolucje czastek ptynu z obszaru przysciennego dla liczby Re =
3534 (poréwnaj rys. 5.12). Na obrazie wyraznie widaé zjawisko oderwania warstwy przyscien-
nej. Czastki ptynu z obszaru przysciennego, zamkniete w strukturze wirowej, s3 gwattownie
wyrzucane do wnetrza przeptywu (ramka dla ¢ = 10, ¢t = 15). Wyraznie widaé, ze pasywne
czastki krazag wewnatrz struktury wirowej. Zaraz za pierwszym oderwanym od $ciany wirem
zrywa sie kolejny (ramka dla ¢ = 50). Powyzszy eksperyment jasno pokazuje, iz zjawisko

erupcji jest odpowiedzialne za transport czastek ptynu oraz wirowosci ze $Sciany do wnetrza

przeptywu.
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Rys. 5.17: Ewolucja czastek plynu z obszaru przysciennego, Re = 177, v = 0.002 . Brak zjawiska

erupcji. Rysunek przedstawia ruch pasywnych czastek — markeréw.



ROZDZIAL 5. ODDZIAEYWANIE STRUKTUR WIROWYCH ZE SCIANAMI 67

15

05

15

05

15

05

t=10

25 3 35

Al

1.5

0.5

15

. t=15
X 16
[ \
25 3 X3'5 4 45
- t=50

0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 01 012 0.14 0.16 0.13

Rys. 5.18: Ewolucja czastek plynu z obszaru przysciennego, Re = 3534, v = 0.0001. Widoczne

zjawisko erupcji. Rysunek przedstawia ruch pasywnych czastek — markerow.
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Przedstawione powyzej wyniki wskazuja, iz zjawisko erupcji warstwy przysciennej moze by¢
efektem wzajemnego oddziatywania taty wirowej i Sciany. Nalezy tutaj podkresli¢, ze ,scho-
dzaca" ze Sciany wirowo$¢ nie zawsze jest jednoznaczna z erupcja warstwy przysciennej. Dla
przeptywéw lepkich czastki wirowosci nie poruszaja sie jak czastki cieczy. Czastki wirowosci
moga przechodzi¢ w poprzek linii pradu na skutek dyfuzji, natomiast czastki cieczy poruszaja
sie wzdtuz linii pradu, zgodnie z polem predkosci. Dla matych liczb Reynoldsa ,schodzaca”
ze Sciany wirowo$¢ jest zbyt staba aby zamkna¢ linie pradu i uwiezi¢ w nich elementy ptynu z
warstwy przysciennej. Duza lepko$¢ zapobiega nadmiernej koncentracji wirowosci w warstwie
przysciennej. Przeprowadzone obliczenia pokazaty iz zjawisko erupcji jest poprzedzone poja-
wieniem sie strefy recyrkulacji przysciennej. Strefa ta dla matych liczb Reynoldsa (Re < 1414)
ulega rozproszeniu i zanika, wiec pojawienie si¢ punktu separacji przy $cianie nie jest wystar-

czajacym kryterium wystapienia zjawiska erupcji warstwy przyscienne;j.

Rys. 5.19: Eksperyment demonstrujacy narodziny wiru wtérnego [55]

Dla wiekszych liczb Reynoldsa (Re > 1767) wirowosci koncentruje sie¢ w niewielkich ob-
szarach przysciennych, a strefa recyrkulacji jest silnie wyciaggana w kierunku normalnym od
Sciany, co powoduje pojawienie si¢ punktu siodfowego na liniach pradu, czyli punktu separacji,
wewnatrz przeptywu.

Zastosowana wirowo-czasteczkowa metoda obliczeniowa ,wir w komoérce” dobrze zamo-
delowata nagty erupcje warstwy przysciennej ukazujac interesujace cechy tego zjawiska. Ma
to swoje zrédto w fakcie iz obliczenia prowadzone byty zmiennych Lagrange'a oraz w tym iz

wszystkie znaczace elementy zjawiska erupcji jak generacja i dyfuzja wirowosci ze $ciany oraz
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pdzniejsze jej oddziatywanie z tata wirowa byty bezposrednio wiaczone w proces obliczeniowy.

Przedstawione w tym podrozdziale badania numeryczne wykazaty, ze wzajemne oddziaty-
wanie wiru i $ciany moze doprowadzi¢ do narodzin nowej struktury wirowej na Scianie, ktéra
nastepnie moze przejs¢ do przeptywu w postaci nowego wiru, rysunek 5.12. Zjawisko to zosta-
fo takze zaobserwowane podczas badan laboratoryjnych. Rysunek 5.19 przedstawia narodziny
wiru wtornego bedace konsekwencja wzajemnego oddziatywania wiru pierwotnego i Sciany.

Rysunek ten przedstawia przekrdj rzeczywistych tréjwymiarowych struktur wirowych.
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5.2 Oddziatywanie kilku tat wirowych ze $ciang

Waznga zaletg metody prezentowanej w obecnej pracy jest tatwos¢ badania dynamiki dowolnych
struktur wirowych oraz ich oddziatywania ze Scianami. Poniewaz rozwigzywana jest wirowa
posta¢ réwnan Naviera—Stokesa (réwnanie 3.17), zadany ksztatt i rozktad struktur wirowych
zadaje sie bezposrednio poprzez zadanie odpowiedniego warunku poczatkowego na wirowos¢:

w(t =0,x) = wy(x).

5.2.1 Oddziatywanie dipola wirowego ze $ciang

Dipolem wirowym nazywamy uktad dwdch tat wirowych o réwnych wartosciach cyrkulacji lecz
przeciwnym znaku, znajdujacych sie w pewnej odlegtosci od siebie.

Oddziatywanie dipola wirowego ze $ciang byto badane zaréwno eksperymentalnie jak i
numerycznie [52]. Prezentowane w literaturze wyniki nie skupiaja sie jednak na zjawisku ode-
rwania warstwy przysciennej lecz na ruchu dipola wirowego w obecnosci Sciany. Wyniki eks-
perymentalne pokazaty, ze dipol porusza sie w kierunku $ciany zblizajac sie do niej na pewna
odlegtos¢ poczym zaczyna poruszac sie w przeciwnym kierunku. Zjawisko takie nazywano odbi-
ciem [82, 52]. Niestety przeprowadzenie badan eksperymentalnych dla dtuzszych czaséw ruchu
jest bardzo trudne ze wzgledu na fakt iz po kolizji ze $ciang struktura dipola ulega rozpadowi.
Przeprowadzone obecnie badania numeryczne pozwolity zbadaé oddziatywanie tej struktury
wirowej i sciany dla dtuzszych czaséw i zbadac co dzieje sie po kolizji. Ponadto poréwnanie
wynikéw numerycznych z wynikami eksperymentalnymi jest dobrym testem sprawdzajacym
prezentowanej metody obliczeniowe;].

Rysunek 5.20 przedstawia schemat obszaru obliczeniowego wraz z dipolem wirowym. W
chwili poczatkowej ciecz byta w spoczynku. Obszar obliczeniowy miat dtugo$¢ L = 5 i wysokos¢
H = 5. Warunki brzegowe w celu rozwigzania réwnania Poissona na funkcje pradu byty
nastepujace: w kierunku x zatozono, ze pola predkosci i wirowosci s3 okresowe, natomiast dla
dolnej (y = 0) i gbrnej (y = 5) granicy przyjeto ¢ = 0. W celu zapewnienia warunku braku
poslizgu miedzy ptynem a $ciang przyjeto warunek typu Dirichleta na wirowosc.

Poczatkowe potozenie dipola okreslaty dwa parametry: a — odlegtos¢ miedzy Srodkami
tat tworzacych dipol, b — odlegtos¢ dipola od Sciany. Poczatkowy promien fat dipola wynosit
r = 0.15, a ich poczatkowe wartosci wirowosci byty réwne lecz miaty przeciwny znak (wirowos¢

lewej faty w;, byta ujemna, a prawej wp dodatnia ). Dzieki temu wzajemne oddziatywanie tat
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dipola powodowat jego ruch w strone $ciany (w dét). Rozmiar siatki numerycznej oraz kroku
czasowego wynosit odpowiednio Az = Ay = 0.01, At = 0.01. Dla powyzszego przypadku
liczbe Reynoldsa mozemy zdefiniowaé podobnie jak dla oddziatywania pojedynczej taty wirowej

ze sciang, rownanie 5.1, podstawiajac za I' cyrkulacje pojedynczej taty dipola.

y A
5
= Z
O O
%—»
0 Scianka 5 x

Rys. 5.20: Obszar obliczeniowy rozwazanego zagadnienia.

Wyniki numeryczne wykazuja wysoka jakosciowa zgodnos$¢ z eksperymentem, rysunek 5.21.
Eksperyment prezentowany na rysunku 5.21 jest wynikiem pracy [82], gdzie dipolowa struk-
ture uzyskano poprzez wstrzykniecie niewielkiej objetosci ptynu do ptynu o innej gestosci.
Dzieki czemu uzyskany przeptyw mozna byto traktowac dla poczatkowych chwil czasu jako
dwuwymiarowy.

Zaréwno rozmiary jak i potozenia pierwotnych i wtérnych struktur wirowych sa bardzo po-
dobne. Jako pierwotne struktury rozumie sie tutaj faty dipola wirowego, natomiast strukturami
wtérnymi sg wiry powstate na skutek oddziatywania dipola ze $ciang i oderwane od Sciany.
Charakterystyczna cecha oddziatywania dipola wirowego ze $ciang jest jego odbicie. Podobnie
jak dla przypadku oddziatywania pojedynczej taty wirowej i $ciany obrazy przeptywu zaleza od
liczby Reynoldsa.

Zmniejszanie lepkosci powoduje coraz wiekszg ztozono$¢ przeptywu. Poczawszy od poja-
wiajacych sie tylko pecherzy wirowych (stref recyrkulacji przysciennej), a koriczac na zjawisku
erupcji warstwy przysciennej, gdzie elementy ptynu z okolic Sciany s przenoszone do wnetrza
przeptywu przez zrywajace si¢ ze Sciany nowe wiry.

Rysunek 5.22 przedstawia pole przeptywu dla v = 0.0005 (Re = 707), w;, = —5, wg = 5,
a = 0.5 oraz b = 0.75. Na obrazie jest widoczne pole wirowe wraz z wybranymi liniami pradu.

Dla tak matej liczby Reynoldsa zjawisko erupcji nie pojawia sie. Na skutek oddziatywania dipola



ROZDZIAL 5. ODDZIAEYWANIE STRUKTUR WIROWYCH ZE SCIANAMI 72

25 3 35 15 2 25 o 35 15 2 25

a5

Rys. 5.21: Wizualizacja kolizji dipola ze $ciana [82]. Poréwnanie z wynikami numerycznymi,

v = 0.0001, Re = 3534.
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Rys. 5.22: Oddzialywanie dipola wirowego ze $ciang, Re = 707.

ze $ciang tworzg sie tylko strefy recyrkulacji przysSciennej, a sam dipol nieznacznie odbija sie
od Sciany jednoczesnie nawijajac na siebie wirowos$¢ powstajaca na Scianie. W tym przypadku
nie mozemy powiedzie¢, ze dipol wirowy spowodowat powstanie wtérnych struktur wirowych.

Ze Sciany odprowadzana jest wirowos¢ jednak zbyt staba aby zamkna¢ linie pradu w wir.
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Rysunek 5.23 przedstawia pole wirowosci wraz z wybranymi liniami pradu dla Re = 17670,
a = 0.5, b = 0.75. Mimo wysokiej liczby Reynoldsa pole przeptywu zachowuje symetrie. Dla
czasu t = 4 wir pierwotny zblizajac sie do Sciany indukuje silng warstwe wirowa przeciwnego
znaku na Scianie. Nastepnie w warstwie przysciennej tworza sie dwie strefy recyrkulacji, kaz-
da po jednej stronie, t = 8. Podczas trwania ruchu strefy recyrkulacji przysciennej sa silnie
wyciggane do gory, az wewnatrz nich pojawia sie punkt siodfowy. Powoduje to rozpad wiréw
przySciennych na dwie niezalezne struktury wirowe, t = 11.2. Zachodzi tutaj wiec zjawisko
erupcji warstwy przysciennej, elementy ptynu z obszaréw przysciennych s3 unoszone we wne-
trzu wirdw do $rodka przeptywu. Odrywajace sie od $ciany wiry powoduja zasadniczg zmiang w
ruch poszczegdlnych tat wirowych dipola. Struktury wtérne wraz ze strukturami pierwotnymi
formuja pary, ktére poczatkowo razem unosza sie do géry. Poniewaz cyrkulacja pierwotnych
fat wirowych jest wieksza niz wtérnych pary te poruszaja sie po tuku i zblizaja sie¢ ponownie do
Sciany, t = 13 — 19. Dipol pierwotny jest na tyle silny, iz przy ponownym przejéciu w poblizu
Sciany powoduje zerwanie kolejnych wirdw ze Sciany, ¢ = 19. Nastepnie taty wirowe dipola
pierwotnego zaczynaja poruszaé sie wzdtuz Sciany, oddalajac sie od siebie. Duza odlegtosc
jaka dzieli taty dipola powoduje, iz ich wzajemne oddziatywanie zaczyna by¢ na tyle stabe, ze
mozna traktowac je jako niezalezne struktury wirowe.

Z powyzszego opisu mozna wyciagnac wniosek, iz gdy faty wirowe tworzace dipol sg znacz-
nie oddalone od siebie,to mozna traktowac je jako niezalezne struktury wirowe. Stabe wzajemne
oddziatywanie tat dipola wirowego skutkuje tym, ze przeptyw zachowuje symetrie.

Sytuacja przedstawia sie inaczej, gdy taty dipola wirowego lezg tak blisko siebie, ze sie
stykaja (a = 0.3) przez co silnie oddziatywaja na siebie. Wzajemne oddziatywanie fat dipola
jest silniejsze niz poprzednio. Przejawia sie to znacznym ich znieksztatceniem w poczatkowej
fazie ruchu, rysunek 5.24 dla t = 1. Silne oddziatywanie tat dipola i $ciany prowadzi do utraty
symetrii w przeptywie, t = 9.

W literaturze nie ma odpowiednich badan eksperymentalnych dokumentujacych zjawisko
utraty symetrii dla takiego przeptywu. Lecz badania eksperymentalne nad innymi przeptywami
wskazuja, ze utrata symetrii jest typowym zjawiskiem w przeptywach rzeczywistych. Przykta-
dem moze by¢ ruch w kanale z gwattownym symetrycznym rozszerzeniem, gdzie mimo petnej
symetrii zagadnienia dochodzi do jej ztamania [1, 11, 23].

W omawianym przeptywie mozna zauwazy¢ takze, iz wygenerowane wczesniej na Scianie

struktury wirowe, zblizajac sie do Sciany, powoduja takze erupcje warstwy przysciennej. Jest
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Rys. 5.23: Oddzialywanie dipola wirowego ze $ciang, Re = 17670, a = 0.5. Widoczne zjawisko

erupcji.

to widoczne na rysunku 5.24 dla czaséw t = 19, t = 20.4 oraz t = 32 (patrz strzatki).
Podsumowujac powyzsze wyniki mozna zauwazy¢, ze dwuwymiarowy dipol wirowy moze
by¢ w przyblizeniu potraktowany jako przekrdj pierscienia wirowego. Zjawiska zachodzace na
skutek oddziatywania dipola wirowego ze $ciang takie jak: odbicie, czy oderwanie od $ciany
wtérnych struktur wirowych zachodza takze dla oddziatywania pierscienia wirowego ze $ciang

[53].
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Rys. 5.24: Oddzialywanie dipola wirowego ze $ciang, Re = 17670, a = 0.3. Zjawisko erupcji

oraz utrata symetrii.
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5.2.2 Przeptyw wywotany tatami wirowymi o przeciwnych cyrkula-
cjach

Rysunek 5.25 przedstawia schemat obszaru obliczeniowego wraz z tatami wirowymi o prze-
ciwnych cyrkulacjach. Na poczatku obliczen ptyn byt w spoczynku. Obszar obliczeniowy miat
dtugosci L = 4 i wysokosci H = 6. Warunki brzegowe w celu rozwigzania réwnania Pois-
sona na funkcje pradu byty nastepujace: w kierunku = zostat natozony warunek okresowosci,

natomiast dla dolnej (y = 0) granicy przyjeto ¢» = 0, a dla gdrnej (y = 6) granicy przyjeto

9y

By = 0. Poczatkowy promien tat wirowych wynosit » = 0.5, a ich poczatkowe wirowosci miaty

naprzemiennie warto$¢ ujemng i dodatnia, —5 oraz 5. Rozmiar siatki numerycznej oraz kroku
czasowego wynosit odpowiednio Az = Ay = 0.01, At = 0.01. Dla powyzszego przypadku
liczbe Reynoldsa mozemy zdefiniowaé podobnie jak dla oddziatywania pojedynczej taty wirowe]

ze $ciang, réwnanie 5.1, podstawiajac za I' cyrkulacje jednej z tat wirowych.

A przeciwnie rotujgce taty wirowe

A A A

0.5

-
X

Rys. 5.25: Obszar obliczeniowy rozwazanego zagadnienia.

Motywacja do przebadania takiego zagadnienia byt fakt, iz strukturami wirowymi zaobser-
wowanymi w rejonach przysciennych, w przeptywach turbulentnych, s3 miedzy innymi prze-
ciwnie rotujace wiry wzdtuzne [8, 55|, rysunek 5.26. W takim przypadku rysunek 5.25 moze
by¢ rozumiany jako przekrdj poprzeczny przez takie struktury wirowe. Kierunek przeptywu jest
prostopadty do ptaszczyzny rysunku. Gtéwnym celem, w tak postawionym zagadnieniu, jest

obserwacja zachowania si¢ przeptywu w poblizu sciany przy obecnosci tych struktur wirowych.
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Rys. 5.26: Szkic pary wzdluznych wiréw wspoélpradowych [55].

Badania eksperymentalne z wykorzystaniem pecherzykéw wodorowych pokazaty, ze po-
wszechna cechg turbulentnej warstwy przysciennej jest wystepowanie pasm ptynu o niskiej
predkosci (ang. low-speed streaks) [76, 30]. Pecherzyki wodorowe, uzyte w eksperymencie prze-
mieszczaty sie z regionéw o wzglednie duzej predkosci do sasiednich stref charakteryzujacych
sie niska predkoscig i tam sie grupowaty, rysunek 5.27. Lewa ramka rysunku 5.27 przestawia
wizualizacje przeptywu w turbulentnej warstwie przysciennej, natomiast prawa schemat tego

przeptywu (widok z géry) [30].

kierunek przeplywu Drut emitujacy  Linie pecherzykow
|I§‘C]Iel'1_"kl wn(lm'm\"\'ch

\\? Orowe / \

pasma niskiej
predkosci

Strefy duzych
predkosci

Rys. 5.27: Wizualizacja przeplywu w turbulentnej warstwie przysciennej (lewa strona) wraz ze

schematem (prawa strona). Widok z géry [30].

Strefy niskiej predkosci uktadaja sie w wydtuzone pasma rozciagajace sie zgodnie z kie-
runkiem przeptywu. Ich wymiar w kierunku przeptywu jest znaczenie wigkszy od ich wymiaru
poprzecznego. Badania chwilowych pél predkosci pokazaty ze struktura przeptywu poprzecz-
nego w obszarze przysciennym jest podobna do schematu z rysunku 5.28. Jak mozna zauwa-

zy¢ gromadzenie sie pecherzykéw wodorowych jest spowodowane zbieganiem sie przeptywu w
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pfaszczyznie poprzecznej. Towarzyszy temu jednoczesny odptyw od $ciany. Z kolei po srodku

stref szybkiego ruchu ptyn porusza sie w kierunku do Sciany.

pasma niskiej
predkosci

e b e NG

strefa duzych
predkosci

kierunek ruchu plynu

@éﬁgém Mq& "

T e T e S S 3 S

Rys. 5.28: Schemat chwilowego pola predkosci w turbulentnej warstwie przy$ciennej. Widok w

plaszczyznie przekroju poprzecznego przeplywu [76].

Pasma niskiej predkosci utrzymuja sie w poblizu Sciany przez wzglednie dtugie okresy
czasu. W tym czasie takze warstwa ptynu przysciennego wydaje sie by¢ pasywna i obojetna
na zaburzenia zewnetrznego obszaru przeptywu. Okres ten konczy sie gdy pasma ptynu o
niskiej predkosci, na skutek oddziatywania przeptywu zewnetrznego, sa unoszone w kierunku
normalnym od S$ciany i zaczynaja oscylowaé. Nastepnie elementy ptynu tworzace te strefy
s gwattownie wyrzucane do zewnetrznego obszaru przeptywu. Po nagtej erupcji w rejonie
przysciennym nastepuje ponownie spokojny i pasywny okres, w ktérym na nowo pojawiaj3 sie
pasmowe strefy ptynu o niskiej predkosci.

Naprzemiennie rotujace pary wirébw powoduja takze powstanie pasm ptynu o niskiej pred-
kosci. Wiry te transportuja ptyn z duza predkoscia w kierunku Sciany (rys. 5.25 obszary dla
x =1, 3), gdzie jest on zwalniany i przemieszcza sie w kierunku stref wyptywu (obszary dla
x =0, 2, 4). Rzeczywiste struktury wirowe wystepujace w turbulentnej warstwie przysciennej
sg bardziej ztozone niz rotujace pary tat wirowych. Uwaza sie ze taka podstawowa struktura
jest wir spinkowy, ktérego krétka charakterystyka zostata przedstawiona w rozdziale 1.2. Pa-
sma niskiej predkosci s3 w gruncie rzeczy Sladami pozostawianymi w obszarze przysSciennym
przez przemieszczajace sie wiry spinkowe [55, 64].

Obecnie prezentowane zagadnienie mimo, iz jest duzo prostsze, wydaje sie ciekawe, gdyz
»nogi" wiru spinkowego, rysunek 1.9, moga by¢é w przyblizeniu potraktowane jako naprze-

miennie rotujaca para wiréw . Rysunek 5.29 przedstawia wyniki obliczen numerycznych dla
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przypadku, gdy lepkos¢ v = 0.0005. Rysunek przedstawia pole wirowe wraz z wybranymi

liniami pradu.
“F t=0 t=0.4
afF sk

-50-4.4-3.8-3.2-2.6-2.0-1.4-08-020.2 0.8 1.4 20 26 3.2 3.8 44 50
Rys. 5.29: Oddzialywanie lat wirowych o przeciwnych cyrkulacjach ze $ciana, v = 0.0005.

Rysunek przedstawia pole wirowe wraz z wybranymi liniami pradu.
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Ramka dla ¢ = 0 przedstawia stan poczatkowy omawianego przeptywu. taty wirowe stykaja
sie, przez co ich wzajemne oddziatywanie jest bardzo silne. Prowadzi to do znacznych zmian ich
ksztattu. Kazda z tat indukuje wirowos$¢ przeciwnego znaku na $cianie. Przy Scianie powstaja
naprzemienne pasma przeciwnej wirowosci, ramka dla ¢ = 0.4. Na styku tych pasm pojawiaja
sie pary przeciwnie rotujacych stref recyrkulacji przysciennej, ramka dla ¢ = 3.6. Powstate
struktury przyscienne maja podobng strukture do dipola przedstawionego na rysunku 5.20
w podrozdziale 5.2.1. Oznacza to iz indukuja one pole predkosci, ktére powoduje ich ruch
w kierunku $ciany. Dla dalszych czaséw widaé jak strefy recyrkulacji przysciennej sg silnie
wyciggane do géry, lecz na skutek duzej lepkosci ptynu struktury te pozostaja przy Scianie.
Podczas trwania ruchu pierwotne taty wirowe poruszaja sie w kierunku przeciwnym do Sciany
zachowujac symetrie.

Przeptyw ulega zasadniczej zmianie wraz ze zmniejszeniem lepkosci. Rysunek 5.30 przed-
stawia omawiany przeptyw dla wspétczynnika lepkosci kinematycznej v = 0.0001. Poczatkowo
pole przeptywu zachowuje sie podobnie jak dla v = 0.0005. Jednak zasadnicza zmiana nastepu-
je dla czasu t = 12.8, gdzie widoczna jest utrata symetrii przeptywu w obszarze przysciennym.
Lewa tata przysciennej struktury dipolowej o ujemnej wirowosci (niebieska) wyraznie odrywa
sie od Sciany i unosi sie do wnetrza przeptywu, natomiast dodatnia tata (czerwona) pozostaje
przy Scianie. Utrata symetrii w obszarze przysciennym zwiastuje utrate symetrii w catym obsza-
rze przeptywu. Dla czasu ¢t = 25.8 widac catkowitg utrate symetrii pierwotnych tat wirowych.

Wraz z dalszym zmniejszaniem lepkosci obszar przeptywu przybiera jeszcze bardziej skom-
plikowany charakter. Rysunek 5.31 przedstawia omawiany przeptyw dla v = 0.00002. Struktura
obszaru przysciennego wywotana obecnoscig naprzemiennych tat wirowych jest duzo bardziej
ztozona niz poprzednio. Przy Scianie powstaja struktury wirowe o réznych ksztattach i wielko-
Sciach, ramka dla ¢t = 5.6. Nastepnie odrywaja sie one od $ciany, ramka dla t = 6.8, ¢t = 8.4.
Pierwsza odrywa sie tata o dodatniej wirowosci, odwrotnie niz w poprzednim przypadku dla
v = 0.0001, gdzie pierwsza oderwata sie tata o ujemnej wirowosci (poréwnaj rysunek 5.30,
ramka dla t = 12.8 i kolejne).

Zjawiskiem jakie wystepuje dla tak matej lepkosci, jest regeneracja. Pierwotne naprze-
miennie ustawione faty wirowe powodowaty powstanie wtérnych struktur wirowych na $cianie.
Wiry wtérne takze indukowaty wirowos$¢ przeciwnego znaku na Scianie i byty na tyle silne,
ze powodowaty powstanie kolejnego pokolenia wiréw. Poczawszy od czasu ¢t = 8.4 mozna

zaobserwowad jak wtérne wiry powoduja oderwanie kolejnych wiréw ze Sciany, ktére to z kolei
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Rys. 5.30: Oddzialywanie lat wirowych o przeciwnych cyrkulacjach ze $ciana, v = 0.0001.

Utrata symetrii w obszarze przysciennym.

powoduja zerwanie kolejnych struktur ze $ciany. Skutkiem czego w przeptywie istnieja struktu-
ry pierwotne oraz trzy dalsze pokolenia wiréw. Wiry z kazdego kolejnego pokolenia s3 mniejsze
i stabsze. Jest to dobrze widoczne na rysunku 5.32, gdzie widoczna jest takze utrata symetrii

przeptywu.
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Rys. 5.31: Oddzialywanie tat wirowych o przeciwnych cyrkulacjach ze §ciana, v = 0.00002.

Regeneracyjny charakter erupcji.
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Rys. 5.32: Oddzialywanie szeregu naprzemiennie rotujacych lat wirowych ze $ciang, v =

0.00002. Na rysunku widaé utrate symetrii oraz trzy kolejne pokolenia wiréw wtérnych.
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5.3 Przeptyw w kanale z jednostronnym gwattownym roz-
szerzeniem — stopien

W obecnym paragrafie zostanie przedstawiony przeptyw przez kanat z gwattownym jednostron-
nym rozszerzeniem dla liczby Reynoldsa réwnej 3000. Geometrycznie to zagadnienie jest takie
samo jak w rozdziale dotyczacym testéw poréwnawczych (podrozdziat 4.4, rysunek 4.8). Na
wlocie do kanatu przyjeto réwnomierny profil predkosci U = 1. Podczas prowadzenia badanh
przetestowano przeptywy w szerokim zakresie liczb Reynoldsa. Zauwazono ze od liczby Rey-
noldsa réwnej okoto 3000 w przeptywie zachodzi jakosciowa zmiana. Rysunki zamieszczone
w biezacym podrozdziale przedstawiaja ewolucje pola wirowego (gérny), oraz funkcji pradu.
Obraz jest rézny od tych dla liczb Re ponizej 1000 (rys. 4.9, 4.10). Zasadnicza rdznica jest
to, ze przeptyw przybiera charakter nieustalony. W kanale mozna zaobserwowa¢ naprzemienna
sekwencje przeciwnych struktur wirowych, przypominajacych Sciezke wirowa Karmana. Nasu-
wa sie pytanie o mechanizm tak radykalnej zmiany w przeptywie oraz jak doszto do rozpadu
strefy recyrkulacji za optywanym stopniem. OdpowiedZ na te pytania mozne utatwic¢ analiza

pola wirowosci.
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Rys. 5.33: Przeplyw w kanale z jednostronnym gwaltownym rozszerzeniem. Pole wirowe (ramka

gérna) oraz funkcja pradu wraz z liniami pradu.

Na rysunku 5.33 wyraznie wida¢ jak skoncentrowana wirowo$¢ ,schodzi” z ostrej krawe-
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Rys. 5.34: Przeplyw w kanale z jednostronnym gwaltownym rozszerzeniem. Tworzenie sie
kolejnego wiru za stopniem (w narozniku).
t=4.65
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Rys. 5.35: Przeplyw w kanale z jednostronnym gwaltownym rozszerzeniem. Oddzielenie strefy

recyrkulacji od stopnia.

dzi stopnia zwijajac sie w strukture wirowa. Tak skoncentrowana wirowos¢ indukuje wirowosci
przeciwnego znaku na $cianie (kolor czerwony), ktéra odrywa sie od $ciany w ksztafcie przypo-

minajacym ,,jezyk”. Jest to widoczne na rysunku 5.34, zaréwno na dolnej, jak i gérnej Scianie.
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Rys. 5.36: Przeplyw w kanale z jednostronnym gwaltownym rozszerzeniem. Rozpad strefy

recyrkulacji. Ruch wiréw w doét strumienia.

Wirowos¢ ,schodzaca” ze $ciany zaczyna si¢ oddalac i jednoczesnie zwija sie¢ w kolejng struk-
ture wirowa, rysunek 5.35. Nowe wiry s3 wyraznie widoczne na dolnej i gérnej Scianie. Indukuja
one ponownie wirowos$¢ przeciwnego znaku przy Scianie (kolor niebieski). Nowo powstaty w
narozniku wir jest na tyle silny, iz powoduje przerwanie wysnutego z krawedzi stopnia wtok-
na wirowosci, przez co pierwszy wir odrywa sie od stopnia i przemieszcza si¢ wraz z polem
predkosci, rysunek 5.36. Z krawedzi zaczyna sptywac kolejna porcja wirowosci (kolor niebieski)
jednoczesdnie zwijajac sie i tworzac kolejna strukture wirowa, a przy Scianach powstaja kolejne
strefy recyrkulacji. Zjawisko to nie wystepuje w przeptywie laminarnym (Re ponizej 1000),
gdzie ustala sie stata strefa recyrkulacji za stopniem.

Na rysunku 5.37 mozna zaobserwowa¢ cata seri¢ skoncentrowanych waskich obszaréw wiro-
wosci odrywajacych sie od Sciany. Praktycznie kazda zrywajaca sie z krawedzi struktura wirowa
powoduje, podczas swojego ruchu w dét przeptywu, erupcje skoncentrowanej wirowosci z war-
stwy przysciennej. Przedstawione powyzej zjawiska sg cykliczne przez co w kanale mozemy
obserwowad naprzemiennie wystepujace przeciwne struktury wirowe, przypominajace Sciezke
Karmana, rysunek 5.38.

Powyzsze badania pokazuja, ze zjawisko erupcji wywotane tata wirowa (opisane wczesniej)

jest obecne réwniez w przeptywach w kanale. Praktycznie w catej objetosci kanatu widoczne
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Rys. 5.37: Przeplyw w kanale z jednostronnym gwaltownym rozszerzeniem. Erupcje skoncen-

trowanej wirowoéci ze $cian.
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Rys. 5.38: Przeplyw w kanale z jednostronnym gwaltownym rozszerzeniem. Sciezka wirowa

Karmana.

s liczne erupcje wirowosci z obszardéw przysciennych do wnetrza przeptywu. Sugeruje to, ze
zjawisko oderwania jest powszechne w przeptywach rzeczywistych nawet dla mato skompliko-

wanych geometrii.
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5.4 Optyw kwadratu w poblizu $ciany pftaskie;j.

Optyw przeszkody, na przyktad cylindra o przekroju kwadratu dla odpowiednio wysokich liczb
Reynoldsa, powoduje naprzemienne zrywanie sie struktur wirowych. Nastepnie wiry te, jako
swobodne struktury, unoszone s3 wraz z przeptywem. Jak zostato to pokazane w podrozdziale
5.1, wir w poblizu $ciany moze wywotaé zjawisko erupcji. Dlatego interesujacym jest przeba-
danie wzajemnego oddziatywania wiru, powstatego na skutek optywu przeszkody, ze Sciana.
Bedzie to trescia niniejszego podrozdziatu.

W literaturze mozna znalez¢ badania eksperymentalne [60] jak réwniez numeryczne [20]
optywu walca o przekroju kota w poblizu Sciany ptaskiej. Blisko$¢ sciany powoduje dodatko-
we zaburzenia w $ladzie aerodynamicznym powstajacym za optywang przeszkoda. Co z kolei
wptywa na site nosna i site oporu powstajaca na optywanym przedmiocie. Struktury wirowe
odrywajace sie od walca oddziatywajg ze Sciang i indukuja na niej wirowos¢. Poniewaz z walca
naprzemiennie odrywaja sie wiry o przeciwnych cyrkulacjach powoduje to dodatkowe zaburze-
nia w warstwie przysciennej. Dla duzych liczb Reynoldsa oddziatywanie to moze doprowadzic¢
do zjawiska oderwania warstwy przysciennej, czy innych zjawisk zachodzacych w turbulentne;j
warstwie przysciennej [74, 76].

Celem biezacego podrozdziatu jest pokazanie, ze optyw przeszkody w poblizu éciany pta-
skiej i powstajace za przeszkoda struktury wirowe moga doprowadzi¢ do zjawiska erupcji war-
stwy przysciennej. Rysunek 5.39 przedstawia geometrie obszaru obliczeniowego. Na lewym
brzegu obszaru zatozono réwnomierny rozktad predkosci U = 1 co odpowiadato warunkowi
brzegowemu na funkcje pradu 1) = y. Na brzegu gérnym, dolnym oraz na kwadracie zatozono

1 = const. Na brzegu dolnym przyjeto ¥ = 0, na gérnym ) = 4.5, a na kwadracie ¢ = 1.

o _
ox

Na prawym brzegu obszaru obliczeniowego przyjeto 0. Ponadto brzeg dolny byt Sciang
sztywna. Optywana przeszkoda byt kwadrat o dtugosci boku L = 1 i umieszczony w odlegtosci
h = 0.5 od $ciany. Rozmiar siatki numerycznej oraz kroku czasowego wynosit odpowiednio
Az = Ay = 0.025, At = 0.01. Prezentowane ponizej obliczenia byty prowadzone dla liczby
Re = 2000, gdzie Re = %

Sekwencja obrazéw na rysunkach 5.40 oraz 5.41 ukazuje zjawisko erupcji warstwy przy-
Sciennej, prowadzace do narodzin nowej struktury wirowej. Rysunek 5.40 przedstawia rozktad
linii pradu, natomiast rysunek 5.41 obrazuje odpowiadajace im pole wirowe. W lewym gérnym

rogu naniesiony jest biezacy czas ruchu. Obraz (a) przedstawia tworzace sie stref recyrkulagji
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Rys. 5.39: Obszar obliczeniowy, optywu przeszkody w poblizu $ciany .

za przeszkoda. Na obrazie (b) wyraznie widaé powstata na przeszkodzie i oderwang od niej
strukture wirowa. Powoduje ona powstanie strefy recyrkulacji w poblizu Sciany o przeciwnej
wirowosci. Na obrazie (b) przedstawiajagcym pole wirowe (rys. 5.41) widaé ponadto ze strefie
recyrkulacji odpowiada wznoszaca sie i zwijajaca do srodka wirowos$¢. Poza tym mozna zauwa-
zy¢, ze wirowo$¢ ta takze indukuje wirowo$¢ przeciwnego znaku na $ciance (kolor czerwony),co
powoduje ze skoncentrowana wirowos$¢ zwigzana ze strefg recyrkulacji przestaje bezposrednio
przylega¢ do $ciany. Na obrazie (c) mozna zauwazy¢ jak strefa recyrkulacji wyciggana jest do
gory, a w jej wnetrzu tworzy sie punkt siodtowy, powigkszenie rysunek 5.42 (poréwnaj z rysun-
kiem 1.5 prezentujacym kryterium MRS niestacjonarnej separacji). Oprécz tego nastepny wir
odrywa sie od przeszkody i powoduje powstanie kolejnej strefy recyrkulacji. W polu wirowym
wida¢ jak skoncentrowana wirowo$¢ odrywa sie od $ciany w postaci wtérnej taty wirowej. Na
obrazach (d, e, f) wida¢ jak powstaty wir na $cianie oddala sie od niej znacznie wptywajac na
pole przeptywu. Na obrazie (f) mozna zauwazy¢, ze kazdy kolejny wir odrywajacy sie od prze-
szkody powoduje zjawisko erupcji. Natomiast ramka (f) z rysunku 5.41 przedstawia obraz pola
wirowego dla czasu t = 20, gdy cate pole przeptywu pokryte jest chaotycznie wystepujacymi
skoncentrowanymi obszarami wirowosci. Cze$¢ z nich powstata na skutek optywu przeszkody, a
czes¢ na skutek erupcji warstwy przysciennej. Taki rozktad wirowosci w polu przeptywu odpo-
wiada bardzo nieuporzadkowanemu i szybkiemu ruchowi. faty wirowe poruszaja sie w réznych
kierunkach i z r6zna predkoscia powodujac serie kolejnych erupcji skoncentrowanej wirowosci

ze Sciany.
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t=3.8
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Rys. 5.40: Oplyw kwadratu w poblizu $ciany, linie pradu. Zjawisko erupcji.
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t=4.2

t=6.0

12000 612 499 381 -1.70 -122 092 004 002 060 0B84 223 344 10.00 120.00

(f)

Rys. 5.41: Oplyw kwadratu w poblizu Sciany, pole wirowe. Zjawisko erupcji.

93



ROZDZIAL 5. ODDZIAEYWANIE STRUKTUR WIROWYCH ZE SCIANAMI 94

t=34

Rys. 5.42: Punkt siodlowy w strefie recyrkulacji w obszarze przyS$ciennym. Poréwnaj z kryte-

rium MRS, rysunek 1.5 .



Rozdziat 6

Podsumowanie

Jednym z celéw niniejszej pracy byto przebadanie opracowanego algorytmu obliczeniowego
metody czastek wirowych z punktu widzenia analizy numerycznej. Badania miaty za zadanie
sprawdzenie czy metoda czastek wirowych, z generacja wirowosci na $cianie, pozwala uzy-
skiwa¢ rozwigzania numeryczne zbiezne do rozwiazania doktadnego. W pracy zbiezno$¢ taka
pokazano na licznych przyktadach. Tym samym wykazano, ze metoda czastek wirowych typu
"wir w komédrce " jest poprawng metoda numeryczna. Jej niezaprzeczalng zaletg jest tatwos¢
modelowania zagadnien w ktérych dominuja zjawiska wirowe.

Nastepnym celem pracy byto przeprowadzenie badan numerycznych nad zjawiskiem erupcji
warstwy przysciennej wywotanej fata wirowa (wirem o skoficzonym nosniku) oraz demonstracja
tego zjawiska w réznych zagadnieniach przeptywowych. Przeprowadzone obliczenia pokazaty ze
zjawisko to wystepuje powszechnie dla przeptywéw z duza liczbg Reynoldsa (mata lepkoscia).

Poréwnanie otrzymanych wynikéw z rzeczywistymi tréjwymiarowymi obrazami laboratoryj-
nymi pokazato, ze prezentowana metoda obliczeniowa mimo iz jest dwuwymiarowa moze by¢
przydatna takze w zrozumieniu zjawisk zachodzacych w przeptywach tréjwymiarowych.

Otrzymane wyniki potwierdzajg postawione na poczatku pracy tezy. Wykazano, ze moz-
na skutecznie zapewni¢ warunek braku poslizgu na Scianie poprzez produkcje odpowiedniej
wartosci wirowosci, lub strumienia wirowoéci na $cianie. Warunek Dirichleta i Neumanna na
wirowos$¢ na Scianie maja zblizong doktadnosé, jednak algorytm wykorzystujacy warunek Diri-
chleta wymaga mniejszego naktadu obliczen.

Pokazano ze charakter oddziatywania struktur wirowych ze $cianami silnie zalezy od lepko-

Sci. Istnieje graniczna wartos¢ liczby Reynoldsa powyzej ktérej zachodzi zjawisko nagtej erupcji
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elementéw ptynu z obszaréw przysciennych do wnetrza przeptywu. Jest ono istotnym mecha-
nizmem transportu wirowosci w przeptywach z duza liczba Reynoldsa. Zjawisko erupcji jest
poprzedzone pojawieniem sie punktu siodtowego (punktu stagnacji) na liniach pradu wewnatrz
przeptywu. Punkt ten inicjuje rozpad strefy recyrkulacji przysciennej, w ktérej zamkniete s3a
elementy ptynu z obszaréw przysciennych, na dwie niezalezne struktury wirowe. Struktury te
charakteryzuja sie zamknietymi liniami pradu. Jedna z nich wraz z przysciennymi czastkami
ptynu, krazacymi wokoét jej Srodka, jest gwattownie wyrzucana do przeptywu zewnetrznego.
Zmniejszanie lepkosci powoduje dalsze komplikacje przeptywu, ze Sciany zrywaja sie se-
kwencje struktur wirowych. Zjawisko erupcji przybiera charakter regeneracyjny, jest inicjowane
wielokrotnie przez pierwotng strukture wirowa oraz przez wczesniej zerwane wiry ze $ciany.
Przedstawione wyniki daja mozliwos¢ intuicyjnego wgladu w rozwdj i mechanizm samopod-
trzymywania si¢ turbulencji przysciennej. Rozpoznanie i mozliwo$¢ sterowania procesem erupcji
jest wartosciowe takze z punktu widzenia zastosowan inzynierskich. Zjawisko erupcji intensyfi-
kuje procesy mieszania, wymiany masy i ciepfa, lecz jest takze zrédtem dodatkowych zaktécen

w przeptywie (szum, fluktuacje sity oporu i sity nosnej) .



Dodatki
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Dodatek A

Separacja w rownaniach warstwy

przysciennej Prandtla

Zgodnie z teorig warstwy przysciennej zaproponowanej przez Prandtla, wptyw lepkosci jest
znaczacy tylko w poblizu $ciany. Dlatego mozliwe jest podzielenie pola przeptywu na dwa
obszary. Pierwszy z nich to warstwa przyscienna, gdzie sity lepkosSciowe s3 znaczace. Natomiast
drugi zewnetrzny obszar moze by¢ traktowany jako obszar nielepki opisany réwnaniami Eulera.
Warstwa przyscienna jest wiec obszarem w ktérym predkosé styczna do Scianki zmienia swoja
warto$¢ od wartosci predkosci $cianki do predkosci wewnatrz przeptywu. Jezeli dodatkowo
zatozymy, ze gradienty w kierunku normalnym od $cianki s3 duzo wieksze od tych w kierunku

stycznym otrzymamy réwnania Prandtla [43] :

Uy + vy = 0, (A1)
1
Uty + VUy = —;pm + Uy, (A.2)
1
UU, = ——Da, (A.3)
p

u=v=0dlay=0
(A.4)
u— U(z) dlay —x,
gdzie U oznacza predkos¢ na zewnatrz warstwy przyscienne;.
Réwnania ruchu w warstwie przysciennej prowadza do wniosku ze sktadowa styczna pred-

kosci u jest duzo wigksza od sktadowej normalnej v, (u > v). Poniewaz powyzszy zwigzek

jest nieodzownie zwigzany z réwnaniami Prandtla powinien by¢ on spetniony aby rozwigzania
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tych réwnan miaty sens fizyczny. Fakt iz (v > v) prowadzi do wniosku, ze ciecz porusza
sie wzdtuz powierzchni ciata praktycznie nie odchylajac sie od niej. Oznacza to ze niemozli-
wy jest transport wirowosci z obszaru przysciennego do wnetrza przeptywu. Jednak wirowos¢
przechodzi z warstwy przysciennej do wnetrza przeptywu, gdyz przeptyw turbulentny w ca-
tym swym obszarze jest ruchem wirowym. Wirowo$¢ moze urodzi¢ sie tylko na brzegu, wiec
jedyna droga przenikania wirowosci do wnetrza przeptywu jest zjawisko separacji w warstwie
przysciennej. Prowadzi to do wniosku, ze dla réwnan Prandtla oderwanie warstwy przysciennej
moze nastapi¢ tylko w punktach osobliwych.

Z przeprowadzonych powyzej rozwazan wynika takze charakter tych osobliwosci. Jezeli w
punkcie separacji, przeptyw odrywa sie od Scianki i przechodzi do wnetrza obszaru, oznacza
to ze sktadowa normalna predkosci przestaje by¢ mata w poréwnaniu ze sktadowa styczna.
Warunek (u > v) przestaje by¢ spetniony, a sktadowa v staje sie wielko$cia przynajmniej tego
samego rzedu co sktadowa u. Z rozwazan nad réwnaniami Prandtla wynika ze v/u ~ Re™'/2,
a zatem wzrost v do wartosci poréwnywalnej ze sktadowg u oznacza zwiekszenie sktadowej
normalnej predkosci v/ Re razy [43, 85]. Re = % gdzie U jest predkoscig charakterystyczng,
a [ wymiarem charakterystycznym.

Dla duzych liczb Reynoldsa mozna wiec przyjaé, ze sktadowa normalna predkosci v wzrasta
nieskonczenie:

v(xg,y) =ox . (A.5)

, gdzie punkt z, oznacza punkt oderwania. Obszarowi do punktu oderwania odpowiadaja
wspétrzedne x < x4, natomiast y = 0 oznacza Sciane.

Ze wzoru (A.5) wynika, ze szybko$¢ narastania funkcji v w punkcie z = x4 jest réwniez

ov
(@), = o

ou
(5:).. ~r

, gdzie x jest rozpatrywana jako funkcja u iy, a ug(y) = u(xs,y) i jest profilem predkosci dla

nieskonczona:

a z rébwnania ciggtosci mamy réwniez:

lub:

x = xg. W poblizu punktu separacji zaktada sig, ze zaréwno réznica x; — z jak i ug — u jest
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mata. Dlatego x; — x mozna rozwina¢ w szereg potegowy, ktéry dla ustalonego y przyjmuje

postac (do wyrazu drugiego rzedu):

ox 10%x

xs(ug) = z(u) + —(u — up) + 39

5 (u — ug)?. (A.9)

Korzystajac z réwnania (A.8) oraz przeksztatcajac powyzszy wzér wzgledem u otrzymamy :

u(w,y) = uo(y) + aly)(zs —2)"?, (A.10)

=) "

Korzystajac z réwnania ciggtosci (A.1) mozemy napisaé:

gdzie:

I (')
Uy = —Uy = SN (A.11)

Natomiast catkujac wzgledem y otrzymamy réwnanie dla v:

v = M, (A.12)

Ts— X

gdzie (3 jest funkcja y wyrazong wzorem:

5() = 5 [ alv)dy.

Pole predkosci (u, v) w okolicy punktu separacji opisuja wiec wzory (A.10) oraz (A.12). Widaé
wiec ze osobliwos$¢, ktéra pojawia sie w punkcie separacji (dla © = ;) oznacza, ze sktadowa
predkosci v staje sie nieskonczona.

Aby wyznaczy¢ posta¢ funkgji a(y) nalezy skorzystac z réwnania (A.2), w ktérym pochodna
Uy, dla punktu x = x, oraz gradient dp/dx nie sa nieskoficzone. Wyrazy, uu,, vu,, stojace po
lewej stronie réwnania (A.2) sa nieskoniczone. Dlatego dla obszaru w poblizu punktu separagji
mozna napisac:

U, + vu, = 0. (A.13)

Z réwnania ciggtosci mamy ze uu, = —vv,, nastepnie podstawiajac t3 zaleznos¢ do réwnania

(A.13) oraz mnozac obustronnie przez —1 otrzymamy:

uv, — vu, = u? (U> = 0. (A.14)
v

u
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Przyjmujac, ze u # 0 w punkcie oderwania x = x,, mozna wywnioskowac ze iloraz 7 nie

zalezy od zmiennej y. Korzystajac z zaleznosci (A.10) oraz (A.12), przy uwzglednieniu wyrazéw

wyzszego rzedu, mozna napisacé:

% - w(y)fi(/ir)i—x (A.15)

Aby powyzsze wyrazenie byto tylko funkcja z, funkcja 5(y) musi byé postaci:
Bly) = ;AUO(y), (A.16)
gdzie A jest dowolng stata liczbowa. Tak wiec w punkcie separacji, gdzie u(y) = uo(y) mamy:
v Auoly) (A.17)

2T — T
Z drugiej strony z réwnan (A.11) oraz (A.12) wynika ze funkcje a(y) i B(y) sa powigzanie

zaleznosciag o = 23’ Nastepnie rézniczkujac réwnanie (A.16) wzgledem y otrzymamy:

1 dUO
= A—. A.18
g =34 (A.18)
Korzystajac z zaleznosci o = 23’ otrzymamy wzér na funkcje a:
d’LLO
=A—. A.19
o =A% (A.19)
Ostatecznie rozktad predkosci w okolicy punktu separacji wyrazaja wzory:
du
u(z,y) = up(y) + Ad—o(xS —x)Y?, (A.20)
A
V= (A.21)

2/Ts — T

Réwnania (A.20), oraz (A.21) opisuja sktadowe pola predkosci u i v w poblizu punktu
separacji. Z réwnania (A.21) wida¢ iz w punkcie oderwania dla z; = x sktadowa predkosci
v staje sie nieskonczona, czyli pojawia sie osobliwo$¢. Natomiast poza punktem oderwania,
gdy © > x,, powyzsze wzory traca fizyczny sens, gdyz pierwiastki przyjmuja wartosci ujemne.
Réwnania Prandtla opisuja wiec ruch tylko do tego wtasnie punktu.

Z warunkéw brzegowych, dla przeptywoéw lepkich, wiadomo iz na $cianie sztywnej oraz
nieruchomej (y = 0), powinno by¢ u = v = 0. Dlatego ze wzoréw (A.20) oraz (A.21) mozna

wywnioskowac, ze w punkcie separacji zachodzi:

w=0 () _y (A.22)
dy =0

Podsumowujac powyzsza analize mozna wyszczegdlni¢ nastepujace witasciwosci stacjonar-

nej dwuwymiarowej warstwy przysciennej w okolicy punktu separacji:
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1. W punkcie separacji dla x5 = x zachodzi: (u,),—0=0. Oznacza to takze, ze naprezenia

styczne 7, = 0.

1/2

2. Skfadowa u pola predkosci zmienia sie jak (x5 — x)'/#, natomiast sktadowa pionowa v

zmienia sie jak (z, — )71/

3. Rozwiazanie réwnan Prandtla jest osobliwe w punkcie separacji i nie moze by¢ kontynu-

owane poza ten punkt.

Powyzsza analiza pozawala réwniez zrozumie¢ wtasnosci rozktadu ci$nienia p(z) w poblizu
punktu separacji. Réwnanie (A.2) na $cianie (y = 0) przyjmuje postac:

_1dp

_ - A23
S (A.23)

v (uyy)y:(]

zatem znak gradientu cisnienia jest taki sam jak znak drugiej pochodnej predkosci stycznej u
na Scianie. Widac stad, ze ustalenie znaku wu,, na scianie umozliwi analize rozkfadu cisnienia
w okolicy punktu oderwania. W obszarze do punktu oderwania pierwsza pochodna predkosci
u jest wieksza od zera: (uy),—o > 0 (przy oddalaniu si¢ od Sciany u jest dodatnie i rodnie).
Natomiast w punkcie oderwania = = x5 mamy: (u;)y—0 = 0, co prowadzi do wniosku ze

punkcie tym (), _, > 0 [70]. Zatem:

Y=
ap
(d{L‘>x——xs g 07 ( 24)

co oznacza ze w poblizu punktu oderwania ciecz porusza si¢ od ci$nienia nizszego do wyzszego.

Gradient cisnienia jest wiec przeciwny do gradientu predkosci.
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