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1. Wstep

Mechanika ogdlna jest dzialem fizyki, zajmuje sig¢ badaniem ogdlnych praw ruchu
i rownowagi cial materialnych oraz zastosowaniem tych praw do pewnych wyidealizo-
wanych schematow cial materialnych, takich jak punkt materialny i cialo doskonale
sztywne. Podzieli¢ ja mozna na dwa dzialy: kinematyke¢ i dynamike. Kinematyka zaj-
muje si¢ badaniem ruchu cial niezaleznie od sit wywotujacych ten ruch. Dynamika
rozpatruje ruch cial materialnych w zaleznosci od sit dziatajacych na te ciata. W szcze-
golnym przypadku dziatania wywierane przez sity na cialo materialne moga si¢ wza-
jemnie znosi¢, moéwimy wtedy, ze sily si¢ rownowaza. Cze¢$¢ dynamiki dotyczaca tych
wilasnie przypadkoéw nosi nazwe statyki, a pozostata, dotyczaca ruchu ciat poddanych
dziataniu sit, nazwana zostala kinetyka.

Niniejszy skrypt przeznaczony jest dla studentow kierunku budownictwo na Wy-
dziale Inzynierii Ksztaltowania Srodowiska i Geodezji Akademii Rolniczej we Wro-
clawiu, gdzie mechanika og6lna wykladana jest w semestrze drugim. Na mechanice
ogo6lnej opieraja si¢ w swych rozwazaniach dwa przedmioty techniczne: wytrzymato$é
materialdw w semestrze trzecim i czwartym oraz mechanika budowli w semestrze
czwartym i pigtym. Ze wzgledu na kolejno$¢ prowadzenia tych trzech wymienionych
wyzej przedmiotéw oraz ze wzgledu na ich program i wymiar godzinowy — w ramach
mechaniki ogdlnej wyktadana jest statyka ciata sztywnego w odniesieniu do uktadow
pretowych.

Skrypt napisany zostal na podstawie podrecznikéw autorow, ktorych spis zamiesz-
czono na koncu. Warte polecenia do samodzielnego studiowania sg tez podreczniki
Zbigniewa Cywinskiego i Witolda Nowackiego.






2. Elementarne wiadomosci
Z rachunku wektorowego

2.1. Pojecie wektora

Wielko$¢ wektorowa jest to wielko$¢ okreslona liczba oraz majaca
okreslony kierunek i zwrot.

Przyktadem wielkosci wektorowej jest np. sita, predkosé, przyspieszenie. Wielkosé
wektorowa przedstawia si¢ graficznie w postaci wektora (rys. 2.1a), ktdry oznacza si¢
literg ze strzatka, np. @ lub symbolemﬂé , gdzie Aoznacza poczatek, zas§ B koniec
wektora. Dhugos$¢ odcinka AB odpowiada, w obranej skali, wartosci liczbowej wektora.
Prosta |, na ktorej lezy wektor &, nazywa si¢ prosta (linia) dzialania lub kierunkiem

wektora. Warto$¢ bezwzgledna wektora nazywa si¢ modutem wektora. Modut wektora
oznacza si¢ nastgpujaco:

|d=a lub

AB‘ - 7B

Rozroéznia si¢ trzy rodzaje wektoroOw: wektory zwiazane z punktem (zaczepione) —
np. tzw. promien-wektor — 1, ktory zaczepiony w poczatku uktadu wspotrzednych
shuzy do jednoznacznego okreslenia dowolnego punktu w przestrzeni; wektory zwiaza-
ne z prosta (przesuwne), ktore moga zmienia¢ swoje polozenie, ale tylko wzdtuz linii
dziatania (np. wektor sily) oraz wektory swobodne, ktére mozna przemieszczaé rowno-
legle do ich linii dziatania.

Wektorami réwnowaznymi nazywa si¢ takie dwa wektory, ktore maja jednakowe
moduly, jednakowe zwroty 1 wspolna lini¢ dziatania (rownowazno$¢ wektorow zapisuje

sie: a= b ).
Wektorem jednostkowym, inaczej wersorem nazywa si¢ taki wektor,

ktory ma ten sam kierunek i zwrot co dany wektor, lecz ktérego mo-
dul réwna si¢ jednosci.

Jezeli wersor danego wektora & oznaczymy przez a’, to wektor a mozemy zapi-
sa¢ w postaci iloczynu modutu tego wektora przez jego wersor, czyli:

d=a-a’ 2.1)
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b)

Rys. 2.1 a) — oznaczenie wektora, b) — przedstawienie wektora za pomoca wersora

2.2. Kat kierunkowy wektora

Wprowadzajac odpowiednia umowe odmierzania kata, tak zwanego kata kierunko-
wego jaki wektor tworzy z dowolna osia odniesienia, mozna przez podanie wielkosci
tego kata okresli¢ zarowno kierunek, jak i zwrot wektora.

Przez kat kierunkowy wektora rozumiemy kat, o jaki trzeba obrdéci¢
0§ X w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazéwek zegara,

do zgodnego co do zwrotu pokrycia si¢ tej osi z wektorem.

Ilustracje powyzszej definicji przedstawiono na rysunku 2.2. Kat kierunkowy wek-
tora a wzgledem osi x oznaczamy symbolem (x,a)

(x,a,) x (x,a,) X \ X

d, \\" e

Rys. 2.2. Katy kierunkowe wektorow

2.3. Rzut wektora na os$

Rzutem wektora na o§ nazywamy wektor, ktérego poczatkiem jest
rzut prostokatny poczatku danego wektora na o$, koncem za$ rzut
prostokatny jego konca na te os.

Rzut wektora na o$ oznaczamy zwykle ta sama litera co dany wektor i dodajemy do
niej wskaznik odpowiadajacy osi rzutéw — tak jak pokazano to na rysunku 2.3.
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Z warunkow geometrycznych wynika zaleznosc¢
a, =lal-cos(x,a) (2.2)

Wielkos$¢ liczbowa a, nazywamy miarg rzutu wektora @ na o x.

Miara rzutu wektora na o§ x jest rowna iloczynowi modutu tego wektora przez
cosinus kata kierunkowego tego wektora w odniesieniu do osi x. W zalezno$ci od
warto$ci kata kierunkowego miara rzutu wektora na o§ moze przybiera¢ wartos¢ do-
datnia lub ujemna. Cosinusy katéw kierunkowych z drugiej i trzeciej ¢wiartki
(90°¢ (x,a)(270°) sa mniejsze od zera — miary rzutow wektora a na rysunku 2.3bic
maja wigc znaki ujemne. Cosinusy katow kierunkowych pierwszej i czwartej ¢wiartki sa
wigksze od zera i odpowiednio do tego miary rzutow wektora a na rysunku 2.3a i d sg
dodatnie. Mozemy zatem powiedzie¢, ze miara rzutu wektora na o$§ ma znak dodatni,
gdy zwrot tego rzutu jest zgodny ze zwrotem osi. Gdy zwrot rzutu wektora jest nie-
zgodny ze zwrotem osi, ma ona znak ujemny.

Rys. 2.3. Rzuty wektorow na o$ x przy réznych katach kierunkowych

Obliczanie miary rzutu wektora na o§ moze wigc by¢ przeprowadzane ze wzoru
a, :i|a|~cosa (2.3)

gdzie a jest katem ostrym migdzy kierunkiem wektora a osia (coso zawsze jest wigk-
szy od zera), za$ znak dodatni badz ujemny ustalany jest na podstawie rysunku.

Dla wektora o kacie kierunkowym réwnym zeru rzut na o$ x jest wektorem rownym
temuz wektorowi (Eix = ﬁ); dla wektora o kacie kierunkowym réwnym 180° jego rzut
na oé x jest wektorem przeciwnym (i, = —a).

Rzuty na 0$ x wektoréw o katach kierunkowych réwnych 90° i 270° sa rowne zeru.
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2.4. Dodawanie i odejmowanie wektorow

Dodawanie geometryczne dwoch wektorow a i b polega na zbudowaniu na tych

wektorach rownolegtoboku. Wektor ¢ =a +b jest przekatna tego rownolegtoboku, jak
to pokazano na rysunku 2.4a.

Dla otrzymania sumy ¢ wektoréw G i b mozna zastosowaé tez metodg wieloboku
wektorow pokazang na rysunku 2.4b.

Wektor a zaczepiony w dowolnym punkcie i narysowany w obranej skali dtugos$ci
tworzy pierwszy bok wieloboku, wektor b zaczepiony w koncu wektora a narysowany
w tej samej obranej skali rownolegle do swej prostej dziatania tworzy jego drugi bok.
Suma wektorow a i b jest wektor ¢ o module wynikajacym z dtugosci trzeciego boku
wieloboku i kierunku rownolegtym do tego boku. Poczatkiem wektora ¢ jest poczatek
pierwszego wektora, koncem — koniec drugiego wektora. Kolejno$¢ rysowania wekto-
réw jest dowolna (por. rys. 2.4c).

i+b=b+a 2.4)

Dodawanie wektorow podlega wigc prawu przemiennosci.

<)

Rys. 2.4. Dodawanie geometryczne dwoch wektoréw: a) — metoda rownolegtoboku,
b) i ¢) — metoda wieloboku

Metoda wieloboku mozna znalez¢ sum¢ dowolnej liczby wektoréw na ptaszczyznie
i w przestrzeni. Suma wektoréw jest zawsze wektor laczacy poczatek pierwszego
z koncem ostatniego wektora wieloboku (rys. 2.5).

Na rysunku 2.5 pokazano tez, ze dodawanie wektorow podlega prawu taczno$ci

(rys. 2.52)

a+5+a:a+(5+a):(a+5)+a (2.5)
oraz ze gdy wektory sktadowe sa do siebie rownolegle, to wynik dodawania wektoro-
wego pokrywa si¢ liczbowo z wynikiem dodawania algebraicznego (rys. 2.5b).
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Rys. 2.5. Dodawanie wektoréw metoda wieloboku: a) wektory dowolne,
b) wektory rownolegle

Roznica dwoch wektorow @ i b nazywa si¢ wektor d, ktory otrzymujemy przez

dodanie do wektora a wektora przeciwnego do wektora b, czyli wektora — b

(rys. 2.6)
d=a+(-5) (2.6)

Rys. 2.6. Odejmowanie wektorow

2.5. Analityczne przedstawienie wektora

Latwo zauwazy¢, ze jezeli wyznaczymy rzuty dowolnego wektora w przestrzeni na
trzy osie uktadu wspotrzednych prostokatnych, to wektor ten jest suma wektorowa tych
rzutdéw (rys. 2.7)

a=a,+a,+a,
Przyjmujac, ze wzdhuz osi x, y i z dzialaja wektory jednostkowe, czyli wersory,

—

oznaczone odpowiednio i, j ik, moina powyZsze rownanie wektorowe zapisaé
nastgpujaco
a=ay+a,j+ak 2.7)

Powyzszy zapis jest analitycznym przedstawieniem wektora d .
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k
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Rys. 2.7. Sktadowe wektora @ w prawoskretnym uktadzie prostokatnym O x y z

Modut wektora @ obliczamy ze wzoru na dtugo$é przekatnej prostopadtoscianu
zbudowanego na sktadowych tego wektora (por. rys. 2.7)

a:|d|:\/ax2+ay2+aZ2 (2.8)

Cosinusy katow jakie wektor @ tworzy z osiami uktadu wspotrzednych x, y i z wy-
nosza odpowiednio (por. rys. 2.7)

a a a
cosa =—*; cosff=-; cosy=-= (2.9)

a a a
Z warunkow geometrycznych wynika nast¢pujacy zwiazek migdzy funkcjami try-

gonometrycznymi katow, a, fiy
2 2 2. _
cos” a+cos” f+cos”y=1 (2.10)

W zwiazku z powyzszym, gdy chcemy jednoznacznie opisa¢ wektor w przestrzeni,
musimy poda¢ jego modut i dwa z trzech katow, jakie jego kierunek tworzy z osiami
uktadu wspotrzednych.

Wartos¢ kata trzeciego obliczymy z przeksztatconego wzoru (2.10), np.

cosa =\/1—cos2 ,B—cosz v,

z tym jednak, ze musimy dodatkowo wiedzie¢, jaki znak nalezy nadaé wartosci pier-
wiastka: "+" czy "-", a wigc, czy kat yjest w danym przypadku ostry, czy rozwarty.
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Przyklad 2.1. Zapisaé analitycznie wektor a o module @ = 10, dla ktorego kat &
jest rozwarty, kat f=45° kat y=120°

Rozwiqzanie

Obliczamy sktadowe wektora d
a,=a-cosa

2 2
cosa:\/l—coszﬂ—coszyz 1—(£J —(—lj = l:il

2 2

a,=10- [— 5] =-5 (cosinus kata rozwartego ma warto$¢ ujemna)

NG

a, :a~cosﬂ:10-7:7.07

a, :a~0057:10-(—%j:—5

Wektor d w zapisie analitycznym: a=-5 + 7,07} —5k

Przyklad 2.2. Zapisaé analitycznie wektor @, ktérego poczatek znajduje sig
w punkcie A4 o wspotrzednych (—2,—4,3), koniec za§ w punkcie B o wspotrzednych
(8,-6,-12).

Rozwiqzanie

Sktadowe wektora d maja nastepujace wartosci:

a,=xg—Xy4 :8—(—2):10
a, =Yp—Yy4 =—6—(—4):—2

a,=zp—-z,=-12-3=-15

Wektor d w zapisie analitycznym: a=10i —2j 15k

Dodawanie analityczne dwoch wektorow a i b polega na wyrazeniu ich w posta-
ci analitycznej (wzor 2.7), a nastepnie dodaniu sktadowych tych wektorow przy odpo-
wiednich wersorach:

a+b= (axf+ay]+azl€)+(bxf +by]'+bzl€):

. - . (2.11)
=(a,+b,)i +(ay+by)j+(az+bz)k =c

Wynika to z ponizszego twierdzenia, ktore ilustruje rysunek 2.8.
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TWIERDZENIE

Rzut sumy wektor6w na o$ réwna si¢ sumie algebraicz-
nej rzutéw wektorow skladowych na te os.

Ogolnie mozna napisac:
n n
w, = Zal—x; w, = Zal—y (2.12)
i=1 i=1
Prowadzac obliczenia nalezy pamigtaé, ze miary rzutdéw wektoréw na osie moga
mie¢ znak dodatni lub ujemny.

O_T a[ X aZx a3x

Rys. 2.8. Tlustracja twierdzenia o rzucie sumy wektorow na o$

2.6. Mnozenie wektorow

Sa dwa sposoby mnozenia wektoréw: mnozenie skalarne i mnozenie wektorowe.

Iloczyn skalarny (Ei b ) dwéch wektoréw G i b jest to liczba rowna

iloczynowi moduléw tych wektoréw pomnozonemu przez cosinus
kata zawartego miedzy nimi.

d-b=a-b-cos(a,b) (2.13)
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Definicja kata migdzy dwoma wektorami jest nastepujaca (por. rys. 2.9):

Kat migdzy wektorami a i b , (a,b) jest to mniejszy z katéw, o ktory
trzeba obréci¢ wektor a do zgodnego co do zwrotow pokrycia si¢

z wektorem b .

W zwiazku z tym, ze iloczyn a-cos(a,b) jest miara rzutu wektora @ na wektor b,

mozna tez powiedzie¢, ze iloczyn skalarny dwoch wektoréw jest to iloczyn modulu
jednego wektora przez miar¢ rzutu drugiego wektora na kierunek pierwszego.
Znak iloczynu skalarnego zalezy od znaku cosinusa kata miedzy wektorami (jest ujem-
ny, gdy kat migdzy wektorami jest rozwarty i dodatni, gdy jest on ostry). Gdy wektory

a i b sa do siebie prostopadte, ich iloczyn skalarny rowna sie zeru.

a a
(ab) | j (a.b)\ b
- -
a-cos (a,b) a-cos(a,b)
(a,)0) a, - B a, (a,(0)

Rys. 2.9. Tlustracja iloczynu skalarnego dwoch wektorow

Iloczyn skalarny spetnia nastgpujace prawa:

prawo przemiennosci: a-b=b-a (2.14)
(2.15)

prawo taczno$ci mnozenia przez liczbg: m |a 5): ( ma ) b=a- (mg ) (2.16)

prawo rozdzielnosci: (Zz +b ) ¢c=a-c+b-c

Z wtasnosci iloczynu skalarnego wynikaja nastgpujace zwiazki migdzy wektorami

jednostkowymi (wersorami):

ii=j-j=k-k=1 (2.17)
i j=jk=ki=0 (2.18)
Iloczyn skalarny dwoch wektorow w zapisie analitycznym ma postac:

(a

=abi-i+abji-j+abi-k+ab.j-i+

a- f+a},]+azﬁ)~(bxf+b},]+bzl€):

[l

=

I

o L L L Lo (2.19)
tayb,j-j+ab.j-k+abk-i+abk-j+abk-k=

=ab,+ab, +ab,
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Korzystajac z definicji iloczynu skalarnego i wzoru (2.19), mozna wyznaczy¢ kat
migdzy dwoma wektorami
ab,+ayb,+a,b,

a-b

Iloczyn wektorowy dwéch wektoréw (Zz xl;) jest to wektor, ktérego

cos(a,b)=

(2.20)

modul réwna si¢ iloczynowi moduléw wektorow skladowych pomno-
zonemu przez sinus kata zawartego miedzy nimi; ktérego kierunek

jest prostopadly do plaszczyzny wyznaczonej przez wektory a i b
i ktorego zwrot wynika z reguly Sruby prawoskretnej.

Jezeli iloczyn wektorowy oznaczymy przez m , mozemy zapisac:
m=axb (2.21)
m=a-bsin(a,b) (2.22)
Reguta $ruby prawoskretnej pozwala okresli¢ zwrot wektora m w nastepujacy spo-
sob: jest on zgodny z kierunkiem ruchu §ruby prawoskre¢tnej ustawionej prostopadle do
wektoréw d i b , obracanej w te sama strone, w ktora obraca si¢ wektor a o kat (a,b)

do zgodnego co do zwrotu pokrycia si¢ z wektorem b (por. rys. 2.10).

Rys. 2.10. Ilustracja iloczynu wektorowego dwoch wektorow

Iloczyn wektorowy spetnia nastgpujace prawa:

e  Prawo rozdzielnosci wzgledem dodawania
(G+b)xé=idxc+bxe (2.23)
e  Prawo taczno$ci (modut iloczynu wektorowego wzrosnie m-krotnie, jezeli jeden
z jego czynnikdw pomnozy si¢ przez skalar m lub wzro$nie mn-krotnie, jezeli jesz-
cze drugi czynnik pomnozy si¢ przez skalar n)
m(ﬁxg):(mé)xgzéxmg (2.24)
ma x nb :(mn) (szg) (2.25)
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Iloczyn wektorowy nie spetnia prawa przemiennosci
ixb =—bxa) (2.26)

Modut iloczynu wektorowego rowna si¢ liczbowo polu réwnolegtoboku zbudowa-
nego na wektorach sktadowych, gdyz iloczyn a~sin(a,b), jak réwniez iloczyn

b- sin(a, b) przedstawiaja wysokosci tego rownolegtoboku (rys. 2.10).
Z whasno$ci iloczynu wektorowego wynikaja zwiazki migdzy wersorami:

jak)x(pieb,jebk)=
) ( )+ab(zx1€)+
+aybx( xz) yby(] ﬂ)+ab(j><l€)
) b)(l;x )+ab( )
i+(

ab —ab)j+ab,—ab )k (2.28)

zZ7X

Powyzsze wyrazenie jest rozwinigciem wyznacznika i dlatego iloczyn wektorowy
mozna zapisaé

i j ok
axb= a, a, a, (2.29)
b, b, b

2.7. Pytania i zadania do rozdzialu 2

Dodawanie i odejmowanie wektorow w ujgciu geometrycznym i analitycznym.
Iloczyn skalarny dwoch wektorow i jego wlasciwosci.

Iloczyn wektorowy dwoch wektorow i jego wlasciwoscei.

Iloczyny skalarne i wektorowe trzech wzajemnie prostopadtych wektorow jednost-
kowych (wersordéw).

L=
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5. Na rysunku 2.11 dane sa wektory OA=d oraz OB=bh laczace odpowiednie
punkty na $ciance dolnej, gornej i krawedzi bocznej prostopadioscianu. Zapisaé te
wektory analitycznie oraz obliczy¢ ich sumg, réznicg i kat migdzy nimi. Wyzna-
czy¢ tez inaszkicowaé wektor m, ktory jest ich iloczynem wektorowym.
(m=a xb ). Wyliczy¢ i zaznaczy¢ na szkicu katy a, B iy, jakie wektor m tworzy
z osiami uktadu wspotrzednych.

Odpowiedz

a
b=—4i +3k ,
a

cos(a,b) =2~ 08105
ol

(a,b)=3585°

m=-9i —18j —12k

a =112,59°, B =140,96°,

¥ =120,81° (rys. 2.12) Rys. 2.11




3. Podstawowe pojecia
mechaniki i zasady statyki

3.1. Sila

Sita jest pojeciem abstrakcyjnym; istnienie jej mozemy pozna¢ jedynie po skutkach,
jakie wywotuje.

W ujgciu teoretycznym sita nazywamy czynnik powodujacy zmiang ruchu ciala
materialnego (zmiana ta moze si¢ wyraza¢ w zmianie predkosci, zmianie kierunku
ruchu lub w obu tych zmianach jednoczesnie).

W ujgciu technicznym sila nazywamy wzajemne mechaniczne oddzialywanie dwoch
cial materialnych.

Dziatanie sity jest okreslone przez jej wartos¢, kierunek dziatania i zwrot. Na przy-
ktad: warto$¢ sity cigzkos$ci (cigzaru ciata) jest rowna iloczynowi jego masy oraz przy-
spieszenia ziemskiego; kierunek dziatania sity cigzko$ci okresla prosta taczaca srodek
cigzkosci tego ciala ze §rodkiem cigzkosci ziemi, a jej zwrot jest do §rodka ziemi.

Sita jest wigc wielkoscia fizyczna wektorowa, ktéra mozna przedstawi¢ za pomoca
odcinka skierowanego — wektora.

Ze wzgledu na charakter dzialania i pochodzenie rozréznia si¢ nastgpujace rodzaje
sit:

o sily masowe, ktdre sa proporcjonalne do masy roztozonej w objetosci, dziatajace na
wszystkie punkty ciata;
e sily powierzchniowe, powstajace przy bezposrednim zetknigciu si¢ jednego ciala

z drugim;

e sily zewngtrzne, pochodzace od cial nienalezacych do rozpatrywanego uktadu me-
chanicznego;

e sily wewngtrzne, pochodzace od punktow lub ciat nalezacych do rozpatrywanego
uktadu mechanicznego;

e ity czynne, czyli obciazenia zewngtrzne, mogace wywotac ruch;

e ity bierne, czyli reakcje powstajace pod wptywem sit czynnych.

Pojgcia sit wewngtrznych, zewngtrznych, czynnych i biernych omoéwione sa szerzej
w rozdziale 3.3.

Jednostka sity w migdzynarodowym uktadzie SI jest niuton (1 N). Sita réwna jed-
nemu niutonowi, ciatu o masie jednego kilograma, nadaje przyspieszenie 1 m/s>. Wie-
lokrotnosci niutona to kiloniuton i meganiuton:

IkN=10'N; 1MN=10°N
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Zwiazek niutona z kilogramem sita, jedna z podstawowych jednostek uktadu tech-
nicznego, jest: 1 kG =9,8067 N

3.2. Punkt materialny i cialo doskonale
sztywne, stopnie swobody

Mechanika ogolna zajmuje si¢ badaniem ruchu i spoczynku uproszczonych modeli
ciat rzeczywistych, ktorymi sa punkt materialny i cialo doskonale sztywne.

Punkt materialny jest modelem ciata o tak matych wymiarach w poréwnaniu
z wymiarami obszaru, w ktérym to ciato si¢ porusza, ze mozna pomingé zmiany poto-
zenia tego ciala wywolane przez obrét i traktowac je jako punkt geometryczny, ktéremu
przypisujemy przy tym pewna skonczong ilo$¢ materii.

Cialo doskonale sztywne to takie wyidealizowane cialo stale, ktore sklada sig
z uktadu punktéw materialnych, ktorych ilo§¢ w obrgbie tego ciata wzrasta nieograni-
czenie przy jednocze$nie malejacych wymiarach tych punktéw tworzac continuum
oznaczajace, ze obszar zajety przez ciato jest wypelniony materia w sposob ciagty.

Do obliczen przyjmuje sig, ze ciato doskonale sztywne nie ulega zadnym odksztat-
ceniom pod wptywem dziatajacych nan sit.

Kazde cialo doskonale sztywne, mogace poruszac si¢ w przestrzeni, nazywa si¢ cia-
tem swobodnym.

Stopniem swobody nazywa si¢ mozliwo$¢ wykonania ruchu ciala
niezaleznego od innych ruchéw

I tak, na przyktad:

e punkt materialny lezacy na prostej X ma jeden stopien swobody — moze poruszaé
si¢ wzdtuz tej prostej;

e punkt materialny lezacy na plaszczyznie ma 2 stopnie swobody — moze poruszac
si¢ w kierunku osi X oraz w kierunku osi y;

e podobnie punkt w przestrzeni ma trzy stopnie swobody polegajace na mozliwosci
przemieszczen wzdhuz trzech osi (X, y 1 2);

e cialo sztywne na plaszczyznie posiada trzy stopnie swobody: mozliwo$¢ niezalez-
nych przesunig¢ w kierunkach osi X i y oraz mozliwo$¢ obrotu wzgledem osi z, pro-
stopadlej do ptaszczyzny O X y;

e cialo sztywne w przestrzeni ma sze$¢ stopni swobody: mozliwo$¢ przesunigé
wzdluz trzech osi (X, Y i 2) i mozliwo$¢ niezaleznych obrotow wzgledem tych trzech
osi .

W celu unieruchomienia ciata materialnego nalezy je zwiaza¢ z podstawa za pomo-
ca wigzi. Wigz, ktora odbiera cialu jeden stopien swobody, nazywamy wigzia poje-
dyncza.

Wiegz pojedyncza, to pret idealnie sztywny, polaczony przegubami
z nieruchoma podstawa i danym cialem materialnym.
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Funkcjonowanie wigzi ilustruja rysunki na stronach 27, 28 i 29 (rys. 3.8 — 3.13),
gdzie pokazano sposoby taczenia tarcz i pretow z fundamentem.

e  Wigz pojedyncza AB na rysunku 3.8c odbiera tarczy jeden stopien swobody (moz-
liwo$¢ ruchu wzdtuz prostej taczacej punkty Ai B).

e Wigzi AB i CB na rysunku 3.10b odbierajg pretowi dwa stopnie swobody (mozli-
wos¢ ruchu w kierunku poziomym i pionowym), pozostawiajac mozliwos$¢ obrotu
preta wokot punktu B.

e Dwie wigzi pojedyncze na rysunku 3.11b zostawiaja pretowi jeden stopien swobo-
dy (mozliwo$¢ przesuwu w kierunku poziomym).

e Trzy wigzi pojedyncze z rysunku 3.12b catkowicie unieruchamiaja pret, odbierajac
mu wszystkie trzy stopnie swobody.

3.3. Ogolne wiadomosci o obliczeniach
statycznych

Obliczenia statyczne przeprowadzamy, z reguly rozpatrujac pewien uproszczony,
wyidealizowany model ustroju, tzw. schemat statyczny (obliczeniowy).

Zespot sit dziatajacych na cialo materialne nazywamy uktadem sit.

Kazdy ustr6j budowlany poddany jest z zewnatrz dziataniu sit obciazajacych, czyli
sit cigzkoSci, parcia wiatru, naporu wody itp.

Sity dziatajace z zewnatrz na ustr6j budowlany nazywamy obcigzeniem.

Obciazenie dazy do wprowadzenia w ruch ustroju budowlanego. Jednym z zadan statyki
budowli jest tak zaprojektowac podpory i polaczenia czgéci ustroju migdzy soba, by
stan spoczynku ustroju zostat nienaruszony.

Sity dazace do wprowadzenia w ruch ciata materialnego nazywamy sitami czynny-

mi. Sity, ktore przeciwstawiaja si¢ dazeniu sit czynnych — sitami biernymi.
Sity bierne wystgpuja dopiero wtedy, gdy na cialo zaczna dziata¢ sity czynne; znikaja
za$, gdy sity czynne przestaja dziata¢. Wynika stad, ze obciazenie nalezy zaliczy¢ do sit
czynnych, oddziatywanie za§ wigzi podporowych wzglednie wigzi taczacych ze soba
elementy konstrukcji — do sit biernych. Sity wewnetrzne (migdzyczasteczkowe) wywo-
fane obciazeniem sa sitami biernymi.

Poza sitami, czyli tzw. czynnikami mechanicznymi, moga dziata¢ na ustrdj czynni-
ki niemechaniczne (zmiana temperatury, przemieszczenia podpor, niedoktadnosci mon-
tazu), ktére w pewnych warunkach powoduja powstanie sit biernych.

Sity, ktére dziataja na punkt bryly, nosza nazwe sit skupionych, za$ sity dziatajace
na pewne pole — sil roztozonych. Odpowiednio bgdziemy méwili o obciazeniu sitami
skupionymi i 0 obciazeniu roztozonym lub cigglym. Moéwiac o sile skupionej, mamy na
mysli sytuacje, gdy pole, na ktoére dziata sita, jest bardzo mate w poroéwnaniu z innymi
wymiarami wchodzacymi do obliczen. W rzeczywistosci sit skupionych nie ma.
Jednostka sit roztozonych jest jednostka sity przypadajacej na jednostke pola,
a wiec np. kN/m”.
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Jezeli obciazenie roztozone dziata na pret o stalej szerokosci, to wprowadzamy ob-
cigzenie na jednostke dlugosci prgta, mnozac warto$¢ obciazenia na jednostke pola
przez szerokos¢ preta (kN/m).

a) b) C) d)_
) o A e | R
1 1 1 | )\

7/

Rys. 3.1. Rodzaje obciazen: a) sily skupione, b) obciazenie ciagte rownomierne,
¢) obciazenie ciagle nierownomierne, d) obciazenie trojkatne

Sita skupiona, to na przyktad — jak juz wspomniano — nacisk stupa stojacego na
belce. Przykladem obciazenia rownomiernego jest cigzar wiasny belki, a obciazenia
trojkatnego — parcie wody. Przyktady réznych obciazen pokazano na rysunku 3.1.

Gdy sity czynne i bierne dzialajace na bryle leza w jednej ptaszczyznie, tworza
uktad ptaski sit, gdy za$ nie leza w jednej ptaszczyznie, tworza uktad przestrzenny sit.

Wsrod przestrzennych i ptaskich uktadow sit rozréozniamy uktady zbiezne (gdy pro-
ste dziatania wszystkich sit przecinaja si¢ w jednym punkcie) i uktady niezbiezne, gdy
warunek ten nie jest spelniony (rys. 3.2).

Rys. 3.2. Zbiezny (a) i niezbiezny (b) uktad sit

)

Kazde ciato fizyczne posiada trzy wymiary: dtugos¢, szerokos¢ i wysokos$¢, czyli
przedstawia bryte materialng (masyw). W dalszych naszych rozwazaniach beda dla
wygody wprowadzane pewne pojgcia umowne; np. gdy jeden wymiar bryty jest bardzo
maty w porownaniu z dwoma pozostatymi — rozpatrujemy to ciato jako powierzchnig
materialng. W schemacie statycznym przestrzenng powierzchni¢ materialna nazywamy
powloka, za$ powierzchni¢ plaska, w zaleznos$ci od roli, jaka odgrywa w ustroju
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konstrukcyjnym, nazywamy tarcza lub ptyta. Nazwg 'tarcza' stosujemy w przypadku
obcigzenia ustroju wylacznie sitami lezacymi w jego plaszczyznie Srodkowej, tzn. po-
prowadzonej w potowie grubosci; nazwe za$ 'ptyta’ — gdy sily obciazajace sg prostopa-
dte do tej ptaszczyzny (rys. 3.3).

masyw plyta

Dzl

= o
powtoka

vl

. A

pret tarcza

Rys. 3.3. Elementy konstrukeji

Gdy dwa wymiary bryly sa male w poroéwnaniu z trzecim, mamy do czynienia
z tzw. linia materialna, a w schemacie statycznym — z tzw. pretem. Najwigkszy wymiar
nazywamy dlugoscia preta, dwa pozostate wymiarami poprzecznymi (rys. 3.3).

Os$ preta moze byé krzywa przestrzenna, krzywa plaska lub linig prosta (rys. 3.4).
Przekrdj poprzeczny preta powstaje z przecigeia preta plaszezyzna prostopadia do jego
0sl.

Rys. 3.4. Pret. 1 — 08, 2 — przekrdj poprzeczny

Ksztalt 1 wielko$¢ przekroju poprzecznego moze si¢ zmienia¢ wzdtuz osi preta;
mamy wtedy do czynienia z pretem o przekroju zmiennym; w przeciwnym przypadku —
z pretem o przekroju stalym. Pret prosty o przekroju stalym nazywamy pregtem pryzma-
tycznym.

W zaleznosci od roli, jaka spetniaja prety w konstrukeji, bedziemy nazywali prety
proste belkami, stupami, wieszakami, rozporami, §ciggnami, krzyzulcami, a prety krzy-
we tukami, pier§cieniami itd.

Plyta, tarcza, powtoka, pret — to elementy konstrukceji, ktore odpowiednio ze soba
polaczone i oparte na podlozu tworza ustr6j budowlany zdolny do przenoszenia
obcigzen.
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Potaczenia elementow konstrukcji maja za zadanie ogranicza¢ catkowicie lub cze-
sciowo swobodg przemieszczen jednego elementu wzglgdem drugiego. Rozroézniamy
przemieszczenia liniowe, czyli przesuwy i przemieszczenia katowe, czyli obroty. Za-
zwyczaj zakladamy, ze w potaczeniach pozwalajacych na pewne przemieszczenia nie
wystepuje zjawisko tarcia. Rozpatrzymy tu dwa typy polaczen:

1. Polaczenie przegubowe niepozwalajace na przemieszczenia liniowe w zadnym
kierunku, nieograniczajace natomiast swobody wzajemnego obrotu jednego elementu
wzgledem drugiego (rys. 3.5a). W uktladzie ptaskim jest to tzw. przegub ptaski symbo-
licznie pokazany na rys. 3.5b, przy czym oddzialywaniem jednego elementu na drugi
jest sita o nieznanym kierunku przechodzacym przez srodek przegubu (rys. 3.5¢).

2. Polaczenie sztywne uniemozliwiajace jakiekolwiek przemieszczenie czgsci taczo-
nych, czyli zapewniajace tzw. ciaglos¢ konstrukcji (rys. 3.6a). W tym przypadku od-
dzialywanie jednego elementu na drugi zastgpuje si¢, w ukladzie ptaskim, zazwyczaj
sita wewngtrzna o nieznanym kierunku, sprzeciwiajaca si¢ przemieszczeniu liniowemu
oraz momentem wewngtrznym, sprzeciwiajacym si¢ obrotowi (definicje¢ momentu za-
wiera rozdz. 5).

a) b)

e A

Rys. 3.5: a) potaczenie przegubowe, b) schemat statyczny potaczenia przegubowego,
¢) oddzialywanie jednego elementu na drugi

a) b)

= e Y

Rys. 3.6: a) potaczenie sztywne, b) schemat statyczny polaczenia sztywnego,
¢) oddzialywanie jednego elementu na drugi

Podpora nazywamy element konstrukcyjny, ktéorego zadaniem jest
polaczenie posrednie badz bezposrednie ustroju budowlanego, badz
jego czesci z podlozem jako podstawg fundamentu.
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Rozrézniamy 5 zasadniczych, wyidealizowanych sposobdéw podparcia ustrojow
ptaskich:

1. Podpora przegubowa przesuwna, ktéra pozwala na swobodny (bez tarcia) obrot
tarczy dookota pewnej osi prostopadtej do plaszczyzny tarczy oraz na przesuw wzdhuz
tzw. plaszczyzny przesuwu prostopadtej do plaszczyzny tarczy.

Na rysunku 3.7a i b przedstawione sa szkicowo tego rodzaju podpory, za$§ na ry-
sunku 3.8 umowne ich oznaczenia.

Podpora przegubowa przesuwna powinna by¢ tak skonstruowana, aby nie bylo
mozliwe oderwanie si¢ gornej jej czgsci od dolne;.

W przypadku podpory przegubowej przesuwnej prosta dzialania sity podporowe;j
jest znana. Musi ona bowiem przechodzi¢ przez Srodek przegubu i wobec zalozenia, ze
tarcie nie wystepuje, musi by¢ prostopadta do plaszczyzny przesuwu, jak to pokazano
na rysunku 3.8a i b. Wystarczy wigc wyznaczy¢ tylko jej wartos¢. Innymi stowy: w
przypadku podpory przegubowej przesuwnej sila podporowa przedstawia jedna
niewiadoma.

’ " W
Rys. 3.7. Podpory przegubowe przesuwne

a) iR b) R

Rys. 3.8. Oznaczenia umowne podpory przegubowej przesuwnej

Podporg taka mozemy réwniez wyobrazié¢ sobie jako skonstruowana w postaci preta
polaczonego z tarcza i fundamentem przegubami. Sita podporowa bedzie wtedy prze-
chodzita przez $rodki obu przegubdw, a wigc wzdluz osi preta podporowego, przesuw
za$ bedzie mozliwy w kierunku prostopadtym do tej osi, jak to pokazano na rysunku
3.8c. Jako ze w konstrukcjach budowlanych przemieszczenia sa bardzo mate, mozemy
uwazac zaznaczone przemieszczenie przegubu za prostoliniowe.

2. Podpora przegubowa nieprzesuwna pozwala tylko na swobodny obrét dookota osi
prostopadlej do plaszczyzny tarczy, nie pozwala natomiast na przesuw tarczy w zadnym
kierunku. Szkicowo podpora taka przedstawiona jest na rysunkach 3.9 i 3.10.
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a)
| R
WW%W R=H4+V \%
Rys. 3.9. Podpora przegubowa Rys. 3.10. Oznaczenia umowne podpory
nieprzesuwna przegubowej nieprzesuwnej

W tym przypadku o sile podporowej wiemy tylko tyle, ze jej prosta dziatania musi
przechodzi¢ przez $rodek przegubu. Znany jest wige tylko punkt przylozenia sity, nie-
znana jest jej wartos$¢ i kat kierunkowy, a wigc w ukladzie ptaskim mamy dwie nie-
wiadome podporowe (rys.3.10a).

Zwykle do obliczen wprowadzamy jako niewiadome nie warto$¢ sity i jej kat kie-
runkowy, a wielkosci dwoch sktadowych tej sity obranych najczesciej wzdtuz dwdch
osi wzajemnie prostopadtych, jak to pokazano na rysunku 3.10b’. Znajac bowiem te
wielkos$ci, mozemy wyznaczyé za pomoca odpowiednich wzoréw modut sity podporo-
wej 1jej kat kierunkowy.

3. Utwierdzenie z mozliwoscia przesuwu podiuznego. Ten sposob podparcia uniemoz-
liwia jakikolwiek obrot; przesuw za$ jest mozliwy jedynie w kierunku osi prgta. Przy
zatozeniu, ze wzdtuz ptaszczyzn 1 — 2 i 3 — 4 (rys. 3.11a) nie wystgpuje tarcie, kierunek
sity podporowej jest prostopadly do tych ptaszczyzn. Nieznanymi wielko$ciami sa tu:
warto$¢ sity podporowej i jedna wspoétrzedna punktu przytozenia sity (mianowicie
wspotrzedna wzdhuz osi preta), a wigc dwie niewiadome.

Do obliczen statycznych wprowadzamy zwykle jako niewiadome: a) modut sity,
zaktadajac, ze jej punkt przytozenia lezy w tak zwanym przekroju utwierdzenia 2 — 4
oraz b) warto$¢ tak zwanego momentu utwierdzenia. Szerzej oméwione to bedzie poz-
niej, w dalszych rozdziatach.

4. Utwierdzenie sztywne (rys. 3.12). W tym przypadku nie znamy ani wartosci sity
podporowej, ani potozenia jej prostej dzialania. Mamy wigc do czynienia z trzema
niewiadomymi. Jako niewiadome przyjmujemy zazwyczaj wartosci dwoch skta-
dowych sity podporowej przytozonej w przekroju utwierdzenia oraz wielko$¢ momentu
utwierdzenia (rys. 3.12c).

5. Utwierdzenie z mozliwo$cig przesuwu poprzecznego. Schemat takiego podparcia
przedstawiony jest na rysunku 3.13a i b , za§ oznaczenia umowne na rysunku 3.13c.
Nalezy rozumieé przy tym, ze oderwanie si¢ konca preta od plaszczyzny przesuwu
jest niemozliwe (widaé¢ to na schemacie 3.13b). Kierunek sity podporowej jest tu pro-
stopadly do ptaszczyzny przesuwu. Nieznana jest warto$¢ sily i jedna wspolrzedna
punktu przylozenia tej sity a wigc mamy na tej podporze dwie niewiadome. Nie-
wiadome przyjmowane zazwyczaj do obliczen to warto§¢ sity podporowej i moment
utwierdzenia.



Rozdziat 3: Podstawowe pojgcia mechaniki i zasady statyki 29

a)

, c)
7 Q000 ! ! / M
B o =
R

Rys. 3.11. Utwierdzenie z mozliwoscia przesuwu podtuznego

33—

a)

a)

b)

b) c)

Rys. 3.12. Catkowite utwierdzenie

| /

Rys. 3.13. Utwierdzenie z mozliwoscia przesuwu poprzecznego

Wobec nieuwzgledniania zazwyczaj w schemacie statycznym wymiarOw poprzecz-
nych preta (pret rysujemy jako linig) przyjmuje si¢ zwykle, Ze sity przytozone sa do osi
preta, a co za tym idzie, przeguby podporowe przyjmujemy wtedy rOwniez na osi preta.

Co do sposobu dziatania sit zakladamy, ze sily te dziataja statycznie, tzn. ze warto-
$ci ich rosna powoli od zera do wartosci koncowej. Sa jednak konstrukcje, do ktérych
omawianego zalozenia stosowa¢ nie mozna. Do takich konstrukcji, w pierwszym rzg-
dzie, naleza fundamenty pod mtoty (dzialaja na nie uderzenia) oraz fundamenty pod
maszyny poddane dziataniu sit szybkozmiennych.

Ponizej podano kilka przyktadow schematdéw statycznych najczgsciej stosowanych
konstrukeji pretowych.

Ustroj pokazany na rys. 3.14a nosi nazwe kratownicy. Schemat statyczny kratowni-

cy oraz nazwy poszczegolnych pretdéw podane sa na rysunku 3.14b.
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Na rysunku 3.15 pokazany jest szkicowo strop belkowy w planie (a), widziany
z boku (b) i schemat statyczny belki stropowe;j (c).

Rysunki 3.16 1 3.17 przedstawiaja tuk.

Na rysunkach 3.18 i 3.19 pokazano ramg.

a) ‘ A a)_[_ __|_

%
................... —1
Z
|

A
[ =1,05-1, 777,

I

Rys. 3.14. Kratownica. 1 — pas gorny, Rys. 3.15. Strop belkowy

2 —krzyzulec, 3 — stupek, 4 — pas dolny

Rys. 3.16. Luk Rys. 3.17. Schemat statyczny tuku.
1 — rozpigtosc, f — strzatka tuku

e 5 _ _
! : | h N1 3 hy
!_/ == — I 5
| ! | ny hy
I l ! 7777, 77}7 77,
| g | la | hh | l2 J
| I 1 ! ) 1

Rys. 3.18. Rama Rys. 3.19. Schemat statyczny ramy.

1 — stup, 2 — wspornik, 3 — rozpora



Rozdziat 3: Podstawowe pojgcia mechaniki i zasady statyki 31

3.4. Zasady statyki

Statyka jako dzial mechaniki ogélnej wykorzystuje nastepujace zasady (aksjomaty),
ktére wynikaja z obserwacji otaczajacych nas zjawisk, ktérych si¢ nie udowadnia,
a przyjmuje jako pewniki.

e Zasada pierwsza (zasada réwnolegloboku)
Dowolne dwie sily IE{ i IS2 przylozone do jednego punktu mozna zastapi¢ sila
wypadkowa W przylozona do tegoz punktu. Wektor wypadkowej jest prze-
katna rownolegloboku zbudowanego na wektorach sit Fa’1 i |52 w sposéb poka-

zany na rysunku 3.20a.

5 C

Rys. 3.20. Wypadkowa sit Fq{ i ISZ

O wypadkowej W moéwimy, ze jest ona sita rownowazng uktadowi sit Fa’1 i |52 .
Jezeli dany jest kat ¢ migdzy prostymi dziatania sit Py i P, warto$¢ liczbowa wy-
padkowe;j W mozemy obliczy¢ ze wzoru:
W =R’ +PR’ +2RP cosp 3.1)
Z powyzszego wzoru wynika, ze gdy sily I?’1 i IS2 dziataja wzdhuz jednej prostej
iich zwroty sa zgodne (rys. 3.20b), wartos¢ wypadkowej W = P, + P, (za kat ¢ nalezy

podstawi¢ wtedy 09, gdy natomiast sity te sa przeciwnie skierowane (rys. 3.20c), pod-
stawiamy @ = 180°i otrzymujemy W =P, - P, .

Katy @ i f3, jakie linia dzialania wypadkowej W tworzy z kierunkami sit P, i P,,
okreslimy z twierdzenia sinusoéw stosujac je do trojkata ABD lub ACD:
BD AD . P, w
— = , czyli: = ,
sina sin(180 - (a + 3)) sina  sin(180 — @)

. . P, .
Z czego otrzymujemy: sing = Wzsm(p 3.2)
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e Zasada druga
Dwie sily przylozone do ciala sztywnego rownowazg sie tylko wtedy, gdy dzia-

laja wzdluz jednej prostej, maja te same wartosci liczbowe i przeciwne zwroty.

Na rysunku 3.21 sity P i I?’1 przytozone do punktéw A i B rownowaza sig, gdy
dzialaja wzdluz jednej prostej AB, maja przeciwne zwroty i gdy ich wartosci liczbowe
sa sobie rowne (B =P).

W zapisie wektorowym, dla oznaczenia wektorow o rownych warto$ciach

i przeciwnych zwrotach, w danym przypadku, zapiszemy: I?’1 =—P.

Rys. 3.21. Uktad sit réwnowazacych si¢

Czgsto spotykanym przyktadem ciata pozostajacego w rownowadze pod dzialaniem
dwoch sit jest pret, do ktorego na obu jego koncach przylozone sa sity obciazajace, tak
jak to pokazano na rysunku 3.22.

Sity P i |5l w przypadku réwnowagi spelniaja opisane wyzej warunki, a wigc
dzialaja wzdluz osi preta, maja jednakowe warto$ci 1 przeciwne zwroty. Gdy sily te
dzialaja tak jak na rysunku 3.22a, pret jest rozciagany, gdy za$ tak jak na rys. 3.22b —
$ciskany. W opisanym przypadku pomingliSmy cigzar preta, co jest usprawiedliwione,
gdy jest on nieznaczny w poroéwnaniu z sitami przylozonymi na koncach.

a)
p A c B P
—— . — - —  —  — - — - — - — 0 —  — @ — @ — @ — 5 = — - — fo . o
b) A c B
o_? ......... — 0 — - = = = = i_o
By P

Rys. 3.22. Pret rozciagany (a) i Sciskany (b)

e Zasada trzecia
Dzialanie ukladu sit przylozonych do ciala sztywnego nie ulegnie zmianie, gdy
do niego dodamy lub odejmiemy dowolny uklad sil rownowazacych sie, czyli
tzw. uklad zerowy.
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Jako przyktad rozpatrzmy ciato, do ktérego w punkcie A jest przylozona sila
F (rys. 3.23a). Do dowolnego punktu B lezacego na linii dzialania tej sity przylozymy
dwie rownowazace sig sity P i Fa’1 , ktorych wartoéci liczbowe sq rowne sobie 1 rowne
wartosci sity F (rys. 3.23b)

P=R=F

Przy tym zatozeniu sity F i Fq’l , przytozone odpowiednio do punktow A i B, tworza
takze zerowy uktad sit. Zgodnie z zasada trzecia mozemy te sity odrzuci¢ i pozostanie
woweczas jedynie sita P przylozona w punkcie B, ktorej warto$¢ liczbowa réwna jest

F.Sila P jest rownowazna sile F, gdyz ma ten sam co sita F modul, zwrot oraz t¢
sama prosta dzialania (rys 3.23c).

a)

Rys. 3.23. Tlustracja zasady trzeciej

Udowodnilismy wigc nastgpujace TWIERDZENIE

Kazda sil¢ dzialajaca na cialo sztywne mozna
przesuwaé dowolnie wzdluz jej prostej dzialania.

Wektor sily jest wigc wektorem przesuwnym — niezwiazanym z punktem zaczepie-
nia, lecz zwiazanym z prosta dziatania. Dla celow obliczeniowych mozna go przesunaé
nawet poza obregb rozpatrywanego ciata materialnego, gdyz mozemy zawsze myslowo
zwiazac ten wektor z cialem za pomoca ukladu sztywnych, niewazkich pretow.

Powyzsze twierdzenie moze by¢ stosowane przy rozpatrywaniu rOwnowagi cial, na-

tomiast przy wyznaczaniu sit wewngtrznych w tych ciatach stosowanie tego twierdzenia
wymaga ostroznosci przy jego wykorzystywaniu. Ilustruje to rysunek 3.22, gdzie sity
P i I?’1 na rys. a) i b) zostaly zamienione miejscami poprzez przesunigcie wzdhuz
swych prostych dziatania, w wyniku czego pret rozciagany stat si¢ pretem Sciskanym.
Mozna tez sobie wyobrazi¢ przesunigcie obu sit do punktu C . Zaczepienie ich w punk-
cie C sprawia, ze w precie AB nie ma zadnych sil wewngtrznych — nie jest on ani $ci-
skany, ani rozciagany.
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e Zasada czwarta (zasada zesztywnienia)
Jezeli cialo odksztalcalne znajduje si¢ w rownowadze pod dzialaniem pewnego
ukladu sil, to po zesztywnieniu rowniez bedzie ono pozostawalo w réwnowadze.

Z zasady tej wynika, ze warunki rownowagi, jakie musza spetnia¢ sity dzialajace na
cialo sztywne, obowiazuja réwniez dla identycznego ciala odksztalcalnego. Jednak
warunki, ktore w przypadku ciata sztywnego moga by¢ warunkami wystarczajacymi,
w przypadku ciata odksztalcalnego moga wymagaé uzupetnien zaleznych od rodzaju
ciala.

e  Zasada piata (zasada dzialania i przeciwdzialania)
Kazdemu dzialaniu towarzyszy przeciwdzialanie: rowne co do wartosci,
o przeciwnym zwrocie, skierowane wzdluz tej samej prostej.

Zasada ta jest trzecim prawem Newtona sformutowanym dla dowolnego ciata mate-
rialnego, a nie tylko dla punktu materialnego. Przyktadem moze by¢ jednorodna kula

o cigzarze G zawieszona na linie (rys. 3.24a). Kula dziata na ling w punkcie B si{qé ,
powstanie wigc tam reakcja S, przy czym S=-G. Rowniez na punkt zamocowania A
dziala kula swym cigzarem za posrednictwem liny, wywolujac tym reakcje R.

(G =-R), W ukladzie kula — lina - sufit dziataja wigc sity pokazane na rysunku 3.24d,
przy czym ich wartosci liczbowe sa sobie rowne.

a) b) c) d) R
nE A Al &
| -S
| |
| |
| |
! |
B @ B % S=-=G B % ?
G G ©

Rys. 3.24. Tlustracja zasady dziatania i przeciwdziatania

Cigzar ciata G jest sila zewnetrzng czynna, sila reakcji R jest sita zewnetrzna

bierna, a sita S sita wewnetrzna w linie.

e Zasada szésta (zasada oswobodzenia od wigzow)
Kazde cialo nieswobodne mozna myslowo oswobodzi¢ od wiezéw, zastepujac
przy tym dzialanie tych wi¢zow odpowiednimi reakcjami, a nastepnie rozpa-
trywac¢ jako cialo swobodne, podlegajace dzialaniu sil czynnych oraz reakcji
wiezow.
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Zasadg powyzsza ilustruje przyktad pokazany na rysunku 3.25. Dziatanie $cian, na
ktérych oparta jest w dwoch punktach swej powierzchni gltadka kula o cigzarze G,

zastapione jest tu reakcjami R i Ifiz.

Rys. 3.25. Tlustracja zasady szostej

3.5. Pytania do rozdzialu 3

Poda¢ definicjg sily, punktu materialnego i ciata doskonale sztywnego.

Omowic pojecie stopni swobody, co to jest wigz pojedyncza?

Jakie sa rodzaje sit, obciazen i uktadow sit?

Zdefiniowa¢ elementy z jakich moga by¢ zbudowane konstrukcje budowlane.

Omowic sposoby taczenia elementéw konstrukceji pretowych .

5. Wymieni¢ najczg¢$ciej stosowane sposoby podparcia ustrojow budowlanych, omo-
wic zalozenia dotyczace podpor.

6. Podaé przyklady schematow statycznych konstrukeji budowlanych, oméwié zato-
zenia dotyczace sposobu przyltozenia i dziatania sit na te konstrukcje.

7. Wymieni¢ i omowi¢ zasady statyki.

L=



4. Uklady sil zbieznych

4.1. Redukcja plaskiego ukladu sil
zbieznych do wypadkowej

W rozdziale 3.4 udowodnili$my, Ze sit¢ dziatajaca na ciato sztywne mozna przesu-

jednego punktu. Na rysunku 4.1a przedstawiono taki wtasnie uktad si{pl, 132, 133 i }34
przytozonych do punktu O pewnego ciata.

a) plan sit —— ps b) wielobok sit —— ps

Rys. 4.1. Wyznaczanie wypadkowej plaskiego zbieznego uktadu sit: a) metoda kolej-
nego dodawania; b) za pomoca wieloboku sit

Korzystajac z reguly rownolegltoboku, wyznaczymy najpierw wypadkowa sit }31
i 132 Jest to sita OB , do ktorej nastgpnie dodajemy site 133 , rtowniez korzystajac z regu-
ly réwnolegtoboku. Otrzymujemy w ten sposob silg oc bedaca wypadkows sit }31, 132

i 133 Wystarczy teraz do sity O_C: doda¢ ostatnig site, site 134, by otrzyma¢ silg W,
ktora jest wypadkowa danego uktadu sit.

Powyzszy sposob, tzw. sposob kolejnego dodawania, mozna zastosowaé¢ do dowol-
nej liczby sit lecz przy wigkszej ich liczbie, rysunek staje si¢ malo czytelny. Silg
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wypadkowa 7 wyznaczamy wigc czgsciej za pomoca wieloboku sil. Konstrukcja tego
wieloboku zostata oméwiona w rozdz. 2.4 przy objasnianiu dodawania wektoréw swo-
bodnych i pokazana jest na rysunku 4.1b.

Konstruujac wielobok sit, nalezy pamigta¢ o nanoszeniu kolejnych sit w obrane;j
skali sit. Wypadkowa na planie sit nalezy narysowac tak, by jej prosta dziatania prze-
chodzita przez punkt zbieznosci kierunkow sit uktadu.

Wypadkowa w jest suma geometryczna uktadu sit é .

Wyzej opisane wyznaczanie wypadkowej zbieznego uktadu sit przeprowadzone by-
o sposobem geometrycznym, co wektorowo zapisujemy nast¢pujaco:

W:13l+132+...+13n:213i 4.1)
i=1

W sposobie analitycznym wyznaczania wypadkowej korzysta si¢ z twierdzenia
o rzucie sumy wektorow (rzut sumy wektorow na o$ rowna si¢ sumie algebraicznej
rzutow wektorow sktadowych na tg o$ — por. rozdz. 2.5).

Przyjmujac uktad dwoch wzajemnie prostopaditych osi x i y jako uktad odniesienia
(rys. 4.2), obliczamy :
e rzuty wypadkowej na osie uktadu, czyli sktadowe wypadkowe;j

n
Wx:;Pix:Plx+P2x+...+an= 42)

=R cos(x, P )+ P, cos(x, P, )+ N cos(x, P, )

n
W, = P, =P +P +...+P =
y IZ::‘ iy ly 2y ny (43)

=P sin(x, P )+ P, sin(x, P, )+ ..+ P, sin(x, P, )

Obliczajac rzuty wypadkowej w praktyce, dobrze jest, po narysowaniu uktadu
sit na szkicu i zaznaczeniu katéw «; — ostrych, jakie tworza kierunki dziatania sit
z osig x (rys. 4.2b), zastosowa¢ wzory sumujace algebraicznie miary rzutéw po-
szczegblnych sit na osie uktadu wspotrzednych, przy czym znaki tych rzutéw nale-
zy ustala¢ na podstawie rysunku:

Wx:zPix=J_rPlcosa1ichosa2i...J_rPn cosa,, 4.4)
i=1

W, :ZPW =tAsing P sina, +...+ P, sing,, 4.5
i=1

e modut wypadkowe;j

W= w+w,’ (4.6)

e kat kierunkowy wypadkowej

/4 /4
tg(x, W)= Wy [rowniez: sin(x, )= Wy’ cos(x, W)= % ] 4.7

X
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(Uwaga: ustalajac kat kierunkowy wypadkowej, bierzemy pod uwage znaki warto-
$ci liczbowych jej rzutéw na osie x i y, gdyz one decyduja o tym, w ktorej Ewiartce
obliczany kat si¢ znajduje).

Wypadkowa zbieznego uktadu sit dziata wzdhuz prostej przechodzacej przez punkt
zbieznosci kierunkow sit tego uktadu. Kat ostry migdzy jej kierunkiem a osia x jest

a)

Rys. 4.2. Wypadkowa ptaskiego, zbieznego uktadu sit

4.2. Redukcja przestrzennego ukladu sil
zbieznych do wypadkowej

Stosujac metodg kolejnego dodawania sit zbieznych w przestrzeni, dochodzimy do
nastgpujacego wniosku:

Przestrzenny uktad sit zbieznych 131, 132,..., }3,, mozna zastapi¢ wypadkowa W
przylozona w punkcie zbieznos$ci, rowna sumie geometrycznej tych sit

n
W=P+P+.+PB=>P (4.8)
i=1

Sposoéb analityczny wyznaczania wypadkowej przestrzennego uktadu sit zbieznych
jest bardziej wygodny od geometrycznego, ktorym jest przestrzenny wielobok sit.

Dla danego uktadu sit 131, 132,..., 13n (rys. 4.3a) oblicza si¢ sumy rzutéw sit uktadu
na poszczego6lne osie, czyli oblicza sig:
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. sktadowe wypadkowej
Wx = ZPIY = ZPZ COSO!I-
i=1 i=1
W,=> P,=Y Pcosf, (4.9)
i=1 i=1

Wz = ZPZZ = ZE Cosy;
i=1 i=1
e modut wypadkowe;j

2 2 2
W=,/Wx +W,T+ W, (4.10)

e katy, jakie tworzy wypadkowa z odpowiednimi osiami uktadu wspétrzednych — po
wyliczeniu ich cosinusow

X

w, w, W,
cosa=—X; cosff=——; cosy=—= 4.11
W B 7 i (4.11)

Sprawdzeniem obliczen moze by¢ podstawienie obliczonych warto$ci cosinusow
katéw do ponizszego wzoru

cos® a +cos’ g+ cos’ y=1 (por. wzor 2.10)

Rys. 4.3 a) przestrzenny uktad sit zbieznych, b) wypadkowa przestrzennego uktadu sit
zbieznych i jej sktadowe

Przyklad 4.1. Znalez¢ wypadkowa trzech sil zbieznych dziatajacych w jednej
plaszczyznie na punkt A4 ciata materialnego (rys. 4.4). Dane sa moduty tych sit:
P;=6kN, P,=10kN, P; = 14 kN
i ich katy kierunkowe: (x,P;) = 60° (x,Py) =270 (x,P3;) =210°

Rozwiqzanie

Sktadowe wypadkowej obliczymy, postugujac si¢ najpierw wzorem ogélnym:
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W. = Fcos (x,Pl)+ P, cos (x,P2)+P3 cos (x,P3):
=6-c0560°+10-c0s270° +14-c05210° = 6-0,5+ 0 +14- (- 0,866) = —9,12 kN

W, = Bsin (x,R )+ Pysin (x, P, )+ Pysin (x, Py ) =
=6-5in60°+10-5in270° + 14 -5in 210° = 6- 0,866 + 10 (= 1)+14- (= 0,5) = —11,80 kN

a) ty b) ty o
podziatka sit
Py P, kN
S\ (09774
7\ x o;  x
A a\ T A
P3 P3
P, P.
wo ¥ wo Y72
Rys. 4.4

Sktadowe wypadkowej mozna réwniez obliczy¢, postugujac si¢ rysunkiem
4.4b, korzystajac z zaznaczonych tam katow ostrych ¢; — ustalamy na podsta-

wie rysunku znaki miar rzutdw poszczeg6lnych sit na osie x i y i obliczamy ich
warto$ci liczbowe z odpowiednich zaleznosci trygonometrycznych:

n
W, :Z(iPl- cosozl-):P1 cosa; —P; cosay =
i=1
=6-c0s60°—14-c0s30°=-9,12 kN
n
w, :Z(iPl- sing; )= P sina, — P, - P sina; =
i=1
=6-sin 60°—10—-14-sin 30° = -11,80 AN
Modut wypadkowej:
W= W2 m,? = (9120 + (- 118 =14.91 kN

Kierunek wypadkowej okresla kat a; , ktory wyznaczamy ze wzoru

w -11 . . .
tg oy :#=T£:l,2938; ay =52°18' (jest to mniejszy z katow,

jakie prosta dziatania wypadkowej tworzy z osia x).
Kat kierunkowy wypadkowej znajduje si¢ w trzeciej ¢wiartce, gdyz znaki obu jej
sktadowych sa ujemne: (x,7)=180" +52°18' =232°18'.

Wektor wypadkowej wyznaczono tez na rysunku 4.4c sposobem wykreslnym, kon-
struujac wielobok sit.
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Przyklad 4.2. Do punktu O pewnego ciata zostaty przytozone trzy sity P;, P, i P;
skierowane tak, jak zaznaczono na rysunku 4.5a. Majac dane wartosci liczbowe
i zwroty sit P; i P,, okresli¢ warto$¢ sily P;, jezeli wiadomo, ze wypadkowa W ma by¢
skierowana wzdhuz prostej OO' prostopadlej do kierunku sit P; i P;. Dane: P; = [ kN,
P,=2kN, a=30°

Rozwiqzanie

Na rysunku 4.5b wykre§lono wielobok
sit, ktéry w tym przypadku jest czworobo-
kiem. Wypadkowa W okresla bok 4D, ktory
zgodnie z warunkami zadania musi by¢
rownolegly do prostej OO', czyli poziomy.
Z rysunku otrzymujemy bezpos$rednio:

P,=CD=CB'+B'D =

=Pysina+P, =2-05+1=2kN podziatka sit

Mozna tez przeprowadzi¢ nast¢pujace ‘M
rozumowanie: jezeli wypadkowa jest pro-
stopadta do kierunku sit P; i P;, to jej rzut na Bf——%—————1 B
ten kierunek jest rowny zeru, zatem przyj-
mujac, ze o§ y pokrywa si¢ z kierunkiem P, Py
dzialania sit P; i P; , mozemy napisac ]

- D

W,=R-P+Psina=0, A
z czego wynika, ze P, =2 kN Rys. 4.5

4.3. Rownowaga plaskiego ukladu sil
zbieznych

Ciato poddane dziataniu ptaskiego uktadu sit zbieznych znajduje si¢ w rownowa-
dze, gdy suma geometryczna sit dziatajacych na to ciato, czyli ich wypadkowa, jest
rowna zeru. Wielobok takich sit jest wielobokiem zamknigtym, to znaczy takim,
w ktorym koniec ostatniej sity wieloboku znajduje si¢ w poczatku sity pierwszej.

Zgodnie z powyzszym mozna sformutowa¢ geometryczny warunek rownowagi pta-
skiego zbieznego uktadu sit:

Aby sily zbiezne, dzialajace w jednej plaszczyznie znajdowaly sig¢
w réwnowadze, wielobok z nich zbudowany musi by¢ zamkniety.

Powyzszy warunek zilustrowany jest na rysunku 4.6, a wyraza go rownanie wekto-
rowe:

n
W=R+P+.+P=YP=0 (4.12)
i=1
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plan sit wielobok sit
— b
ps P,
R P, B}
P P,
P,

Rys. 4.6. Ilustracja geometrycznego warunku rownowagi ptaskiego zbieznego uktadu
sit (wielobok sit zamknigty)

Rozpatrujac zagadnienie rownowagi plaskiego zbieznego uktadu sit metoda anali-
tyczna, stwierdzamy, ze wypadkowa, ktéra mozemy zapisac W= W, i+ w, j

rowna si¢ zeru, gdy jej obie sktadowe sa rowne zeru, a wigc mamy dwa rownania row-
nowagi plaskiego zbieznego uktadu sit:

=Y e =0, w,=3r=0 (4.13)
i=l1 i=l1

W skrécie zapisujemy zwykle powyzsze rownania nastepujaco:

ZX:O; ZY:O (4.13a)

Formutujac analityczne warunki rownowagi, napiszemy:

Aby sily zbiezne dzialajace w jednej plaszczyznie znajdowaly sig
w réwnowadze, sumy rzutéw tych sil na dwie osie ukladu wspotrzed-
nych musza by¢ rowne zeru, dla kazdej osi z osobna.

Przy rozwiazywaniu zagadnien rownowagi dotyczacych uktadéow n sit zbieznych
o okreslonych prostych dziatania nalezy dysponowa¢ danymi liczbowymi (n—2) sit.

Wtedy wartosci liczbowe dwoch pozostatych sit niewiadomych mozna wyznaczyé
z warunkow rownowagi.

4.3.1. Rownowaga trzech sil nierownoleglych

TWIERDZENIE

Trzy nieréwnolegle sily lezace w jednej plaszczyznie
moga by¢ w réwnowadze tylko wtedy, gdy proste ich
dzialania przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozumowanie, ktore dowodzi prawdziwosci powyzszego twierdzenia, jest nastgpu-

jace: jezeli wyobrazimy sobie tarczg obcigzong trzema sitami P, Q i F przylozonymi
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odpowiednio w punktach 4, B i C (rys. 4.7), to sile Pi Q mozemy zastapi¢ wypadkowa
W, ktérej prosta dziatania / przechodzi przez punkt D. W ten sposob zredukowali$my

uklad do dwoch sit W i F . Skoro te dwie sity maja byé w rownowadze, to zgodnie
z druga zasada statyki musza mie¢ wspdlna prosta dzialania. Jest to mozliwe tylko

wtedy, gdy prosta dziatania sity F przechodzi przez punkt D.

Rys. 4.7. Rownowaga trzech sit nierownolegtych

4.4. Rownowaga przestrzennego ukladu
sil zbieznych

Przestrzenny uktad sit zbieznych mozna zastapi¢ jedna sita wypadkowa
7=y 7
Uktad taliizlznaj duje si¢ wigc w rownowadze, gdy jego wypadkowa jest rowna zeru.
W= Zn:é =0 (4.14)
i=1

Przestrzenny wielobok sil jest wtedy zamknigty (jest to geometryczny warunek
réwnowagi) a z zapisu analitycznego
W=Wi+W,j+Wk=0.

wynikaja trzy rownania rOwnowagi przestrzennego, zbieznego uktadu sit:

=Y B =0 w,=Yp =0 w=Yr=0 (4.15)
i=1 i=1 i=1

Roéwnania powyzsze zapisujemy najczesciej w uproszczony sposob:

ZX=O; ZYzO;ZZzO (4.152)
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Analityczne warunki rownowagi przestrzennego, zbieznego uktadu sit brzmia na-
stepujaco:

Aby sily zbiezne znajdowaly si¢ w rownowadze, sumy rzutéw tych sit
na trzy osie ukladu wspoétrzednych musza by¢ réwne zeru dla kazdej
osi z osobna.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze przy rozwigzywaniu zagadnien rownowagi do-
tyczacych n sil przestrzennych zbieznych, o okreslonych prostych dziatania, powinno
si¢ dysponowaé danymi liczbowymi (n—3) sit. Wartosci liczbowe pozostatych trzech sit
niewiadomych mozna wyznaczy¢ z rOwnan rownowagi.

4.5. Rozklad i rownowazenie sily
dwiema silami
o zadanych kierunkach dzialania

Rozktad i rownowazenie sity dwiema sitami o zadanych kierunkach dziatania to
dwa sposrod czterech tzw. podstawowych zadan statyki, na ktorych opieraja si¢ kolejne
zadania dotyczace przeksztatcania uktadéw sit. Dwa nastgpne podstawowe zadania
statyki — rozktad i rownowazenie sity trzema sitami o zadanych kierunkach dziatania
zostang omowione w rozdziale 7.

4.5.1. Rozklad sily P na dwie sily o zadanych Kierunkach
dzialania

Zagadnienie sprowadza si¢ do znalezienia takich dwoch sit §1 i §2, ktorych suma

geometryczna rowna sig sile P
S,+8,=P (4.16)

Z rozwazan w poprzednich rozdziatach wiemy, ze jezeli sita P jest wypadkowa sit
§1 i §2, to kierunki sit 51 i §2 musza leze¢ w jednej plaszczyznie z sitg P i by¢
zbiezne z nia w jednym punkcie (por. rys. 4.8a, gdzie proste s; i s, sa kierunkami szuka-
nych sit).

Rozwiazanie sposobem wykre§lnym tego zadania polega na narysowaniu wielo-
boku sit, w ktorym jeden bok jest w obranej skali naniesiong sita P, adwa pozostate
boki tworzace trojkat z sita P sa poprowadzone réwnolegle do kierunkéw s; i s, , przez
koniec i poczatek wektora P (rys. 4.8b).
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a)

Sy

Rys. 4.8. Rozktad sity na dwie sktadowe

Nalezy zauwazy¢, ze obojetne jest dla rozwiazania zadania, czy kierunek wektora
§1 przeprowadzimy na wieloboku sit przez poczatek, czy przez koniec wektora sity P
(por. rys. 4.8b i b").

Dhugosei odcinkow tworzacych otrzymane boki trojkata przedstawiaja, w obrane;j
podziatce, moduty sit §1 i §2 . Zwroty tych sit otrzymujemy biorac pod uwagg, ze sita

P jest ich wypadkowa, czyli jej poczatek jest tez poczatkiem jednego z wektorow sit

S, a koniec — koncem drugiego z nich. Méwimy w tym przypadku, ze obieg strzatek
w tym wieloboku sit jest niezgodny.

Rozwigzanie analityczne zaczynamy od obrania uktadu wspotrzgdnych Oxy, a na-
stepnie wykorzystujemy twierdzenie o rzutach wypadkowej na osie tego uktadu. Dobrze
jest, dla utatwienia obliczen, jedna z osi przyja¢ wzdtuz prostej dziatania jednej z nie-

znanych sit S (na rys. 4.9b 0§ x przyjgto wspotliniowo z sita S, ).

Rys. 4.9. Rozklad sity na dwie sktadowe metoda analityczna
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Nieznane zwroty sit §1 i 52 zaktadamy dowolnie. W zwiazku z tym, ze rzut wy-
padkowej na 0§ rowna si¢ sumie rzutow sit sktadowych na t¢ 0§, mozemy moduly sit §1

i §, wyznaczy¢ z ponizszych réwnan:

P, :ZSI-X; Pcosa =S, +S,cos
i=1

P, :ZSiy; Psina = -Ssin §
i=1

Rozwiazujac powyzszy uktad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi, otrzymu-
jemy:

S = P.sina
sin
S, =Pcosa — S, cosff =
Psi . .
= Pcosa—| — s.1na cosf} = Pcosa + Psinactgfl = Pw
sinf sinf

Znak minus w wyrazeniu na S; wskazuje, ze zwrot sily §1 jest odwrotny niz zato-

zono. Na rysunku 4.9¢ silty S naniesione sa na plan sit z wlasciwymi zwrotami.

4.5.2. Zrownowazenie sily dwiema silami o zadanych
kierunkach dzialania

Zadanie polega na znalezieniu takich dwoch sit f?l i ﬁz , ktorych wypadkowa
zrownowazy sile P. Wektorowy zapis tego zadania jest

P+R +R,=0

Sita P wraz z sitami kl i ﬁz jest w rownowadze, musi zatem leze¢ z tymi sitami
w jednej ptaszczyznie i by¢ z nimi zbiezna w jednym punkcie (por. twierdzenie z rozdz.
4.3.1), oraz musi tworzy¢ wraz z tymi sitami wielobok zamknigty. Zbudujemy wigc
wielobok sit, w tym przypadku trojkat (rys. 4.10b), ktorego pierwszym bokiem bedzie
sita P narysowana w przyjetej skali sit, a dwa nastepne boki rownolegte do kierunkow
r; 1 r, wyznacza moduty sit ﬁl i ﬁz, przy czym obieg strzatek w tym trojkacie jest

zamknigty, gdyz suma sit IE i ﬁz musi rOwnowazyc¢ sit¢ P.

Rozwiazanie tego zadania rézni si¢ od rozwiazania zadania poprzedniego tym, ze

zwroty otrzymanych w jego wyniku sit R sa przeciwne do zwrotow sit S z zadania
poprzedniego, zilustrowanego na rysunku 4.9.
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a) plan sit b) wielobok sit c) plan sit

p - ——ips
R,
. 151% rz

Rys. 4.10. Zrownowazenie sity dwiema sitami metoda geometryczna

W metodzie analitycznej rozwiazania (por. rys. 4.11) rdwnania, z ktoérych wyliczy-
my sity R, sa rownaniami roéwnowagi:

ZXzO; Pcosa+Ry,+R;cos =0

ZY:O; Psina —R, sin =0

W wyniku rozwiazania powyzszego ukladu réwnan otrzymujemy wyrazenia na
wartosci liczbowe sit rownowazacych:

R = P.sina
sin
sin(a + . . Lo .
R, = —P(_—ﬁ’m (znak ujemny §wiadczy o tym, Ze sita R, ma zwrot przeciw-
sin

ny do zatozonego na rys. 4.11b).

a) b)

N

r ‘(

R,
Rys. 4.11. Zréwnowazenie sity dwiema sitami metoda analityczna

Na planach sil, na rysunkach 4.10c i 4.11c, sity rownowazace sil¢ P naniesione sa
z wla$ciwymi zwrotami.

Przyklad 4.3. Gladka, jednorodna kula o masie m = 100 kg spoczywa na dwoch
gladkich ptaszczyznach nachylonych do poziomu pod katami wynoszacymi 30°1 60 °
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(rys. 4.12). Nalezy wyznaczy¢ reakcje wystgpujace w punktach styku kuli z obu
ptaszczyznami.

a)

Rozwiqzanie

Kula jest cialem nieswobodnym, na ktére dziata sila cigzko$ci G bedaca tu sita
czynng. Obliczymy najpierw cigzar kuli.

G=m-g
Podstawiajac do powyzszego wzoru m=100kg i g=9,81m- 572, otrzymujemy

G=mg=100-981kg-m-s> =981 N

Aby wyznaczy¢ reakcje, kulg oswobadzamy od wigzow, usuwajac myslowo ptasz-
czyzny, na ktorych spoczywa i przykltadamy reakcje wigzow oznaczone przez R, i Ry
(rys. 4.12b). W punktach styku 4 i B nie wystgpuje tarcie, wigc reakcje sa prostopadie
do powierzchni kuli i wobec tego ich proste dzialania przechodza przez srodek O, przez
ktéry przechodzi rowniez prosta dziatania sity cigzkosci G. Kula znajduje si¢ w spo-
czynku, zatem sity G, R, i Ry sa w rownowadze i musza tworzy¢ zamknigty wielobok
sit — w tym przypadku trojkat (rys. 4.12¢). W ten sposéb otrzymaliSmy rozwigzanie
metoda wykreslng (nalezy tylko w obranej skali sil odczyta¢ dtugosci bokdéw trojkata
odpowiadajace modutom odpowiednich reakcji). Jednoczesnie z otrzymanego trojkata,
ktory jest trojkatem prostokatnym, gdyz kat miedzy ptaszczyznami podparcia jest pro-
sty, wynika bezposrednio, ze:

NG

R, =G~cos30°=981-7=850N

Ry =G-sin30° :981~%:490,5 N

Przyklad 4.4. Cialo o cigzarze G zostalo zawieszone w sposob podany na
rysunku 4.13a na dwoch z zatozenia niewazkich linach. Obliczy¢ napigcia obu lin.

Rozwiqzanie

Zgodnie z szdsta zasada statyki oswobodzamy zawieszone na linach ciato material-
ne od wigzow, przecinajac myslowo liny i zastgpujemy oddziatywania lin ich reakcjami
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S;1.8,, tak jak to przedstawiono na rysunku 4.13b. Na rozpatrywane ciato dzialaja wigc
trzy sity G, S; 1 S5, ktdrych proste dziatania przecinaja si¢ w punkcie O. Jako ze ciato to
znajduje si¢ w spoczynku, przylozone do niego sity musza by¢ w rownowadze, a wigc
musza tworzy¢ zamknigty wielobok sil. Biorac pod uwagg, ze sita cigzkosci G jest zna-
na co do wartosci i co do kierunku, a sity S; 1 .S, maja dane proste dziatania, wykre§lamy
trojkat, zaczynajac oczywiscie od znanej sity G (rys. 4.13c). Stosujac do otrzymanego
trojkata sit wzor sinuséw, napiszemy.

N G
sinff  sina sin[l 80°—(a + ﬁ)] ’
stad
S, =G sin 8 _ sina

sin(a+,8) 0 %2= sin(a+,8) .

Rys. 4.13

Do tych samych wynikow dojdziemy, gdy dla danego uktadu sit przytozonych
w punkcie O przyjmiemy uklad osi Oxy jak na rys. 4.13d i zastosujemy analityczne
warunki rownowagi, ktore zapiszemy w postaci rownan:

ZX:O; =S;sina+S,sin f=0
ZY:O;Slcosa+Szcos,B—G:0

lub, przyjmujac uktad wspétrzednych Ox y tak, by jedna z osi pokrywata si¢ z kierun-
kiem jednej z nieznanych sit (rys. 4.13b), otrzymamy tatwiejszy do rozwigzania uktad
dwoch rownan z dwiema niewiadomymi:

ZX’:O; —~Gcos B+S,+8,cos (a+)=0
ZY’:O; —Gsinﬁ+S1sin(a+,B):0
Na rysunku 4.13d przedstawiono sity wzajemnego oddziatywania migdzy linami

a zawieszonym na nich cigzarem, sity wzajemnego oddziatywania obu przecigtych
myslowo czgscei lin, jak rowniez sity reakcji w miejscach zamocowania lin do stropu.
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Przyklad 4.5. Pozioma belka AB potaczona jest przegubowo koncem A
z nieruchoma $ciang oraz zawieszona koncem B na linie BD tworzacej z poziomem kat
a=60° (rys. 4.14a). Do belki zostata przylozona pionowa sita P = 10 kN w odlegtosci
a = 2 m od lewego jej konca. Nalezy znalez¢ sil¢ w linie i reakcj¢ w przegubie 4. Dhu-
gos$¢ belki / rowna jest 3 m. Cigzar wlasny belki w obliczeniach nalezy pominac.

a) plan sit Ay < b)  wielobok sit
podziatka dtugosci | D
im
Ry
Ry P S
\a A c B/ o
a TN ~ \E/‘ : k]: /// P
~ I ’
RS . : // S
N I /
RN X podziatka sit
@ FoT T T . i
! |

Rys. 4.14

Rozwiqzanie

Na belkg, ktora pozostaje w rownowadze, dziataja trzy sily: sita P, reakcja liny S
(liczbowo réwna napigeiu liny) oraz reakcja R, w przegubie 4. Sity te nie sa do siebie
rownolegle gdyz prosta dziatania sity P i prosta dziatania sity S przecinaja si¢ w punkcie
oznaczonym na rysunku litera O. Przez ten punkt musi wigc rowniez przechodzi¢ prosta
dzialania reakcji R, gdyz trzy sity na plaszczyznie moga by¢ w rownowadze tylko
wtedy, gdy ich kierunki przecinaja si¢ w jednym punkcie.
W celu rozwiagzania tego zadania sposobem rachunkowym zapiszemy rownania rowno-
wagi. Przyjmujac uktad odniesienia Oxy jak na rysunku, mamy:

ZXzO; —R, cos f+Scosa=0;
ZYzO;—P+RAsin/5’+Ssina:0;

Funkcje kata £ obliczymy z zaleznosci trygonometrycznych

%:tga = O0C=CBtga=10-tg60°=173m
04=V0C" +AC" =113 122 =2,65m
sinﬁ:£:£:0,655, cosﬁ:A=C:ﬂ:0,756
04 2,65 04 2,646

Po podstawieniu wartosci liczbowych, otrzymujemy:
-R,-0,756+S5-0,5=0
-P+R,-0,655+5-0,866=0
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Po rozwiazaniu uktadu réwnan otrzymujemy: R, =5,09 kN; S =7,69 kN
Rozwiazanie graficzne tego zadania pokazano na rysunku 4.14b. Po wyznaczeniu
kierunku sity R, na planie sit wykreslono trojkat sit, z ktérego mozna odczyta¢ wartosci
modutéw sit S i Ry, w obranej wczesniej skali. Obieg strzatek w tym trojkacie jest za-
mknigty, gdyz sity znajduja sig¢ w rownowadze.

Przyklad 4.6. Pregty AB, AC i AD (rys. 4.15) potaczone sa przegubowo ze soba
nawzajem i z podtozem w miejscach podparcia. W przegubie A przylozono dwie sity:
site P wzdhuz kierunku AB i sile 2P pionowa. Wyznaczy¢ sily w pretach, jezeli kat o
=60 akat f=45° W obliczeniach pomina¢ cigzar wlasny pretow.

Rozwiqzanie

Po myslowym usunigciu wigzi, jakimi sa prety, wstawiamy na ich miejsce reakcje
tych pretow, czyli nieznane sity S;, S, 1S5 (rys. 4.15b), przy czym zatozymy, ze zwroty
tych sit sa skierowane od przegubu A (czyli, ze wszystkie prety tej konstrukeji sg roz-
ciagane). Istniejacy tu przestrzenny uktad sit zbieznych znajduje si¢ w réwnowadze,
gdy spetnione sa trzy rOwnania rownowagi:

ZX =0; P-5,-5; -cos(90°—a)~cos,b’ =0

ZY =0;-8,—8;-cos(90°—a)-sin =0
> Z=0; -2P+S;sin(90°-a)=0

(Uwaga: rzuty sily S; na osie x i y obliczono rzutujac najpierw t¢ sit¢ na ptaszczy-
zne x y, by nastepnie ten rzut (site S;,,) zrzutowa¢ na o§ x iy).

a)

Rys. 4.15

Po podstawieniu danych i rozwiazaniu powyzszego uktadu rownan otrzymamy

S, =-2,45P, S, =-145P, S; =4P.

Wartosci liczbowe sit w pretach 7 1 2 sa ujemne, ich zwroty sa zatem przeciwne do
zatozonych, a wigc prety te sa $ciskane. Pret 3 jest rozciagany — tak, jak zatozono na
poczatku obliczen.
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4.6. Pytania i zadania do rozdziatu 4

Rys. 4.16

N =

Jaki uktad sit nazywamy zbieznym?

. Omoéwi¢ wykredlny i analityczny sposob

wyznaczania ~ wypadkowej  ptaskiego
zbieznego uktadu sik.

Omowi¢ wyznaczanie wypadkowej prze-
strzennego uktadu sit zbieznych.

Omowi¢ wykres$lne (geometryczne) i ana-
lityczne warunki réwnowagi plaskiego
uktadu sit zbieznych.

Omowi¢ analityczne warunki réwnowagi
uktadu sit zbieznych w przestrzeni.

Dane sa cztery sity zbiezne w przestrzeni:

B =40 +5j+7k; P,=2i-10] —4k;
P,=3i —-8j+2k; P,=—-4j-9% .

Sktadowe tych sit wyrazone sa w niuto-
nach. Obliczy¢ modut wypadkowej oraz
katy jakie tworzy ona z osiami uktadu
wspotrzednych.

Odpowiedz

W=i-17j—4k; W =17,49 N;
a=86°43  B=166°22" y=103°13'

Wyznaczy¢ sity w pretach O4 1 OB,
tworzacych wieszar AOB przedstawiony
na rys. 4.16 w przypadku, gdy do przegu-
bu O przylozona jest pionowa sita P. Prety
nalezy potraktowac¢ jako niewazkie.

Odpowiedz
sin § sina
Soy=P—F——, Sop=P—F———
o4 sin(a+,8) o sin(a + /5’)

(Pret OA jest $ciskany a pret OB — rozcia-
gany)
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10.

Gladka, jednorodna kula o cigzarze G opiera si¢ o pionowa gladka $ciang
w punkcie 4 oraz o pozioma krawedz w punkcie B, (rys. 4.17). Nalezy wyznaczy¢
reakcje podpor. Promien kuli rowny jest » a odleglosé punktu B od pionowej Sciany
wynosi b.

Odpowiedz

b-r r

Ry=G——L | Ry=G—r——
AT br-b) " TP \b2r-b)

Jednorodny pret AB o dtugosci 2/ i cigzarze G opiera si¢ w punkcie 4 o gladka
pionowa $ciang, a w punkcie B przytrzymywany jest lina, ktorej drugi koniec jest
przymocowany do $ciany w punkcie O (rys. 4.18). Dany jest kat a nachylenia liny.
Obliczy¢ kat £ nachylenia preta w polozeniu rownowagi oraz reakcje Sciany i site
napinajaca ling.

Odpowied:z
G
tgf=21tga, Ry = , R,=G-tga
cosa

Jednorodna kula o cigzarze G spo-
czywa na gladkiej rowni pochyltej
nachylonej do poziomu pod katem
a. Kula ta utrzymywana jest na
rowni za pomoca ciggna AB przy-
mocowanego do kuli w punkcie 4
i nachylonego do rowni pod katem /3
(rys. 4.19). Obliczy¢ oddzialywanie
réwni i ciggna na kulg.

Odpowiedz:

R, =G2Z%. Rys. 4.19
cos 3

Re :Gcos(a+/5’)

cos



5. Moment statyczny sily
wzgledem punktu
i wzgledem osi

Sita dzialajaca na cialo materialne moze wywolywaé jego obrot wzgledem punktu
lub osi. Warto$§¢ momentu sity wzgledem punktu lub osi jest miara intensywnosci tego
obrotu.

5.1. Moment statyczny sily wzgledem
punktu. Twierdzenie Varignona

Rozpatrzmy dziatanie sity na punkt 4 tarczy prostokatnej, na ktorej zaznaczony jest
takze punkt K (rys. 5.1a). Tarcza, wektor sity i punkt K leza w jednej ptaszczyznie.
Wyobrazmy sobie, ze tarcza utozona jest na poziomym stole na kulkach tak, ze moze
si¢ porusza¢ bez tarcia, oraz ze jest nasadzona w punkcie K na okragly, przytwierdzony
do stotu bolec, dookota ktérego moze si¢ obraca¢. Dziatanie sity P na punkt 4, tak jak
to pokazano na rysunku 5.1, spowoduje obrot tarczy dookota punktu K. Czynnik powo-
dujacy ten obrét nazywamy momentem statycznym sity wzgledem punktu. Jako ze
obrot moze si¢ odbywa¢ w kierunku zgodnym lub przeciwnym do kierunku ruchu
wskazowek zegara, moment statyczny sily przedstawiamy w postaci wektora prostopa-
dtego do ptaszczyzny, w ktorej zachodzi obroét, a zwrot tego wektora okreslamy za po-
moca reguly Sruby prawoskretne;.

Momentem statycznym sity P wzgledem punktu K nazywamy wiel-
ko$¢ wektorowa, ktorej modul jest réwny iloczynowi modulu sily
i ramienia tej sily wzgledem punktu K (Mg = P- a), ktorej kierunek
jest prostopadly do plaszczyzny wyznaczonej przez kierunek sily i
punkt K, a zwrot zgodny z regula §ruby prawoskretnej.

Ramieniem sily P wzgledem punktu K nazywamy odleglo$¢ a prostej dziatania / tej
sity od punktu K. Punkt K nazywamy biegunem momentu. Zwrot wektora momentu,
w celu odrdznienia go od wektora sity, oznaczamy podwdjnym grotem.
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o

a)

| :
A / =

Rys. 5.1. Moment statyczny sity wzgledem punktu

<

Moment sity wzgledem bieguna jest rowny zeru, gdy rami¢ dziatania tej sity jest
rowne zeru, czyli gdy biegun lezy na prostej dziatania sity.

Bardzo wygodne i pozyteczne w obliczeniach jest przedstawienie wektora momen-
tu sity wzgledem bieguna za pomoca iloczynu wektorowego dwoch wektoréw, zgodnie
z ponizsza definicja (por. rys. 5.1b):

Momentem sily P wzgledem punktu K nazywamy wektor Y K » kto-
ry réwny jest iloczynowi wektorowemu promienia wodzacego I
i wektora sily P (I\7I Kk =Tx IS). (Promien wodzacy 1 jest wektorem,
ktorego poczatek jest w punkcie K, a koniec w punkcie przylozenia
sity P).

Z definicji iloczynu wektorowego mamy
My =|M|=[F]-|[Psin(r,P)
poniewaz
sin( r, P): sin (1800 —a): sina, za$ |F|sina =a,
wiegc
Mg =P-a 5.1
Analizujac rysunek 5.1b, stwierdzamy tez, ze

Modul momentu statycznego sily wzgledem punktu jest rowny polu
réwnolegloboku zbudowanego na promieniu wodzacym i wektorze si-
ly (Mc=P-a=A).

Gdy prostokatny uktad odniesienia Oxy przyjmiemy tak, ze sila P i biegun K leza
na plaszczyznie X y (rys. 5.2a), wyliczenie momentu M k Przeprowadzimy nastgpujaco:
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i j ok
MK=17><13= ro 1, 0 =(rxPy—rny)l€ (5.2)
PP 0
gdzie sktadowe promienia wodzacego sa:
Fe=X4—Xg, P, =Y -k (5.3)
b
) A
e
K=0
Rys. 5.2. Moment statyczny sity P wzgledem punktu K
Gdy punkt K lezy w poczatku uktadu wspotrzednych (xgx = yx =0) (rys. 5.2b),
wtedy
My :(xAPy _yARr) k (5.4)
czyli miarg wektora M x obliczamy ze wzoru:
(5.5)

My :xAPy_yAPx

Ze wzoru 5.5 wynika nastgpujace TWIERDZENIE

Moment statyczny sily wzgledem bieguna jest rowny
sumie momentéw skladowych tej sily wzgledem tego

bieguna.

W przyjetym uktadzie odniesienia znak plus (+) oznacza, ze sita stara si¢ wykonac
obrot w kierunku niezgodnym z ruchem wskazowek zegara, znak minus (—) oznacza
przeciwny kierunek obrotu.

Symboliczne oznaczenia momentéw w plaszczyznie prostopadiej do prostej dziata-
nia ich wektorow (czyli w plaszczyznie dziatania sit) pokazano na rysunku 5.3.
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Rys. 5.3. Dodatni i ujemny moment statyczny sily P wzgledem punktu K

Rozpatrzmy teraz dwie dowolne sily 131 i 132 zaczepione w punkcie 4 na plasz-

czyznie Oxy (rys. 5.4). Znajdziemy zwiazek mi¢dzy momentami tych sil a momentem
ich wypadkowej wzgledem dowolnego punktu K lezacego w tej samej plaszczyznie.

Rys. 5.4. Moment statyczny wypadkowej dwoch sit

Momenty sit 151 i 132 wzgledem bieguna K mozemy doda¢ algebraicznie, gdyz sa
one wektorami dzialajacymi wzdtuz jednej prostej. Postugujac si¢ rachunkiem wekto-
rowym, zapiszemy:

1 J k i Jj k
O WO B Y P

A, B, O P, Py, 0
:(rrP]y ryP]x)I€+(rxP2y rypzx)i{: (5.6)
“[n( By + Ry )-r (B4 P K =(r, = 0,) k=7 57

Z powyzszego wynika nastepujace TWIERDZENIE

Moment statyczny wypadkowej dwéch sil wzgledem
dowolnego punktu K réwny jest sumie momentéow tych
sil wzgledem tegoz punktu.




Alicja Pac-Pomarnacka: Mechanika ogdlna

58

Twierdzenie powyzsze nazywa si¢ TWIERDZENIEM VARIGNONA i mozna je

uogolni¢ dla dowolnego ptaskiego uktadu sit 131, }32, e }3,,, gdyz do wypadkowej

dwoch pierwszych sit mozna kolejno, po jednej, dodawac sily nastgpne az do ostatniej
i,,caly czas” twierdzenie to bedzie obowiazywato.

Tak wigc UOGOLNIONE TWIERDZENIE VARIGNONA brzmi

Moment statyczny wypadkowej dowolnego ukladu sil
wzgledem dowolnie obranego bieguna lezacego
w plaszezyznie tego ukladu réwna si¢ sumie algebra-
icznej momentéw wszystkich sil ukladu wzgledem

obranego bieguna.

Moment statyczny sity wzgledem punktu w przestrzennym uktadzie wspoétrzednych
prostokatnych Oxyz (rys. 5.5) zapiszemy podobnie jak wyzej (por. wzoér 5.2) w postaci

iloczynu wektorowego promienia wodzacego i sity: M« =r x P

:(FJ’PZ_”ZP);+(rsz_rxPz)j'i'(rxPy_rny)]; (5.7)

y

iy =

xw oY
SO~
,\:.U Wy bS]

gdzie sktadowe promienia wodzacego sa:
e =X4q =Xk, VN =Y4—Vg, n =242k

(5.8)

Rys. 5.5. Moment statyczny sity P wzgledem punktu K
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Przyklad 5.1. Na tarczg lezaca w ptaszczyznie Oxy dziata sita P = 10 N tworzaca
z osia x kat (x,P) = 150" (rys. 5.6). Wspohzedne punktu 4 przytozenia sity wynosza:
x4 =3,0m, y, =50 m Wyznaczy¢ moment tej sity wzgledem bieguna K o wspotrzed-
nych:x, =6,0m, yx =—2,0m.

Rozwiqzanie
Wykonujac obliczenia, mozemy postgpowac dwojako:

a) Wyprowadzamy wzor ogdlny, postugujac si¢ rysunkiem 5.6, na ktérym wszystkie
wchodzace do wzoru wielkos$ci sa przyjete jako dodatnie. Uwzgledniajac przyjeta
umowe znakowania momentow, napiszemy:

MK :a'Py_b'Px :(xA _xK)'Py_(yA _yK)'an

przy czym do wzoru tego musimy nastgpnie podstawi¢ odpowiednie warto$ci
z wlasciwymi znakami, zadanymi w temacie zadania.

b) Rysujemy szkic uwzgledniajac aktualne dane z zadania (rys. 5.7) i nastgpnie na
podstawie szkicu obliczamy moment sily jako sume algebraiczng momentow jej
sktadowych, operujac bezwzglednymi wartosciami sit iich ramion dzialania oraz
ustalajac na podstawie tegoz szkicu znaki momentow.

~ P=I0N

<
;Ux
> l
<
1
=]
—
/N v
=
~
N—
l
n
S

Y - P
‘ Al B VYERTAN

Yk a
Y X

\
of X, ol

My
e @v_
IR B a T K(6-2)

Rys. 5.6 Rys. 5.7

Zastosujemy tu drugi sposob, obliczajac najpierw warto$ci bezwzgledne sktado-
wych sity P (rys. 5.7):

P.|=P-cosa =10-cos30" =8,66 N

|P,| = P-sina =10-5in30° = 5,00 N
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Ramiona sit 13), il3x wynoszg odpowiednio: a=6-3=3m; b=5+2=7m,azatem:

M =—a-‘13, +b-|P|==3-5+7-8,66=4562 Nm

Dodatnia warto§¢ momentu My wskazuje na to, ze moment jest lewoskretny, czyli
wektor momentu prostopadly do ptaszczyzny rysunku przylozony w punkcie K ma

zwrot ku patrzacemu. Symbolem momentu M, na plaszczyznie Oxy jest niepelny

okrag o $rodku w punkcie K ze strzatka oznaczajaca obrét w kierunku niezgodnym
z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara (w lewo).

Wynik sprawdzimy za pomoca rachunku wektorowego.

Sita w zapisie analitycznym:
P=-866i+50],

promien wodzacy:

F=(vy—xg)i+(vy—yg)i=0-6)i +[5-(-2)]j=-3i +7],
wigc

i ik
My =FxP=[-3,00 7,00 0,00|=[(-3)5-7(-8,66) ]k =4562k
—-8,66 5,00 0,00

Wektor M jest rownolegly do osi z. Dodatnia warto$¢ miary rzutu tego wektora
na o$ z wskazuje na zgodnos$¢ zwrotu wektora momentu ze zwrotem osi z.

5.2. Moment statyczny sily wzgledem osi

Zalozymy teraz, ze punkt A4 (rys. 5.8), do ktérego przytozona jest sita P, jest do-
wolnym punktem ciata, ktore pod wptywem dziatania tej sily moze obracaé si¢ wzgle-

dem prostej / zwanej osia obrotu. Warto$¢ momentu sity P wzgledem osi / jest — jak juz
wspomniano wyzej — miarg intensywnos$ci tego obrotu. Jezeli site P roztozymy w
plaszczyznie rownoleglej do osi / na dwie sktadowe — prostopadta i réwnolegla do osi /:
P'i P", zauwazymy, ze skladowa P" rownolegla do osi / nie wywoluje obrotu. O in-

tensywnosci obrotu decyduje wigc sktadowa pozioma P, réwnolegta do ptaszczyzny nt
prostopadlej do osi /. Stad definicja momentu sity wzgledem osi:

Moment statyczny sily wzgledem osi jest rowny momentowi rzutu tej
sily na plaszczyzne prostopadla do osi wzgledem punktu przecigcia
si¢ osi z tg plaszczyzng.

Moment sity wzgledem osi ma modut rowny ‘A;[ ,‘ =P, -a, jego kierunek dziatania

jest wzdhuz osi /, a zwrot zgodny z regula Sruby prawoskretne;.
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Mozemy rowniez obliczy¢ M, za pomoca rachunku wektorowego: M; =7, x P,

P 8

. -
M, _ //,/" I
) i
J/ |
|

oy |

Pl

Rys. 5.8. Moment sity wzgledem osi

Wyznaczymy teraz momenty statyczne sity P zaczepionej w dowolnym punkcie A
o wspotrzednych x4, y,, z, wzgledem osi uktadu odniesienia x, y, z (rys. 5.9). Zgod-

nie z definicja momentu sity wzgledem osi, moment sity P wzgledem osi x jest rowny
momentowi rzutu tej sity na plaszczyzng Oyz wzgledem bieguna O.

M . = M o(P.) (symbol M,(P,.) nalezy rozumie¢ jako moment sity
P, wzgledem bieguna O).

Wiemy juz tez, ze moment sity wzgledem bieguna jest suma momentow sktado-
wych tej sity wzgledem tego bieguna.

M, =My(P)+My(P,)=y,P.—z,P, por. wzor (5.5)

Podobnie dla pozostatych osi:

M y = M o(Pey)
M y = z4P, —x4P.
M z = M 0 (ny)
M, = xAPy - y4P
Zapis analityczny powyzszych wzorow jest nastepujacy:

i, =(y,p—2,p,) s W, =(eP-xup ) G ML =(e,P -2 ) B (59)
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Rys. 5.9. Rzuty sity P na ptaszczyzny prostopadie do osi x, y, z

Zauwazmy teraz, ze gdy zsumujemy momenty sity P wzgledem osi x, y i z, otrzy-
mamy w wyniku moment statyczny tej sily wzgledem bieguna O; wspotrzedne

X4, Y41z, sabowiem sktadowymi promienia wodzacego sity P:
Xy=Ty, Yg=h, Zy=TI., czyli:
M, +M,+M_ =P, ~r.P,)i +(.P. = r.P.) j+ (P, —r,P. )k = M,

(poréwnaj wzor (5.7)).
Wynika stad wniosek:

(5.10)

Moment statyczny sily wzgledem bieguna jest réwny sumie momen-
téw statycznych tej sity wzgledem trzech osi prostokatnego ukladu
wspolrzednych przechodzacych przez ten biegun.

Ostatecznie wigc zapiszemy

My=M,i+M, j+M.k (5.11)
przy czym:
Mx:sz_ZPy; My:ZPx_xPz; Mz:xpy_ypx (512)

gdzie x, y, z — wspotrzedne punktu zaczepienia sity.
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Gdy dany jest przestrzenny uktad sit é przytozonych w punktach 4; o wspoétrzed-
nych x;, y; z;

; (i =12,.. ,n), to moment tego uktadu sit wzglgdem poszczegoélnych osi

obliczamy biorac pod uwagg to, ze momenty poszczeg6lnych sit wzgledem tych osi sa
wspotliniowe i dlatego mozemy sumowac je algebraicznie:

Mx :Zn:Mix :Zn:(yipiz _ZiPiy)
i=1 i=1
M, :zMiy =Z(Zf1’z-x—x,-1’,-z) (5.13)
i=1 i=1
M, :zMiz = Z(xipiy _yiPix)
i=1

i=1

Przyklad 5.2. Na prostopadloscian (rys. 5.10) o bokach: a =3m, b=6m,c =4 m,
dziala w wierzchotku D sita P = 10 N. Katy, jakie wektor sity tworzy z osiami x i z,
wynosza odpowiednio: o = 1159 y = 479 Kat S jest rozwarty. Wyznaczy¢ wektor
momentu statycznego sity P wzgledem poczatku uktadu wspotrzgdnych.

1
V4 -
P
\ 7 _
P,
i d
—_ PX
VTS c
Yo 77 D
O y
//
/ By
M 7 a
0o, 0 N
Z
e
Z
| b
| |
X
Vg
Rys. 5.10

Rozwiqzanie

Kat f wyznaczymy z zalezno$ci:  cos” @ +cos B+cos” ¥ =1, pamigtajac o tym,

ze cosf ma znak ujemny, gdyz kat [ jest rozwarty



64 Alicja Pac-Pomarnacka: Mechanika ogélna

cos 3 =\/l—cos2 a—cos’y = \/1—0052115° —cos?47° =-0,5969

B=126"38
Miary rzutow sity P na poszczeg6lne osie wynosza:

P.=P-cosa=10-cos115° =-423 N
P, =P-cos f=10-cos126°38 =—597 N
P.=P-cosy=10-cos47° =6,82 N
Wspotrzedne punktu przylozenia sity sa:
x=a=3m, y=b=6m, z=c=4m
Wartosci liczbowe momentow sity P wzgledem poszczegoélnych osi wynosza:

M, =yP.—zP, =6-6,82—4-(~5,97)= 64,8 Nm
M, =zP,—xP, =4-(-423)-3-6,82 = 37,38 Nm
M. =xP,—yP, =3-(-597)-6-(-4,23)= 7,47 Nm

Modut wektora momentu

Mo = M2+ M2+ M? = 648> +(=37.38)° +7.47% =758 Nim

Cosinusy katow jakie wektor momentu tworzy z osiami uktadu wspotrzednych:

M, 648

cosay =—~=——=0,8619; oy =30°28
M, 7518
M, _-3738 .
y 9 °
cos By = —2 =2 = _(0,4972 ; =119°48
Po M, 7518 Po
M. 747 ,
cosyy=—==—-=0,0994; =84°17
Yo M, 7518 Yo

Kontrola obliczen:

(suma kwadratow cosinuséw obliczonych katow powinna by¢ rowna jednosci)

0,8619% +(~0,4972)* +0,0994> = 0,9999 = 1
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Przyklad 5.3. Wykorzystujac dane z przyktadu poprzedniego, wyznaczy¢ wektor
momentu M, , stosujac analityczny zapis wektorow i rachunek wektorowy.

Rozwiqzanie

Stosujac zapis analityczny mamy:

P=—4237-597 j+682k, F=0D=3007+600;+4,00F%,
wiec
i j k
My=FxP=[300 600 4,00|=[6-682-4-(-597)]i+
—423 -597 6832

—[3-6,82-4-(-423) ]/ +[3(-597)-6(-4,23) ] k =
=64.87 3738 +7,47k

5.3. Pytania do rozdzialu 5

[u—

Podac¢ definicj¢ momentu statycznego sity wzgledem punktu.

2. Moment statyczny sily wzgledem punktu jako iloczyn wektorowy.

3. Twierdzenie o0 momencie wypadkowej dowolnego uktadu sit wzgledem bieguna
(twierdzenie Varignona).

4. Poda¢ definicj¢ momentu statycznego sity wzgledem osi.

5. Moment statyczny sity wzgledem bieguna jako suma momentéw wzgledem trzech

0si.



6. Sily rownolegle

6.1. Wypadkowa sil rownoleglych

Sity nazywamy rownolegtymi, gdy ich proste dziatania sa do siebie rownolegte.
W szczegolnym przypadku, gdy proste dziatania sit pokrywaja sig, sily te dodaja sig
algebraicznie. W pozostalych przypadkach warto$é liczbowa wypadkowej jest rowna
sumie algebraicznej wartos$ci sit sktadowych, a potozenie jej prostej dziatania wyzna-
czamy z warunkéw geometrycznych lub analitycznie z wyprowadzonych nizej wzorow.

Wyznaczenie wypadkowej dwoch sit rownolegtych }31 i }32 przylozonych w punktach
A i B ciata sztywnego i dziatajacych wzdtuz prostych /; i [, pokazano na rysunku 6.1.

Rys. 6.1. Wypadkowa dwoch sit rownolegtych zgodnie skierowanych

Wypadkowa tych sit wyznaczono w nastgpujacy sposob: do uktadu sit }31 i 132 do-

dano uktad réwnowazny zeru: sa to sity §1 i §2 réwne co do modutu, o przeciwnych

zwrotach, dziatajace wzdhuz prostej taczacej punkty A i B. Zgodnie z trzecia zasada
statyki stan ruchu ciata sztywnego nie ulegnie w tym przypadku zadnej zmianie.
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Nastepnie pary sit F} i él oraz ISZ i S, zastapiono ich wypadkowymi, korzystajac
z zasady rownolegtoboku.
R+ S =W
B+ 8 W,
Po geometrycznym zsumowaniu sit Vvl i sz (réwniez na podstawie rownolegtobo-

ku, po przesunigciu tych sit do punktu zbieznosci C) otrzymano wypadkowa catego
uktadu sit:

W +W, =P +S+P,+S =R +P, =W

(suma sit S i éz réwna sig zeru).

Prosta dziatania wypadkowej W przecina prosta taczaca punkty Ai B w punkcie D,
ktérego polozenie wyznaczamy nastgpujaco:

z podobienstwa trojkatow ACD i1 AEF oraz BCD i BGH mamy:
AD S  BD_ S,

AD_S . BD_S. 6.1)
CD PR CD P,

po uwzglednieniu tego, ze § =S, 1 po podzieleniu stronami otrzymujemy
AD P
~_2 (6.2)
BD R

Punkt D dzieli wewnetrznie odcinek AB w stosunku odwrotnie
proporcjonalnym do wartosci liczbowych sit Fq{ i ISZ.

Potozenie prostej dziatania wypadkowej okreslimy, uwzgledniajac oprocz proporcji
(6.2) zaleznos¢

AB=AD+BD: (6.3)
AD P
—_—=2 (6.4)
AB-AD R
. P
skad po przeksztalceniach otrzymamy AD = AB—2 (6.5)
R+P
R

Latwo jest tez sprawdzi¢, z2 BD = AB (6.6)

R+PR

Wypadkowa dwéch sil réwnoleglych zgodnie skierowanych dziala
réwnolegle do tych sil i ma zwrot zgodny z ich zwrotem. Modul wy-
padkowej jest rowny sumie moduléw sil, a prosta dzialania wypad-
kowej dzieli wewnetrznie odleglo$¢ miedzy prostymi dzialania sil
w stosunku odwrotnie proporcjonalnym do wartosci tych sil.
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Kierujac si¢ wyzej opisanym rozumowaniem mozna tez znalez¢ wypadkowa dwoch
sit rownolegtych, lecz przeciwnie skierowanych (rys. 6.2) i udowodnié¢ ponizsze stwier-
dzenie

Wypadkowa dwoch sil rownoleglych przeciwnie skierowanych dziala
réwnolegle do tych sil i ma zwrot zgodny ze zwrotem sily wigkszej.
Jej wartos¢ jest roznica wartosci tych dwoch sil, a jej prosta dzialania
dzieli zewnetrznie odleglo$¢ migdzy prostymi dzialania tych sil w sto-
sunku odwrotnie proporcjonalnym do ich wartosci i lezy po stronie
sity wigkszej (W = P,—P,; DA/DB = P, /P,).

Rys. 6.2. Wypadkowa dwoch sit rownoleglych, przeciwnie skierowanych

6.2. Rozklad i rownowazenie sily
dwiema silami do niej rownoleglymi
Zadaniem odwrotnym do wyznaczenia wypadkowej dwoch sit rownoleglych jest

rozktad sity na dwie sily o kierunkach réwnolegtych do kierunku dziatania tej sity.
Spehione jest wtedy rownanie wektorowe

P=5+5,

Na rysunku 6.3 pokazano sposdb geometryczny rozwiazania tego zadania. Sktada
si¢ on z trzech etapow:
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a) Zastgpujemy site P dwiema silami 131 i 132 zbieznymi z ta sita w dowolnym
punkcie N na planie sil, a na wieloboku sit tworzacymi z nia trojkat AOB
(P=F+F) (por. rozdz. 4.5). Kierunki sit /| i F, przecinaja si¢ z danymi kie-
runkami /; i /; na planie sit odpowiednio w punktach 4 i B (w tych punktach zacze-
piamy sity F} 1 F});1zkolei:

b) Zastgpujemy sile 131 sita pionowa §1 oraz sila Z dziatajaca wzdtuz prostej ,,z”
taczacej punkty 4 i B. (Na wieloboku sit dorysowujemy site Z i 3’1 tak, by tworzy-
ly trojkat z silacl‘?1 (trojkat ACO) i by obieg strzatek w tym trojkacie byt niezgodny)
(F=5+7).

c) Zastgpujemy site 1:"2 sita pionowa §2 oraz sila — Z dziatajaca wzdtuz prostej ,,z”,
(wielobok sit uzupetniamy sitami — Zi §2 , podobnie jak wyzej) (ﬁz =—Z+ §2)

plan sit
wielobok sit
A
F,
S, D
Zso0
\ ] C ~
-7
S,| P F,
\ /
B

Rys. 6.3. Rozklad sity P na dwie sity do niej rownolegle

OtrzymaliSmy w powyzszy sposob uktad sit rownowazny sile P, ztozony z czte-
rech sit (§1, §2, Zi-Z ), z ktorych dwie: (Z i-Z ) sa uktadem rownowaznym
zeru — usuwamy je wigc z uktadu. Pozostajg dwie sity (§1 i §2) rownowazne sile P

i spetniajace warunki zadania. Moduty tych sit odczytujemy z wieloboku sit, w ktérym
sity nanoszone byly w przyjetej wczesniej skali sit.

W zwiazku z tym, ze sita P jest wypadkowgq sit 3’1 i §2 , zachodza tu wigc te same
zwiazki, ktére wyprowadzone zostaty wyzej, w rozdziale 6.1:
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P=S+S 6.7
a_s
b S

(6.8)

Rozwiazujac powyzszy uktad rownan, mozna wigc sily 3 i §2 wyznaczy¢ Sposo-

bem analitycznym, pamigtajac ze zwroty sit S sa zgodne ze zwrotem sity P.

Zréwnowazenie sity dwiema sitami do niej rownolegtymi (por. rys. 6.4) polega na
tym, ze najpierw rownowazymy site P dwiema silami If1 [ Ifz, a nastgpnie rozktada-

my te sily — po zaczepieniu ich w punktach A i B - odpowiednio, na sity Iil i Z oraz
Ri-Z.

plan sit | 1 | ) -
B, F
1 7 wielobok sit
~ . -7
~ B Z -
— >- = !
; A Rl pl|Z 2
a N b R ! F,

Rys. 6.4. Zrownowazenie sity P dwiema sitami do niej rownolegtymi

6.3. Para sil i jej moment statyczny

Parj sil nazywamy uklad dwdch sil rownoleglych, o réwnych warto-
Sciach, lecz przeciwnych zwrotach.

Plaszczyzna, w ktorej leza obie sily, jest plaszczyzna pary sit. Ramieniem pary sit
nazywa si¢ odlegto$¢ migdzy prostymi dziatania obu sit (rys. 6.5).
Sity tworzace parg sit nie maja wypadkowe;j

1

W= PP =

1 0

(6.9)
ale i nie pozostaja w rownowadze, gdyz nie dziataja wzdluz jednej prostej. Para sit dzia-
lajac na ciato materialne wywotuje jego obrdot. Suma momentow sit Pi IE{ tworzacych

parg sit wzgledem dowolnego punktu O lezacego w plaszczyznie dzialania pary wynosi
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My=P-a;-P -a,

gdzie a; i a, oznaczaja ramiona sit Pi }31 wzgledem punktu O (rys. 6.6a).

Gdy uwzglednimy, ze moduty obu sit sa sobie roéwne (P =PF,),

oraz ze a;—a, =a, otrzymamy: MO:P-al—P-az:P~(a1—a2):P-a (6.10)

-+

Rys. 6.5. Parasit

Moment pary sil jest niezalezny od wyboru punktu O i jest wielko$cia
stala, a jego warto$¢ liczbowa réowna jest iloczynowi modulu jednej
z sil przez ramie¢ pary sil. Wektor momentu pary sil jest prostopadly
do plaszczyzny pary sil, a jego zwrot okreSla regula Sruby prawo-
skretnej.

Wobec niezaleznosci momentu pary sit od potozenia punktu O symbol momentu
moze by¢ pozbawiony indeksu wskazujacego symbol punktu (M = P-a). Wektor mo-
mentu pary sit jest wigc wektorem swobodnym — odktadamy go z dowolnego punktu
ptaszczyzny pary sil. Na rysunku 6.6b pokazano pary sit i wektory ich momentow
w uktadzie przestrzennym.

b) |A=|7|=»

Rys. 6.6. Moment pary sil: a) w uktadzie ptaskim, b) w przestrzeni
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6.4. Rownolegle przesunigcie sily

W punkcie A4 tarczy przylozona jest dzialajaca w jej ptaszczyznie sita P (rys. 6.7a).
Nalezy przenies¢ réwnolegle site P do punktu B, nie zmieniajac skutkéw jej dziatania
na tarczg.

Wykorzystujemy tu trzecia zasadg statyki: przyktadamy w punkcie B uktad sit row-

nowazny zeru, czyli dwie sity f’l i —f’l o zwrotach przeciwnych, rowne co do modutu
sile P i rownolegle do niej (rys. 6.7b). Otrzymujemy uktad trzech sil rOwnowazny

poprzedniemu, w ktorym sily przekreslone stanowia parg sit o momencie M = P-a .
A zatem:

Przesuwajac sile P réwnolegle na odleglo$¢ a, musimy jednocze$nie
doda¢ do ukladu moment o wartosci M = P- a (rys. 6.7¢).

Rys. 6.7. Rownolegte przesunigcie sity

Przyklad 6.1. Silg P roztozono na dwie sity skta-
dowe P, i P, dziatajace wzdtuz prostych p; i p, rowno-
leglych do linii dziatania sity P (rys. 6.8). Odlegtos¢
prostej p; od linii dziatania sity P wynosi 2 m, sita P ma
- warto$¢ 200 N, a warto$¢ liczbowa sity sktadowej dzia-
P P, tajacej wzdtuz prostej p; wynosi P; = 150 N. Obliczy¢
odlegto$¢ x prostej p, od linii dziatania sity P.

P P

o

< =|= > Rozwiqzanie

Wartos¢ liczbowa sity P,

Rys. 6.8
P,=P—P;=200-150=50N

Kierunek sity P dzieli odlegto$¢ migdzy prostymi p; i p, na odcinki odwrotnie pro-
porcjonalne do wartosci sit dziatajacych wzdtuz tych prostych:
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P, .
=22, wigc

L_2R 2150
x R P 50

=6m

Przyklad 6.2. Do ciala sztywnego zostaty przylozone w jednej ptaszczyznie czte-
ry pary sil. Ramiona tych par podaje rysunek 6.9 a wartosci liczbowe sit sa nastgpujace:
P, =P;=100N, P,=200N, P, =300 N. Okresli¢ wypadkowa parg sit.

A
y -
P am P > M, =400 Nm
P4
((\ -
3
. 47@—» 13
B P ’ x
0 ¢ -
Rys. 6.9

Rozwiqzanie

Momenty danych par sit sa nastgpujace:

M, =100-2=200 Nm, M, =200-3=600Nm, M;=100-0,5=50 Nm,

M, =-300-1,5=—-450 Nm,

Moment wypadkowej pary sil jest algebraiczna suma momentéw par sktadowych

(wektory momentéw sktadowych par sit sa wektorami swobodnymi prostopadtymi do
plaszczyzny Oxy, mozemy wigc je traktowac jako wspotliniowe)

4
M =" M, =200+ 600+ 50450 = 400 Nim
i=1
Otrzymana para sit moze by¢ na przyklad utworzona z dwoéch sit o wartosciach

liczbowych po 400 N dziatajacych na ramieniu / m 1 wywolujacych obrot w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazoéwek zegara.

Przyklad 6.3. Do krazka przedstawionego na rysunku 6.10 przytozone zostaly
trzy pary sit o wartos$ciach liczbowych: P; =100 N, P, = 50 N, P; = 60 N. Jaka parg sit
nalezy przylozy¢ na obwodzie zewngtrznym krazka, by pozostawat on w rownowadze?
(warto$ci promieni obwodow krazka, sa: r; = 35 cm, r, =22 cm, r; = 10 cm).

Rozwiqzanie

Obliczamy moment wypadkowy:
M=R1n-Pn+hrn=
=100-0,7-50-0,44+60-0,2 = 60 Nm
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W celu zrownowazenia dziatania tego mo-
mentu — do obwodu krazka nalezy przyto-
zy¢ parg sit o warto§ci momentu

Mg =-60 Nm
Jako ze ramig tej pary sit wynosi r; = 0,7 m,
wigc sity na obwodzie musza mie¢ wartosci

M| 0
r 0,7

R=R'= =85,71N

i wywotywaé obrét krazka w kierunku
zgodnym z kierunkiem ruchu wskazowek
zegara (wskazuje na to znak ,,—” przy warto-
$ci liczbowej momentu Mg).

6.5. Pytania do rozdzialu 6

[u—

Wyznaczanie wypadkowej dwoch sit rownolegtych.

2. Rozklad sity na dwie sity do niej réwnolegte.

3. Zroéwnowazenie sily dwiema sitami o kierunkach dzialania rownoleglych do tej
sity.

4. Co to jest para sit?

5. Jaka jest warto$¢ momentu pary sit?

6. Wykazac brak zaleznosci warto$ci momentu pary sit od punktu, wzgledem ktoérego
ten moment wyznaczono.

7. Jakiego rodzaju wektorem jest moment pary sit?

8. Na czym polega rownolegle przesunigcie sity?

Uwaga: Do sit rownolegtych maja zastosowanie wszystkie prawa dotyczace ukla-
dow sit niezbieznych, o ktorych mowa jest w rozdziale nastgpnym — siodmym; wobec
tego nalezy pamigtaé o tym, ze rozwiazanie zadan omawianych w niniejszym rozdziale
mozna tez przeprowadzi¢ inaczej: — korzystajac np. z konstrukcji wiecloboku sznurowe-
g0, rownan rownowagi niezbieznych uktadow sit, twierdzenia Varignona.



7. Uklady sil niezbieznych

7.1. Sprowadzenie plaskiego ukladu sil
niezbieznych do bieguna

Ptaski niezbiezny uktad sit mozemy sprowadzi¢ do bieguna, czyli zastapi¢ innym,
prostszym uktadem sit sktadajacym sig¢ z dwoch tylko wektorow.

Dokonujemy tego poprzez przeksztalcenie polegajace na réwnolegtym przesunigeiu
wszystkich sit danego uktadu, do jednego punktu — tzw. bieguna redukcji. Czynno$¢ tg
zilustrowano na rysunku 7.1, gdzie dane sa sily }31 , 132 i 133 zaczepione w punktach 4,

B i C tarczy materialnej oraz punkt O, do ktérego mamy sprowadzi¢ uktad sit P.

Rys. 7.1. Sprowadzenie uktadu trzech sit do bieguna O

Przesuwamy najpierw roéwnolegle site }31 do punktu O (czyli zaczepiamy ja w
punkcie O zachowujac jej kat kierunkowy i dodajemy do ukiadu parg sit o wartosci
momentu M, = B -a, — por. rozdz. 6.4). Nastgpnie do punktu O przesuwamy réwnole-
gle site 132 (zaczepiamy ja w punkcie O i dodajemy moment M, = P, -a,). Po przesu-
nigciu sity 133 do punktu O dodajemy do uktadu moment M; = P; -a; (Momenty M,

i M, daza do obrotu tarczy w lewo, za§ moment M; obraca tarcz¢ w prawo).
Tak wigc, zamiast sit uktadu pierwotnego mamy w punkcie O uklad trzech sit
zbieznych, ktére zastgpujemy ich suma geometryczna :
R=P+P+P (7.1)
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oraz trzy wspolliniowe, prostopadie do tarczy momenty, ktorych moduty mozemy do-
da¢ algebraicznie

Gdy w uktadzie jest n sit, wzory ogblne sa:
n
)
i=l
n

M 0= M 0i (7.4)

0!

(7.3)

Wektor R nazywa si¢ wektorem gtdéwnym uktadu, moment M o — momentem
glownym wzgledem bieguna redukcji O.

Wektor glowny nie jest zalezny od polozenia bieguna redukcji, zas moment gtéwny
jest od jego potozenia zalezny. Reasumujac powyzsze rozwazania, mozemy stwierdzic:

Dowolny plaski uklad sil przylozonych do ciala sztywnego mozna za-

stapi¢ wektorem gléwnym R przylozonym do dowolnego punktu O,
réownym sumie geometrycznej sil ukladu oraz momentem gléwnym

M, réwnym sumie momentéw danych sil wzgledem punktu O.

Zatoézmy, ze plaski niezbiezny uktad sit dany jest w prostokatnym uktadzie wspot-
rzednych o poczatku w biegunie redukcji O, tak jak to pokazuje rysunek 7.2.

Rys. 7.2. Sprowadzenie plaskiego niezbieznego uktadu sit do bieguna O

Sktadowe wektora glownego R wyznaczamy, sumujac algebraicznie miary rzutow
sit uktadu na osie Xiy
n n
R=>PRc: R =DR,  porownajwzory (42) - (4.5)
i=1 i=1



Rozdziat 7: Uktady sit niezbieznych 77

Wz6br na warto$¢ liczbowa momentu sity 131 zaczepionej w punkcie 4; o wspotrzed-
nych x; y; wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych (por. rozdz. 5.1) jest
My = x; By, — yiB, (pordéwnaj wzdr (5.5))
Otrzymujemy wigc nastgpujace wyrazenie okreslajace moment glowny danego

uktadu sit wzgledem poczatku uktadu wspoéirzednych
n
M, :Z('xipiy _yiPix) (7.5)
i=1
Modut wektora glownego oraz jego kat kierunkowy wyznaczamy ze wzoré6w poniz-
szych (por. rozdz. 4.1):

R=yR’+R} (7.6)

(x,R) =arctg [%] 7.7)

X
(Uwaga: przy ustalaniu wielkosci kata kierunkowego nalezy wziaé pod uwage zna-
ki miar rzutéw wektora R na osie x i y, gdyz one decyduja o tym, w ktérej ¢wiartce ten
kat si¢ znajduje).
Gdy zastosujemy do omawianego zadania analityczny zapis wektoréw i rachunek
wektorowy, otrzymamy nastgpujace wzory (por. rys. 7.3).

ﬁ=ié=(i&]f{iey]i (7.8)
i=1 i=1 i=1

MOZZnZMOi:Zn:(FiXé) (7.9)
P

i=1

2o

=

0

Rys. 7.3. Sprowadzenie ptaskiego dowolnego uktadu sit do bieguna O
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Przyklad 7.1. Na rysunku 7.4 przedstawione jest schematycznie schodkowe koto
pasowe i1 podane sg sity napigcia pasow. Nalezy zredukowac te sity, obierajac za srodek

redukcji $rodek kota pasowego, czyli sprowadzi¢ uktad sit do bieguna O, przyjmujac
nast¢pujace dane liczbowe: P; =800N, P,=P;=400N, P,=200N;
r; =14cm, ry=28cm.

b)

Rys. 7.4

Rozwiqzanie

Zadanie rozwiazemy, postugujac si¢ szkicem (rys. 7.4b), gdzie zamiast sit P, i P,

narysowano ich sktadowe poziome i pionowe oraz zaznaczono katy potrzebne do obli-
czen.

Sktadowe wektora gldéwnego sa algebraiczng suma odpowiednich sktadowych sit P:
4
R, =) P, =P~ Psin60°+P, - P,sin 60° =
i=1
=800 —400 - 0,866 + 400 — 200 - 0,866 = 680,4 N
4
R, = ZPW =0+ P, cos60°+0+ P, cos60° =
i=l
=400-0,5+200-0,5=300 N

Modut wektora gtéwnego

R=R*+R,* = 68047 +300° = 7436 N

Kat kierunkowy wektora glownego obliczymy po wyznaczeniu kata ap
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R 300
ap =arctg| —= | = arc tg| ——— | =23°47"
g =arc g[Rx] arc g(680,4]

znaki obu sktadowych wektora glownego sa dodatnie, wobec czego kat kierunkowy
znajduje si¢ w pierwszej ¢wiartce
(x,R)=arp =23°47
Moment gtowny wzgledem bieguna O

4
MOZZMOI':_PV’& tB e+ P =By =
i=1
=-800-0,14 +400-0,28 + 400- 0,14 —200-0,28 =0
Odpowiedz

Uktad redukuje sig do sity rownej 743,6 kN zaczepionej w biegunie O, nachylonej
do poziomu pod katem 23°47 (por. rys. 7.4b).

Przyklad 7.2. Do tarczy o ksztalcie pigciokata przylozono w jej wierzchotkach
trzy sity, jak to pokazuje rysunek 7.5a. Nalezy sprowadzi¢ ten uktad sit do bieguna K
obranego w prawym dolnym wierzchotku tarczy. Wymiary tarczy podane sa na rysunku
w metrach, wartosci sit i ich katy kierunkowe sa nastepujace:

P, =8kN, P,=10kN, P;=40kN;, (x,P)=10° (x,P,)=120°, (x,P;) =330°.

b RRAY
Al
K o~ Py I
. = oo
~ R ‘PSX 4
R P
| gL B i/
3y K X
~ e (WS S >
# 3 * 4 * 2 # "

Rozwiqzanie

1. Sporzadzamy szkic do zadania: sity P, i P; rozktadamy na sktadowe — pozioma
ipionowa 1 otrzymujemy uktad pigciu sit rownowazny uktadowi poprzedniemu
(rys. 7.5b). Katy a, i a3 sa réwne odpowiednio, 180°-120° = 60°, 360°-330° = 30°. Dla
takiego uktadu sit obliczamy ponizsze wielkos$ci, ustalajac znaki rzutow i momentéw na
podstawie szkicu.
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Miary rzutow wektora gldwnego na osie uktadu wspoétrzednych:
3
R, = Z(i Pcosa)=P, — Py cosa, + Py cosa; =8—10-0,5+40-0,866 = 37,64 kN
i=1
3

R,

1

Modut wektora gtéwnego, R= 1/sz + Ry2 =3931kN

Kat ostry migdzy kierunkiem wektora gtownego a osig x

R, —
ap =arctg —= |=arc tg 11341 16°45'
R, 37,64

(£ Psina)=0+ P, sina, — Py sina; =10-0,866—40-0,5=—11,34 kN
1

Kat kierunkowy wektora glownego (wektor glowny znajduje sie¢ w IV ¢wiartce)
(x,R)=360" — g =360° —16°45' =343°15',
Moment gtowny wzgledem bieguna K:
My :Zsl(irPi -a;)=-B-5+Pcosa,-T—Pysina, -4+ Psina, -7— P cosa, -4 =
i=1

=-8-5+10c0s60°-7-10sin60°-4 +40sin30°-7-40-cos30°-4 =
=-38,2 kNm

Odpowiedz

Uklad wektorow R i M x zaczepionych w punkcie K jest rOwnowazny uktadowi

sit P. Wektor R i symbol wektora M x ha plaszczyznie x,y pokazano na rysunku 7.5b.

2. Obliczenia mozemy sprawdzi¢, postugujac si¢ wzorami ogolnymi, do stosowania
ktorych nie potrzebny jest szkic — pod warunkiem ze dane sa wspotrzedne punktow
zaczepienia sit, ktore w tym przypadku wynosza:

Dlasity P;: x; =2, y;=5m;
dlasity Py: x,=-4, y,=7m;
dlasity P;: x3=-7, y;=4m.
3
R, =" P cos(x, ) =8c0s0°+10c0s120°+ 40c0s 330° = 37,64 kN

X
i=1

PBsin(x, P) = 8sin 0°+10sin120° + 40sin 330° = —11,34 kN

=
[
-

I
—_
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3
My :Z(Piy "X = By ’)’i):

i=l
=B sin(x,Pl)~xl -BA cos(x,Pl)-yl + P, sin(x, P, ) X, — P, cos(x, P, ) Vy +
+Bysin(x, B)-x; — Pycos(x, By )- y; =

=8sin0°-2—8c0s0°-5+ 10sin120°-(~4)—8cos120°-7 +
+405in330°- (- 7)—40c05330°-4 = —38,2 kNm

7.2. Redukcja plaskiego ukladu sil
niezbieznych do wypadkowej

W rozdziale 7.1 zostato pokazane, ze kazdy ptaski uktad sit mozna zastapic¢, ogdlnie
rzecz biorac, sita R rowna wektorowi gtownemu, przytozona do obranego punktu O
oraz parq sit o momencie rOwnym momentowi glownemu M. W szczegbélnym przy-
padku moze si¢ zdarzy¢, ze R=0, wtedy uktad sprowadza si¢ do pary sit o wartosci
rownej M, o - Wykazemy teraz, ze ukfad sit, w ktorym R#0 mozemy zawsze Sprowa-
dzi¢ do jednej sity, ktora nazywamy wypadkowa (W ). Oczywiste jest, ze gdy przy
R#0, M o =0, to sila wypadkowa jest wektor gtowny R zaczepiony w punkcie O
(W =R).

Gdy R#0iM o %= 0, sita wypadkowa rozpatrywanego ptaskiego uktadu sit jest si-
ta réwna co do wartosci wektorowi gléwnemu R, réwnolegla i zgodna co do zwrotu

z wektorem gtéwnym, oddalona od jego kierunku dziatania o odlegto$¢ a zalezna od
wielkosci momentu M, .

Rozumowanie prowadzace do powyzszego wniosku zilustrowane jest na ry-
sunku 7.6.
Uktad sit P; sprowadzony do punktu O (rys. 7.6a) przeksztalcamy w ten sposdb, ze

moment M, o zastgpujemy parg sit —R i W o modulach réwnych modutowi wektora
glownego

A= .

. . . o . Mo
rami¢ a tej pary sit musi by¢ wobec tego rowne  a = A

Zastepujac moment M, o Dara sil, nalezy pamigta¢, by odcinek a, czyli ramig pary
sit odmierzy¢ od punktu O w takim kierunku, aby znak momentu tej pary byt zgodny ze
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znakiem M. (Narys. 7.6 M, ) 0, wigc wobec tego sity —-RiW, przytozone odpo-
wiednio w punktach O i C musza wywotywac obrdot w kierunku przeciwnym do kierun-
ku ruchu wskazéwek zegara).

Rys. 7.6. Redukcja ptaskiego niezbieznego uktadu sit do wypadkowe;j

W zwiazku z tym, ze sity R i —R stanowia uklad roéwnowazny zeru, odejmujemy
go od tarczy zgodnie z trzecia zasada statyki i stwierdzamy, ze nasz uktad zredukowat
si¢ do jednej tylko sily W o prostej dziatania /. Sil¢ t¢ nazywamy wypadkowa. Udo-
wodnili$my wigc, ze prawdziwe jest ponizsze twierdzenie:

W przypadku gdy suma geometryczna ukladu sit 131, 132,...,13,1 dziala-

jacych w jednej plaszczyznie na cialo sztywne jest roina od zera,
uklad mozna zastapi¢ jedna sila wypadkowa réwna co do modulu
wektorowi gléwnemu Ri zgodng z nim co do zwrotu.

Jezeli suma geometryczna sil ukladu jest rowna zeru, uklad moze (ale
nie musi) redukowa¢ si¢ do pary sil, ktérej wektor jest prostopadly
do plaszczyzny dzialania tych sik.

Opierajac si¢ na powyzszym twierdzeniu, majac dany ptlaski, niezbiezny uktad sit
w prostokatnym uktadzie odniesienia Oxy, mozemy znalez¢ réwnanie prostej dzialania
wypadkowej tego uktadu (rys. 7.7).
Gdy x 1 y sa wspolrzednymi punktu zaczepienia sity wypadkowej W , moment wy-
padkowej wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych wyraza sig¢ wzorem
MO(W) =x-W,-y-W, poréwnaj wzor (5.5) (7.10)
Z twierdzenia Varignona wiemy, ze moment statyczny wypadkowej uktadu sit

wzgledem bieguna jest rdwny sumie momentow sit tego ukladu wzgledem tego biegu-
na, a wigc jest rowny momentowi gtownemu M,.

X W, =y W, =M, (7.11)
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OtrzymaliSmy rownanie prostej / bedacej linig dziatania wypadkowej danego ukta-
du sik.

Po przeksztatceniu powyzszego rownania otrzymamy je w postaci rownania odcin-
kowego prostej

X y
— =1 (7.12)
My M,
w, W,
. . . . . MO MO . . . .
gdzie wyrazenia w mianownikach: — oraz ——— odpowiadaja, odpowiednio, od-
v X

cinkom OC i OD, jakie prosta dzialania wypadkowej odcina na osiach x i y.

Rys. 7.7. Prosta dzialania wypadkowej ptaskiego niezbieznego uktadu sit

Przyklad 7.3. Na tarcz¢ w ksztalcie szesciokata 4 B C D E F dziata pig¢ sit jak na
rysunku 7.8a. Wartosci sit sa: P, = 10 kN, P,=8kN, P;=10kN, P,=7kN,
P; = 20 kN. Kierunek sity P; jest wzdtuz boku AB tarczy, kierunek sity P, przecina
wierzcholki C i F, katy kierunkowe sit P; i P, i Ps wynosza odpowiednio: 330° i 120°
i 180°.

Wymiary tarczy podane sa na rysunku w metrach.

Dokona¢ redukcji tego uktadu sit do wypadkowe;.

Rozwiqzanie

Sporzadzamy szkic do zadania (rys. 7.8b), na ktorym wprowadzamy uktad odnie-
sienia Oxy, sktadowe sit P oraz katy ostre ¢; migdzy kierunkami sit i osia x.

Potrzebne do dalszych obliczen funkcje trygonometryczne katow o wyznaczamy
z zalezno$ci trygonometrycznych i warunkow geometrycznych zadania.
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Z rysunku widac, ze kat

oy =457,
sina,; = coso,; = 0,707,
dlugos¢ odcinka:
FC=~N4>+2% =447 m,
sina, =28 4 _ 895,
FC 447
2
cosa, =——=—-—=0,447;
FC 447
oy =360° —330° =30°,
sina; =0,5,
cosa; =0,866;
o, =180° -120° =60°,
sina, =0,866,
cosa, =0,5.
Obliczamy sktadowe i modut wypad-
kowej (stosujac wzory ogolne bedziemy

Fax posthugiwac sig szkicem dla ustalenia zna-
b2 L2 L 2 ) kow poszezegdlnych wielkosci):
5
0 Wx:ZPl.x:—Plcosal—chosa2+

i=1

+ P cosa; —Pycosa, — P =
=-10-0,707 —8-0,447 +
+10-0,866—7-0,5-20=-25,49 kN

5
W, = ZPIY =-Fsing| - B sina, +
i=l

—Pysina; + Py sinay =
=-10-0,707-8-0,894 +
-10-0,5+7-0,866 =—13,16 kN

2 2
Rys. 7.8 W= w2 w,? =

= J(-25.49) +(-13,16) =
— 28,69 kN

Kat kierunkowy wypadkowej obliczymy po wyznaczeniu kata ostrego, jaki tworzy
kierunek wypadkowej z osia x
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o W 1306
B = T 20549

X

=0,5163; ay =27,30°

poniewaz miary obu rzutdéw wypadkowej na osie x i y maja znak ujemny, kat kierunko-
wy znajduje sig¢ w Il ¢wiartce

(x, W) =180° + at =180° +27,30° = 207,30°

Obliczamy moment statyczny uktadu sit wzgledem bieguna O (sita P, oraz sktado-
wa pozioma sity P; nie wplywaja na wielkos$¢ tego momentu)

6
Mo =Y P-a;=|P|-2=|P |- 4=|P |- 6+ [P |- 4= [Py | -2~ R -2 =
i=1
=P, cosa,-2—-P,sina, -4—Pysina, -6+ P, sina, -4—P,cosa, -2—-20-2 =
=8-0,447-2-8-0,895-4-10-0,5-6+7-0,866-4—7-0,5-2 =-74,2 kNm

Rownanie prostej dziatania wypadkowe;j jest

L A
Xo Y

Odcinki, jakie prosta dzialania wypadkowej odcina na osiach ukladu odniesienia,

sa:
Xo=Mo _ T2 _s63m,
°“w, -1316 T
M —
YOI—_O =— 74,2 =-291m
W,  -2549

X

Dla sprawdzenia, obliczamy jeszcze ramig dziatania wypadkowej wzgledem punktu O.

M| |-74,2
0= 2869

=259 m
28,69 ‘

Odpowiedz

Wypadkowa ma modut réwny 28,69 kN, kat kierunkowy 207,30 i dziata wzdtuz
prostej /. Prosta / odcina na osi odcietych odcinek 4-4 o dtugosci 5,63 m, na osi za$
rzednych odcinek 4-4" o dhugosci 2,91 m (po stronie ujemnej — por. rys. 7.8c).
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Przyklad 7.4. Dokonaé¢ redukcji
uktadu trzech sit o jednakowych modu-
fach dziatajacych wzdluz bokoéw tarczy
réwnobocznej jak na rysunku 7.9.

Do obliczen przyjac:
P, =P,=P;=P=100N, b=6m.

X Rozwiqgzanie

Sprowadzimy dany uktad sit do bie-
guna obranego w wierzcholku A4 tarczy.

Miary rzutéw wektora gtownego na
Rys. 7.9 osie uktadu odniesienia sa:

R, =P-2Pcos60°=100-200-0,5=0, R, = Psin60°— Psin60° =0

Moment gtowny wzgledem bieguna 4

2
M, :Poa:PoW’az —(g) =P~%\/§:100~g\/§=519,6Nm

Odpowiedz

Uktad sit redukuje si¢ do pary sit o wartosci momentu 579,6 Nm, obracajacej tarcze
w kierunku niezgodnym z kierunkiem ruchu wskazowek zegara.

7.3. Wykreslna redukcja plaskiego
ukladu sil niezbieznych.
Wielobok sznurowy

Z rozwazan w rozdziale poprzednim (7.2) wiemy, ze w wielu przypadkach — plaski
niezbiezny uktad sit mozna zastapi¢ wypadkowa, ktéra ma okreslony modut i kat kie-
runkowy oraz $cisle okre$long lini¢ dzialania. Na rysunku 7.10 przedstawiono sposob
wykreslny wyznaczenia wypadkowej, polegajacy na kolejnym dodawaniu poszczegol-
nych sit uktadu przy wykorzystaniu reguty rownolegtoboku oraz twierdzenia mowiace-
g0 o tym, ze sit¢ mozna przesuwaé wzdtuz jej prostej dziatania. Na rysunku tym dane sa
trzy sity P, 132, i 133, zaczepione w punktach 4, B i C. Po zastapieniu sit 1‘31 iﬁz sila
Vf/l = f’l +1’32 dodajemy do sity Wl site 133 i otrzymujemy wypadkowa trzech danych
sit.

W=W+P=R+P+P

Wypadkowa W ta dziata wzdluz prostej I, ktorej potozenie jest $cisle okreslone

i wynika z danych wyj$ciowych.
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Metodg kolejnego dodawania mozna stosowac¢ do dowolnego uktadu sit nieréwno-
leglych, jednak w przypadku duzej liczby sit, a zwlaszcza sit o prostych dziatania prze-
cinajacych si¢ pod matymi katami, prowadzi ona do duzych niedoktadno$ci rysunko-
wych i zawodzi, gdy proste dziatania sit nie przecinaja si¢ w obrgbie rysunku.

|

O1 ——
N \ %\\
AN

x

N

Rys. 7.10. Wypadkowa ptaskiego dowolnego uktadu sit — metoda kolejnego dodawania

Do wyznaczania wypadkowej sposobem graficznym czg¢$ciej w praktyce stosowana
jest metoda wykreslna zwana metoda wieloboku sznurowego.
Konstrukcja wieloboku sznurowego zilustrowana jest na rysunku 7.11, gdzie dane

sa trzy sity 131, }32 i 133, dziatajace wzdtuz prostych [;, [, i I; lezacych w jednej ptasz-
czyznie (rys. 7.11a). Wypadkowa W tych sil, co do wartosci liczbowej i kierunku,

okresla bok zamykajacy AD wieloboku sit ABCD (rys. 7.11b). Pozostaje jeszcze wyzna-
czenie prostej dziatania tej wypadkowej, ktore przeprowadzamy w sposob nastgpujacy:

Rys. 7.11. Konstrukcja wieloboku sznurowego: a) plan sit i wielobok sznurowy,
b) wielobok sit
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Zastepujemy najpierw sile é sitami §1 i §2 o dowolnych prostych dziatania prze-
cinajacych si¢ z prostag dziatania sity 131 w dowolnym punkcie, np. punkcie E
(rys. 7.11a). Moduty i zwroty sit §1 i 52 wyznaczamy z wieloboku sit (trojkat AOB na
rys. 7.11b). W ten sposob uktad trzech sit przeksztalcilismy w rownowazny mu uktad
czterechsit S;, S,, B 1 B.

Nastepnie zastgpujemy site 132 réwniez dwiema sitami, ale tak, by jedna z nich byla
rowna co do wartosci sile 5’2 i miala z nia wspodlna prosta dziatania EF, ale zwrot prze-
ciwny, czyli jest to sita — §2 . W wyniku tego zalozenia, wektor drugiej sktadowe;j sity
132 (oznaczymy go przez 53 ) jest wyznaczony z trojkata BOC (§3 = O—C>). Otrzymali-
$my wigc uktad sit rownowazny danemu, ztozony z pigciu sit: §1 , §2 = §2 , 53 i 133 .

Trzecie przeksztalcenie polega na zastapieniu sity 133 sita réwna —53 , dziatajaca
wzdluz prostej FG i sita §4 , ktorej kierunek i warto§¢ wyznaczamy z tréjkata COD na
wieloboku sit (wektor E)). Otrzymany uktad sit sktada si¢ z sit nastgpujacych: §1 ,
§2 s —§2 s §3 s —§3 1 §4. Zgodnie z trzecia zasada statyki sily §2 s —§2 s §3 , 1 —§3
mozemy z tego uktadu usunag.

Pozostal wigc uktad dwoch sit §1 i §4 réwnowazny uktadowi zadanemu. Sity §1
i §4 mozna teraz zastapi¢ wypadkowa W, ktoérej prosta dziatania przechodzi przez
punkt K przecigcia si¢ prostych dziatania sit 51 i §4 i jest tez wypadkowa zadanego
ukladu sit P .

Linia tamana H,E,F,G,I na planie sit tworzy tzw. wielobok sznurowy. Jego nazwa
pochodzi stad, ze gdybysSmy przez punkty H E,F,G,I poprowadzili doskonale wiotki,
pozbawiony cigzaru sznur, umocowany do nieruchomych punktow H i /, tak jak zazna-
czono na rysunku, to pozostawalby on w rownowadze pod dzialaniem sit 1?1, 132 i f’3
przytozonych w weztach E, F'i G.

Napigcia w poszczegolnych odcinkach tego sznura bytyby liczbowo rowne warto-
$ciom odpowiednich sit z wieloboku sil. Tak wigc odcinek HE rozciagany bylby sita

S, , odcinki £F 1 F'G odpowiednio sitami §2 i 53 , a odcinek GI sitq §4 .

Odcinki O4, OB, OC i OD na rys. 7.11b nazywamy promieniami wieloboku sit,
a punkt O — biegunem wieloboku sil.

Stosujac konstrukcje wieloboku sznurowego, w zadaniach praktycznych pomijamy

rysowanie sit S zaréwno na planie, jak i na wieloboku sit. Wprowadzamy tylko nie-
zbedne oznaczenia, numerujac promienie wieloboku sznurowego, by potem w odpo-
wiedniej kolejno$ci przenie$¢ je na plan sit. (por. rys 7.12).
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A

0

a) plan sit W b) wielobok sit B

Rys. 7.12. Wielobok sznurowy

Wskazéwka: Przy obieraniu bieguna O w wieloboku sit nalezy zwraca¢ uwage na
to, by promienie wieloboku nie przecinaty si¢ pod zbyt ostrymi katami, gdyz wptywa to
niekorzystnie na doktadno$¢ wynikéw. Kolejnos¢ nanoszenia sit na wielobok jest do-
wolna, ale warto narysowac je w takiej kolejnosci, by rysunek uczyni¢ bardziej przej-
rzystym. Polozenie pierwszego wierzchotka wieloboku sznurowego obieramy na prostej
dzialania pierwszej sity w zasadzie dowolnie, lecz nalezy liczy¢ si¢ z tym, iz nie zawsze
za pierwszym razem uda nam si¢ ten wielobok narysowac tak, by pierwszy i ostatni
jego promien przecigly si¢ w obrgbie rysunku. Konstrukcje wieloboku sznurowego
nalezy wtedy powtorzyé, zaczynajac od innego punktu poczatkowego. W niektérych
przypadkach trzeba tez zmieni¢ potozenie bieguna wieloboku sit.

Przyklad 7.5. Uklad sit z przyktadu 7.3 zredukowaé do wypadkowej za pomoca
konstrukcji wieloboku sznurowego.
Metoda wykreslna okresli¢ rowniez wartoSci momentoéw statycznych tego uktadu sit
wzgledem biegunow O i E.

Rozwiqgzanie

Rozwiazanie wykreélne przedstawione jest na rysunku 7.13, gdzie po narysowaniu
planu sit sporzadzono ich wielobok, obrano biegun i narysowano promienie wieloboku,
ktére ponumerowano i w odpowiedniej kolejnosci przeniesiono na plan sit. Na przecig-
ciu pierwszego i ostatniego promienia otrzymano punkt S, przez ktory przechodzi prosta
dziatania wypadkowe;.

Przyjegto podziatke dtugosci: 1 ¢cm =1 m oraz podziatke sit: 7 cm =4 kN.

Uwaga: Wykreslajac wielobok sznurowy, nalezy pamigtaé¢ o nastgpujacej zasadzie:
proste tworzace na wieloboku sil trojkat przecinaja si¢ na planie sil w jednym
punkcie.
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N}
50

2

/5

podziat
N
a—
) °

1

PLAN Sit

1
ka dtugosci |—m|

WIELOBOK Sit.

) . 4 kN
podziatka sit  ——

Rys. 7.13

Z wieloboku sit w odpowiedniej skali odczytano: W= 28,8 kN, (x,W) = 207°.

Na planie sit odczytano dtugosci ramion dziatania sity wypadkowej wzgledem bie-
guna Oibieguna E: ap=2,65m; az=1,05m,
wobec tego momenty rozpatrywanego uktadu sit wzgledem biegundéw O i E sa:

Mo =ap -W=2,65-288=76,32kNm (moment prawoskretny)
Mg =ag-W=105-288 =30,24 kNm (moment lewoskrgtny)
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7.4. Rownowaga plaskiego ukladu sil
niezbieznych

7.4.1. Analityczne warunki rownowagi plaskiego
niezbieznego ukladu sil

Sprowadzajac plaski niezbiezny uktad sit |51, |52,. e I?’n do bieguna O, otrzymali$my

n
w wyniku wektor glowny R= ZI-:{ przytozony do tego bieguna oraz moment glowny
i=1

n
M, = z M ; , ktére sa réwnowazne uktadowi sit P (por. rozwazania w rozdz. 7.1).
i=1
Aby zachodzita réwnowaga dowolnego uktadu sit P, zarowno wektor R, jak
i wektor M, musza by¢ rowne zeru

R=0; M,=0 (7.13)
Powyzsze rownania nazywamy wektorowymi rOwnaniami rownowagi.

Wektor R lezy na plaszczyznie Oxy i ma dwie sktadowe: Ry 1 Ry . Jest on rowny

zeru, gdy obie jego sktadowe rownaja si¢ zeru. Wektor M o dziata wzdluz osi z, a wige
ma jedna sktadowa M, = M, ijest rowny zeru gdy M, =0.

Tak wigc dwa rownania wektorowe (7.13) mozna zastapi¢ trzema rownaniami skalar-
nymi, ktdre nazywane sg analitycznymi rownaniami rOwnowagi:

n n n
RX:ZF;X:(); Ry:Zpiy:o; ZMOi:o (7.14)
i=l i=1 i=l
Rownania te w skrocie zapisujemy czgsto w sposob uproszczony:

DX=0 D¥=0 > M;=0 (7.15)

Pierwsze dwa z powyzszych rownan rownowagi nazywane sa rOwnaniami rzutow,
a trzecie rownanie — rOwnaniem momentow.
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Nalezy doda¢, ze punkt O, wzglgdem ktdérego oblicza si¢ sumg momentéw danych
sit, moze by¢ obrany zupetnie dowolnie i nie musi pokrywac si¢ z poczatkiem uktadu
wspotrzednych.

Analityczne warunki réwnowagi plaskiego niezbieznego uktadu sit formutujemy
nastegpujaco:

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym rownowagi plaskiego nie-
zbieznego ukladu sil jest, aby algebraiczne sumy rzutéw sil ukladu na
dwie osie wzajemnie nieréwnolegle byly réwne zeru dla kazdej osi
z osobna, oraz by suma algebraiczna momentéw tych sil wzgledem
dowolnie obranego bieguna byla réwna zeru.

Omawiane tu rOwnania rOwnowagi mozna tez zapisa¢ inaczej, a mianowicie w po-
staci dwoch rownan momentdéw i jednego réwnania rzutow; mozna bowiem wykazaé,
ze

dla plaskiego dowolnego ukladu sil znajdujacego si¢ w rownowadze,
sumy moment6w wzgledem dowolnych dwéch punktéw A i B sq réw-
ne zeru oraz suma rzutéw sil na dowolna o$ X, nie prostopadla do od-
cinka AB, jest takze rowna zeru (rys. 7.14).

Rys. 7.14. Ptlaski niezbiezny uktad sit

Powyzsze stwierdzenie wyrazaja nastepujace rownania, ktore zapiszemy w sposob
uproszczony:

D M=0; Y My=0; D X=0 (7.16)

Pierwsze roOwnanie momentow oznacza, ze uklad jest w rownowadze lub ma wy-
padkowa przechodzaca przez punkt 4. Jezeli ponadto spelione jest drugie rownanie
momentéw, to uklad jest w rownowadze lub ma wypadkowa dziatajaca wzdhuz
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odcinka AB. Natomiast jezeli jeszcze jest spelnione rownanie rzutéw sit na o§ OX, ktora
nie jest prostopadia do odcinka AB, to uktad jest w rdwnowadze, gdyz wypadkowa musi
si¢ wtedy rownac zeru.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla wykazania, ze

jezeli momenty plaskiego ukladu sil wzgledem trzech punktéw niele-
zacych na jednej prostej sa rowne zeru, to plaski uklad sil jest
w réwnowadze (rys. 7.14).

Jest to trzeci i ostatni z mozliwych sposobow sformutowania analitycznych warun-
kow rownowagi plaskiego dowolnego uktadu sit. Rownania rownowagi (sa to trzy row-
nania momentow) zapisane sa wtedy tak:

D Ma=0; D Mg=0; > Mc=0 (7.17)

7.4.2. Geometryczne warunki rownowagi plaskiego
niezbieznego ukladu sil

Zatozmy, ze dany jest uktad sit B,P, i P, (rys. 7.15a), ktorych wielobok jest wie-
lobokiem zamknigtym, (koniec ostatniej sity pokrywa si¢ z poczatkiem pierwszej — rys.
7.15b), co oznacza, ze wypadkowa roOwna jest zeru.

a) plan sit b) wielobok sit

Rys. 7.15. Uktad sit zredukowany do pary sit

Obierzmy biegun O na wieloboku sit i poprowadzmy z niego promienie. Pierwszy
promien poprowadzony do poczatku sily pierwszej pokrywa si¢ z promieniem czwar-
tym, ostatnim, taczacym biegun O z koncem ostatniej sity. Okre§lone przez te promie-

nie sily él i §4 (por. rozdz. 7.3) sa rowne co do modutu, maja przeciwne zwroty

(‘él‘ = ‘§4‘ =S) i dziataja na planie sit wzdhuz promieni 11 4 do siebie rownoleghych,
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tworzac parg sit. Ramig a tej pary sil jest rowne odleglosci migdzy skrajnymi promie-
niami wieloboku sznurowego, czyli migdzy promieniami / i 4. Uklad sit P zostal tu
wigc zredukowany do prawoskretnej pary sit o warto§ci momentu réwnej M =a-S.

W przypadku gdy ramig pary sit rowna si¢ zeru, czyli gdy pierwszy i ostatni pro-
mien wieloboku sznurowego pokrywaja si¢ — dziatajace wzdtuz nich sily réwnowaza
sig, co oznacza, ze dany uktad sit jest w rownowadze. Wielobok sznurowy, podobnie
jak wielobok sil, jest wowczas wielobokiem zamknigtym.

Rysunek 7.16 przedstawia taki wtasnie uktad czterech sit, dla ktorych zaréwno wie-
lobok sit, jak i wielobok sznurowy jest zamknigty — uktad ten pozostaje w rownowadze.

Wyniki powyzszych rozwazan mozna sformutowac nastgpujaco:

Koniecznym i wystarczajacym warunkiem geometrycznym réwno-
wagi plaskiego niezbieznego ukladu sil jest, by zaréwno wielobok sil,
jak i wielobok sznurowy byly zamknigte.

a) plan sit b)  wielobok sit

B
4

M‘UL
Y
=t
Y

GUL

Rys. 7.16. Uktad sit pozostajacych w rownowadze

7.5. Rozklad i rownowazenie sily trzema
silami o zadanych kierunkach
dzialania

7.5.1. Rozklad sily na trzy sily skladowe

Zadanie: dana site P dzialajaca na tarcze w jej plaszczyznie rozlozy¢ na trzy sity
§1, §2 i §3 o zadanych prostych dziatania /, 2, 3 lezacych w plaszczyznie tarczy i nie-
przecinajacych si¢ w jednym punkcie (rys. 7.17a).
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Rys. 7.17. Rozktad sity P na trzy sity sktadowe

Rozktad sity na trzy sity skladowe jest inaczej zastapieniem jej uktadem trzech sit,
ktory jest tej sile rownowazny, a wigc musi by¢ spetniona zalezno$¢ wektorowa:

P= §1 + §2 + 53 (sita P jest wypadkowa sit S) (7.18)
Rozwiazanie analityczne:

Przyjmujemy prostokatny uktad osi Oxy o poczatku w punkcie np. 4, w miejscu
przecigcia si¢ kierunkow sit §1 i §2 , tak, by 0§ x pokrywata si¢ z kierunkiem sily §2 .
Zaktadamy zwroty sit S dowolnie i uktadamy trzy niezalezne rownania. Pierwsze dwa
z nich wynikaja z twierdzenia o rzucie wypadkowej na o$ (rzut wektora wypadkowego
na o$ rowna si¢ sumie algebraicznej rzutow wektorow sktadowych na tg o§ — por. rozdz.
2.5). Trzecie rownanie jest zastosowaniem twierdzenia Varignona o momencie wypad-
kowej uktadu sit wzgledem dowolnego bieguna (moment wypadkowej ptaskiego do-
wolnego uktadu sit wzgledem dowolnie obranego bieguna rowna si¢ sumie algebraicz-
nej momentdw sit sktadowych wzgledem tego bieguna — por. rozdz. 5.1).

Trzy rownania dla obliczenia sit S w omawianym przypadku sa nastgpujace:

n
P = ZSZ-X; Pcosa = S| cosa; +S,+S;cosa; (réwnanie rzutow)
i=1
n
P, = z Siys Psinag =—§;sing; + S3sina;  (réwnanie rzutow)
i=1

n
M yp) = ZM A(s,)> —Pa = S;a, (réwnanie momentow)
i=l1
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gdzie a 1 a; sa to odpowiednio ramiona sit Pi 53 wzgledem bieguna A, ktére mozna
wyznaczy¢ z warunkéw geometrycznych zadania. Jak widaé, w ostatnim réwnaniu
wystgpuje tylko jedna niewiadoma S; dzigki temu, Ze biegun A4 obraliSmy w punkcie
przecigcia si¢ prostych dziatania sit §1 i 52. Nasuwa si¢ wigc mysl, zeby w celu uta-

twienia obliczen zrezygnowac z rownan rzutow, ukladajac rownania momentow wzgle-
dem punktow B i C obranych odpowiednio w punktach przecigcia si¢ kierunkow sit

S, i§3 oraz i§3 (rys. 7.18).

a)

Rys. 7.18. Rozktad sity na trzy sktadowe sposobem Rittera

Oznaczajac odpowiednio ramiona sit wzglgdem biegundw tak jak na rysunku, napi-
szemy trzy rownania momentow:

—Pa = §;a;,
—Pb =S5,
—Pc=-S8,c,,
z ktorych obliczymy sily:
s =-tb, g P g __Pa (7.19)
b, ) as

Opisany wyzej sposOb rozwiazania, polegajacy na zastosowaniu trzech réwnan
momentéw nazywa si¢ sposobem Rittera.

Znaki ujemne przy warto$ciach liczbowych sit oznaczaja, ze zwroty rzeczywiste
tych sit sa przeciwne do zatozonych.

Rozwiazanie wykre$lne powyzszego zadania przeprowadza si¢ tzw. sposobem
Culmanna na dwdch etapach (rys. 7.19).
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plan sit wielobok sit Culmanna

Sz

1) P=S,+S¢
2) Sc=S2+ 53

1) P=S83+Sc,

C1 > wielobok sit Culmanna o S8Tec
S~ 2) So,=852+5

Rys. 7.19. Spos6b Culmanna rozktadu sity P na trzy sity sktadowe

Na pierwszym etapie rozktadamy site P na dwie sity: jedna o prostej dziatania po-
krywajacej si¢ z ktorakolwiek sposrod zadanych prostych, np. z prosta / (bedzie to sita
§1 ) 1 druga, ktorej prosta dziatania przechodzac przez punkt zbieznos$ci sity P z kierun-
kiem sity S; (punkt A) przecina rowniez punkt zbiezno$ci pozostaltych dwoch sit (w tym
przypadku punkt B) — bedzie to sita §C (rys. 7.19a). Wektorowo zapiszemy to tak:

P=5+S.. (7.20)
Na drugim etapie musimy fikcyjna sile §C rozlozy¢ na sity dziatajace wzdtuz kie-
runkow 2 i 3, czyli zastapi¢ sitami 52 i §3 .
Zapisujac wektorowo t¢ czynnos¢, mamy:
Se=8,+8; (7.21)
Podstawiajac rownanie (7.21) do réwnania (7.20), otrzymujemy:
P=5+8,+5;,
czyli warunki zadania sa spelnione: sita P jest suma sit S.
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Konstrukcja wykreslna rozwiazania jest nastgpujaca: na rysunku 7.19a, na planie
sit, narysowano najpierw prostq Culmanna taczaca punkty A4 i B, a na wieloboku sit, po

naniesieniu w skali sit danej sity P, utworzono trojkat abe o bokach réwnolegtych do
prostych [ i ¢, z ktoérego wyznaczono moduty i zwroty sit §1 i §C. Nastegpnie utworzo-

no trojkat cdb, ktory obrazuje rozktad sity §C na dwie sktadowe i z tego trojkata wy-
znaczono moduly i zwroty sit 52 i 53 . W wieloboku sit acdb obieg strzatek jest nie-
zgodny, tzn. sita P laczy poczatek pierwszego wektora (§1) z koncem wektora ostat-

niego (53 ).

Uwaga: prosta Culmanna moze tez mie¢ przebieg inny, np. taczy¢ punkty 4’i B’
Iub D i E (rys. 7.19b); wtedy kolejnos¢ wyznaczania sit S bedzie inna, ale wyniki pozo-
stang te same.

7.5.2. Zrownowazenie sily trzema silami o zadanych
kierunkach dzialania

Zréwnowazenie sity P polega na znalezieniu takich trzech sil, ktére wraz z sita P
stworza uktad znajdujacy si¢ w réwnowadze (zakladamy jak poprzednio, ze uktad sit
jest ptaski i kierunki trzech nieznanych sit nie sa zbiezne). Jezeli sity rownowazace sit¢

P oznaczymy symbolem R, to zadanie zapiszemy wektorowo: P+ f?l + ﬁz + I§3 =0.

W wersji wykre§lnej rozwiazania (sposobem Culmanna — patrz rys. 7.20),
na pierwszym etapie rownowazymy sil¢ P silami ﬁl i Rc (wielobok sit abc), a na
drugim — site kc rozktadamy na sity 132 i §3 (wielobok sit bdc). Wielobok sit abdc
jest wtym przypadku zamknigty (obieg strzalek musi by¢ zgodny). Otrzymujemy

w wyniku silty R réwne co do modutéw sitom S, lecz majace przeciwne do sit S
zZwroty.

W rozwiazaniu analitycznym dla obliczenia sit R wykorzystamy rysunek 7.18, za-
lozymy tylko, ze zmieniliSmy oznaczenia sit (S = R). Rozpatrywany uktad sit ma by¢
rOwnowazny zeru, wigc zapiszemy trzy rOwnania rownowagi dla tego uktadu. Rowna-
nia rownowagi zapiszemy sposobem Rittera, by w kazdym rownaniu znalazla sig¢ tylko
jedna sita niewiadoma:

ZMA:O; —Pa+Rya; =0;
D My=0; -Pb+Rb =0;
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Z rownan tych otrzymamy:

RlzP_~b; Rzz_ﬂ; R3:P-a
by €2 as

(7.22)

(Poréwnaj rownania (7.19) bedace rezultatem obliczen wartosci liczbowych sit S wyni-
kajacych z rozkladu, a nie z rownowazenia sity P ).

plan sit

wielobok sit

ol

Rys. 7.20. Zréwnowazenie sity trzema sitami sposobem Culmanna

Przyklad 7.6. Prostokatna tarcza o cigzarze G=50 kN zawieszona jest na sztyw-
nych, potaczonych przegubowo z tarcza i podtozem pretach, jak na rysunku 7.21. Tar-
czg obciaza cigzar P=100 kN zawieszony na linie przeprowadzonej przez blok. Wymia-
ry tarczy podane sa w metrach. Wyznaczy¢ sity w pretach utrzymujacych tarcze.

9, wid Y

1,5

1,5

Rys. 7.21

Rozwiqzanie analityczne

Zadanie sprowadza si¢ do zrownowazenia uktadu sit zewngtrznych czynnych
(sit G i P) sitami wystgpujacymi w pretach, czyli reakcjami pretow. Usuwamy wige
mys$lowo te prety i wstawiamy zamiast nich reakcje, przyjmujac ich kierunki wzdtuz
osi pretow, a zwroty — w kierunku np. "od" tarczy (znaczy to, ze zaktadamy, iz tarcza
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jest od wigzi odrywana, czyli, ze prety sa rozeiagane). Na rysunku 7.21b pokazany jest
wystepujacy tu uktad sit (site G zaczepiamy w Srodku cigzkosci tarczy), dla ktorego
mozemy napisa¢ trzy rOwnania rownowagi i z nich wyliczy¢ nieznane sity:

D X=0; P-Ry=0 —> R;=P=100kN
ZMA:O; 1,5P-2,5G+5R, =0 — Rl:%(—1,5~100+2,5-50):—5kN

ZMD =0, —5R,+15P+25G=0 — R, :%(1,5-100+2,5-50):55 kN
Sprawdzenie: » P, =R, + R —G =55+(~5)-50=0

Rozwiqzanie wykresine metodq Culmanna pokazane jest na rysunku 7.22. Wyzna-
czona z trojkata sit aeb wypadkowa W sit G i P zrownowazona jest tu w pierwszym
etapie sila R, i R¢ (trdjkat a,b,c na wieloboku sit), a w drugim etapie rozwiazania sita R,
rozlozona jest na sity R; i R; (trojkat ¢,d,a na tym samym rysunku). Na planie sit na

rysunku 7.22 sily reakcji R naniesione s3 z wlasciwymi zwrotami wynikajacymi z kon-
strukcji wieloboku sit.

. . Im
podziatka dfugosci — podziakea sit 20 kN
R, J R
Ry
Rs3 @
- P E——— B

AR~ ¢ G

G

P
-
w
Rys. 7.22
Odpowiedz

Pret nr 7 jest $ciskany sita 5 kN, prety 2 1 3 sa rozciagane sitami odpowiednio 55
i 100 kN.

Przyklad 7.7. Wyznaczy¢ oddziatywania wigzow utrzymujacych w rownowadze
pigciokatng tarczg pokazana na rysunku 7.23a, na ktora dziataja sity 8, 10 i 40 kN o
katach kierunkowych, odpowiednio: 0°120° i 330° (jest to uktad sit z przyktadu 7.2;
wymiary tarczy podane s na rys. 7.5). Zadanie wykona¢:

1) stosujac rownania rownowagi w postaci dwoch réwnan rzutdéw i jednego rownania
momentow; 2) sposobem Rittera; 3) sposobem Culmanna.
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T i 1 1
Rys. 7.23

Rozwiqzanie

Ad. 1 — Rysujemy szkic do zadania (rys. 7.23b), na ktérym usunigto mys$lowo wigzy i
zatozono, ze reakcje wigzow dzialaja ,,do” tarczy, to znaczy, ze tarcza jest do pod-
loza za posrednictwem tych wigzow dociskana. Wprowadzamy prostokatny uktad
odniesienia Oxy, zaktadajac jego poczatek w lewym dolnym narozu tarczy.
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1.1 — Biorac pod uwage wymiary tarczy, obliczamy funkcje trygonometryczne katéw
nachylenia wigzi 11 2 do poziomu:

tga = %, wobec czego sina =0,8; cosa =0,6 (a = 59°2')

tgf= % wobec czego sin = 0,9285; cos f=03714 (B =75°46)

Katy nachylenia sit P, i P3 do osi X sa odpowiednio rowne: a, = 180 °— 120° = 60°,
az = 360°—330°= 30°.

1.2 — Zapisujemy réwnania rOwnowagi:

> X=0; —-Rrcosa+R,cosf—-R;+P —P,cosa, +Pycosa; =0
2Y =0; Rysina+R,sinf+P,sina, —P;sina; =0
> Mg =0; 4R,sinf + 5R; = 5P, + 7P,cosa, —4P;cosa; +3P;sina; =0

Wstawiajac dane do powyzszych rownan, mamy:

-0,6R +03714R, - R; +8-10:0,5+40-0,866 =0
0,8R, +0,9285R, +10-0,866 -40-0,5=0
4.09285R, +5R; —5-8+10:0,5-7-40-0,866-4+40-0,5-3=0
1.3 — Rozwiazujemy powyzszy uklad trzech rownan z trzema niewiadomymi i otrzy-
mujemy:

R =2215kN, R,=—-689kN, R;=2182kN

Otrzymane wyniki wskazuja na to, ze zwroty reakcji Ry 1 Rs sa takie, jak przy-
jeto do obliczen, zas zwrot sity R jest przeciwny do zatozonego (R, <0).

Ad. 2 — W celu wyznaczenia oddzialywan postugujemy si¢ tym samym szkicem nano-
szac na niego bieguny Rittera.

2.1 — Wyznaczamy potozenie biegunow Rittera:

Biegun A znajduje si¢ w miejscu przecigcia kierunkow reakcji Ry 1 R czyli w pra-
wym, gérnym wierzchotku tarczy.

Biegun B jest na przecigciu kierunkow sit Ry i Rg; azeby okresli¢ jego potozenie,
obliczymy dlugos¢ odcinka Xg, wykorzystujac zalezno$¢ wynikajaca z podobien-
stwa trojkatow prostokatnych, ktorych wierzcholki przy kacie prostym oznaczono
na rysunku 7.23 literami E i F.
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x—B:E; - x3=075m.

1 4
Biegun C znajduje si¢ w punkcie przecigcia sit R; i R,. Polozenie tego bieguna
okres§limy z uktadu réwnan

4
Xc 3
Yc 5 ’
—:t = —
4—-xc e 2

po rozwigzaniu ktdrego otrzymujemy: x- =2,61m, y,=3,48m

2.2 — Piszemy réwnania rownowagi Rittera i rozwiazujemy je po kolei, gdyz w kazdym
z nich mamy tylko jedna niewiadoma:

D> M, =0
—5R,cosa —6R, sina +1P; cosa; + 9P, sinas + 2P, cosa, — 6P, sina, =0;
~R(5-0,6+6-0,8)+40-0,866+40-9-0,5+10-0,5-2-10-0,866-6 = 0;
R, =2214 kN

ZMB =0;
SR, cos f+7,75R, sin B +2P, cosa, +3,75P, sina, +1P;cosa; —0,75P; sina; =0
R,(5-0,3714 +0,9285-7,75)+10(0,5- 2 + 0,866 - 3,75) + 40(0,866 — 0,5 - 0,75) = 0
R, =—6,86 kN

D M =0;
8,48R; —8,48PF, +10,48P, cosa, — 2,61, sinax, +5,61Psina; — 7,48 P cosay =0
8,48R; —8,48-8+10(10,48-0,5 - 2,61-0,866)+ 40(5,61-0,5— 7,48 -0,866) = 0
Ry =21,81 kN

(Uwaga: W przypadku gdy istnieja tylko dwa bieguny Rittera, czyli gdy kierunki
dwoch wigzi sa do siebie réwnolegle, zamiast trzeciego réwnania momentow wy-
korzystujemy réwnanie rzutoéw. Dobrze jest, gdy 0§ rzutow jest prostopadta do kierun-
kéw réwnoleglych wigzi — wtedy do réwnania rzutéw nie wchodza oddzialywania tych
wigzi).

Ad. 3 — Rozwiazanie wykreslne metoda Culmanna pokazane jest na rysunku 7.24.
Pierwszym krokiem w rozwiazaniu jest zastapienie uktadu sit P wypadkowa W za
pomoca wieloboku sznurowego. Nastgpnie wypadkowa ta jest zrownowazona
trzema reakcjami podtoza, czyli sitami wspotliniowymi z kierunkami wigzi.
(W pierwszym etapie zrownowazono tu sitg W sita R, i sita dzialajaca wzdtuz pro-
stej ,,c”,a w drugim etapie — sit¢ dzialajaca wzdluz prostej ,,c” roztozono na sity R; i
R;). Ze zwrotow sit otrzymanych na wieloboku Culmanna widaé, ze wigz nr 2 jest
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rozciagana, a dwie pozostate wigzi sa $ciskane. Wartosci bezwzgledne oddziatywan
odczytane w przyjetej podzialce sit wynosza:

R =22kN, R,=6,6kN, Ry=217kN.

PLAN Sit

U

podziatka dfugosci '1_m'

WIELOBOK Sit

podziatka sit M-

Rys. 7.24
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7.6. Przestrzenny uklad sil niezbieznych
—redukcja i rownowaga

7.6.1. Sprowadzenie przestrzennego dowolnego ukladu sil
do bieguna

W rozdziale 7.1 opisano sprowadzenie ptaskiego uktadu sit do bieguna, czyli zasta-
pienie tego uktadu sit uktadem réwnowaznym skladajacym si¢ z wektora gtdéwnego R
i momentu gléwnego M o - Podobnie moZemy sprowadzi¢ do obranego bieguna dowol-

ny przestrzenny uktad sit.

Zatézmy, ze do ciala sztywnego przytozone sa w punktach A, 4, .. A4, sily
131, 132, ,13n dowolnie skierowane w przestrzeni (rys. 7.25a). Kazda z tych sit mozemy

przesuna¢ réwnolegle i zaczepi¢ w obranym dowolnie $rodku redukcji O, dodajac do
uktadu parg sit o momencie rownym momentowi sity wzgledem punktu O. W wyniku

otrzymujemy uktad sit zbieznych 131, 132, ,13n przytozonych do punktu O oraz n par sit
o momentach réwnych odpowiednio 1\7[01 , A7102, s A7[Ol-,. . .,A7[0n , przy czym A7101-

oznacza tu moment sity P, przylozonej w punkcie 4; wzgledem punktu O zwanego
srodkiem redukc;ji.

Sity zbiezne 131 przytozone do punktu O zastapi¢ mozemy, jak wiadomo, jedng sita
R réwna ich sumie geometrycznej. Podobnie uktad par sit M, oi TOwnowazny jest jed-

nej parze sit o momencie Mo roOwnym sumie geometrycznej momentow tych par
(rys. 7.25b).

Mamy wigc:

R=B+P+..+P,=) P
=l (7.23)
MO:ZMOZ-:;71><131+F2><132+...+Fn><f’n: (Fl
i=1 i=1

gdzie 7, 7, ...,7, sa promieniami wodzacymisit A, P, ..., P, .
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Stwierdzamy zatem:

Przestrzenny dowolny uklad sil dzialajacych na cialo sztywne mozna

zastapié sila R przylozona do dowolnie wybranego Srodka redukcji
O, ré6wna sumie geometrycznej wszystkich sil ukladu oraz para sil

o momencie A, réwnym sumie geometrycznej momentow tych sil
wzgledem Srodka redukeji.

Przypomnimy tu, ze sitg R nazywamy wektorem gtownym, moment A7IO za$ mo-
mentem glownym wzglqdem srodka O (rys. 7.25b). Gdy zmienimy $rodek redukcji,

moment gléwny M ukladu ulegnie réwniez zmianie, natomiast wektor glowny R
pozostanie niezmieniony.

Rys. 7.25. Sprowadzenie przestrzennego uktadu sit do poczatku uktadu wspotrzednych

W przypadku gdy znane sa skladowe sit w prostokatnym uktadzie wspotrzednych,
a $rodkiem redukc;ji jest poczatek tego uktadu, sktadowe wektora R i skladowe wektora
M, o znajdujemy z ponizszych wzorow

=

R, —Z W R —Z b Re=2 B (7.24)

ZM Z( v~ Pyz) (7.25)
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n n

Moy =Y My =Y (Bz;~P.x) (7.26)
i=1 i=1

MOz :iMiz :Zn:(Piyxi_Pixyi) (727)

gdzie x;, y;, z; sa wspolrzednymi punktéw zaczepienia sit 131
Modut i katy, jakie tworza te wektory z osiami x, y i z, obliczamy ze wzoréw poda-
nych wczesniej — pordwnaj wzory (2.8) 1 (2.9).

Przyklad 7.8. Przestrzenny uklad sit dzialajacych na bryle prostopadtoscienna
W sposob pokazany na rysunku 7.26a sprowadzi¢ do bieguna G. Wymiary prostopadto-
$cianu podane sa w metrach.

a) A,
|
|
H = S
R=3N 7
7
Ve
D MB=2N c -
-, S
7/ Xs AN
// / V,‘3727N
: B ETON
|
| o —
> E
|
]
~ |- P5=6N
N VR
A
L 50 |
Al A

Rys. 7.26
Rozwiqzanie
Sprowadzenie uktadu sit do bieguna polega na zastapieniu tego uktadu dwoma
wektorami: wektorem gtownym zaczepionym w biegunie redukcji oraz wektorem mo-

mentu gldwnego wzgledem bieguna redukcji.

Obliczamy warto$ci funkcji trygonometrycznych kata «, ktore wynikaja z wymia-
row trojkata prostokatnego EAD:



108 Alicja Pac-Pomarnacka: Mechanika ogdlna

sinazL:O,S, cosa=;=0,6

V32 + 42 V32 + 42
Miary rzutow wektora gldwnego na osie X, Y1 Z2sa:

RX:ZRX:I%cosa—P6:10~0,6—4=2 N
Ry:ZRy:Pz+PS:2+6:8N
RZ:ZRZ:—R+P3sina+P4—P7:—3+10-0,8+5=3 N,

Modut wektora gtdéwnego

R={RZ+R’+R} =v2> +82 43’ =877 N,

Katy, jakie wektor gtéwny tworzy z osiami uktadu wspotrzednych:

cosa=Tx_ 2 _ 0,2280; «=76°49
R 87
R 8 ,
cosf=—L=——=09122; B=24°11
P R 877 p
cosy == 3 _03420; y=69°59
R 877

Sktadowe momentu statycznego uktadu sit wzglgdem biegun G sa rowne momen-
tom tego uktadu wzgledem poszczegodlnych osi X,y,z. Obliczymy je, postugujac sig szki-
cem (rys. 7.26a), ustalajac znaki zgodnie z regula §ruby prawoskretnej (ramiona dziata-
nia poszczegolnych sit oznaczono przez a):

Mx:Z(iai ‘P)=5P —5P,sing —5P, +4P; =3-5-8.5-5-5+6-4=-26 Nm
My = (& R)=4P, +3P, ~ 4P cosa~3P, =4-4+7-3-6-4-5-3=-2 Nm
MZ:Z(iai ‘P)=5P,cosa +3P; +3P, =6-5+6-3+2-3=54 Nm

Modut momentu:

Me = M2+ M7 +M,7 = (- 26) + (-2 +547 =59,96 Nm
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Katy migdzy M ¢ 1 osiami uktadu wspotrzednych:

M - '
cosay =—= :i:—0,4336; ay =115°41
Mg  59.96
M -2 .
y
cos =—=——=-0,0333; =91°54
P Mg 59,96 P
M, 54 :
cos = =——=0,90006; =25°45
™M T Me 59,96 7w

Wyznaczenie momentu M g przeprowadzimy, rowniez postugujac si¢ rachunkiem

wektorowym, pozostawiajac czytelnikowi sprawdzenie obliczen za pomoca wzorow
ogo6lnych (7.25), (7.26) i (7.27):

W celu uproszczenia obliczen — sity ukladu mozemy przesuna¢ wzdtuz ich prostych
dziatania i zgrupowac tak, by stworzyly zamiast uktadu siedmiu — uktad trzech sit:
w wierzchotku D zaczepimy sity P,, P3 i P4, w wierzchotku B sity Ps, Pg i P7, a wierz-
chotku H zostanie sita P; (por rys. 7.26b). Otrzymamy:

Pyss =6l +2] +13k, Pig,=-4i +6] -7k, P =-3k.

Promienie wodzace taczace biegun G z punktami zaczepienia powyzszych trzech sit
w zapisie analitycznym przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

Moment statyczny M jest suma iloczynéw wektorowych promieni wodzacych
isit:

i J kK i J k i ]k
Mg=|3 =5 0 [+] 3 0 —4|+|0 -5 0 |=-26 —2]+54k
6 2 13| |-4 6 -7 |0 0 -3

Tak wigc ostatecznie: sita R zaczepiona w biegunie G i moment M 5 stanowia

uktad réwnowazny uktadowi sit P .
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7.6.2. Rownowaga przestrzennego dowolnego ukladu sil

W zwiazku z tym, ze dowolny uktad sit dziatajacych na ciato sztywne mozemy za-
stapi¢ wektorem gtdéwnym R oraz momentem glownym M o (por.rozdz. 7.5.1), ogolne
warunki rownowagi mozna zapisa¢ w postaci rownan wektorowych nastepujaco:

R=0; M,=0 (7.28)
Stwierdzamy zatem:

Przestrzenny dowolny uklad n sil jest w r6wnowadze, jezeli jego wek-
tor glowny R jest rowny zeru oraz gdy moment glowny M o ukladu
wzgledem dowolnego punktu O jest rowny zeru.

Z powyzszych wektorowych warunkéw roéwnowagi mozemy otrzymac¢ odpowiada-
jace im analityczne warunki rownowagi. W przypadku bowiem, gdy ma by¢

R=0 i M o =0, rzuty tych wektorow na trzy osie prostokatnego uktadu wspoirzed-

nych musza si¢ réwnaé zeru. Obierajac jako punkt O poczatek uktadu wspotrzednych,
otrzymujemy sze$¢ rownan rownowagi przestrzennego, niezbieznego uktadu sik:

szo; ZYzO; ZZ=0;
D M=0; > My=0; > M,=0.

Analityczne warunki rownowagi przestrzennego niezbieznego ukladu sit formutu-
jemy nastepujaco

(7.29)

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym rownowagi przestrzenne-
go niezbieznego ukladu sil jest, by sumy algebraiczne rzutéw wszyst-
kich sil ukladu na trzy osie oraz sumy algebraiczne momentéw tych
sil wzgledem trzech osi byly rowne zeru dla kazdej osi z osobna.

Biorac pod uwage powyzsze rozwazania, mozemy powiedzie¢, ze gdy rozpatruje-
my ciato sztywne, ktore znajduje si¢ w rdwnowadze pod wpltywem dziatania dowolnego
przestrzennego uktadu sit, to ilo$¢ niewiadomych w tym zadaniu powinna by¢ co naj-
wyzej rowna sze$¢ (N < 6), aby zadanie to moglo by¢ rozwiazane w oparciu o prawa
statyki.
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7.77. Pytania i zadania do rozdzialu 7

Na czym polega sprowadzenie uktadu sit do bieguna?

Jakie sa mozliwe przypadki redukcji ptaskiego niezbieznego uktadu sit?

Roéwnania rownowagi ptaskiego niezbieznego uktadu sit.

Graficzne warunki rownowagi plaskiego niezbieznego uktadu sit.

Na czym polega konstrukcja wieloboku sznurowego?

Rozktad sity na trzy sily o danych kierunkach dziatania. Omoéwi¢ metodg Rittera

i Culmanna.

7. Metoda analityczna zrownowazyc¢ uktad sit rownoleglych dwiema sitami, z ktérych
jedna dziata wzdtuz osi x, a kierunek dziatania drugiej przechodzi przez punkt 4
o wspotrzednych (1,2) (rys. 7.27).

8. Uklad sil rownolegtych roztozy¢ na dwie sity sktadowe o kierunkach / i 2 metoda
analityczna oraz graficznag (rys. 7.28).

9. Cztery sity réwnolegte sa zaczepione w wierzchotkach kwadratu o boku a i dziataja

prostopadle do jego plaszczyzny. Znalez¢ wypadkowa tych sit (rys. 7.29).

S e

A
y
A
—— 9
|
| 8N
| 3N 2N 1N
|
| X
I >
o
L 2 L1 2 L, 2 L, 2m |
7 7 7 7 7 7
Rys. 7.27
V4




8. Wyznaczanie oddzialywan

Wszystkie budowle powinny by¢ ustrojami geometrycznie niezmiennymi. Ustréj
geometrycznie niezmienny to taki ustréj, ktéry nie ma stopni swobody (réwniez
zaden z elementow tego ustroju nie ma mozliwoSci poruszania si¢ wzgledem ele-
mentow sasiednich). Mozna tez powiedzieé¢, Ze geometrycznie niezmienny jest taki
ustroj, ktérego geometrycznego Kksztaltu nie mozna zmieni¢ bez deformacji jego
elementow.

Pod wplywem sit zewngtrznych czynnych dziatajacych na ustrdj, w miejscach pod-
parcia tego ustroju, powstaja oddzialywania (reakcje), czyli sity zewnetrzne bierne.
Oddziatywanie jest to dziatanie podpory na ustrdj (a nie odwrotnie). Gdy rozpatrujemy
sity, z jakimi jedna czg§¢ ustroju dziala na druga, mamy do czynienia z sitami we-
wnetrznymi. Zardwno oddzialtywania, jak i sity wewngtrzne, zgodnie z warunkami
pracy konstrukcji, stanowia uktad sit rdwnowazacy uktad sit znanych (zewngtrznych
czynnych), dziatajacych na ustrdj lub na myslowo odcigta, badz wycigta jego czese.

Ustréj geometrycznie niezmienny nazywamy statycznie wyznaczal-
nym, jesli oddzialywania wigzi zewnetrznych i wewnetrznych w tym
ustroju mozna wyznaczy¢, wykorzystujac wylacznie rownania réw-
nowagi ciala sztywnego. W przeciwnym przypadku ustréj jest sta-
tycznie niewyznaczalny.

W rozdziale niniejszym oméwione zostaty jedynie zagadnienia dotyczace rozwia-
zywania ustrojow pretowych statycznie wyznaczalnych.

Ogolny tok postgpowania przy wyznaczaniu oddzialywan w ustrojach statycznie
wyznaczalnych jest nastepujacy:

A. W przypadku rozwiazania sposobem analitycznym:

L Rysujemy schemat statyczny ustroju wraz z zadanym obcigzeniem.

1L Obieramy uktad osi rzutéw.

I1I1. Oswobadzamy ustroj, tzn. usuwamy myslowo wiezy i zastepujemy ich oddzia-
tywania odpowiednimi sitami uogélnionymi (sity skupione, momenty), przy
czym:

1. Silg o nieznanym kierunku zastgpujemy zwykle jej sktadowymi, rownole-
glymi do obranych osi rzutow.

2. Zakladamy zwroty sit szukanych, co jest konieczne ze wzgledu na wypi-
sanie rownan rownowagi. Zwroty te mozemy zaklada¢ dowolnie; jesli
zwrot zatozyliSmy zgodnie z rzeczywistoscia, to otrzymamy w wyniku ob-
liczen wartos$¢ liczbowa tej sity dodatnia; jesli za$ niezgodnie — to ujemna.
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Wymaga to poréwnywania odpowiedzi ze szkicem przedstawiajacym
oswobodzony ustrdj, na ktorym sa zaznaczone zwroty sit uogélnionych.

IVv. Ustalamy liczbg niewiadomych i liczbg rownan rownowagi.

V. Uktadamy réwnania rownowagi.

VL Rozwiazujemy uktad réwnan rownowagi.

B. W przypadku rozwiazania sposobem wykreslnym:

L Rysujemy w obranej podziatce dtugosci plan sit.

II. Oswobadzamy ustrdj od wigzi.

I11. Wyznaczamy niewiadome wykorzystujac geometryczne warunki rOwnowagi.

Przy obliczeniach statycznych nalezy przyjac¢ i stosowaé zasadg, by gdy tylko to
jest mozliwe, przeprowadzaé na kazdym etapie rozwiazania — czy to analitycznego, czy
geometrycznego — catkowita lub czgsciowa kontrolg wynikow, badz to przez zastoso-
wanie rownan kontrolujacych, badz przez wykorzystanie kryteriow geometrycznych.

Przy rozwiazywaniu zadan sposobem analitycznym, wskazane jest przeprowadzaé¢
rozwigzanie na liczbach ogoélnych, co pozwala na przedyskutowanie wynikow i rozpa-
trzenie tzw. przypadkoéw szczegolnych, jak rowniez na sprawdzenie, czy prawidtowe sa
wymiary poszczegélnych elementow rozwigzania oraz czy odpowiedzi otrzymano we
wiasciwych jednostkach.

Oprocz kontroli za pomoca $cistych kryteriow nalezy zawsze podda¢ wyniki kry-
tycznej ocenie w oparciu o wyczucie techniczne.

W rozdziale poprzednim, w oparciu 0 powyzsze uwagi rozpatrywano rownowage
prostokatnej i pigciokatnej farczy obciazonej sitami zewngtrznymi (porownaj przyktad
7.6 17.7). Oddziatywania wigzi pojedynczych wyznaczone zostaly tam zar6wno sposo-
bem analitycznym, jak i graficznym. W rozdziale niniejszym, w ponizszych przykta-
dach, wyznaczone begda reakcje podpor w ustrojach pretowych statycznie wyznaczal-
nych.

Przyklad 8.1. Jednorodna, pozioma belka 4B o cigzarze rownym G oparta jest na
podporze przegubowej nieprzesuwnej koncem A oraz na podporze przegubowej prze-
suwnej koncem B. W punkcie D do belki przytozona jest sita P o prostej dziatania two-
rzacej kat [z osia belki (rys. 8.1). Wyznaczy¢ reakcje podpor.

Dane liczbowe: G = 100N, P=500N, f=60°1=2m,a =05 m.

Rozwiqzanie

Uktad osi rzutéw obierzemy tak, jak to jest zaznaczone na rysunku 8.1. Poczatek
uktadu znajduje si¢ w punkcie 4, o$ x pokrywa si¢ z osia belki, a 0§ y jest do niej pro-
stopadta. Na belke dziataja nastgpujace sity: sita cigzkosci G przylozona w $rodku cigz-
kosci C belki, sita P (sa to sity zewngtrzne czynne) oraz reakcje podpor R, 1 Rp (sity
zewngtrzne bierne). Kierunek reakcji R jest znany, gdyz jak wiemy jest prostopadty do
ptaszczyzny, po ktdrej moze przesuwac si¢ podpora, a wigc w tym przypadku pionowy.
Kierunek reakcji R4 w przegubie 4 nie jest znany, wiadomo tylko, ze przechodzi przez
srodek przegubu, tj. punkt 4. Kat, jaki kierunek reakcji R, tworzy z osia x oznaczymy
przez o
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Dl
S

I

[

Rys. 8.1

Reakcjg R, roztozymy na dwie sktadowe dziatajace wzdtuz osi prostokatnego ukta-
du wspétrzednych. Sktadowe tej reakcji zostaly oznaczone przez R, i R4, Mamy wigc
trzy niewiadome Rp, R, i Ry, ktére wyznaczymy z trzech rOwnan rownowagi.

Uktad sit dziatajacych na belkg jest ukladem ptaskim niezbieznym, wigc aby belka
znajdowata si¢ w rownowadze, musza by¢ spetnione trzy analityczne warunki rowno-
wagi, wyrazone ponizszymi rownaniami (por. rozdz. 7.4.1).

Rownanie rzutdow na o$ pozioma

ZX:O; R, —Pcosf=0 8.1
Roéwnanie rzutéw na o$ pionowa

D ¥=0; Ry-G-Psinf+Ry=0 (8.2)
Roéwnanie momentow wzgledem punktu 4

ZMA=0; ~G1/2-P(l—a)sin B+ Ryl =0 (8.3)

Do roéwnania (8.3) nie wchodza niewiadome R, i Ry, , gdyz ramig reakcji R,
wzgledem punktu A4 jest rowne zeru. Ramig sily P, jak wynika z rysunku, jest rowne

(1—a) sin .

Z rozwiazania uktadu réwnan (8.1, 8.2, 8.3) otrzymujemy:

R, =Pcosf, R,

G a G a
=—+P—sinf, Rg=—+P/1—— |sin
y =y tPysing 575 ( 1]1 p

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymamy

Ry=250N, Ry, =158N, Ry=374N.

Wyznaczymy jeszcze warto$¢ bezwzgledna reakcji R, oraz kat ¢, ktory tworzy ona
Z 0sig X:
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Ry=\Ry>+R,* =296 N

R
cosa = —4% = (,845, a=323°
RA

Przyklad 8.2. Jednorodny pret AB o cigzarze G i dlugosci rdwnej / opiera si¢
koncem B o gtadka, pionowa $ciang, a koncem A o gtadka, pozioma podloge, przy czym
0§ preta tworzy z poziomem kat « (rys. 8.2). W punkcie D pret przymocowany jest ling
OD do nieruchomego punktu O. Lina ta tworzy z poziomem kat . Obliczy¢ reakcje
w punktach styku preta ze $ciang i podtoga oraz napigcie liny OD.

Rozwiqzanie

Na pret dziataja nastgpujace sity: sila
cigzkosci G przylozona w srodku cigzko-
Sci preta, reakcja liny S oraz reakcje
w punktach styku 4 i B oznaczone odpo-
wiednio przez R4 i Rp. Poniewaz ptlasz-
czyzny pozioma i pionowa, o ktére opie-
raja si¢ konce preta sa gladkie, linie dzia-
tania reakcji R4 i Rp sa prostopadte do
tych ptaszczyzn. .

Uktad sit jest ptaski niezbiezny. Napi- Z 2
szemy réwnania rownowagi tego ukladu. TRA
(uktad osi wspétrzednych obrano tak, jak

pokazuje rys. 8.2). Rys. 8.2
Rownanie rzutéw na o$ O x
ZX:O; Ry —Scos f=0 (8.4)
Rownanie rzutéw na o$ O y
ZY:O; R,-Ssinf-G=0 (8.5)

Rownanie momentow wzgledem punktu O
D My=0; R;-04-G-OC'~Ry-OB=0
Poniewaz
&:Ecosa:lcosa, %:%cosa:écosa, OB = ABsina = Isina
zatem po podstawieniu, mamy
R, ~lcosa—G~écosa—RB Isina=0
a po przeksztalceniu

Ry —g—RBtgazo (8.6)
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Rozwiazujac uktad rownan (8.4, 8.5, 8.6), otrzymujemy:

G
S:
2cosﬂ(tga—tgﬂ)
_G 2tga—tg S R - G
AT g —1gp) ? g —tg )

Z powyzszych wzoréw wynika, ze rownowaga preta jest mozliwa tylko wtedy, gdy
tga—-tg )0, t.gdy a)p.

W przeciwnym bowiem przypadku lina OD bytaby $ciskana (S < 0), a reakcje w punk-
tach styku prgta z plaszczyznami musiatyby mie¢ zwroty przeciwne do zaznaczonych
na rysunku 8.2, co jest niemozliwe, gdyz pret opiera si¢ swobodnie o $ciang 1 podtogg.

Aby i wtedy pret pozostawat w rownowadze, nalezatoby ling OD zastapi¢ pretem,
a wpunktach 4 1D umiesci¢ prowadnice umozliwiajace zmiang kierunku reakcji.
W przypadku gdy a = g, tj. gdy punkt D lezy w $rodku dlugosci preta, rownowaga
w ogole nie jest mozliwa, gdyz na sity S, R, i Rp otrzymujemy wowczas wartosci nie-
skonczenie wielkie.

Przyklad 8.3. Rama ACB opiera si¢ wpunktach 4 i B na podporach
przegubowych nieprzesuwnych. Sktada si¢ ona z dwoch symetrycznych czgsci potaczo-
nych przegubem C (taki ustrdj nazywamy trojprzegubem). Rama obciazona jest sitami
P,, P,iP;, (rys. 8.3). Obliczy¢ reakcje podpor. Cigzar wlasny konstrukcji pominag.

Dane liczbowe: P; = 1,0 kN, P, =20 kN, P; =10kN, [ =1,0m, h=3,0 m,
a=06m b=02m c=2,0m.

Rozwiqzanie

Rozpatrzymy najpierw rownowagg catej ramy ACB. Dzialaja na nia nastgpujace si-
ty zewngtrzne: P;, P, i P; oraz reakcje w przegubach 4 i B. Poniewaz kierunki tych
reakcji nie sa znane, rozlozymy je na sktadowe wzdtuz osi wspolrzgdnych x i1 y obra-
nych tak, jak na rysunku 8.3.

Rownania rOwnowagi napiszemy w nast¢pujacej postaci:

roOwnanie momentow wzgledem punktu 4 (ZM 4=0)

Py-c—P-a-P(21-b)+Ry, 21=0 (8.7)
rownanie momentow wzgledem punktu B (ZM 5=0)

Py b+P(2l-a)+Pc—R,,-21=0 (8.8)
roOwnanie rzutow na os$ x (Z X=0)

—Py+ R, +Rp =0 (8.9)
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a) b) c) d)
/ | Re
y| A c%l 51+V H P P’l!c | le
o — -
I , Cl
e L \ 17
R R ! ! R i i
< o o
o : : Ra | [
Rs | I | l
2 RAX_X» Bl ([, Al R | B Re 4 O‘N I I B
VAN , SR RN I
RAy1 I I 1RBy Ray ? I ! ?RBY ! !
f—F A x X A ps ¥ s A

Rys. 8.3

Z rownan (8.7, 8.8, 8.9) nie mozemy obliczy¢ wszystkich czterech niewiadomych
(Rax R4y Rpy Rpy), gdyz jest ich wiecej niz rownan. Dla ramy ACB traktowanej jako
cato$¢ wykorzystaliSmy juz wszystkie rownania rownowagi, mozemy jednak rozpatrzy¢
teraz rownowagg jej lewej lub prawej czgsci, co da nam nowe trzy réwnania.

Ulozymy te rownania np. dla czgséci lewej (na lewo od przegubu C, w ktorym my-
Slowo przecigliSmy rameg). Na czg$¢ lewa ramy dziataja nastepujace sity: P;, P;, reakcja
w przegubie A, ktorej sktadowe oznaczyliSmy przez Ry, i R4, oraz reakcja w przegubie
C stanowiaca oddziatywanie prawej czg$ci ramy na lewa (rys. 8.3b). Kierunek tej reak-
cji jest nieznany. Wobec tego roztozymy ja na dwie sktadowe: pozioma H i pionowa V,
wprowadzajac tym samym jeszcze dwie nowe niewiadome. Dla czg$ci lewej mamy
wigc trzy rOwnania rownowagi i dwie nowe niewiadome, ktére musimy w tych rowna-
niach uwzgledni¢. Ogdtem mamy wige sze$¢ niewiadomych i tylez rownan dla ich wy-
znaczenia.

Rownania rownowagi lewej czgs$ci ramy (rys. 8.3b) zapiszemy nastepujaco:
rownanie momentow wzgledem punktu C ( ZM c=0)
Ryh=Ryl-P(h—c)+R(l-a)=0 (8.10)
roOwnanie rzutow na o$ pozioma ( Z X=0)
R, ,+H-P =0 (8.11)

roOwnanie rzutow na o$ pionowa ( Z Y=0)
Ry, +V-R=0 (8.12)
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Po wstawieniu danych liczbowych zadania otrzymujemy uktad rownan

2Ry, —22=0
-2-R,, +38=0
Ry +Rp —1=0
3Ry — Ry, —0,6=0
Ry+H-1=0

Ry +V-1=0

W wyniku rozwiazania tego uktadu otrzymamy:

R, =083kN, Ry =190 kN,
Ry, =017 kN, R, =110 KN,
vV =-090kN, H =0,17kN.

Znak ujemny przy wartosci ¥ oznacza, ze sktadowa pionowa reakcji R ma zwrot
przeciwny do zatozonego.

Wartosci bezwzgledne i katy nachylenia reakcji podpor i reakcji w przegubie C sa:

_ 2 2 _RAy_ _ °
R, =Ry, +RAy =207 kN , tga—R——2,2809, a =66,32

Ax
2 2 RBy

Ry =Ry’ +Rp,” =LI1AN, tgf=—"-=65987,  p=8138
Bx

Ro=VH*+V? =092kN , tgy = % =5,3989, 7 =179,50°.

Na rysunku 8.3¢ przedstawiono prawa czg$¢ ramy oraz silty zewngtrzne, jakie na nia
dzialaja. Sktadowe reakcji w przegubie C, w mysl zasady dziatania i przeciwdzialania,
sa rowne co do wartosci 1 przeciwne co do zwrotu sktadowym odpowiedniej reakcji
dzialajacej na lewa czg$¢ ramy (rys. 8.3b). W ukladzie réwnan (8.7, 8.8, 8.9), sit tych
nie braliSmy pod uwagg, gdyz dla ramy ACB rozpatrywanej jako calo$¢ sa one sitami
wewngtrznymi i znosza si¢ wzajemnie. Na rysunku 8.3d reakcje i sity wewngtrzne w
przegubie C naniesiono z wlasciwymi zwrotami.

Przyklad 8.4. Pret AB utwierdzony jest koncem B w sposob sztywny i obciazony
nastepujaco: sita skupiona P = 16 kN dzialajaca pod katem a = 60° do osi belki, para sit
o wartosci momentu M = 6 kNm, obciazeniem cigglym réwnomiernie rozlozonym
o intensywno$ci ¢ = 2 kN/m 1 obciazeniem ciaglym zmieniajacym si¢ liniowo od zera
do warto$ci g = 3 kN/m (rys. 8.4a). Wyznaczy¢ reakcje utwierdzenia sztywnego.
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Rozwiqzanie
analityczne

Obciazenie roztozone mozna a)
zastapi¢ sila skupiona bedaca
wypadkowa tego obciazenia.

Catkowita warto$¢ obcigzenia A
trojkatnego jest rowna wiel-
kosci pola trojkata obciazenia

i wynosi b)
1 1
=—qy-l==—"3-6=9kN
o 2‘10 5

Jest to sita przechodzaca przez
srodek cigzkosci trojkata, czyli
w odlegtosci /3 od podstawy

3
L L l
tego trojkata. Catkowita warto$¢ 1 1 1
obcigzenia rozlozonego réwno-
miernie jest rowna polu prostoka-
y PoTup Rys. 8.4

ta obciazenia, Wynosi
0,=q-1=2-6=12kN i prze-

chodzi przez $rodek cigzkosci prostokata, w odleglosci //2 od punktow B i C. Sity

zewngtrzne czynne sa to wige sity Q,, O,, Pi M (rys. 8.4b).

Dziataniu tych sit czynnych przeciwstawia sig¢ podpora, odbierajac belce w miejscu
podparcia wszystkie trzy stopnie swobody: mozliwo$¢ przemieszczania si¢ w pionie
(reakcja V), mozliwos¢ przemieszczania si¢ w poziomie (reakcja Hp) 1 mozliwosé

obrotu (moment podporowy Mp).

Trzy réwnania rownowagi tego plaskiego, niezbieznego uktadu sit zapiszemy na-

stepujaco:

Réwnanie rzutow na o$ x ( Z X=0)

Rownanie rzutéw na of y ( z Y=0):

Rownanie momentow wzgledem punktu B (ZM 5=0):
O,(1+1/3)+0, l/2—Psina- 1+ MMy =0.

Pcosa-Hz =0
Psna—-Q,-0,+V; =0

Z rownan powyzszych, po wstawieniu danych liczbowych otrzymujemy:

Hp =Pcosa =8 kN
Vg =0,+ 0, —Psina=1714 kN

My =0,(1+1/3)+0,1/2— Psina -1+ M =30,86 kNm
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Wykonamy sprawdzenie obliczen, piszac rownanie momentéw wzgledem punktu 4

> M =-0 -§Z+Psina~l+M—Q2(l+é)—MB +V,y-21=0,005=0
Obliczymy modut i kat nachylenia reakcji Rz do osi x
V o
Ry =+Vy> +Hyg* =10,72 kN, tgap, :H_i =0,8928 > ap =4176

Rozwiqzanie graficzne

1. Rysujemy plan sit, na ktérym moment skupiony przedstawiamy w postaci pary sit.
Moze to by¢ na przyktad para sit F’ dziatajacych na ramieniu » = 2,0 m. Moduty sit
F musza wtedy wynosi¢ F{ = F, = M/r =6/2=3 kN . Sily te musza mie¢ odpo-
wiednie zwroty — zgodne z kierunkiem dziatania momentu M (rys. 8.5a).
Sity roztozone zastgpujemy ich wypadkowymi, sitami Q; i O, — jak wyzej, w roz-
wigzaniu analitycznym.

2. Rysujemy wielobok sit a,b,c,d,e,f (rys. 8.5b), z ktoérego otrzymujemy modut i kat
kierunkowy wypadkowej oraz wielobok sznurowy /,2,3,4,5,6, dzigki ktoéremu
znajdujemy na planie sit prosta dzialania wypadkowe;.

3. Uklad sit czynnych, zastapiony teraz jedna tylko sita W, rownowazymy sita R,

wspotliniowa z sila W, majaca ten sam co sita W kierunek, ale przeciwny zwrot.

4. Sprowadzamy sile R do punktu B, czyli przesuwamy ja rownolegle i otrzymujemy
rownowazny sile R uklad dwoch wektorow: reakcje R » 1 moment M p 0 module
M3 =R a. Sa to szukane reakcje utwierdzenia sztywnego.

Wyniki metody wykreslnej otrzymane z powyzszego rozwiazania (odczytane z ry-
sunku) sa nastgpujace:
RB = 10,6 kN, Orp = 420,
a=295m.
M=a-R=13127 kNm.
Dla poréwnania wynikow z wynikami metody analitycznej zaznaczono tez i odczy-
tano warto$ci sktadowych sity Rp :
Vg =172kN, Hy = 7,8 kN.
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a) PLAN Sit

: - 2m
Fy F, podziatka dtugosci  p—o-—

b) WIELOBOK Sit

podziatka sit

Rys. 8.5. Graficzne wyznaczenie oddziatywan utwierdzenia sztywnego

Przyklad 8.5. Pozioma belka AC opiera si¢ koncem 4 na podporze przegubowe;j
nieprzesuwnej i w punkcie B podparta jest podpora przegubowa przesuwna ustawiona
ukosnie, tak jak to pokazano na rysunku 8.6. Obciazenie belki stanowia: sita skupiona P
o warto$ci 20 kN odchylona od poziomu o 30° obciazenie ciaglte rownomiernie rozto-
zone q; = 3 kN/m i obciazenie zmieniajace si¢ liniowo od wartosci g; = 3 kN/m do ¢, =
5 kN/m.

Wyznaczy¢ oddzialywania podpér. Wymiary belki podane sa na rysunku
w metrach.
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Rozwiqzanie analityczne

Reakcja podpory przegubowej nieprzesuwnej ma dwie sktadowe — pozioma
i pionowa (H, 1 V), ktorych zwroty przyjmiemy ku belce (rys. 8.6b). Reakcja podpory
przegubowej przesuwnej R odchylona jest o 60° od poziomu, gdyz jest prostopadta do
plaszczyzny poslizgu tej podpory. Jej zwrot przyjmiemy réwniez ku belce, czyli do
gory. Obciazenie roztozone w formie trapezu podzielimy na dwie czg$ci: obciazenie
trojkatne zastapimy jego sita wypadkowa, czyli sita

_ (92—91)'11 _ (5_3)'3 _
0= > = 3 =3 kN

a obciazenie prostokatne wypadkowa O, =¢q;-[,=3-3=9kN .

a) 5 = 5 kN/m P =20 kN

q; = 3kN/m 91 = 3 kN/m
A[IIIII“I [TT1T1I118 /é”

a R
Ra

b)

|
L
D ?Q: o o R uw

Rs

1,5 5,0 1,5 20m
| | | |
7 7 7

Rys. 8.6

Obciazenie roztozone rownomiernie reprezentuje sita Oy =¢q, 13 =3-3=9kN .
Wszystkie sily zewngtrzne zaznaczono na rysunku 8.6b. Sily czynne to:
0,,0,,0;i P, sity bierne to: H ,, Vi Ry .
Rownania rownowagi dla tego uktadu sit niezbieznych zapiszemy tak, by w kaz-
dym z tych réwnan wystgpowata tylko jedna wielko$¢ niewiadoma.

Rownanie momentow wzgledem punktu A4 (ZM 4=0):

O L3-00/2-05(l, + 1, +1/2)+ Rysina (L +1, +15) +
—Psin (L +5L+1+1,)=0
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do powyzszego rownania wstawiamy dane liczbowe
3:1-9:-1,5-9-6,5+ Rz sin 60°-8 —20sin30°-10 = 0
i otrzymujemy warto$¢ reakcji Rp: Ry =25,26 kN

Roéwnanie momentow wzgledem punktu B (ZM c=0)
V(L +L+5)+ 0 -2/3+ 1, + 1)+ O, -1/2+ 1, +13)+
+Os;-1/2—Psin B-1,=0
podstawiamy dane liczbowe
—V,;-8+3:7+9:6,5+9:1,5-20sin30°-2=0
i otrzymujemy warto$¢ sktadowej pionowej reakcji R, : V=912 kN

Roéwnanie rzutéw na o$§ pozioma ( Z X=0)
H, —Rzcosa—Pcosff=0

stad wyliczamy pozioma sktadowa reakcji R
H = Rzcosa=Pcosf =2526cos60°+20cos30° =29,95 kN

Wykonamy sprawdzenie obliczen, wykorzystujac rdwnanie rzutow na o§ pionowa
+25,26sin60° — 20sin30° = 0

Obliczymy jeszcze modut i kat nachylenia reakcji R, do poziomu:

R, =V +H =49.022 +29.95% =31314N,
v, 92

tgap =—4=—"—
89R T T 2995

> ay, =1694°

Rozwiqzanie graficzne przedstawione jest na rysunku 8.7.

Za pomoca wieloboku sznurowego /,2,3,4,5 wyznaczono najpierw wypadkowa
wszystkich sit zewngtrznych czynnych. Nastgpnie nalezato t¢ wypadkowa zrownowa-
zy¢ dwiema reakcjami, ktorych kierunki przechodza przez punkty A4 i B. Poniewaz wia-
domo, ze trzy nierownolegle sily dziatajace w jednej ptaszczyznie moga by¢é w rowno-
wadze tylko wtedy, gdy sa zbiezne (por. twierdzenie w rozdz. 4.3.1), wigc punktem
zbieznosci jest punkt O, gdyz w punkcie tym przecinaja si¢ kierunki sit Wi Rz Wyzna-
czono dzigki temu rozumowaniu kierunek reakcji R, (faczac punkt 4 z punktem O) a na
wieloboku sit skonstruowano trojkat aef o bokach réwnolegltych do kierunkéw dziatania
trzech rozpatrywanych sit. Zwroty reakcji przyjeto tak, by wraz z sita W stanowity
wielobok sit zamknigty o zgodnym obiegu strzatek (jest to graficzny warunek roéwno-
wagi zbieznego uktadu sit). Z wieloboku sit odczytano w obranej skali sit wartosci
modutdéw reakeji i zmierzono kat nachylenia sity R, do poziomu.
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Otrzymano: Ry =31 kN, Rp=25kN, opy=16°

PLAN St
podziatka dtugosci |1i| (@]

A Q1 Q; Q3 /
R P

WIELOBOK Sit

podziatka sit &

e

Rys. 8.7. Graficzne wyznaczenie oddziatywan na podstawie twierdzenia o rownowadze
trzech sit nieréwnolegtych na ptaszczyznie

Rozwiazanie graficzne omawianego zadania za pomoca konstrukcji Culmanna
przedstawiono na rysunku 8.8 (por. rozdz. 7.5.1).

Wypadkowa sit zewngtrznych czynnych zrownowazono tu trzema sitami o kierun-
kach wigzi pojedynczych odpowiadajacych zadanym sposobom podparcia belki
w punktach 4 i B. (Najpierw zrownowazono sit¢ W sita V, i S¢, a pdzniej silg S¢ rozto-
zono na dwie sity sktadowe: Rz 1 H).

Z wieloboku sit Culmanna aefg odczytano w skali wieloboku sit:

H;=30kN, V,;=94kN, Rp=25kN.
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PLAN Sit
) L. im
podziatka dfugosci  ——

Qg QS
\A \

)
Va
1
WIELOBOK Sit
10 kN f
podziatka sit  F——— € Hy

Rys. 8.8. Graficzne wyznaczenie oddziatywan metoda Culmanna

Przyklad 8.6. Belka wolno podparta ze wspornikiem (rys. 8.9) obciazona jest si-
tami P, i P, jak na rysunku. Wyznaczy¢ oddzialywania podpor tej belki przy zastoso-
waniu zamykajqcej.

Rozwiqzanie

Uktad sit P;, P, R, i Rp bgdzie w rownowadze, gdy zostana spetnione dwa graficz-
ne warunki réwnowagi: 1° wielobok tych sit bedzie zamknigty, 2° wielobok sznurowy
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wykres$lony dla uktadu tych sit bedzie rowniez zamknigty. Rysujemy wigc na wieloboku
sit site P; i P,, po czym wykreslanie wieloboku sznurowego rozpoczynamy od punktu
A, gdyz przez ten punkt przechodzi prosta dziatania reakcji R, (kata nachylenia tej pro-
stej nie znamy). Zgodnie z zasada wykreslania wieloboku sznurowego, na kierunku sity
P, przecinaja si¢ ze soba promienie / i 2 oraz na kierunku sity P, - promienie 2 i 3.
Promien 3 prowadzimy do przecigcia si¢ z kierunkiem sily R i otrzymujemy punkt C,
ktéry wraz z punktem 4 wyznacza potozenie tzw. zamykajqcej, czyli promienia zamy-
kajacego wielobok sznurowy. Kierunek zamykajqcej przenosimy réwnolegle na wielo-
bok sit, przeprowadzajac go przez biegun O.

plan sit wielobok sit

Rys. 8.9. Zastosowanie zamykajqcej do wyznaczenia oddziatywan w belce

Przystepujemy teraz do wyznaczania reakcji. Musimy zacza¢ od sity Rp, gdyz jej
kierunek znamy (jest on prostopadly do ptaszczyzny poslizgu podpory przegubowej
przesuwnej). W punkcie C na planie sit przecina si¢ z kierunkiem reakcji Rz promien 3
i zamykajqca, w zwiazku z czym na wieloboku sit te trzy kierunki musza tworzy¢ troj-
kat. Z punktu c na wieloboku sit kreslimy wigc prosta rownolegla do kierunku reakcji
Ry 1 otrzymujemy w ten sposob, w punkcie przecigceia si¢ z zamykajacq punkt d wyzna-
czajacy koniec wektora sity Rp. Reakcj¢ R, wyznaczymy z pierwszego warunku row-
nowagi: by wielobok sit byt zamknigty, reakcja R, musi taczy¢ punkty d i a i posiadac
ZWrot w prawo.

Przyklad 8.7. Belka wolno podparta (rys. 8.10) obciazona jest uktadem sit P;, P,,
P;. Wyznaczy¢ wykreslnie reakcje.

Rozwiqzanie

Mamy tu do czynienia z uktadem sit rownolegtych, gdyz zarowno reakcja Rp, jak
i R, sa sitami pionowymi, rownolegltymi do sit P. (W przypadku gdyby sita R, nie miata
kierunku pionowego, warunek sumy rzutoéw na o$§ pozioma (XX = 0) nie moglby by¢
spetniony).

Wobec powyzszego wielobok sznurowy sil czynnych mozemy wykresla¢ prowa-
dzac pierwszy bok wieloboku przez dowolny punkt na prostej dzialania silty R4, np.
przez punkt C. Ostatni bok wieloboku sznurowego przedluzamy do przecigcia si¢
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z prosta dziatania sity Rz (punkt D). Prosta CD jest zamykajqcq, ktora przenosimy row-
nolegle na wielobok sit. Wektor dé wieloboku sit jako trzeci bok trojkata, ktérego po-

zostatymi bokami sa promienie z i 4 wyznacza sitg R za$ wektor ed wyznacza sitg R,
gdyz jest trzecim bokiem trojkata o bokach z i /.

plan sit wielobok sit
a
)
A 1
/
b 2
G z” —_ O
.2 e) ~F5-
NG
c
P
d

Rys. 8.10. Wyznaczenie oddziatywan z zastosowaniem zamykajacej



9. Wyznaczanie
sil wewnetrznych

9.1. Definicje sil wewnetrznych

Rozpatrujac znajdujacy si¢ w rownowadze ustrdj budowlany poddany dziataniu sit
zewngtrznych, stwierdziliSmy, ze warunkiem tej rownowagi jest, by uktad sit zewngtrz-
nych (czynnych i biernych) byt uktadem réwnowaznym zeru. W tym przypadku spet-
niony jest warunek statecznos$ci ustroju. Ustroje budowlane musza ponadto spetniac
warunek wytrzymatosci, to znaczy musza by¢ odporne na zniszczenie oraz zbyt wielkie
odksztatcenia ich elementow.

Rozpatrujac wytrzymato§é poszczegdlnych elementdw ustroju, musimy znac¢ sily
wewngetrzne w poszczegélnych przekrojach poprzecznych tych elementéw. O sitach
wewngtrznych wspomniano przy omawianiu klasyfikacji sit (por. rozdz. 3.1 i3.4).
Ogolnie mozna powiedzie¢, ze sily wewnetrzne (przekrojowe) to sily obrazujace
oddzialywanie jednej czesSci przecigtego przekrojem poprzecznym ciala material-
nego na cze$¢ pozostala.

Sity wewngtrzne dzialajace w przekroju poprzecznym preta mozna wyznaczyé me-
toda przecigé, ktora polega na mys$lowym przecigciu preta na dwie czgséei 1 na rozpa-
trzeniu rOwnowagi obu jego czgsci po tym przecigciu.

Na rysunku 9.1a pokazano belk¢ obciazong sitami P;, P, P;, R4, 1 Rp stanowigcymi
uktad rownowazny zeru. Po mys§lowym przecigciu belki w przekroju o- ¢, stwierdzamy,
ze prawa cze$¢ belki na lewa jej cze$¢ dziata sitami P; i Rp, ktoérych wypadkowa Wp
(indeks p oznacza, ze sita W jest suma sit dziatajacych po prawej stronie przekroju)
wyznaczona zostala na podstawie reguly roéwnolegloboku. Zatem na czgs$¢ lewa belki
dzialaja sily Ry, P, P, oraz sila Wp, czyli oddzialywanie prawej czesci belki na lewa
(rys. 9.1b). Sil¢ Wp sprowadzamy teraz do srodka cigzkosci S przekroju a-o. Otrzymu-
jemy uktad rownowazny sile Wp: zaczepiona w punkcie S sil¢ W i moment M = Wp-e
(rys. 9.1b"). Nastepnie site W rozkltadamy na dwie sity sktadowe: na sit¢ T — styczna do
przekroju, nazywana sila poprzeczna lub tnaca i na sil¢ N — normalna do przekroju,
nazywana sita podluzna lub osiowa. Moment M nazywamy momentem zginajacym
(rys. 9c¢).

Analizujac dziatanie lewej czg$ci belki na prawa, mozemy przeprowadzi¢ podobne
rozumowanie, w wyniku ktorego stwierdzimy, ze lewa czg$¢ belki na prawa dziata
takimi samymi co do modutu sitami co prawa na lewa, lecz sily te maja przeciwne
zwroty (zasada akcji i reakcji) (rys. 9.1¢").
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Reasumujac powyzsze rozwazania, mozemy stwierdzié, ze obliczanie sit wewngtrz-
nych w danym przekroju polega na sprowadzeniu sit dziatajacych po jednej stronie tego
przekroju do jego Srodka cigzko$ci. Sity wewngtrzne mozna oblicza¢ na podstawie sit
dzialajacych badz to na prawo, badz na lewo od rozpatrywanego przekroju.

a)

b)

Rys. 9.1. Sily wewngtrzne w przekroju a-a belki wolno podpartej

Wprowadzimy nastgpujace definicje pomocne w obliczaniu sit wewngtrznych
w przekrojach poprzecznych elementéw konstrukcji (dotycza one takze ustrojow
o pretach zakrzywionych):

Wartos$¢ sily osiowej w rozpatrywanym przekroju preta réwna sie
sumie rzutow wszystkich sil zewnetrznych dzialajacych na ustréj po
jednej stronie tego przekroju na kierunek styczny do osi preta
w tymze przekroju.
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Warto$¢ sily tnacej w rozpatrywanym przekroju réwna si¢ algebraicz-
nej sumie rzutow wszystkich sit zewnetrznych dzialajacych na ustréj
po jednej stronie tego przekroju na kierunek prostopadly do osi preta
w tymze przekroju.

Warto$§¢ momentu zginajacego w rozpatrywanym przekroju preta
roéwna si¢ algebraicznej sumie momentéw wszystkich sil dzialajacych
po jednej stronie tego przekroju wzgledem jego Srodka cigzkoSci.

Obliczanie sit wewngtrznych wymaga ustalenia umowy ich znakowania. Umowa ta
nazywana jest umowa wytrzymalosciowa znakowania — w odréznieniu od umowy
statycznej, ktora postugujemy si¢ przy zapisywaniu warunkow rownowagi catego
ustroju statycznego.

W umowie wytrzymatos$ciowej znak sity wewngtrznej zalezy od tego, czy oblicza-
my t¢ sil¢ na podstawie sil dzialajacych po lewej czy tez po prawej stronie przekroju.
Aby unikna¢ niejednoznaczno$ci w okreslaniu, ktdra strona jest lewa, a ktora prawa,
wprowadzamy pojecie widkien dolnych oznaczajacych spdd preta budujacego kon-
strukcje: linia przerywana zaznaczamy te wiokna, ktore uwazamy za dolne (por.
rys. 9.1c i ¢'). Na rysunku 9.2 pokazane sg przyjete reguly znakowania sit wewngtrz-
nych.

o Sila podluzna jest dodatnia, gdy dziata z lewej strony przekroju w lewo lub z pra-
wej strony przekroju w prawo, czyli od przekroju (dodatnia sita osiowa powoduje
rozciaganie elementu preta, na ktory dziata — por. rys. 9.2a).

o Sila poprzeczna jest dodatnia, gdy dziala z lewej strony przekroju w gorg lub
z prawej strony przekroju w dot. (Deformacja elementu preta w poblizu przekroju
a-a spowodowana dodatnia sita poprzeczna pokazana jest na rys. 9.2b).

e Moment zginajacy jest dodatni, gdy dziata z lewej strony przekroju w prawo, lub
z prawej strony przekroju w lewo lub inaczej: gdy pochodzi od sity powodujacej
wygiecie preta wypuktosceia ku dotowi (widkna dolne sa wtedy rozciagane, a gorne
$ciskane — por. rys. 9.2c).

a) o b) “ c) o
o~ | ([ o \)
e o I’

a’) ¢ b’) o )
T o 1 = "
g il o S BN/
; ; .

Rys. 9.2. Znakowanie sit wewngtrznych

W przypadkach przeciwnych niz opisano wyzej sity wewngtrzne majq znaki ujemne
(por.rys. 9.2 a', b, ¢').
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9.2. Zaleznosci rozniczkowe
mi¢dzy silami wewnetrznymi

a) b) 12
A y 00 )
X
q() a0
T e
....... _—______ X M(X) M(X)+dM(X)
7777727777; §- §2
f X _ ﬂ d —
12 |
L | L T(X)+dT(x)
4 A \/
dx
1 2
Rys. 9.3

Rozpatrzmy belkg o obciazeniu zmiennym g(x) przedstawiong na rysunku 9.3a.
W odlegtosei x od lewej podpory wytnijmy fragment tej belki — nieskonczenie krotki —
o dhugosci dx, ograniczony przekrojami / i 2 (rys. 9.3b). Rozpatrzymy teraz rownowage
tego fragmentu — sily na niego dziatajace powinny spetnia¢ warunki réwnowagi.
W przekroju /-1 dzialaja sity wewnetrzne 7(x) i M(x). Przekrdj 2-2 znajduje sig nie-
skonczenie blisko przekroju /-1, wigc sity wewngtrzne w nim dziatajace doznaja nie-
skonczenie matych przyrostow wartoéci: d7(x) i dM(x). Na wycicty element dziata
ponadto obciazenie g(x). Przyjmujemy, ze jest ono prostokatne, czyli ze na dtugosci dx
nie ulega zmianie. Zapiszemy warunek sumy momentdéw wzgledem punktu S,:

XMg =0; —T(x)-dx—M(x)+M(x)+ dM(x)+ q(x)-dx% =0

Po odrzuceniu matej wartosci drugiego rzedu, jaka jest iloczyn q(x)~dx2 / 2, otrzymu-
jemy zwiazek miedzy momentem zginajacym a sita poprzeczna:

T(x):‘”;—f‘) 9.1)

Z warunku rzutow na o$ y

2Y=0; T(x)—[T(x)+ dT(x)]—q(x)~dx =0
otrzymujemy
~q(x)= dz)(cx)

9.2)
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Wobec powyzszego mozemy sformutowac zaleznos$ci rézniczkowe migdzy obcia-
zeniem, sita tnaca i momentem zginajacym:

e Roéwnanie sity tnacej jest pochodna rownania momentu zginajacego podtug zmien-
nej x mierzonej wzdtuz osi belki.

o Intensywno$¢ obciazenia ciaglego ze znakiem ujemnym jest pochodng sily tnacej
podtug zmiennej x mierzonej wzdtuz osi belki.

Przyklad 9.1. Obliczy¢ sily wewngtrzne w przekroju o~ belki wolno podpartej
ze wspornikiem (rys. 9.4). Obciazenie i wymiary belki podane sa na rysunku. Kat
a; =60°, kat a; =30".

Rozwiqzanie
W pierwszej kolejnosci wyznaczamy oddzialywania podpor. Wykorzystujemy tu

roOwnania roéwnowagi plaskiego dowolnego uktadu sit i stosujemy umowe statyczng
znakowania sil:

ZMB =0; —R,I-Psina,(l+1,)-M + P,(I+b)+ P;sina; -e=0

RA:%(—2~0,866~7—10+8-6+10-0,707-2):8,00kN

D ¥=0; R,+Vy+Rsina, -P-Psina; =0
Vg =—8-2-0866+8+10-0,707 =533 kN

ZX:O; Hp+Pcosay—Pcosa; =0
Hpg=-2c0s60° +10cos45° = 6,07 kN
Sity wewngtrzne obliczymy dwa razy: a) — na podstawie sit znajdujacych si¢ na le-

wo od przekroju -« oraz b) — na podstawie sit znajdujacych si¢ na prawo od przekroju
o-a. Stosujemy tu umowe wytrzymatosciowq znakowania sit:

a)
N,=—-Fcosa; =-2-0,5=-1,0 kN
T,=Psing,—P,+R,=2-0,866—8+8 =173 kN
M, =PBsina,-(l, +¢)+Ry-c—P,-b=2-0,866-3+8-1-8-2=-2,80 kNm
b)

N,=H,—Pcosa; =6,07-10-0,707 =-1,0 kN
T, =V, +Psina; =-533+10-0,707 = 1,73 kN
M, =V(d+e)—M—Pysina;-d=533-4-10-10-0,707 -2 = ~2,80 kNm
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Na rysunku 9.4b pokazano obliczone sity wewngtrzne. Sa one ,,wprowadzone” w
przekrdj o« po uprzednim myslowym przecigeiu belki i odsunigeiu jej obu czgsci, tak
by powstalo miejsce na narysowanie wektorow tych sit. Sity wewngtrzne naniesione sa
na rysunek z wlasciwymi zwrotami.

a)
P, =10 kN M =10 kNm
P, =8kN @ 3
278 l A g o) /BN
o, N ) U2\ Ho=607kN
P1:2|(N Yz o
R, =8 kN W Vg =5,33 kN
a=1,b=1,c=1) d=2m | e=2m
i 1 A 1
,=2m I=5m
1

Rys. 9.4



10. WyKkresy sil
wewnetrznych w belkach

10.1. Wiadomosci wstepne

Z rozwazan podanych w rozdziale 9 wynika, ze wartoSci sit osiowych, tnacych
i momentéw zginajacych zmieniaja si¢ w ogolnym przypadku wraz ze zmiang potozenia
przekroju. Prawo zmiennosci tych wielkosci mozemy wyrazi¢ analitycznie przedsta-
wiajac je jako funkcje wspolrzednych okreslajacych potozenie przekrojow poprzecz-
nych preta.

Wykresy sit wewngtrznych sporzadzamy zazwyczaj pod schematem rozpatrywanej
belki w ten sposob, ze za podstawg wykresu przyjmujemy zarys osiowy belki, a rzedne
odpowiadajace wartoSciom danej sily wewngtrznej w poszczegdlnych przekrojach,
odktadamy w tych przekrojach prostopadle do osi belki z zachowaniem przyjetej weze-
$niej skali.

Wyznaczajac sily wewngtrzne, stosujemy umowg wytrzymato$ciowa znakowania
tych sit, przy czym w gorg od osi odniesienia odktadamy wartosci dodatnie sit osiowych
i tnacych oraz ujemne warto$ci momentéw zginajacych. Ujemne sily osiowe i tnace
oraz dodatnie momenty zginajace odktadamy w do6t od osi odniesienia. Dzigki takiej
umowie dotyczacej rysowania wykresow sit wewngtrznych wykresy momentow zgi-
najacych rysowane sa zawsze po stronie widkien rozciaganych (jesli np. belka pod
wplywem dzialania sit zewngtrznych wygina si¢ wypukloscia do dotu, to wykres mo-
mentoéw zginajacych bedzie narysowany po dolnej stronie osi odniesienia).

Przy sporzadzaniu wykresow sit wewngtrznych przyjmujemy nastgpujacy tok po-
stgpowania:

wyznaczamy wartosci reakcji podpor;
ustalamy przedzialy zmienno$ci funkcji momentdow zginajacych, sit tnacych
i osiowych;

e wypisujemy zaleznosci migdzy sitami wewngtrznymi i wspolrzgdna okreslajaca
potozenie przekroju w poszczegdlnych przedziatach obciazenia, stosujac zasadg
znakowania sit wewngtrznych zgodna z definicjami podanymi w rozdziale 9.1;

o dla poszczegodlnych przedzialdw obciazenia sporzadzamy odpowiednie wykresy.
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Nalezy pamigtac, ze granica przedziatu obciazenia jest punkt przytozenia sity sku-
pionej oraz poczatek lub koniec obcigzenia ciaglego, a w przypadku innych niz belki
proste ustrojow pretowych — rowniez punkt zatamania osi preta.

10.2. Wsporniki

Wspornikiem nazywamy pret, ktorego jeden koniec jest swobodny, a drugi sztywno
utwierdzony. Rozpatrzymy kilka przypadkoéw obciazen wspornika i sporzadzimy wy-
kresy sit wewngtrznych przy tych obciazeniach.

Przyklad 10.1. Sporzadzi¢ wykresy sit wewngtrznych dla wspornika obciazonego
sita P nachylona pod katem « do osi wspornika (rys. 10.1a).

A
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Rozwiqzanie

Wykorzystujac rownania rownowagi ptaskiego niezbieznego uktadu sit, obliczamy
oddziatywania:

ZXzHA—Pcosa=0; H, = Pcosa
ZY:VA —Psina=0; V,=Psina
ZMA:MU —Psina-/=0; M, =1 Psina

Znaki wartosci reakcji sa dodatnie, wiec ich zwroty zaznaczone na rysunku 10.1a
sa wlasciwe.

Rozpatrywana belka ma tylko jeden przedzial zmiennosci sit wewngtrznych.
Przyjmiemy, ze poczatek uktadu odniesienia znajduje si¢ w punkcie 4, a rozpatrywany
przekrdj poprzeczny znajduje si¢ w odlegtosci x od niego, i ze sity wewngtrzne bedzie-
my liczy¢ na podstawie sil z lewej strony przekroju. Gdy obliczamy sity wewngtrzne na
podstawie sit z lewej strony przekroju, moment zginajacy jest dodatni, gdy wywoluje
obrét w prawo, sifa tnaca jest dodatnia, gdy ma zwrot do gory, a sita podtuzna jest do-
datnia, gdy dziata w lewo (ilustruje to rys. 10.1e).

Dla x w przedziale zmienno$ci x € (0;/) roOwnania sit wewngtrznych sa nastgpuja-

ce:
M(x)=-My, +V,-x=-IPsina + Psina - x
T(x) =V, =Psina
N(x) =-H,=—-Pcosa
Warto§¢ momentu zginajacego zmienia si¢ liniowo. Nieskonczenie blisko punktu
utwierdzenia (dla x = 0) M (0) =—[Psin « , a na koncu wspornika (dlax =) M (l ) =0.
Wykres momentdéw zginajacych pokazano na rysunku 10.1b. Zgodnie z umowa warto-
$ci uyjemne momentéw odtozono w gore od osi odniesienia.
Wartosci sit tnacych i osiowych sa stale, nie zaleza od wartosci x. Na rysunku 10.1c

i d wykres sit tnacych jako dodatnich narysowany jest nad osia odniesienia, wykres sit
osiowych — poniewaz sa ujemne — jest narysowany pod osia odniesienia.

Przyklad 10.2. Sporzadzi¢ wykresy sit wewngtrznych dla wspornika obciazonego
na calej dlugo$ci obcigzeniem ciaglym rownomiernym g kN/m (rys. 10.2).

Rozwiqzanie

W podanej belce wystepuja momenty zginajace i sity tnace. Sity osiowe nie wystg-
puja, gdyz wszystkie sity zewngtrzne dzialaja prostopadle do osi belki, w zwiazku
z czym pozioma sktadowa reakcji sztywnego utwierdzenia rowna si¢ zeru. Belka ma
jeden przedziat obcigzenia. Uklad odniesienia przyjmiemy tak, jak to zaznaczono na
rysunku 10.2a: jego poczatek znajduje si¢ w punkcie B. Sity wewngtrzne bgdziemy
oblicza¢ na podstawie sit dziatajacych po prawej stronie przekroju. Wypadkowa obcia-
zenia dziatajacego na belke po prawej stronie przekroju jest sita Q(x): q-x (por. rys.
10.3). Prosta dzialania wypadkowej przechodzi przez $rodek cigzkosci prostokata obra-
zujacego rozktad sity g.
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Gdy liczymy sity wewngtrzne na podstawie sit z prawej strony przekroju, moment
zginajacy jest dodatni, gdy wywoluje obrét w lewo, sita tnaca jest dodatnia, gdy ma
zwrot w dot, a sita podluzna jest dodatnia, gdy dziata w prawo (por. rys. 10.1¢).

a) My a Ay
//\
N TR EERETE SR N RN,
A7 M e
\% 1 |
|2
D) T M
ql?
8
2
C) ql \\\\WMM*
Rys. 10.2
Roéwnania sit wewngtrznych:
2
X X X
M(x)=— Lo _gex-2=—g-2—
(=00 X=q-xX=q. X
T(x)=Q(x)=qg-x;  N(x)=0
Wykres momentow jest krzywa drugiego stop-
nia i aby go orientacyjnie narysowac, trzeba obli- q
czy¢ wartosci funkcji M(X) przynajmniej w trzech _
punktach: R 7] Tz
M(0)=0 -t ¥ | ¥ ¥-V¥p
1/2) |2 [Q(X)
mi1/2)- -2 -4 %
p—=—r
2
M(|):_q'2' - e 1
Wykres sit tnacych jest linia prosta.
T(0)=0 Rys. 10.3
T()=a-l

Wykresy M i T pokazane sg na rysunku 10.2b i c.
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Z powyzszego wynika, ze w przypadku wspornika mozna sporzadzi¢ wykresy sit
wewngtrznych bez uprzedniego obliczania reakcji podporowych. Co wigcej: reakcje
podporowe mozna wyznaczy¢, odczytujac ich warto$ci z wykresow i ustalajac wlasciwe
zwroty w oparciu o umow¢ wytrzymalosciowa znakowania sit wewngtrznych.
W omawianym przypadku widaé, ze:

1) moment My na podporze ma wartos¢ 0,5 gl? i dziata w kierunku przeciwnym
do kierunku ruchu wskazowek zegara (musi bowiem wywota¢ moment zgina-
jacy ujemny w przekroju A wspornika, gdy bierzemy go pod uwage, liczac
moment zginajacy w przekroju A od strony lewej);

2) sita V ma warto$¢ gl i zwrot do gory (wywotuje w przekroju A sitg tnaca dodat-
nig);

3) sitaH=0.

Mozemy to sprawdzié, piszac réwnania rownowagi dla catej belki, z ktorych
otrzymamy warto$ci reakcji:

D X=0; H=0
ZYzO; V-gl=0 > V=g
D Ma=0; My —qIIE:O - My =q%/2
Po obliczeniu reakcji napiszemy teraz réwnania sit wewngtrznych na podstawie sit

z lewej strony przekroju, a wigc w uktadzie odniesienia o poczatku w punkcie A (0§ X
ma tu zwrot w prawo — por. rys. 10.4):

2

M(x,)=-My +Vx, — al
My q T(x)=V-ax
g N(x)=-H =0

- = 7—1————7 Mamy teraz:
L~ Q) T x a9

. 5 M(0)=-My =-=-
a T(0)=V=q-l
N(0)=-H =0

orazz M(1)=0,  T(l)=0, N()=0
Rys. 10.4 co potwierdza wyniki otrzymane wczesniej.
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Przyklad 10.3. Sporzadzi¢ wykresy sit wewngtrznych dla wspornika obciazonego
sita zmieniajaca si¢ liniowo w sposob ciagly od wartosci 0 do g, [kN/m] (rys. 10.5).

o)
A q(x)
y My
Alee ¥ ¥ Y v vV V VvV VvV V VY V¥V VY Yy >
7 K B H
X ol
- 1
i | v
ol
6
LG M
T
‘ 1/2 % _Dl o ~ C|ol
1 7 8 A
Rys. 10.5

Rozwiqzanie

Oddziatywania utwierdzenia sztywnego obliczamy z rbwnan rownowagi:

ZX:O; H=0
D ¥=0; V-0=0

D My =0; Q%I—MU =0

/
gdzie O = QTO — jest sita wypadkowa obciazenia trojkatnego.
Oddziatywania wynosza:
ol . _L.Q_ol:%lz

H=0; V==—; M, =
2 3 2 6

Belka ma jeden przedzial obciazenia ( x € (0;/)). Sity wewngtrzne bedziemy obli-

cza¢ na podstawie sit z lewej strony przekroju. Po lewej stronie przekroju oddalonego
ox od punktu 4 dziala sita Q(x), ktora jest wypadkowa obciazenia trojkatnego (por.

rys. 10.6): O(x) = 0,5¢(x)-x .
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Na podstawie podobienstwa odpowiednich trojkatow na rysunku 10.6 mozemy na-

pisac: M 4o ,
X l
stad
qox
q(x) =20~
l
oraz
qoX 9oX
x)=05—x=—"—
Olx) .
y e 7
- | 9o
T e e L |
Q(x)
%4
%
X
[
1
Rys. 10.6

Roéwnania sit wewnetrznych sa wigc nastgpujace:

2 3
i) -7 4o

OtrzymaliSmy krzywa trzeciego i drugiego stopnia. Dla narysowania wykresow
M i T obliczymy wartos$ci ich funkcji w trzech punktach:

dlax=0: M(0)=0; T(0)=0

2 2
dla x=1/2: M(z/z)z—%(”z)}:—qol ; T(z/z)z——%(l/z) -l
6l 48 2 8

2
dlax=1: M()= —%; ()= _q?ol

Wykresy M i T pokazane sa na rysunku 10.5.
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Przyklad 10.4. Sporzadzi¢ wykresy sit wewngtrznych dla wspornika obciazonego
sita rownomiernie roztozona ¢ i momentem skupionym M przylozonym do konca
wspornika tak, jak to pokazane jest na rysunku 10.7. Do obliczen przyjac: a=1 m,
b=0,5 m, g=20 kN/m, M=3 kNm.

g =20 kNm M = 3 KNm

EEEEEN

T
>
<
C
\
‘>__,
<
|
7
e
|
.|
.|
e—|
-0

A X J 4 Q=ga B
A ' "
Va a L
71
L a=1m v b=05m L
1 A Al

-7

w=oasm | 05 LTI,
3
05m |

1

Rys. 10.7

Rozwiqzanie

Wyznaczajac reakcje, zastepujemy site roztozona roOwnomiernie wypadkowa tej sity
0 =qa.
D X =H,=0; H,=0kN
D Y=v,-0=0; V,=0=q-a=20kN
2

> M, =My —Q%+M=O; M, =%—M=7kNm

Wspornik ma dwa przedzialy obciazenia. Sily wewngtrzne bedziemy liczy¢ na
podstawie sit z lewej strony przekroju (za poczatek ukladu odniesienia przyjmiemy
punkt 4).

Rownania M, T'i N dla przedzialu 4-B, (dla x € (0;1)) (por. rys. 10.8):

M(x)=V x-M, —qx% =20x—7-10x>
M(0) = 7,0 kNm, M(0,5) = 0,5 kNm, M(1,0) = 3,0 kNm
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Wyznaczymy warto$¢ wspotrzednej x+ x, dla ktérej moment zginajacy rowny jest zeru:
—b+A

M(x)=-102" +20:-7=0,  A=b—dac=120, x, =T =
2 a

otrzymujemy x; = 0,45m, x, =154 m , przy czym odcigta x, znajduje si¢ poza prze-

dzialem obcigzenia, wigc xo= 0,45 m.

T(x)zVA—qx=20—20x

T(0) = 20 kN, T(1,0) = 0 kAN

M, g N(x)=0
% ’//ﬁj\jf jgii:‘g_ Rownania M, Ti N dla przedziatu B-C
y /— rQ(x):qx (xe(1;15)) (por. rys. 10.9):
A
2 % M(x)=VAx—MU—qa(x—%j:
¥ X - =20x -7 —20(x - 0,5)=3,0 kNm
T(x)=V,~q-a=20-20=0
N(x) =0
Rys. 10.8 Wykresy M i T pokazane sa na rysunku 10.7.
M, _ 9
/R BEESTECS S
A 1Q-=aa 5, ©°
Vi E2) L (x-%)
I X -
A
v a=1m %
1 4l
Rys. 10.9

Na koniec warto zauwazy¢, ze w omawianej belce rownania sit wewngtrznych le-
piej jest napisa¢ biorac pod uwagg sily z prawej strony przekroju. Na przyktad w prze-
dziale B-C (x; €(0;0,5)) — por. rys. 10.7), po prawej stronie przekroju dziala tylko
moment M, wobec czego mamy:

M(x)=M =3kNm,  T(x)=0, N(x)=0
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10.3. Belki wolno podparte

Belki wolno podparte to prety proste spoczywajace na dwoch podporach przegu-
bowych, z ktorych jedna jest przesuwna, a druga nieprzesuwna.

Przyklad 10.5. Sporzadzi¢ wykresy sit wewngtrznych dla belki o obciazeniu cig-
glym o stalej intensywnosci ¢ (rys. 10.10).

MO AL il
Y )_
VA_% : : g 1 RB=qz_l
M |
al a’

Rys. 10.10

Rozwiqzanie
Rownania rownowagi i wartos$ci reakcji sa:

EX:HA:(); H,=0
/ ql

EM =—q-l-—+R,-1=0; Ry ==
A q 2 B B=7,

l ql

E My=q-l-—V,-1=0; v, =2
B=49 5 4 4775

Mamy tu jeden przedzial obciazenia, gdzie x € (0 ; /) . Rownania sil wewngtrznych
sa nastgpujace:
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M(x):VAx—qx%:q—lx—ix2

T(x)zVA —qxzq?l—qx
N(x)=-H,=0

e  Funkcja M(x) jest krzywa drugiego stopnia, warto$§ci momentéw na poczatku i na

koncu belki sa:

dlax=0: M0)=0

dlax=0 M1=0
Zbadamy teraz ekstremum funkcji. W tym celu obliczamy pierwsza pochodna
funkcji M (x) i przyrownujemy ja do zera:

) gl

dx 2

=0
/

stad: x=—

& 2

2 2
dlax:é: M(l/2)=M :q_l.i_i.(ij _q”

e Funkcja T(x) jest prostoliniowa:
dlax=0: T7(0)=gql2
dlax=10 T()=-ql2

Wykresy sit M i T pokazane sa na rysunku 10.10. Nalezy tu zauwazy¢, ze w prze-
kroju, w ktorym moment osiaga wartos¢ ekstremalng sita tnaca rowna jest zeru. Wynika
to ztego, ze pierwsza pochodna rownania momentéw jest rOwnaniem sit tnacych:

M
dd_(x) = T(x) (por. rozdz. 9.2)
X

Przyklad 10.6. Rozwiaza¢ belke wolno podparta obcigzona jak na rysunku 10.11.
Rozwiqzanie
Obciazenie roztozone po trojkacie zastgpujemy wypadkowa O = ¢,//2 zaczepiona

w $rodku cigzkosci trojkata obcigzenia. Z roOwnan rownowagi otrzymujemy wartosci
reakcji:
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J3

- Q()l2

|
:
RN II N Nnnnana= e R

3
e g

3

Rys. 10.11

Zanim napiszemy réwnania sit wewnetrznych, podobnie jak w przyktadzie 10.3,
obliczymy warto$¢ silty O(x), czyli wypadkowej obciazenia roztozonego znajdujacego
si¢ po lewej stronie przekroju oznaczonego litera E (przekroju oddalonego o x od po-
czatku uktadu odniesienia — por. rys. 10.11).

Z proporcji @ = qTO (z podobienstwa trojkatow AED i1 ABC),
X
mamy
qox
qlx)= e
wobec tego
9o s
Q(x) = q(x) * = ! = 90*
2 2 2]

Mozemy teraz napisa¢ roOwnania sit wewngtrznych (jest tu jeden przedziat
obciazenia: x € (0; 1) ):

1 qol  qox’ 1 90! 490 3
M) =V, x— S0t L=t o
() =V.1x-0lx) 3776 0 36 el
90l 9o >
T(x)=v, - 0(x)=2ot _ 4o
()=o)~ o,

N(x)=-H,=0
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Rzedne charakterystyczne wykresu momentow zginajacych, ktory jest krzywa trze-
ciego stopnia:
o dlax=0: M(0)=0
o dlax=/: M()=0
e ckstremum funkcji M(x)
(pierwsza pochodng rdéwnania momentoéw przyréwnujemy do zera
i otrzymujemy potozenie przekroju, w ktorym warto$¢ momentu osiaga eks-

tremum):
dM(x):q_Ol_@xzzo
dx 6 2l
12
stad x> =—, x=x, =£1;0,577-1
3 3
dla x=x, = %1 : M(ﬁz/3): M,, = 2£qu12 = 0,064¢,!°

Rzedne charakterystyczne wykresu sit tnacych:
o dlax=0: T(O)z%ol

o dlax=I: T(Z):—%qol

NG

. dlax=x0=T31: r(\31/3)=0

Wykresy M i T pokazane sg na rysunku 10.11.

Przyklad 10.7. Rozwiazaé belke wolno podparta obciazona w punkcie C parg sit
o momencie M jak na rysunku 10.12.

Rozwiqzanie

Rownania rownowagi i oddzialywania:

D X=H,=0

DM =Ry 1-M=0 — Ry=M|/l
D My=—V1-M=0 - V,=-M/l

Belka ma dwa przedziaty obciazenia ze wzgledu na momenty zginajace (4-C i C-B)
oraz jeden przedzial obciazenia (4-B) ze wzgledu na sity tnace (rzut pary sit na dowolng
0§ réwna si¢ zeru). Sity osiowe w belce nie wystgpuja. Na rysunku 10.12b sita V, nary-
sowana jest z wlasciwym zwrotem — rownania sit wewngetrznych napiszemy, postugujac
si¢ tym wlasnie rysunkiem.
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Rownania momentdéw zginajacych:
Przedziat A-C (x €(0; a)): M(x) =V, x=-——x
Przedziat B-C (x, € (0; b)): M(x,)=Rpx, = Mxl
Rownanie sit tnacych:

Przedziat 4-B (x €(0; 1) ):

a) M
fa=0_ A = B
V//// \S —A
" a | b K "
VA:'T 7 i Re T
M
b) N 2 A D
RA—VA:¥ H X3

W
M
b=

.
ENNRRRNNARNNRRRCIARNNNARNNARRNRRRE N

Rys. 10.12
Wykresy M i T narysowane sa na rysunku 10.12.
Uwaga:

ny przekroju, przyjmujac punkt 4 za poczatek uktadu odniesienia, rOwnanie momentow
zginajacych ma postac:

M(x):

Gdy obliczamy momenty zginajace w przedziale C-B na podstawie sit z lewej stro-

-V x+ M 1wazne jest dlax w przedzialeodado /(x e(a;l))
Warto$¢ momentu na poczatku przedzialu wynosi:
M M M
M(a)==V -a+M = a+ M == (I-b)+M = b
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a na koncu przedziatu

M()=—V,-1+M :—%-HM —0

Gdybysmy przyjeli, ze poczatek uktadu odniesienia dla przedziatu C-B znajduje si¢
w punkcie C (x; €(0; b)), to:
M(x3) = —VA(x3 + a)+M ;

M0)=-V,-a+M =MTb; Mp)=—V,-(b+a)+M=0.

Wyniki obliczen sa zgodne z przeprowadzonymi wyzej.

Przyklad 10.8. Rozwiaza¢ belkg wolno podparta ze wspornikami obciazona sita
roéwnomiernie roztozona (rys. 10.13). Do obliczen przyjac: g = 2 kN/m, | = 4,0 m,
a=1,0m.

Rozwiqzanie

Sktadowa pozioma reakcji na podporze B rowna jest zeru, gdyz wszystkie sity dzia-
tajace na belke sa prostopadte do jej osi.
Z rownan rownowagi otrzymujemy:

ZMA :-q(1+2a)é
gl +2a) 2(4+2

V=" =
DY =R, +V;-ql(i+2a)=0
Ry=qll+2a)-Vy=2(4+2)-6=6kN

+Vz-1=0

):6kN

Belka ma trzy przedziaty zmienno$ci momentdow zginajacych i sit tnacych. Przyj-
miemy dla wszystkich przedzialdéw jeden uktad odniesienia: potozenie przekro-
jow poprzecznych bedziemy okres$la¢ odlegtoscia od punktu C.

Rownania M i T dla przedziatu C-4 (x €(0;1) ):
M(x)z—q-x-%z—x2
M(0)=0, M(0,5)=—-0,25kNm, M(1)=—-1kNm
T(x)z—q~x=—2x
7(0)=0, 7(0,5)=-1kN, T(1)=-2kN
Rownania M i T dla przedziatu 4-B (x €{1;5)):

M(X)Z—q-x-§+RA(x—a):—2x%+6(x_1):_x2 +6x—6
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M(1)=-1+6-6=—1kNm, M(3)=-3%+6-3-6=3kNm,
M(5)=-52+6-5-6=—1kNm
T(x):—q-x+RA =-2x+6
T(1)=-2-1+6=4kN, T(5)=-2-5+6=-4kN
Rownania M i T dla przedziatu B-D (x €(5;6)):

M(x)z—q-x~§+RA(x—a)+VB(x—a—l):
—2x§+6(x—l)+6(x—5):—x2+l2x—36

M(5)=-5% +12-5-36 = —1 kNm,
M(5,5)=-5,5" +12-5,5-36 = —0,25 kNm,
M(6)=—6>+12-6—36 =0 kNm
T(x)=—q-x+R +Vy=-2x+6+6=-2x+12
T(5)=-2-5+12=2kN, T(6)=-2-6+12=0kN

Wykresy M i T przedstawiono na rysunku 10.13.

‘y g =2kN/m
clopea 0o b by s 4 e 0
X , AT ST
77?7RA X ‘| Ve
- § ‘|
i
a=1m | I=4m [, a=1m |
| i 1
= W] i i
3,0 3

Rys. 10.13
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Przyklad 10.9. Rozwiaza¢ belke wolno podparta ze wspornikiem o schemacie po-
kazanym na rysunku 10.14.
Do obliczen przyjac: P; =4 kN, P, =8 kN, P; = 14 kN, o = o, = 300, M =2 kNm,
a=b=1mc=d=2m.

e == T A e Sl = ===~
Hi =
A’ < o, =30 4 o, =307/ Z%/: 87
Ra = 10 kN Vg = 3kN KN
a=1im | b=1m c=2m L d=2m
| 1
L% J(i,l J(LJ %

M [kNm]
/I/I/@I\I\I\Y\r\ /I/I/I-z

T [kN] . 4
> e ®
éﬁ SUUTT 5
-6 8,7
N [kN] ¢
aag LTI TTT@EITITIT I

Rys. 10.14

Rozwiqzanie

Wyznaczamy oddziatywania z rownan rdwnowagi:

ZX:P1 cosa; —Pycosa, —Hp =0
Hp =P cosa; — P cosa, =4c0s30°-14cos30°=-8,66 kN
D My =-Ry(c+d)-Psina(a+b+c+d)+ Py(b+c+d)+ Pysina,d—M =0

R, :%(—4sin30°~6+8~5+14sin30°~2—2):10 kN

D Y=R,+Vy+PBsina, - P, - Psina, =0
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Vg =—R,—PBsina, + P+ Bsina, =
—10-4sin30°+8+14sin30° =3 kN
Sprawdzenie
ZMC =—P,-a+R,(a+b)-Pysina,(a+b+c)-M+Vy(a+b+c+d)=
=-8+10-2-14sin30°-4-2+3-6=0

Belka posiada cztery przedziaty zmiennosci sit M i T (C-D, D-A, A-E i E-B) oraz
dwa przedziaty zmienno$ci sit N (C-E i E-B).

Uktady odniesienia dla wykreséw sit wewngtrznych przyjmiemy tak, jak na rysun-
ku 10.14 (poczatek kazdego zukladéw znajduje si¢ na poczatku danego przedziatu
obciazenia).

Roéwnania momentow zginajacych sa nastgpujace:

x €(0;1): M(x;) = Pisina;x; = 2x;

X, €(0;1): M(x;) = Pisina;- (x;+ a) — Pyx; =2x;+ 2 —8x; =2 —6x;

x€(0;2): M(x3) = Pisina;- (x3+a+b) — Pyx;+b) + Ryx; =
:2X3+4—8X3—8+ 10X3:—4+4X3

x,€(0;2): M(xy) =-M+ Vgx, = -2+ 3xy

Roéwnania sit tnacych:
x €0;1): T(x;) = Pisino; =2 kN
X, €{0;1): T(x;) = Pisina;—P; =2—-8=—-6 kN
x,€(0;2): T(x;) = P;sina;— P+ R, =—6+10 =4 kN
x,€(0;2): T(xy) =—-Vz=-3kN

Rownania sit podhuznych:
x €(0;4): N(x;) = —P,;c0s30° = —8-0,866 = —3,46 kN
x4 €(0;2): N(x,) = —-Hp=—(-8,66) = 8,66 kN

Wykresy sit M, N i T — we wszystkich przedziatach liniowe — sa pokazane na
rysunku 10.14.

Przyklad 10.10. Dla belki dwuwspornikowej, obciazonej jak na rysunku 10.15,
wyznaczy¢ reakcje podpor i sporzadzi¢ wykresy sit wewngtrznych.
Dane: P] =40 k]V, P2 =50 k]\[, P3 =30 k]\[, q; = 30 kN/m, q> = 10 kN/m, qs3 = 40 kN/m,
M; =120 kNm, M, = 150 kNm.

Rozwiqzanie
Obliczamy reakcje podpor z rownan rownowagi:

Uwaga: sila reprezentujaca obciazenie trapezowe roztozona jest tu na dwie sily:
wypadkowa obciazenia prostokatnego o intensywnosci g, oraz wypadkowa obciazenia
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trojkatnego zmieniajacego si¢ od wartosci 0 do wartosci rownej g;—¢q, — (por. rys. 10.15
oraz rys. 10.16).

y @,=30 kNm 0,=40 kNm
X
M; =120 kNm _

b e

__L_I_ a r_:r:!.’j 7‘1\4 \L‘
P,=40 kN ; A /HA:O ¥ ¥ | A
t M, =150 kNm 2 7K

- Rg=230 kN
X V=200 kN 3 m B
4m ,2m | 2m | 6m 3m
71 1 1

Lim 10m L,1my,
7 7 7 7

M [kNm] -150

56,6

150
120 1583

1,5m
P | 45
Tlbe ! Elnnk
e e e

40
AN

12,00 m L -140

Rys. 10.15

WB:_ 10 VA— 14P1 +M1 + 6q111 +8P2—M2 + 6q23 +
+6(q5—q5) 0,52 —3¢;0,5-1 —3P; =0,
V=200 kN.
IM, =10 Ry — 13 P;—3¢;50,511-(q5-q) - 6:0,5-8 — 6¢7 — My — 2P, +
+ 6q11 +M]—4P1 = O,
Rz =230 kN.
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X=H;=0
Sprawdzenie:
ZY:—6611—P2—P3—6q2—6(q3—q2) '0,5—3Q3'0,5 +P1 +RA +RB =
= 10(-18-5-3-6-9-6+4+20+23) =0

Uktady odniesienia dla wykresow sit wewngtrznych przyjmiemy tak, jak zaznaczo-
no na rysunku 10.15 1 10.16. Dla pierwszych czterech przedzialéw obciazenia (liczac od
strony lewej) przyjmiemy, ze ich poczatek znajduje si¢ w punkcie E. Sily wewngtrzne
w przedziale ostatnim, piatym, wyznaczymy w oparciu o sily z prawej strony przekroju,
w uktadzie o poczatku w punkcie F.

Roéwnania sit wewnetrznych w przedziale E-4 (x €(0; 4) ):
M(x)=Px—gq, ~x~§:40x—15x2

M(0)=0, M(4)=-80kNm
M'(x)=40-30x=0 —x=133m
M(1,33)=M,,, =26,67 kNm

T(x)= P, —q,x =40-30x
7(0)=40 kN, T(4)=-80 kN

Rys. 10.16

Roéwnania sit wewngtrznych w przedziale A-C (x € (4; 6) ):
M(x)= ﬁx—q1x§+ V,(x—4)= M, = —15x* +240x - 920
M(4)—-200 kNm, M(6)=-20 kNm, M(5)=-95 kNm,
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T(x)= B —qx+V, = -30x+240
7(4)=120 kN, T(6)= 60 kN

Rownania sit wewngtrznych w przedziale C-D (x € (6 ; 8) ):
M(x)=Bx—6q,(x=3)+V,(x-4)— M, - P,(x—6)=10x —80
M(6) =20 kNm, M(8)= 0 kNm
T(x)= B —6¢,+V,—P, =10 kN

Rownania sit wewngtrznych w przedziale D-B (x € (8 ;14)):
(sity dziatajace po lewej stronie przekrojow w tym przedziale i ich ramiona
dzialania pokazane sa na rysunku 10.16. Z podobienstwa trojkatéw abc i1 ade wynika

proporcja: sz)g :% , czyli mozemy wyznaczyé wielkos¢ q(x) potrzebna do
X—
obliczenia wypadkowe;j sit roztozonych po trojkacie, dziatajacych na lewo od rozpatry-
(95 —42)(x-8)
6 )

M(x)= Rx—6g,(x=3)+V,(x=4)= M, = P,(x=6)+ M, - 0,(x)

wanego przekroju: q(x) =

X

-8 x—38
5 - 04(x) 3

= Rx—6¢,(x=3)+V,(x—4)—- M, - P,(x-6)+ M, +
-9y Ym0 ) (o)

2
:10x+70_10(x—8) ~30(x-8)’
2 36

Warto$¢ ekstremalna funkcji M(x) wystgpuje tam, gdzie pierwsza pochodna réwna-
nia momentdéw rowna jest zeru:
2
dM (x) _ 10-10(x—8)- 30(x—8)
dx
A=b? —4ac=30% —4(-2,5)(~70)= 200
—b+A  —30++/200
X2 = =
2a 2(-2,5)

(przekrdj o odcigtej x; = 3,17 m znajduje si¢ poza rozpatrywanym przedziatlem

obciazenia).

=-25x2+30x-70=0

x, =317m, x, =883m

By narysowaé¢ wykres, obliczymy warto$§ci momentéw zginajacych na poczatku
przedzialu, na jego koncu, w miejscu wystepowania ekstremum oraz dla x = 12,0 m.
M(8)=150 kNm,  M(14)=-150 kNm,
M o = M(833)=15830 kNm, M (12)= 56,66 kNm

max
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T(X): B -6g +Va-P, —Qz(x)_Q3(X):

- X-8 -8
:H—6Q1+VA_P2—Q2(X—8)—(q3 q26)( )~(X2 ):

30(x - 8)
12
Wykres sit tnacych narysujemy po wyliczeniu ich warto$ci w czterech punktach:
T(8)=10, T(8,33)=0kN, T(12)=-70kN, T(14)=-140kN

=10 -10(x - 8) -

Rownania sit wewngtrznych w przedziale F-B (%, €(0; 3) ):

—t= 2
= XL X, )X X
(qg(ll):q;, sta(d:q(xl):% za$ Q4(x1):q(2¢:%61 )
2 3
M(X1): -Byx —Q4(x).%: —Pyx, — Ch;(] ) );1 _ 30 - 40x,

M(0)=0, M(1,5)=-52,5 M(3)=-150kNm

2 2
T(x)=P; +Qu(x)=P; + qggl 304 40;(1

T(0)=30, T(1,5)=45 T(3)=90kN

Wykresy momentéw zginajacych i sit tnacych pokazane sa na rysunku 10.15.

10.4. Belki wieloprzestowe przegubowe

10.4.1. Wiadomosci wstepne

Belki oparte na wigkszej ilosci podpdr niz dwie nazywaja si¢ belkami wieloprze-
stowymi (rys. 10.17a). Zaleznie od liczby przgset beda to belki dwu-, troj-, ... n-
-przestowe. Belka n-przgstowa spoczywa na n+1 podporach, z ktorych jedna jest nie-
przesuwna, pozostale za§ pozwalaja na przesuw podtuzny. Rozpatrujac taka belke jako
jedng tarczg, mozemy ulozy¢ trzy réwnania rownowagi dla zadanych sit czynnych
i niewiadomych oddziatywan podpor. W belce tego rodzaju liczba niewiadomych skta-
dowych reakcji wynosi N, > 3, a zatem belka taka jest (N, —3) —krotnie statycznie nie-
wyznaczalna. Aby belke taka przeksztalcié w ustroj statycznie wyznaczalny, dodaje si¢
w przgstach tyle przegubow, ile wynosi stopien statycznej niewyznaczalno$ci. Roz-
mieszczenie przegubow jest z teoretycznego punktu widzenia obojetne, byleby ustroj
pozostal geometrycznie niezmienny. Dodanie przegubu daje mozliwo$¢ utozenia dodat-
kowego réwnania, wyplywajacego z warunku, ze moment zginajacy, czyli suma mo-
mentéw statycznych wszystkich sit dziatajacych na ustr6j po jednej stronie przegubu
wzgledem bieguna obranego w tym przegubie rowna si¢ zeru. Jest tak, gdyz w miejscu
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przegubu mozliwy jest swobodny obroét obu faczonych przegubem przekrojow
i teoretycznie zaktada sig brak tarcia przy tym obrocie.

Przyktad belki wieloprzgstowej (pigcioprzgstowej) pokazany jest na rysunku
10.17a. Skrajna lewa podpora tej belki jest utwierdzeniem z mozliwoscia przesuwu
podtuznego, prawa podpora skrajna — podpora przegubowa nieprzesuwna, pozostate
podpory to podpory przegubowe przesuwne.

W rozpatrywanym przypadku liczba niewiadomych oddziatywan zewngtrznych
wynosi n, = 8, a mianowicie: po dwie niewiadome na prawej i lewej podporze skrajnej
oraz po jednej niewiadomej na posrednich podporach przegubowych przesuwnych.
Liczbg tzw. niewiadomych nadliczbowych okreslamy z zaleznosci:

n,=n,—3=8-3=5

Wynika stad, ze aby belkg pokazang na rysunku 10.17a przeksztatci¢ w ustroj sta-
tycznie wyznaczalny, nalezy dodac 5 przegubow. Mozna je rozmieséci¢ na przyktad tak,
jak to pokazano na rysunku 10.17b.

-—

Yz

N
N
N

Y

>
=D
>
>

—_—
N
=
NI
—
——

b) %
AN A AN AN
Vi Vi T 7 e
Rys. 10.17

Na rysunkach 10.18a + g pokazane sa rdzne sposoby rozmieszczenia przegubow
w belkach czteroprzestowych.

Najczesciej stosowane w praktyce sa belki o schematach takich jak na rysunku
10.18a1b.

Belki pokazane na rysunku 10.18d i e sa przyktadami uktadow geometrycznie zmien-
nych (zaznaczono mozliwy sposob przemieszczenia ich osi z pominigciem przemiesz-
czen poziomych jako bardzo matych w pordwnaniu z pionowymi oraz zaznaczono tez
odcinki statycznie niewyznaczalne tych belek). Belki takie sa nieprzydatne w praktyce.

Belka na rysunku 10.18a sklada si¢ z czterech sekcji potaczonych przegubami,
z ktorych dwie: belka dwuwspornikowa spoczywajaca na podporach B i C oraz belka
jednowspornikowa spoczywajaca na podporach D i E, moga pracowaé samodzielnie;
nazywamy je belkami podstawowymi. Pozostate dwie belki, to: belka 4—I oparta na
podporze A i koncu wspornika belki /-2 oraz belka 2—3 oparta na wspornikach belek
1-2 1 3-E. Belke A—1 nazywamy jednostronnie podwieszona, belkg 2—3 nazywamy belka
podwieszona.

Na schemacie 10.18b mamy tylko jedna belke podstawowa (jednowspornikowa
spoczywajaca na podporzach 4 i B); pozostate belki sa belkami jednostronnie podwie-
szonymi.

Na schemacie 10.18f belka podstawowa jest wspornik A—/, pozostate belki sa jed-
nostronnie podwieszone. Schemat 10.18g ma trzy belki podstawowe (wspornik 4-/ oraz
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belka dwuwspornikowa 2-3 i jednowspornikowa 4-FE) oraz dwie belki podwieszone
(1-21 3-4).

Zaleta belek wieloprzgstowych przegubowych w poréwnaniu z uktadem belek jed-
noprzgstowych jest to, ze obciazenie wspornikéw dziata odcigzajaco na cze$¢ migdzy-
podporowa belki®, dzieki czemu dobierajac odpowiednio rozstaw podpér i dtugosci
wspornikoéw, czyli rozstaw przegubow, mozemy zwigkszy¢ rozpigtosci przgsel i osia-
gna¢ korzysci ekonomiczne.

a) A 1 B C 2 3 D E
S SN S S
A B 1 C 2 D 3 E
b) A A A A A
A SO S T <
C) A B 1 Cc 2 3 D E
A A A A A
< SN S S
Q
d) A B~ N c D E
\\\\\ N\ AN A JAN
@ = SRS S
| sekcja geom. zmienna | sekcja stat. niewyznaczalna |
[ [ |
e) A B Cc D E
AN A T~ A JAN
|l stat. niewyzn. _ | geom.zm. |
[ [ |
f) % A 1 B 2 C 3 D 4 E
A A A
77 7 Vs &
) % A1 2 B C 3 4 D E
J A A A A
Rys. 10.18

* przy zatozZeniu, ze zwroty sit obciazajacych wsporniki i cze$¢ miedzypodporowa sa
jednakowe
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10.4.2. Sposoby rozwiazywania belek przegubowych

Omowimy tu dwa sposoby analityczne.

Sposob pierwszy polega na utozeniu trzech rownan rownowagi dla wszystkich sit
czynnych i biernych, dziatajacych na ustr6j oraz utozeniu tylu rownan momentow zgi-
najacych, ile jest w belce przegubdéw. W kazdym bowiem przegubie moment zginajacy
jest rowny zeru. Dla belki przyktadowej pokazanej na rysunku 10.19, rdbwnania te moga
by¢ zapisane w nastgpujacy sposob:

ZXzHA —Pcosa=0
D Y=V, +Ry+Rc~Psina=0
D M =M, +Ry-I,+Rc(l, +1,)- P sina-a=0
Mg, =R¢ ¢y —Psina-d, =0
Mg =Rc-c;+Rp-b—Psina-d; =0
Powyzsze rownania rOwnowagi i rOwnania momentow zginajacych mozna tez zapi-

sa¢ inaczej, zastgpujac np. rownania rzutdw réwnaniami momentéw; mozemy tez liczy¢
momenty w przegubach uwzgledniajac sily nie z prawej, lecz z lewej strony przegubow.

A
T ,

B
Ha A JAN
Y T & :
b LTI
Va ¥ - the c | e
d; 1 | 1
1
Cq1 |
1
a y
I L I2 L
7 7
Rys. 10.19

Rozwiazanie powyzszego uktadu pigciu rownan z pigcioma niewiadomymi da nam
w wyniku warto$ci reakcji podpor i w zwiazku z tym mozliwos¢ sporzadzenia wykre-
sow sil wewnetrznych w belce.
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Sposob drugi polega na podziale belki przegubowej na belki podstawowe i pod-
wieszone, jak to pokazano na rysunku 10.20. Wymaga to wprowadzenia w przegubach
reakcji, z ktorych kazda przedstawia dwie niewiadome (sita o nieznanym kierunku).

Belka A4-1 na rysunku 10.20 jest belka podstawowa: statycznie wyznaczalna
i geometrycznie niezmienna jest oparciem dla lewego konca belki /-2 podpartej
w punkcie B na podporze przegubowej przesuwnej (jest to belka jednostronnie podwie-
szona). Na wsporniku belki /-2, w punkcie 2, oparty jest lewy koniec drugiej belki
jednostronnie podwieszonej — belki 2-C. Prawy koniec tej belki opiera si¢ na podporze
przegubowej przesuwnej C.

M, 5
Ha /" YA 1 2 o

B C
A o JAN
Va Rg f Hy 2 o Re f

—_—
<
._‘I
:
vs]
<
I
(;U
!

Va
Rys. 10.20

Biorac pod uwagg, ze dla kazdej z tych trzech belek mozemy wypisaé trzy rowna-
nia rownowagi, otrzymujemy odpowiednia liczbe rownan dla wyznaczenia wszystkich
niewiadomych. Ilo§¢ rownan, ktérymi dysponujemy wynosi dziewigé (3-3), i niewia-
domych jest rowniez dziewig¢ (MA,HA,VA,V],HI,RB,HZ,VZ iRC).

Wprowadzenie wigkszej liczby niewiadomych w porownaniu ze sposobem pierw-
szym komplikuje tylko pozornie rozwiazanie; wielkosci oddziatywan w przegubach
musza bowiem i tak by¢ wyznaczone w celu zaprojektowania konstrukcji przegubu.
Poza tym przy sposobie drugim uktad rownan rozwiazuje si¢ tatwiej, niz przy sposobie
pierwszym.

Rozwiazywanie sposobem drugim zaczyna si¢ od belki ,,najwyzej” podwieszonej;
w omawianym przypadku pokazanym na rysunku 10.20, od belki 2-C, ktérej oddziaty-
wanie na belke /-2 obrazuja sily réwne co do modutu i kierunku sitom reakcji H, i V>,
lecz majace przeciwne do tych reakcji zwroty.

W nastegpnej kolejnosci rozwiazujemy belke /-2 uwzgledniajac w jej obciazeniu
wyliczone wezedniej sity H, i V5. Jako ostatnia rozwiazujemy belke A-/ uwzgledniajac
oczywiscie obciazenie jej sitami H; i V.

Przyklad 10.11. Rozwiazaé¢ belkg przegubowa trojprzestowa, ktorej schemat sta-
tyczny, wymiary i obciazenie pokazano na rysunku 10.21.
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Rozwiqzanie przeprowadzimy dwoma sposobami opisanymi powyzej
W niniejszym rozdziale.

Sposéb pierwszy: Oddzialtywania zaznaczone na rysunku 10.21a wyliczymy
z trzech rownan rownowagi i dwoch rownan momentdéw zginajacych, przy czym wyko-
rzystamy te rownania zapisujac je w kolejnosci takiej, by kazde z nich zawierato co
najwyzej jedna niewiadoma:

a) 'y  g=2kN/m . q=2kN/m
Ha=0 Aj:%ii% B ll C 2] E=FesyDI_ |E
AN ' A A — JaN
’ 4 4 = | T
V,=3 kN Qi=4q 7?RE;:? kN TR(::(S kN e+t \ f Rp=9 kN
2
X —f
a=4 b=2 | =3 d=3 e= f=2m |
Iy "l I3 1
M [kNm]
b) R
-4 4
/l/b\l\l\.\/\/]/l/ /(%\ \I\I\V\r\ = //&l\:\
| :
|
c) | T [kN] | ,
3| 20 MINEEIRERSS T
E ©
E], eI, T3],
g =2kN/m

d)

202 [T Tod 1,

), A
V=31 % Rffﬁ» %6
Hi=0 , C 2

—_— —
3 ) V2 =3 H2 =0
V=3 f X T %
Re

Rys. 10.21
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Gdy ustrdj znajduje si¢ w rownowadze, suma rzutow wszystkich sit na 0§ x rowna
jest zeru

D X=H,=0

Moment zginajacy w przegubie 2 roéwna sig zeru:

2 2
M, =Ry -e—q(e+f)M:0; Ry Ll 1,6° gy
2 e 2 4 2
Moment zginajacy w przegubie / rowna si¢ zeru:

M, =Rc-c+Rp(l +C)—Q(e+f)(c+d+#j

0

R =%(—RD(I3 +c)+q(e+f)(c+d+%n=§(—9~10+2-6-9)=6kN

Suma momentéw wszystkich sit wzgledem punktu 4 rowna si¢ zeru:

D My =Ryl +1y +1)+ Re(ly +1,)+ Ry -1, = Pl +b)+

—q(e+f)(ll+12+d+ezfj_q.ll%=0

2
Ry =L|-9.16-6-945.642-6-15+42.2— | =7 4
B 4 2

Suma rzutow wszystkich sil na 0§ y réwna si¢ zeru:

D Y=V +Ry+Rc+Ry—gq-a=P—-qle+f)=0
Vi=-Rg—Rc—Rp+q-a+P+qle+ )=
= 7-6-9+2-4+5+2-6=3kN

Po wyliczeniu oddziatywan dobrze jest wykona¢ sprawdzenie otrzymanych wyni-
kéw. Obliczymy np. sume momentéw wszystkich sit wzgledem bieguna obranego
w przegubie /

D M=V, -6+q-4-4=Ry-2+Rc-3+R;,-10-¢-6-9=0 (OK)

W belce jest szes¢ przedzialow obciazenia. Zapiszemy rownania sit wewngtrznych
dla kazdego z nich, przyjawszy uktad odniesienia tak, jak na rysunku 10.21a. (poczatek
w punkcie 4). RoOwnania te sa nastgpujace:

Przedziat A-B  (xe€{0;4))

2
M(x):VA x4t

T(x):RA—q-x
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Przedziat B-1 (xe{4;6))
M (X) = Vax—4q (x—2)+ Rg(x—4)
T(X)=Va+Rs —4q

Przedziat 1-C  (x€(6;9))
M (X) = Vax—4q (x—2)+ Rg(x—4)— P(x—6)
T(X)=Vo—4q+Rg—P

Przedziat C-2  (xe€(9;12))
M () = Vax—4q (x—2)+ Rg(x—4)- P(x—6)+ R (x—9)
T(X)=Vo—4q+Rs —P+R.

Przedziat2-D  (xe{12;16))

M ()= V=40 (= 2)+ Ry ) Plx=6)+ R 0)- 112
T(X)=Va-4q+Rg ~P+Rc —q(x-12)
Przedziat D-E  (xe(16;18))
M(X)=Vax —4q(x - 2)+ Ry(x — 4) +
- Ralx =)= Plx=6)+ Ro(x-9) - L =121s g 1g)

T(X)=Vo—4q+Rs —P+R. —q(x-12)+R,

Wykresy M i T przedstawiono na rysunku 10.20b i c, za$ podstawienie danych do
rownan i sprawdzenie podanych wynikdéw obliczen pozostawia si¢ czytelnikowi.

Sposéb drugi rozwiazania polega na tym, ze rozpatrujemy schemat danej belki
przegubowej, uwzgledniajac oddziatywania jej czesci podwieszonych na siebie nawza-
jem ina belke podstawowa (rys. 10.21d). Belka podstawowa jest tu belka A-1 — wolno
podparta ze wspornikiem, na koncu ktdrego opiera si¢ lewy kraniec belki jednostronnie
podwieszonej 1-2, na ktoérej z kolei w punkcie 2 opiera si¢ lewy koniec belki jedno-
stronnie podwieszonej 2-E.

Obliczenia zaczynamy od belki 2-E, dla ktdrej obcigzeniem zewngtrznym czynnym
jest dane obciazenie rownomiernie roztozone . Wykorzystujac rOwnania rownowagi
otrzymamy nastgpujace wartosci oddzialywan w tej belce:

H2:0; V2:3kN; RD:9kN
(sprawdzenie tych wynikow i nastgpnych pozostawia si¢ czytelnikowi).

Przechodzimy teraz do belki 1-2, ktoéra nie ma zadanych obciazen zewngtrznych
czynnych, do konca ktorej przyktadamy sity H, i V, z przeciwnymi zwrotami, czyli
sity, jakimi dziata na belk¢ 1-2 belka 2-E. (ZatozylisSmy tu, ze sita P, ktora dziata
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w przegubie 1 bgdzie obciazata wspornik belki A-1, cho¢ rownie dobrze mogtaby ona
dziata¢ na podporg 1 belki 1-2).

Reakcje w podporach 11 C belki 1-2 sa:

Hi=0;, Vi=-3kN; Rc=6KkN (prawdziwy zwrot sity V; jest w dot)

Z kolei reakcje H; 1 V; z przeciwnymi zwrotami przenosimy na belke podstawowa
A-1, dla ktorej obliczamy reakcje w podporach A i B, uwzgledniajac rowniez obcigzenie
rownomiernie roztozone q i sitg¢ P. Otrzymujemy:

HA:(), VA:3kN, RB:7kN

OtrzymaliSmy wigc reakcje takie same jak w pierwszym sposobie rozwigzania; po-
niewaz jednak obliczyli$my réwniez sity wewngtrzne w przegubach, rownania sit we-
wngtrznych mozemy teraz zapisa¢ dla kazdej belki z osobna.

Dla poszczeg6lnych przedzialdéw obciazenia przyjeto uktady odniesienia tak, jak to
zaznaczono na rysunku 10.21d. Sity wewngtrzne liczone sa raz z lewej, raz z prawej
strony przekrojow, gdyz rownania sit wewngtrznych maja wtedy stosunkowo najprost-
sza postac:

Przedziat AB (% €(0;4)):  M(x)=Vyx—3

2
T(x)=Va—0x=3-2x

Przedziat 1-B (% €(0;2)):  M(X)=V, X, — PX, = —2X;
T(x)=-V,+P=2

Przedziat 1-C (% €(0:;3)):  M(x;)=V,X =—3%;

T(x)=V, =-3
Przedzial 2-C (%, €(0;3)):  M(x,)=-V,%, = —3%,;
T(x)=V, =3

2
Przedzial 22D (% €(0;4)):  M(x)=Vsxs —%:3& — x5

T(XS):VZ —OXs =3-2Xs

2
Przedzial ED (% €(0;2)): M(xé)z—q);” - x 2

T(xg )= axg = 2%
Na podstawie powyzszych rownan otrzymamy wykresy sit wewnetrznych takie jak
poprzednio.

Przyklad 10.12. Rozwiaza¢ belke dwuprzestowa przegubowa pokazana na rysun-
ku 10.22.

Omoéwimy tu rozwiazanie belki sposobem drugim, podajac jedynie wyniki obli-
czen, szczegodtowe rozwiazanie pozostawiajac czytelnikowi.

W zadanym schemacie mamy dwie belki podstawowe: wspornik A-1 i belke wolno
podparta 2-3. Na koncach tych belek podwieszona jest belka 1-2. Oddziatywanie belki
podwieszonej na konce wspornikow belek podstawowych obrazuja sity R; i Ry Sit
poziomych w utwierdzeniu i przegubach nie zaznaczono, gdyz sa one rowne zeru ze
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wzgledu na to, iz omawiana belka przegubowa obciazona jest jedynie sitami prostopa-
dtymi do osi.

Obliczenia rozpoczynamy od belki podwieszonej /-2 obciazonej sitg P;. Z rownan
roOwnowagi otrzymujemy warto$ci reakcji:

R;=2kN, Ry=1kN

Roéwnania sil wewngtrznych zapiszemy w sposob najprostszy, jesli obierzemy ukta-
dy odniesienia tak, jak zaznaczono to na rysunku 10.22b:

M(xl): Ryxy; T(xl): Ry; M(xz): Ryx,; T(xz): —R,

M [kNm]

B\ W/rrl’l\

6 T [kN] 5,5
2 2
mﬁ\h‘m o Pl
TTTTITIOT T T \A\u\
-1 ©

Rys. 10.22

:

-6,5
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Kolejno$¢ rozwiazywania belek podstawowych jest obojgtna, przejdziemy wige np.
do belki A-1: obciazonej obcigzeniem (;, momentem M i sita Ry zwrdcona w dot.

Otrzymamy:
Ra= 6 kN, Ma=4kNm

Roéwnania sit wewnetrznych:

2
X
M(X3): RaXs _MA_qlT3
T(Xa): Ra—0ai X5

Rozwiazujac belkg 2-3 obciazong sita rownomiernie roztozona 0, sita P, i sita Ry
zwrocong w dot, otrzymujemy:

Rs=6,5kN, Rc=8,5kN

Roéwnania sit wewnetrznych sa:
M(x;)=-Ryx,
T(x, ) =-R

M (xs)=—Ry(x; +2)+ R R
Xs 2(X5+ )"' BXs >

T(Xs): Ry +Rg =0 Xs

M (Xs): —-Pyxg
T(Xé): P,

Wykresy sit wewngtrznych pokazane sa na rysunku 10.22.



11. Ramy i luki

11.1. Pojecia ogolne i uwagi wstepne

Rama nazywamy uktad sktadajacy si¢ z pretow (przewaznie prostoliniowych) po-
taczonych ze soba we wszystkich lub tylko w niektorych weztach w sposob sztywny
(por. rys. 11.1a, b i ¢, na ktorym przedstawiono odpowiednio: rame, ramg trojprzegu-
bowa i ramg wieloprzegubowa).

Wezlem nazywamy element konstrukcyjny stanowiacy potaczenie schodzacych si¢
w nim pretow, ktdrych osie przecinaja si¢ w tzw. punkcie weztowym. Sztywno$é wezta
wyklucza wzajemny obrot potaczonych w nim pretow.

Pret zakrzywiony odpowiednio podparty lub uklad takich pretow nazywamy
lukiem (rys. 11.2a,bic).

Y Y YA Y
7777 777

Rys. 11.1. Ramy

Rys. 11.2. Luki

Rozwiazywanie ram i lukéw polega na wyznaczeniu reakcji podpor oraz na sporza-
dzeniu wykresow sit wewngtrznych w poszczego6lnych przedziatach obciazenia.
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Ustroje pokazane na rysunku 11.1a, b i ¢ oraz na rysunku 11.2a sg statycznie wy-
znaczalne, pozostate dwa ustroje (tuki na rys. 11.2b i ¢) sa statycznie niewyznaczalne.

Oddziatywania dla ramy z rysunku 11.1a obliczamy z trzech réwnan réwnowagi.
W przypadku ramy trojprzegubowej i tuku trojprzegubowego (rys. 11.1b i 11.2a) oraz
ramy wieloprzegubowej (rys 11.1¢) — oprécz trzech rownan réwnowagi wykorzystuje-
my do obliczenia oddzialywan roéwnania uwzgle¢dniajace fakt, ze w kazdym z przegu-
bow wystepujacych w ustroju warto§¢ momentu zginajacego réwna jest zeru; czyli
réwnania, w ktorych zapisany jest warunek, ze suma momentow statycznych wszyst-
kich sit dziatajacych na ustrdj po jednej stronie przegubu wzglgdem bieguna obranego
w tym przegubie rowna jest zeru (M, =0).

11.2. Wyznaczanie sil wewnetrznych
w ramach i lukach

Definicje sit wewngtrznych oméwione w rozdziale 9.1 obejmuja rowniez ramy i tu-
ki. Przy sporzadzaniu wykreséw M, T i N w ramach, rzedne sit wewnetrznych odktada-
my prostopadle do osi preta ramy traktujac jej o$ jako prosta odniesienia. Aby uniknaé
niejasnos$ci przy znakowaniu sit wewngtrznych, nalezy w kazdym przedziale obciazenia
ramy zaznaczy¢ wtokna, ktore bedzie si¢ traktowac jako ,,dolne” i odpowiednio do tego
wykresy dodatnich sit poprzecznych i podluznych rysowaé po stronie widkien ,,gor-
nych” a wykresy dodatnich momentdéw zginajacych po stronie widkien ,,dolnych”. Sto-
sujemy wigc te same reguly znakowania i rysowania wykresow sit wewnetrznych, jakie
przyjelismy dla belki o osi poziomej (por. rozdz. 10.1).

Przyklad 11.1. Narysowaé wykresy sit
wewngtrznych dla ramy obciazonej sila P
i poziomo dzialajacym obcigzeniem réwno- A
miernie roztozonym ¢ (rys. 11.3). y l b

Do obliczen przyja¢ nastgpujace dane:

P=8KN, g=2kNm, h=a=4m, b=2m.

Rozwiqzanie

Reakcje podpoér wyliczymy z warunkow
rownowagi:

2X=0; qh—Hp=0;
Hp=qh=2-4=8kN

My=0; —-R,a—Pb=0;
Ry=—Pbla=-8-2/4=-4kN

2Y=0;, —-P+R,+Vz=0;
Vg=P—-R, =8—-(4)=12kN

?_ oL TERREEL
-
=
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Rama ma cztery przedzialy obciazenia (por. rys. 11.4):

A-C(x; €0;4)),

C-D(x,€(054)),

B-D (x; €(0;2)),
E-D(x, €(0;2)).

Sity wewngtrzne w przekrojach pierwszych dwoch przedzialow bgdziemy obliczad,
biorac pod uwagg sity z lewej strony przekroju, w dwoch pozostatych przedziatach
obcigzenia bedziemy uwzgledniaé sity z prawej strony przekroju (jest to zaznaczone
poprzez wprowadzenie ukladéw odniesienia x;, x,, x; i x, oraz przez zaznaczenie wlo-
kien dolnych linia przerywana). Na schemacie ramy pokazanej na rysunku 11.4 reakcje
R, narysowano ze zwrotem wlasciwym — w dot. Tym wlasnie schematem bgdziemy sig

postugiwaé, zapisujac rownania sit wewngetrznych.

L D L l
r 1
* i Xq
|
I“*l B
| A
oF A s
o \
Vg =12 kN
Ry=4 kN
v 4m _, 2m
-32
-16

-16

[kN/m]

8
OID +
L T T
E o=
N
® >
5 [kN]
MDDC MDDE
D
MCCD __I___
. .
MCA ’—__ UMDDB
Y,
= é L -8
©) .
H N5
= [kN]
<
Rys. 11.4

Sity podtuzne we wszystkich przedziatach obciazenia maja warto$ci state:

NC=R,=4kN; NP=—qgh=-2-4=—8kN, N?"=0;
gdzie N*¢ (N“? itd.) oznacza, ze wyznaczamy sile podhuzna w przedziale A-C (C-D itd.).

NP =_y,=—12kN
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Sity poprzeczne:
T'°=Ta)=—qx;=—2x,  T0)=0, T(4)=—8 kN
T =-Ry=—4kN; T =Hy=8kN: T =P =8 kN.

Momenty zginajace:
M =Mkx;) =—qx;-0,5x;, =—x;7; M(0)=0, MQ2)=—4kNm, M(4)=-16 kNm
MP =Mx;)) =—R x> —qh-05h =—4x,-2-4-2=—4x,-16
M(0)=—16, M(4)=—232 kNm
MPP = M(x;) =— Hgx; =—8x3 M(0)=0, M2)=-16 kNm
M =M@xy)=—Px,=—8xy  MO0)=0, M(2)=-16 kNm

Wykresy M, T1i N narysowano na rysunku 11.4.

Wykonamy teraz wyrywkowe sprawdzenie obliczen momentéw zginajacych.
W tym celu wytniemy myslowo z ramy wezly C 1 D. W kazdym z przecigtych myslowo
przyweztowych przekrojow poprzecznych, potozonych nieskonczenie blisko wezta,
dzialaja wyliczone wyzej momenty zginajace, ktore gdyby miaty wartosSci dodatnie,
dzialatyby tak, jak zaznaczono na rysunku 11.4 (momenty dodatnie rozciagaja wiokna
dolne pretow ramy).

Rownowaga weztéw C i D wymaga, azeby suma momentow dzialajacych na te we-
zty byla réwna zeru (stosujemy tu umowg statyczna znakowania momentow i oznacze-
nia momentow takie, jak na rysunku 11.4):

IM-=0; ML M =-16—-(—16)=0
IMp=0; — MpPC + MpPE + MpPP = — (= 32) + (= 16) +(~16) =0

Jedno z trzech rownan rownowagi obu weztow jest spetnione, wigc momenty przy-
wezlowe obliczone sa dobrze. By sprawdzi¢ obliczenie sit tnacych i normalnych, nalezy
te sity wprowadzi¢ do przekrojow przyweztowych i zbadaé, czy spetnione sa dwa na-
stgpne warunki rownowagi, czyli czy sumy rzutow tych sit na osie x i y sa rOwne zeru.
Takie pelne sprawdzenie sit wewngtrznych w przekrojach przyweztowych wykonano
w przyktadzie 11.2.

Przyklad 11.2. Dla ramy trdjprzegubowej pokazanej na rysunku 11.5 sporzadzi¢
wykresy M, T i N. Obciazenie ramy jest rownomiernie roztozone: jedno dziata poziomo
z intensywnoscia ,,p” na metr biezacy rzutu osi ramy na prosta pionowa; drugie dziata
pionowo z intensywnoscig dwukrotnie wigksza (¢ = 2p) na metr biezacy rzutu osi ramy
na kierunek poziomy.

Rozwiqzanie

Reakcje podpor (rys. 11.5) wyznaczymy z rdwnan zapisanych w takiej kolejnosci,
by kazde z nich zawierato tylko jedna niewiadoma:

> M, =0; Tap-35a+8a-Vy=0; Vg =-3,06ap
Mq=0; Ta-Hg +4a-Vy—-35a-Tap =0; Hp =525ap
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D X=0; H,+Hy-Tap=0;  H,=17T5ap
D=0V, +V—l6ap=0; v, =19,06ap

Sprawdzenie:
Mqc=4a-V,—Ta-H, —16ap-4a :4~19,0625a2p—7a-1,75ap—4a~16ap:0

Warto tu przypomnie¢, ze z powyzszych rownan pierwsze, trzecie i czwarte to row-
nania rownowagi calego ustroju, za§ rdwnanie drugie jest zapisaniem warunku, ze mo-
ment zginajacy w przegubie C rdwna si¢ zeru. Moment ten jest tu liczony na podstawie
sit dziatajacych po prawej stronie przegubu.

Wyznaczymy teraz potrzebne w dalszych obliczeniach funkcje kata nachylenia

ukos$nych pretéw ramy (rys. 11.6).

Dhugos¢ preta CE = (3a)2 + (4a)2 = 5a , wobec czego:
sine =0,8; cosa=0,6; tga=0,75.

VIVYIYIINIIIIVIN q=2p f R
c g «

B_E L

- = 11

N
N
-
N

Rys. 11.5

Rownania sit wewngtrznych wypiszemy, korzystajac z oznaczen przyjgtych na ry-
sunku 11.6, na ktéorym reakcja V' naniesiona jest z wlasciwym zwrotem — w dot.

Roéwnania sil wewnetrznych bedziemy musieli zapisa¢ dla pigciu przedziatow ob-
ciazenia. Przyjgto, ze odcigta x okreslajaca potozenie przekroju w danym przedziale
obciazenia jest mierzona wzdtuz osi rownoleglej do osi pretow pionowych i poziomych
ramy, oraz ze jest mierzona w poziomie dla przedzialow obciazenia pretow ukosnych
(por. rys. 11.6). Tak wigc mamy tu trzy przedzialy obciazenia, w ktdrych bgdziemy
liczy¢ sity wewngtrzne na podstawie sit z lewej strony ustroju, sa to przedzialy:
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D-E(x €(0;4a))

A-E (X, €(0;4a))

E-C(x; €(0;4a))
oraz dwa przedzialy obciazenia, w ktorych obliczymy sity wewngtrzne, ,,idac” od strony
prawej do lewe;j:

F-C(x, €(0;4a))

B-F (x5 €(0;4a))

Sity podtuzne:
N*E = -V, =-19,06ap
NEC = N(X3): —H pcosa —Vpsina +2 p(4a+ X3 )sina =
=-1,75-0,8ap—19,06 - 0,6ap + 8- 0,6ap + 2 - 0,6 px; = 1,2 px; — 8,04ap
N(0)=—8,04ap ; N(4a)=-3,24ap
NFC = N(X4)= Hgcosa +Vgsina — p(4a+ X4 tga)cosa =
=5,25-0,8ap + 3,06 - 0,6ap — 0,8 - 4,0ap — 0,8 - 0,75 px, = —0,6 px, + 2,84ap
N(0)=2,84ap; N(4a)= 0,44ap
NBF = N(x;)=Vg =3,06ap

Sity poprzeczne:
TPE =T(x)=-2px; T(0)=0, T(4a)=-8ap
T —_H,=-175ap
TEC =T(x)= —H asina +Vpcosa — 2 p(4a+ x; )cosa =
= —1,75-0,6ap+19,06-0.8ap—2p-4a-0,8 —2p-0,8%, = —1,6 px, + 7.8ap
T(0)=7.8ap,  T(4a)=14ap
TFC = T(x4): —Hgsina +Vgcosa + p(4a+ X4 tga)sina =
=-5,25-0,6ap +3,06-0,8ap + 4,0 -0,6ap + 0,6 - 0,75 px, = 0,45px, +1,7ap

T(0)=1,7ap, T(4a)=3,5ap
TB =T(x,)=-Hg + pxs = px; —5,25ap
T(0)=-525ap, T(4a)=-1,25ap

Momenty zginajace:
MPE = M(x)=-2px -0,5% =—px*;
M(0)=0, M(2a)=—4a’p, M(4a)=-16a’p
MAE =M (x,)=—H aX, =—1,758p- X, ;
M(0)=0, M(4a)=-7a’p
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MES =M (x;)=Vax; — H (4a:+ X, tga)- 2 plda+ x3)4a*2“x3 =

=19,06ap- x; —1,75ap-4a—1,75ap- X, - tga — p4a+x; ) =
——p-%~ +9,75ap- X; —23a%p
M(0)=-23a’p, M(2a)=-7,5a’p, M(4a)=0
da+x4tga
2
= 5,25ap(4a+ x, - 0,75)—3,06ap- X, —§(4a+ 0,75%,) =

MFC =M(x,)=Hg(4a+x, tga)-Vgx, - plda+x, tga)

=-0,28p-x,” —2,12ap-x, +13a’p
M(0)=13a’p,  M(2a)=764a’p, M (4a)=0,04a>p =0
M B = M(x;)= HgXs — pXs - 0,5%; = —0,5p- X5 +5,25ap - X
M(0)=0, M(2a)=85a’p, M(4a)=13a’p

Wykresy N, Ti M pokazane sa na rysunku 11.7.

0,44ap
-3,244q
> >> 2,84ap
Y4 ]
b4 ]
-8,04ap
—o— ©

-19,06ap 3,06ap

Rys. 11.7

Aby wyrywkowo sprawdzi¢ wyniki obliczen, mozemy rozpatrzy¢ rownowageg po-
szczegolnych weztow myslowo wycigtych z trojprzegubu. Dla przyktadu rozpatrzymy
tu jedynie wezet E.
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Na schemacie wycigtego wezta E (rys. 11.7), sily wewngtrzne maja zwroty
uwzgledniajace ich znaki wynikajace z obliczen. Wektory sit tnacych narysowane sg dla
przejrzystosci w pewnym oddaleniu od wezta, sa one jednak przylozone nieskonczenie
blisko punktu weztowego i mozna przyjaé, ze proste ich dziatania przecinajg ten punkt.

Rownania rownowagi sit dziatajacych na wezet E sa nastepujace:
D" X =(~8,04ap)cosa +1,75ap +7.8ap cos (90° - a):
=(-6,43+1,75+4,68)ap = 0
DY =-8ap +19,06ap ~8ap - 0,6~ 7.8ap - 0,8 = 0
ZME = —23a2p+16a2p+ 7a2p =0

Warunki réwnowagi sa spelnione, we¢zet znajduje si¢ wigc w rownowadze. (Uwaga:
gdyby na wycigty wezet dziatata jaka$ sila zewngtrzna czynna (lub para sit) — trzeba by
ja oczywiscie uwzgledni¢ podczas badania rownowagi tego wezla) .

Przyklad 11.3. Dla ramy o schemacie statycznym i obciazeniu jak na rysun-
ku 11.8 sporzadzi¢ wykresy M, T'i N.

=3kN/m

= N

D

£
™

Vg=10,5 kN

M [kN/m] e

-3

8T-

Rys. 11.8
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Rozwiqzanie

Z rownan rownowagi wyliczamy reakcje podpor ramy:

D My=0;-6R,-p-3:15+q-6:3=0; R, =T5kN
D¥=0; R+Vz-q-6=0; V, =10,5 kN
D X=0; p3-Hy=0; Hpy=6kN

Funkcje trygonometryczne kata o maja nastgpujace wartosci:
tga=3/4=0,75, sinaa=3/5=0,6, cosa=4/5=0,8

Wykresy sit poprzecznych i podtuznych dla calej ramy oraz momenty zginajace
w przedziale B-D maja przebieg liniowy, wykre§limy je wigc w oparciu o wartosci tych
sit wyliczone w wezlach (na poczatku i na koncu przedzialow obciazenia), przy czym
bedziemy stosowaé nastgpujace oznaczenia:

8P, (N BD ) — sita poprzeczna (podtuzna) w przedziale B-D,

Te@)s (N C(,)) — sita poprzeczna (podtuzna) w wezle C z lewej strony,
T( p),(N c( p)) — sita poprzeczna (podtuzna) w wezle C z prawej strony,
Me, (MD) — moment zginajacy w wezle C (D) ... itp.

Sity podtuzne:
N y(p) = —Rysina =-4,5 kN

N¢()=—R sina —3pcosa +4gsina = -2,1 kN
NP =—H,=-6,0kN
N =V =-10,5 kN

Sity poprzeczne:
Ty(p) = Rycosa =6,0 kN

Ty = Rycosa —3psina —4qcosa = —7,2 kN

Te(y)=—Vp +2q=-4.5kN

Ty =—Vs =—10,5kN

TP =H, =6,0kN

Momenty zginajace w przedziale B-D:

My =0 Mp =-3Hy =-18,0 kNm;

Roéwnania momentow zginajacych w przedziatach D-C i 4-C:

MP€ = M(x))=Vyx, =3H —gx, -0,5x, =10,5x, —6-3—1,5x,” =
=—1,5x" +10,5x, —18
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M(0)=-18kNm, M(1)=-9kNm, M(2)=-3kNm.
MAC = M(x) =R,x—px tgaﬂ% - qx% =75x— 1,5x0’—;5x - 1,5)62 =
=-2,06x> +7,5x
M(0)=0kNm, M(4)=-3kNm,
Moment ekstremalny w przedziale 4-C:
dM—(x):—4,l25x+7,5 =0 - x=£=l,82m s
dx 4,125
M, =M(1.82)= 6282 kNm
Miejsce zerowe momentu gnacego w przedziale 4-C:
M(x)=-2,06x> +7,5x=0 — x,=3,64m.

Wykresy N, T1 M pokazane sa na rysunku 11.8.

Uwaga:  Polozenie  przekroju

q w przedziale A-C okre$lone jest w
Eﬁj}/_ powyzszych réwnaniach odlegloscia x
o od punktu 4 mierzona w poziomie. Gdy

o0$ uktadu odniesienia w tym przedziale
przyjmiemy wzdtuz osi preta A-C, jak
na rysunku 11.9, réwnania sil we-

X COS a X
1 ’l wnetrznych beda nastgpujace:

Przedziat 4-C (x€(0;5)):

N(x)- R, sina — pxsina-cosa +

Q(x)=gx cos a

pX sin o

P(x)=

+gxcosa

T(x)=R, cosa— pxsina -sina +
+gxcosa-cosa

M(x)zRA cosa - x+

. . X X
—pxsma-sma~5—qxcosa-cosa-5

Przyklad 11.4. Sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych dla wspornika o promieniu
r obciazonego sita g roztozona rownomiernie w stosunku do rzutu osi tego wspornika
na o$ pionowa (rys.11.10).

Rozwiqzanie

Reakcje podpory obliczone z rownan rOwnowagi wynosza:

V=0, H=qr, M =qrn.

Rownania sit wewngtrznych zapiszemy biorac pod uwage sity z prawej strony
przekroju o-a, ktoérego potozenie okresla kat ¢ odmierzany w lewo od kierunku piono-
wego O y . Mamy tu do czynienia z jednym przedzialem obciazenia ( ¢ €(0; 7/2) ).
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Rownanie sit podtuznych:
N(w) = Q(w)cosgo = q(r —rcos go)cosgo = gr cos¢ — qr cos” ¢
N(0)=0, N(45°)=0,207qr, N(90°)=0
Ekstremum funkcji (pierwsza pochodna rownania sity podtuznej przyrownujemy do
zera):

M =—Qrsing+2qrsingcosp =0
de
arsing(—1+2cosgp) =0
rownanie jest spetnione dla sinp=0 — @=0+nzx

oraz dla 2cosp=1 — cosgz):% - @p=060°

N,a = N(60°) = 0,250r
Roéwnanie sit poprzecznych:
T((p) = Q((p)singo = q(r —r cos¢)sin¢ =(rsing — grsingpcosg
T(0)=0, T(45°)=0,207qr, T(90°)=qr
Rownanie momentow zginajacych:

2
M(go)——Q(go)r_rchS(D: q(r—rcosgo;(r—rcosq)): q; (1-cosp)

M(0)=0, M(45°)=-0,043gr*, M(90°)=-0,5qr>
Wykresy sit wewnetrznych tuku kotowego sporzadzono, odktadajac ich wartosci
wzdluz promienia krzywizny — prostopadle do osi tuku (rys.11.10).

r-r cCos ¢

0,25qr

Rys. 11.10



12. Kratownice

12.1. Wiadomosci ogolne

Uktad ztozony z pretow, ktorych konce sa ze soba potaczone przegubowo, nazy-
wamy kratownica. W przypadku gdy osie wszystkich pretow leza w jednej plaszczyz-
nie, kratownic¢ nazywamy kratownica ptaska. Zawarto$¢ niniejszego rozdziatu dotyczy
kratownic plaskich. Ze wzgledu na swoja lekkos$¢ i prostot¢ wykonania znajduja one
szerokie zastosowanie w wielu konstrukcjach inzynierskich. Stosuje si¢ je na przyktad
przy budowie mostow, réznego rodzaju stupow, belek, dzwigow itp. Przyktady schema-
tow kratownic pokazano na rysunku 12.1.

a) b) aj

c) d)

VAN

e) £| Z|> £| Z| Z| Z|>

Rys. 12.1

Idealna kratownica, ktéra bedziemy bra¢ pod uwage w naszych rozwazaniach, spet-
nia nast¢pujace zalozenia:
= prety kratownicy sa niewazkie,
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= osie pretow sg prostoliniowe i przecinaja si¢ w jednym punkcie (w wezle),

= w przegubach taczacych prety nie ma tarcia,

= sily zewnetrzne dzialaja w plaszczyznie kratownicy i sa przytozone bezposrednio
do weztow.

W zwiazku z ostatnim warunkiem w pretach wystepuja wylacznie sity osiowe. Pre-
ty kratownicy moga znajdowa¢ si¢ bowiem w rownowadze tylko wtedy, gdy dzialajace
nan sity przekazywane w wezlach sa z tymi pretami wspoétliniowe. Sity te, jak wiemy,
wywoluja w pretach osiowe sity wewngtrzne. Gdy oddziatywania weztow na pret (sity
P) maja takie zwroty jak na rysunku 12.2a — pret jest rozciagany, gdy za$ takie, jak na
rysunku 12.2b — pret jest Sciskany.

Sity Sna rysunku 12.2 sg sitami wewngtrznymi w pretach. Znajomos$é tych sit jest
konieczna, gdyz od ich warto$ci zaleza wynikajace z obliczen wytrzymato§ciowych
wymiary poprzeczne pretow kratownicy.

a D F
) S
P .S, ‘S. P c_--_ 1\ y
- > " \ v

Y.
1 7/ E
b) 1 7
_ B 7
0= =—DO-= A
P S S P , mB
Rys. 12.2 Rys. 12.3

Kratownica, by spetni¢ swoje zadanie jako element konstrukcji, musi by¢ uktadem
sztywnym (geometrycznie niezmiennym). Najprostszym takim uktadem jest kratownica
trojkatna (rys. 12.3) zbudowana z trzech pretow potaczonych w weztach A, B i C. Aby
utworzy¢ nowy wezet nalezy doda¢ dwa prety, np. CD i BD, tak jak zaznaczono liniami
przerywanymi. Podobnie dla nastgpnego i dalszych weztdw potrzebne sa do ich utwo-
rzenia po dwa nowe prety. Tak wige stwierdzamy, ze do zbudowania kazdego nowego
wezta potrzeba dwoch pretow z wyjatkiem pierwszych trzech weztdéw, dla ktorych wy-
starczaja trzy prety zamiast szesciu. Z powyzszego wynika nast¢pujacy zwiazek migdzy
liczba pretow p a liczba weztow w w kratownicy plaskiej. Warunek ten musi by¢ spet-
niony, aby kratownica byla geometrycznie niezmienna:

p=2w-3
Na rysunku 12.4a przedstawiona jest kratownica zbudowana z pigciu pretow pota-
czonych w czterech weztach. Podstawiajac do powyzszego wzoru p = 5, w = 4, stwier-
dzamy, ze warunek sztywnosci jest spetniony:

5=2-4-3

Jezeli migdzy weztami B i D wstawimy dodatkowo szosty pret (rys. 12.4b), to licz-
ba pretow w kratownicy bedzie wigksza od tej, ktoéra wynika z warunku sztywnosci.
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Kratownicg nazywamy wtedy przesztywniona. Na rysunku 12.4c przedstawiony jest
uktad, dla ktérego warunek sztywnoS$ci nie jest spetniony, gdyz liczba pretéw jest
mniejsza od podwojonej ilosci weztow pomniejszonej o 3:

p=4<2-43
Uktad ten jest geometrycznie zmienny, gdyz moze zmienia¢ swoj ksztalt geome-

tryczny bez zmiany dtugo$ci pretow tak, jak to zaznaczono liniami przerywanymi na
rysunku 12.4c.

Rys. 12.4

Sformutowany wyzej warunek sztywnosci jest warunkiem koniecznym, ale niewy-
starczajacym. Moze si¢ zdarzy¢, ze przy spetnionym warunku sztywnosci, jedna czes¢
kratownicy jest przesztywniona, druga za§ geometrycznie zmienna i tym samym kra-
townica nie moze spetnia¢ swego zadania.

Sposoby podparcia kratownic pokazane na powyzszych rysunkach zaprojektowane
sa tak, by oddziatywania podpor na konstrukcjg¢ mogly by¢ wyznaczone z warunkow
roéwnowagi calej kratownicy lub tez i jej czesci (czyli tak, jak dla omawianych wcze-
$niej belek, ram i trojprzegubow). Mowimy, ze kratownice te sa zewngtrznie statycznie
wyznaczalne. Sily dzialajace na poszczegoélne prety kratownicy mozemy wyznaczy¢
analitycznie, rozpatrujac rownowagg sil dzialajacych na wycigte myslowo wezty. Kazdy
taki wezet przedstawia plaski, zbiezny uklad sil pozostajacych w réwnowadze. Dla
takiego uktadu spetnione sa dwa réwnania rownowagi (sumy rzutéw tych sit na osie X i
y sa rowne zeru). Gdy ilos¢ weztéw kratownicy oznaczymy przez W, wtedy dla calej
kratownicy mozemy utozy¢ 2w réwnan. O ile w danej kratownicy liczba niewiadomych
bedzie rowna liczbie rownan, ktore mamy do dyspozycji — kratownica bgdzie statycznie
wyznaczalna. Mamy zatem warunek statycznej wyznaczalnosci kratownicy:

ptr=2w
gdzie: w-—ilo$¢ weztow,
p — ilos¢ sit w pretach,
r — ilo§¢ sktadowych reakcji podpor.

Dla przyktadu rozpatrzmy kratownic¢ z rysunku 12.1c. Dla kratownicy tej mamy:
w=9, p= 14, r = 4. Kratownica ta jest zewngtrznie statycznie wyznaczalna (reakcje
wyznaczamy jak dla uktadow trojprzegubowych) i jest tez statycznie wewngtrznie wy-
znaczalna, gdyz:

14+4=2-9 (pt+r=2w)
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Na rysunku 12.5 przedstawiono kratownice¢ zewngtrznie trzykrotnie statycznie nie-
wyznaczalna (rys. 12,5a) i wewngtrznie dwukrotnie statycznie niewyznaczalna (rys.
12.5b).

a) b)

S
I
)

p+r>2w

T
nn

p+r>2w

Rys. 12.5

12.2. Metody rozwigzywania
kratownic

12.2.1. Metoda rownowazenia wezlow

Metoda rownowazenia wezlow polega na rozpatrzeniu roéwnowagi kazdego wezta
oddzielnie. Tok postgpowania wyjasnimy na przyktadzie kratownicy przedstawionej na
rysunku 12.6. Kratownica ta ma 8 we¢zlow i 13 pretow, jest wige spetniony warunek
statycznej wyznaczalnosci:  2- 8 = 13+3 (2w = p+r).

Okre$lamy najpierw z réwnan rownowagi dla catej kratownicy oddzialywania pod-
por VaiHp oraz Re.

Rownania rownowagi mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

D Ma=0;  -PR-b-P-a-P-2a-P,-3a+Ve-4a=0

ZY:O; Vo+Veg —P, -P,—P, =0

D X=0; Ha+R=0

Po wyliczeniu oddziatywan z powyzszych rownan wykonujemy sprawdzenie obli-
czef, ukladajac rownanie momentoéw np. wzgledem bieguna H (2My = 0)

Wycinamy teraz mys$lowo wezet A.

Dziataja na niego sktadowe reakcji podpory A (znane sity Ha i Va) oraz dwie nie-
wiadome reakcje pretow oznaczonych cyframi 11 2 — s to sity S; 1 S,. Na rysunku 12.6
obie te sity maja zwrot od wezta A, co oznacza, ze przyjeliSmy, iz oba prety sa rozcia-
gane (por. rys. 12.2a). Zalozenie to uczynimy dla wszystkich pretow kratownicy, gdyz
jest ono wygodne z tego wzgledu, ze po obliczeniu sit w pretach warto$¢ sily otrzyma-
na ze znakiem (+) bedzie oznaczala, Zze pregt jest rzeczywiscie rozciagany, a warto$¢
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otrzymana ze znakiem (—), ze jest Sciskany. Jest to zgodne z umowa wytrzymato§ciowa
znakowania sit osiowych.

Uktad osi x y przyjmiemy tu dla wszystkich weztow jednakowy: — 0§ x bedzie po-
zioma ze zwrotem w prawo, o§ y pionowa ze zwrotem w gore¢. Ustalenie takie nie jest
oczywiscie konieczne — uktad osi rzutow moze by¢ dla kazdego wezla inny.

S5 ¢ % Sy D Ss

Rys. 12.6
Rownania rownowagi dla sit zbieznych w wezle wezla A sg nastgpujace:
ZX:HA +8,+S,cosa=0
ZY:VA +S;sina=0

otrzymujemy z tych roOwnan:

v
S =-——1
sina
Va
S, =-H, -8/ cosa=-H, ,—|—— cosa=-H,+V, ctga
sina

(Uwaga: rowniez wyrazenia na Vi H, nalezy tu wstawi¢ do wzoru ze znaka-
mi takimi, jakie wynikajg z wezesniejszych obliczen).
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Zachowujac kierunek rozwiazywania weztow od lewej do prawej strony, musimy
przej$¢ teraz do rozpatrzenia rOwnowagi wezta B, gdyz w wezle H sa jeszceze trzy sity
niewiadome. Na we¢zet B dziata obliczona juz sita S, oraz dwie nieznane reakcje pretow
91 3 (sity Sy i1 S3). Réwnania rownowagi dla sit dziatajacych w tym wezle maja postac:

D X ==5,+S8,=0

D r=8,=0

Sy =0, S;=8,=-H,+V, ctga
Teraz mozemy rozpatrzy¢ wezel H, gdyz nieznane sa w nim tylko dwie sily: S i
SI().
Rownania rownowagi dla wezta H:

ZXZ_SI cosa+ P +S)ycosa+ Sgcos f=0
ZYZ_Sl sina—P, —§;ysina+ Sgsin f=0

Z réwnan tych wyliczamy Sg i S;p (pominiemy w tym momencie podanie wyni-
kow).

Przechodzimy do wezta G, dla ktorego uktad rownan réwnowagi zbiegajacych si¢
W nim sit jest nastgpujacy:

ZX:S7cosﬂ—Sgcosﬁ:0
D ¥ =-Sysin f— P~ 5, ~S;sinf=0

Wyliczamy sity S7 1.5}, , po czym przechodzimy do wezta C:
ZX =-5; =S|pcosa+S,cosa+S, =0

czyli

D ¥ =Sysina+S), +58,sina=0
Wyliczamy S, 1 S}, 1 przechodzimy do wezta D:
D X =-85,+S85=0; S5=5,
D ¥=8,=0
a nastepnie do wezta E, gdzie aby obliczy¢ Ss wystarczy jedno rownanie rzutow:
ZX =-85—Sscosa=0 So=-— 5s

cos
Drugie rownanie rzutow jest sprawdzeniem obliczenia reakcji Rg:

ZY:Sﬁsina+RE =0; (RE =S sina:—(— 5 jsinoz:S5 tga]

cosax

Wszystkie sity w wezle F zostaly juz wezesniej wyliczone, utozenie wigc rownan
rownowagi dla tego wezla i sprawdzenie czy sg one spetnione, jest sprawdzeniem roz-
wiazania calej kratownicy:

ZX =—-8;cos f—-S,cosa+Sgcosa =0
ZY =—P, +8;sin -8, sina—S;; —Sssina=0
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Analizujac tok i wyniki obliczen w powyzszym przykladzie, zwré¢my uwage na
dwie sprawy:
= Kolejno$é rozwiazywania weztow kratownicy nie jest catkowicie dowolna — musi-
my zacza¢ od takiego we¢zta, w ktorym sa najwyzej dwie sity niewiadome, by moc
wyliczy¢ je z dwoch réwnan rownowagi.
= W kratownicach wystepuja prety, w ktorych sity osiowe rowne sg zeru (pret 9 i pret
13 w powyzszym przyktadzie). Prety takie tatwo jest zauwazy¢ i wyeliminowac
wczesniej z obliczen. Na rysunku 12.7 zilustrowane sa dwa przypadki, gdy w pre-
tach kratownicy nie ma sit osiowych (prety te nazywamy zerowymi):
a) gdy w wezle, do ktdrego nie jest przytozona zadna sita zewngtrzna, schodza
si¢ trzy prety, przy czym osie dwoch z nich tworza jedna prosta, sita w precie
trzecim jest rowna zeru (wynika to z rOwnania rzutéw na o$ prostopadia do
kierunku wspoétliniowych pretow);
b) gdy w wezle schodza si¢ dwa prety nielezace na jednej prostej i do wezta nie
jest przylozona zadna sita zewngtrzna, oba prety sa pretami zerowymi (zeby
sity w tych pretach bedac réznymi od zera mogly si¢ rownowazy¢, musialtyby
leze¢ na jednej prostej).

Rys. 12.7

Przyklad 12.1. Obliczy¢ reakcje podpor i sity w pretach kratownicy obciazonej
w weztach D i E sitami P;, P, i P; (rys. 12.8). Dane: P; = 10 kN, P, = 5 kN, P; =5 kN.
Wymiary podane sa na rysunku w metrach.

Rozwiqzanie

Reakcje podpor wyliczymy z ponizszych rownan rownowagi:
D My=0; 4R —4R-2P,-8P, =0
R, :%(4-10+2.5+8.5)=22,5kN
D ¥Y=0, V3-R-PR=0, Ve =10+5=15kN
Zx:o; Hy+P—R,=0, Hz=225-5=175kN

Wykonamy sprawdzenie obliczen:
ZME =A4P, -4V, +2Hp +2R, =-4-5-15-44+2-17,5+2-225=0 (O.K)
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a)

b=4m

-11,25 kN

Obliczamy wartosci funkcji trygonometrycznych kata « , ktore wynikaja z wymia-
row kratownicy:
2 4

singg = ——=0,4472, cosqt = ——

V224 42 V22 + 42

Z réwnan réwnowagi wezta 4 (rys. 12.8.b) wyliczamy sity w pretach schodzacych

si¢ w tym wezle (Sa to sity S; 1 Sy; zalozyliSmy ich zwroty od wezla, to znaczy, ze

zatozylismy, iz prety / 1 2 sa rozciagane. To zalozenie zrobilismy rowniez dla pozosta-
tych pretow kratownicy).

ZX:—RA+Szcosa:0, S

=0,8944

R, 225

, = = =25,16 kN
cosa 0,8944

D ¥ =-8-S,sina=0
S, =-=S,sina =-25,16-0,4472 = 11,25 kN
Rozpatrujemy teraz rownowage wezta B (sa tam nieznane sity w pretach 3 1 4):
ZY: Vg +S8,+8;3sina=0
1

1
S, = —V,—S,)=
3 sina( 5=51) 0,4472

(15 -(=11,25))= —8,385 kN

ZX=S3cosa+S4+HB =0
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S, =—Hpy—S;cosa =—17,5—(-8,385)-0,8944 = —10,0 kN
W wezle C pret 5 jest pretem tzw. zerowym (S5 = 0), napiszemy wigc jedno rowna-
nie rzutow:

D X=-85,+S,=0, S, =8, =-10,0 kN
W wezle D do obliczenia mamy site w precie 6 z réwnania rzutow na os x:
D X =-8;-Sgcosa =0, S = S 710 s
cosa 0,8944
lub z réwnania rzutow na oS y:
D Y =-P,+Sgsina=0 Se=-D -5 _j1184n
sinad  0,4472

Rownania rownowagi dla sit w wezle E sa ostatecznym sprawdzeniem prawidlowo-
$ci wezesniejszych obliczen:

ZX =-S5, cosa—S;cosa+ P, +Sscosa=

=-2516-0,8944 — (- 8,385)-0,8944 + 5 + 11,18 - 0,8944 = —0,004 = 0
ZY =-P +§,sina—-S;sina - Sgsina =
=—10+25,16-0,4472 — (- 8,385)-0,4472 — 11,18 -0,4472 = 0,0016 = 0

Wyniki obliczen przedstawia w sposéb lapidarny rysunku 12.8c, na ktérym osie
pretow Sciskanych wykreslone sa gruba kreska, osie pretdw rozciaganych cienka kreska
a o preta zerowego kreska przerywana.

Analityczna metoda réwnowazenia wezléw ma swoj odpowiednik w metodzie
graficznej. Dla kolejnych weztow rysujemy zamknigte wieloboki sil, zaczynajac od
wezta, w ktorym mamy co najwyzej dwie sity niewiadome. Rysujemy wigc tyle wielo-
bokéw sit, ile jest wezlow w kratownicy, przy czym ostatni wielobok jest oczywiscie
zbudowany z sil juz wcze$niej wyznaczonych — czyli jest sprawdzeniem prawidlowosci
konstrukcji. W wyzej wspomnianych wielobokach kazda z sit w precie powtarza sig
dwa razy — wystgpuje z przeciwnymi zwrotami w wielobokach tych weztow, ktore sa
potaczone danym pretem. Okazuje si¢ jednak, Ze mozna wszystkie wicloboki potaczyc
w jeden — zawierajacy wszystkie sity zewngtrzne i wewngtrzne kratownicy, a w wielo-
boku tym kazda sita narysowana jest tylko jeden raz. Taki wielobok sit nazywa si¢
wielobokiem Cremony; by go wykresli¢, nalezy przestrzegaé pewnych zasad postgpo-
wania dotyczacych kolejnosci nanoszenia sit i sposobu ich oznaczania. Szczegolowe
wskazowki z tym zwiazane zawarte sa w literaturze przedmiotowej podanej na koncu
skryptu.

12.2.2. Metoda przecigé

Metoda przecigé jest wygodna w przypadku, gdy chodzi o obliczenie sit w niektd-
rych tylko pretach kratownicy. Tak jak w sposobie réwnowazenia weztéw przecinali-
$my myslowo wszystkie prety schodzace si¢ w jednym wezle 1 rozpatrywali$§my row-
nowagg wezla, tak w metodzie przecigé przecinamy myslowo 3 niezbiezne w jednym
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punkcie prety tak, by w ten sposob podzieli¢ kratownicg na dwie oddzielne czgsci, po
czym rozpatrujemy rownowagg lewej lub prawej czgsci kratownicy. Poniewaz kazda
z dwoch czgsci kratownicy znajduje si¢ w réwnowadze, mozemy wyznaczyC sity
w przecigtych pretach, wykorzystujac analityczne (sposob Rittera) lub graficzne (spo-
sob Culmanna) warunki rownowagi czesci lewej lub prawe;.

Na rysunku 12.9 pokazana jest kratownica przecigta przez trzy prety przekrojem o -

a)
®©
N
o
b)
R, C)
S
LSO
o1
SK ,’/O\\\\
P 4 Sel N
B e ®
_____________ ~0
H‘,3 a SD /7
V,
° b y, b % y b L b b
1 7 A A 7 A

Rys. 12.9

Sity w przecigtych pretach obliczamy sposobem Rittera nastgpujaco: Piszemy row-
nania roéwnowagi lewej czgsci kratownicy (rys.12.9b), wykorzystujac rownania mo-
mentéw wzgledem trzech biegundéw obranych tak, by w kazdym z réwnan niewiadoma
byta tylko jedna sita. Bieguny te to punkty przecigcia kierunkéw dwoch nieznanych sit,
a wigc biegunami Rittera w tym przypadku sa:

punkt B (punkt przecigcia kierunkow sit Sk i Sp),

punkt I (punkt przecigcia sit Sg 1 Sk),

punkt II (punkt przecigcia sit Sp 1 Sg).

Mamy zatem:
R
ZMB=O; aR, —acosa-S; =0; Sg =—4

cosax
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DM, =0;  -2bsina-Sy -2bVy+aR, =0, S = 1 [ap v,
sina \ 2b
Te same wyniki otrzymamy, rozpatrujac rownowage prawej czgSci kratownicy
(bieguny Rittera sa oczywiscie tymi samymi punktami — rys. 12.9c¢):

> My=0;  bsina-Sg +%cosa~SG — bR, —%PZ —2bP, =0

SG;(bPl +£P2 +2bP3]

. a 2

bsma+5cosa

> M, =0; —%SD—bP3=O, SD=—2a—bP3

ZM,,:O; bsina - Sk +%cosa~SK +bPl—%P2:0

1 a
bsina+Ecosa

Sposob Culmanna oméwiony zostal w rozdziale 7.5.1. W zastosowaniu do kratow-
nicy przedstawionej na rysunku 12.9 konstrukcj¢ wieloboku sit Culmanna przedsta-
wiono na rysunku 12.10.

Za pomoca wieloboku sznurowego wyznaczono najpierw wypadkowa sit zewngtrz-
nych dziatajacych na prawa czgs$¢ kratownicy przecigtej przekrojem a-a, po czym tg
wypadkowa zrownowazono sitami Sp i S¢, a nastepnie site S¢ zastapiono sitami Sg 1 Sk.

plan sit
podziatka dtugosci —"—|

wielobok sit Culmanna

podziatka sit Iﬂ|

Rys. 12.10

W powyzszym przyktadzie wyznaczenie sit wewngtrznych w pretach przecigtych
przekrojem o-«a nie wymagato wyznaczenia oddziatywan. Gdy jednak wyznaczenie
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oddzialywan jest konieczne do wyznaczenia sit w prgtach, mozna te oddzialtywania
znalez¢ rowniez metoda graficzna, postugujac si¢ sposobami oméwionymi w rozdziale 8
niniejszego opracowania, a wigc metoda Culmanna, za pomoca zamykajacej lub
z twierdzenia o trzech sitach nieréwnolegltych na ptaszczyznie.

Przyklad 12.2. Metoda przecig¢ Rittera obliczy¢ sity w pretach 1, 2, 3 1 4 kratow-
nicy o wymiarach i obciazeniu jak na rysunku 12.11.

B=10 kN

Rys. 12.11

Rozwiqgzanie

Latwo zauwazy¢, ze wobec symetrii ksztattu i obciazenia kratownicy reakcje pod-
p6r maja tu nastepujace wartosci: Hy =0, V, = 10 kN, Vz = 10 kN.

Biorac pod uwagg to, iz w przekreslonych podwoéjna kreska pretach sity osiowe
réwnaja si¢ zeru, sity w pretach 7, 2 1 3 obliczymy, rozpatrujac jedna z czgscei kratowni-
cy przecigtej przekrojem -« (przekrdj przez 5 pretow, z ktorych 2 sa pretami zerowy-
mi).

Sitg S; wyliczymy z réwnania momentéw wzgledem punktu 7, biorac pod uwage
obciagzenie lewej cze$¢ kratownicy (rys. 12.12)

D M, =68 cosar+4S,sina + 3B +12P, -8V, =0

Funkcje trygonometryczne kata nachylenia sity S; do poziomu sa nastepujace:

. 3 4
sing = ——==0,6, cosqg =——=10,8
V3% +4? V32 + 47
S, = 3R -12P,+ 8V, _ -3.5-12-10+8-10 ~ 2292 kN

4sina — 6cosa 4.0,6-6-0,8
Sitg S, wyliczymy z rownania momentow wzgledem punktu /7 (réwniez dla lewej
kratownicy (rys. 12.12):
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D M =68, c0s3+8S,sin f+3F +16P, 12, =0

Funkcje trygonometryczne kata nachylenia sity S, do poziomu sa nastgpujace:
tg B=13/2, f=5631° stad: sinf3=0,832; cosf=0,5547

o _3A-16R 412V, -3-5-16-10+12-10

2= - =-16,52 kN
8sin f—6cos 8-0,832-6-0,5547

[

&
©
RN
Va
RV S V. /I|,4””’A|/
Rys. 12.12

Site S; wyliczymy z rownania momentoéw wzgledem punktu /17
D My =68, -3R +8P, —4V, =0

S, :%(3131 -8P, +4VA)=%(3-5—8-10+4-1o):4,17 kN

Aby obliczy¢ sile w precie 4, przetniemy kra-
townicg na dwie czgsci przekrojem f-£ (rys. 12.11)
i rozpatrzymy rOwnowage prawej jej czesci, wyko-
rzystujac rownanie momentow wzgledem punktu 17
(rys. 12.13):

D My =4S, =3P, =0

_30% 35 g5y
4 4

Sy

Rys. 12.13
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Uwaga: z przecigcia kratownicy przekrojem £ -f tatwiej jest obliczy¢ sitg S;:

D M, =3S cosa ~3P, —4P, =0,

g 3P, +4P, _ 3-5+4-10 2092 kN
3cosa 3.0,8

Ostatecznie stwierdzamy zatem: Prety / 1 4 sa rozciagane sitami, odpowiednio,
22,92 kN 13,75 kN, za$ prety 2 1 3 sa Sciskane sitami, odpowiednio, 16,52 kN'i 4,17 kN.
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