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DWA SPOSOBY MODELOWANIA
STOPY PROCENTOWEJ
W UBEZPIECZENIACH ZYCIOWYCH

Streszczenie: W tradycyjnej literaturze aktuarialnej zaktada sie, ze stopa procentowa jest
stata i taka sama przez wszystkie lata. Jednak stopa procentowa, ktéra bedzie zastosowana
w przysztych latach, nie jest oczywiscie znana i stala. Dlatego w badaniach naukowych sto-
sowana jest stochastyczna stopa procentowa do obliczen aktuarialnych. W artykule opisane sa
dwa sposoby stochastycznego modelowania stopy procentowej: aktuarialny i finansowy, wy-
roéznione ze wzgledu na zastosowany model stopy procentowej. Zaprezentowane sg oblicze-
nia wartosci oczekiwanej i wariancji zdyskontowanej wielkosci §wiadczenia uogdlnionego
przypadku renty zyciowej platnej z dotu m razy w roku. Dokonana jest analiza wplywu
stochastycznej stopy procentowej na obliczenia warto$ci aktuarialnych i matematycznych re-
zerw netto. Wyniki 1 wnioski opisane sg w ostatniej cz¢$ci artykutu.

Stowa kluczowe: techniczna i krotkoterminowa stopa procentowa, model Vasicka, model
Coxa-Ingersolla-Rossa, rezerwy matematyczne, renta zyciowa.

1. Wstep

W literaturze aktuarialnej tradycyjnie stosuje si¢ statg stope procentowa do oblicza-
nia sktadek, wartosci aktuarialnych rent Zzyciowych czy rezerw matematycznych.
Nowoczesne badania zmierzajg do zastosowania stopy procentowej zmieniajacej si¢
w czasie, stopy procentowej okreslonej jako zmienna losowa lub jako proces stocha-
styczny. Ze wzgledu na zastosowane modele stop procentowych oraz sposob obli-
czen okres$lonych wielkosci aktuarialnych mozna wyr6zni¢ dwa sposoby modelowa-
nia stopy procentowej w ubezpieczeniach: aktuarialny i finansowy. W pierwszym
przypadku w tradycyjny sposob jest okreslona wartos¢ oczekiwana i wariancja zdys-
kontowanej wielkos$ci §wiadczenia ubezpieczeniowego, a do obliczen zastosowana
jest techniczna stopa procentowa. W sposobie finansowym $wiadczenia ubezpiecze-
niowe potraktowane sg jako stochastyczny skumulowany przeplyw pieniezny. Zdys-
kontowana warto$¢ takiego przeplywu jest wyceniana przy zatozeniu, ze nie jest
mozliwy arbitraz. Do obliczen zastosowane sg modele krotkoterminowej stopy pro-
centowej. Tak wiec modele aktuarialne sa to modele technicznej stopy procentowej,
natomiast modele finansowe sg to modele krétkoterminowej stopy procentowe;.
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Celem artykutu jest zaprezentowanie sposobow modelowania stopy procentowej
na przykltadzie renty zyciowej ptatnej z dotu w uogdlnionym przypadku, gdy renta
wyptacana jestm (M > 0) razy w roku’. Wyznaczona jest wtedy warto$¢ oczekiwa-
na i drugi moment zwykty zaktualizowanej wielko$ci S$wiadczenia renty zyciowe;.
Nastegpnie pordwnane sg przedstawione sposoby modelowania stopy procentowe;j i
dokonana jest analiza wptywu stochastycznej stopy procentowej na wysokos¢ renty
zyciowej, sktadek ubezpieczeniowych i rezerw matematycznych.

2. Klasyfikacja modeli stopy procentowej

Stopa procentowa od chwili t, >0 do chwili t,, t, >t; jest definiowana jako iloraz
réznicy kapitatu otrzymanego w chwili t, i kapitatu zainwestowanego w chwili t;
do zainwestowanego kapitatu w chwili t,. Iloraz ten oznacza si¢ symbolem i, ,
1 nazywa techniczng stopa procentowa. Techniczna stopa procentowa jest okreslona
nastepujacym rownaniem (por. [Bowers i in. 1986]):

i K, -K, K,

jp, =——=—2_1=v —1, 1

bt Ktl K t.t ( )
gdzie K, jestto wysokos¢ kapitalu w chwili t, a v, ., Jest to funkcja dyskontowania
z chwili t, na chwile t,.

Z powyzszej zaleznosci wynika, ze mozna modelowa¢ zaré6wno techniczng sto-
pe¢ procentowa, jak i funkcje¢ dyskontowania.

Aby zdefiniowa¢ finansowe modele stopy procentowej, niezbgdne jest wprowa-
dzenie pojecia obligacji zerokuponowej. Obligacja jest papierem warto$ciowym,
sprzedawanym z dyskontem. Dochod z tej obligacji jest to roznica warto$ci nominal-
nej i ceny sprzedazy. Umownie przyjmuje si¢, ze cena nominalna jest rOwna jednej
jednostce pienigznej. Oznacza to, ze wiasciciel obligacji zerokuponowej otrzyma jed-
na jednostke pieni¢zng w chwili T . Cena obligacji zerokuponowej z terminem wy-
kupu T w dowolnej chwili t jest oznaczana przez P, . Jest oczywiste, ze (por. [Mar-
ciniuk 2007]):

Pt,T =Vir

W teorii finansow wyroznia si¢ cztery modele stopy procentowej: terminowa
stope procentowa, chwilowa stopg¢ terminowg, natychmiastowg stopg terminowa
i chwilowa stope natychmiastowa. W artykule zastosowana jest chwilowa stopa na-
tychmiastowa, nazywana rowniez stopg krotkoterminowa. Stopa ta jest okreslona za
pomoca chwilowej stopy terminowe;j.

1 'W literaturze rozpatrywany jest przypadek, gdy m — 1, tzn. wyptata nastepuje na koniec roku.
W rozprawie doktorskiej (por. [Marciniuk 2009]) przypadek ten jest uogélniony na ptatnosci dokony-
wane czg$ciej niz raz w roku. W artykule, bazujacym na wynikach tej pracy przedstawiona jest wersja
renty zyciowej z odniesieniem do jednorazowej sktadki netto dla ubezpieczenia na dozycie.
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Chwilowa stopa terminowa, w skrocie stopa forward, jest definiowana nastepu-
jacym wzorem (por. [Musiela, Rutkowski 1988]):

oT

t,T
Chwilowa stopg natychmiastowa oznacza si¢ symbolem [ i definiuje nastgpuja-
co (por. [Jakubowski i in. 2003]):

f=f. @)

Wycena zdyskontowanych przeptywow pienieznych opiera si¢ na martyngato-
wej metodzie wyceny instrumentdw pochodnych, tzn. przy braku arbitrazu na rynku
finansowym (por. [Jakubowski i in. 2003; Rolski i in. 1995]). Najwazniejszym ele-
mentem tej wyceny jest znalezienie sprawiedliwej ceny obligacji zerokuponowej,
tzn. wycena obligacji dokonana jest przy zatozeniu braku arbitrazu na rynku. Przy-
pusémy, ze proces stochastyczny krotkoterminowej stopy procentowe;j {I’t}tZO jest
zdefiniowany na przestrzeni probabilistycznej (Q, F,P), gdzie P jest fizyczng miarg
prawdopodobienstwa na przestrzeni (Q, F) zhistoria F, ¢ F dlat>0. F ozna-
cza zbidr wszystkich mozliwych zdarzen, natomiast F, wszystkie zdarzenia do
chwili t. Zaktada sie, ze proces {l’t }tzo jest adaptowalny wzgledem filtracji F, oraz

T
j|rs|ds <oo,t <T . Ponadto w celu wyceny obligacji przyjmuje si¢ istnienie miary

plrobabilistycznej Q rownowaznej mierze P. Cena zerokuponowej obligacji jest
sprawiedliwa, jesli zdyskontowany proces ceny zerokuponowej obligacji jest mar-
tyngatem wzgledem miary Q rownowaznej mierze P. Wtedy cena zerokuponowej
obligacji jest okreslona w sposob jednoznaczny nastgpujacym wzorem:

Pr =E%(A|R). 0<t<T, 3)
gdzie
.
AR = exp(— [ rsds]. (4)
t

Proces {A: nazywany jest procesem dyskontowania. W celu uproszczenia
LT Ji=0

zapisu symbol Agl)t zostanie zastgpiony przez symbol Agi .
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3. Aktuarialny sposob stochastycznego modelowania
stopy procentowej

3.1. Skladki netto w ubezpieczeniu rentowym

Rozpatrzmy przypadek uogoélniony renty terminowej platnej przez N lat z dotu m

razy w roku? (m > 0) w wysokosci — . Zdyskontowana warto$¢ §wiadczenia rento-
m

wego jest oznaczana symbolem Y() lub krotko Y . Jezeli przez Kim)

(K)((m) € {0,1, ..,m-n,.. }) oznaczy si¢ zmienng losowa, okreslajaca dalszy czas
trwania zycia, mierzony w podokresach roku (por. [Marciniuk 2009]), to zaktualizo-
wang na moment zerowy wielko$¢ raty renty w k-tym podokresie roku w wysokosci
1 jednostki pienigeznej (1 j.p.) okre$la si¢ nastgpujaco:
v, dla K™=kk+1,...,
XM=y % : (%)
0 dla K™=0,1,.. k-1

Zaktualizowang wielko$¢ swiadczenia rentowego mozna zapisa¢ w nastepujace;j
postaci:

Y(xM)==Y x". (6)

Sktadka netto wedthug zasady rownowaznosci jest to warto$¢ oczekiwana zaktu-
alizowanej wielkoéci $wiadczenia, czyli Y . Pierwszy moment zwykly Y oblicza sie

nastepujaco:
(m) 1S ym S E(x (™
E(Y(X™))=E[ =2 X" [==> E(x{")
() - 28x00 ) - L)
Wartos$¢ oczekiwang wielko$ci XIE"') wyznacza si¢, korzystajac z wlasnosci wa-
runkowej wartosci oczekiwanej nastepujaco:

E(x)=E(E(x{]Ki))-
Dla ustalonego t e N mamy:
K™ =)= 2 x-P(X{" = x[K(™ =t) = 3 x-P(X{" =x) =E(x{"),

przy czym przedostatnia rowno$¢ wynika z niezaleznosci wielkosci Kim) v, .
0,—
m

E(x"

K™ =t)-P(K™ =t).

0
X
t=0

E(X,E’“)

2 Symbol m oznacza podzial roku na réwne czeéci. Podziat ten jest umowny, gdyz np. m = 12
oznacza, ze rok jest dzielony na miesigce, ktore w rzeczywistosci sa roznej dtugosci.
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Stad i ze wzoru (5) mamy:

E(xﬁm):E(E(xim)

-Sev, (o),

t=k "

Ostatecznie otrzymujemy:

o ) - 2 B e

mkl

k=1

im)))ﬁgE(V&;J'P(Kim)Zk)- ™

Zauwazmy, ze pojedyncza rata renty w k-tym podokresie roku w wysokosci
1 j.p. jest to po prostu jednorazowa sktadka netto w przypadku ubezpieczenia na
dozycie na K podokresow roku, czyli

E(VOHKJ-P( 'zk)=A L. (®)

Drugi moment zwykty zaktualizowanej wielkos$ci §wiadczenia Y (Xlﬁm)) oblicza
si¢ w nastepujacy sposob:

E(v?(x("))= Um;xﬁm j ]_

. (9)
(K e )

m

Pierwszy ze sktadnikéw powyzszej sumy wyznacza si¢ analogicznie jak pierw-
szy moment zwykty wielko$ci Xém), korzystajac z wlasnosci warunkowej wartosci
oczekiwanej oraz faktu, ze wielkos$ci Kim) i v, saniezalezne. Stad mamy:

0,—

Poniewaz dla ustalonego t € N mamy:

ZXZ‘P(Xém)=x)= E(Vik] dla t=k,k+1,...,

0 dla t=0,1,...,k—1,
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to
™V ) S E[ 2 (m)
= . 2>
E((xk ) ) > E o P(KIM>k). (10)
Zauwazmy, ze:
2 (m) _2 1
E[vo’k]-P(KX >k)="A L, (11)
m
gdzie *A L jest to drugi moment zwykty zdyskontowanego $wiadczenia w przy-

x:k/m|, X . . |
padku ubezpieczenia na dozycie na K podokreséw roku.

W celu wyznaczenia drugiego ze skladnikow sumy (9) rowniez korzysta si¢
z wlasnosci warunkowej warto$ci oczekiwanej. Zauwazmy, ze X" - Xgm) #0 tylko
w przypadku, gdy Kim) > j >i.Jezeli wielkosci Kim) i v, saniezalezne, to:
0

K7))- E[Vo,i ,

Korzystajac z powyzszego oraz ze wzoru (10), wzor (9) mozna zapisac nastepu-

E(X.(”‘).x(_m)): E(E(Xi('")-x(.m)

J

i
m

Jaco
ag=e(e () S, | ol
Mia L (12)
m-n
+—2;E[v0’:n-v0’rjj P(K(m)z j)

W zaleznosci od przyjetego modelu stopy procentowej wielkosci: E[v0 v J,
E (Vj K ] E [VO’ i -VO’ i J oblicza si¢ inaczej, co przedstawione zostanie w kolejnym
m m

punkcie artykutu.

3.2. Modele technicznej stopy procentowej

Mozna wyrdzni¢ wiele modeli technicznej stopy procentowej, poczawszy od trady-
cyjnej statej stopy procentowej, czy stopy zmieniajacej si¢ w czasie wedtug okreslo-
nej funkcji czasu, poprzez stopy procentowe okreslone jako zmienne losowe, albo
proces stochastyczny. Mozna modelowaé stope procentowg lub funkcje dyskonto-
wania.

Funkcje dyskontowania definiuje si¢ za pomoca funkcji intensywnosci oprocen-
towania o, , nastgpujaco (por. [Bellhouse, Panjer 1981]):
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Vyy, = exp(é‘tl,t2 ), 0<t <t,,

Funkcja intensywnosci oprocentowania moze by¢ procesem dyskretnym lub ciag-
tym. W pierwszym przypadku funkcja ta zdefiniowana jest za pomoca nastgpujacego
wzoru:

é‘tltz 2251, =0,1,
tt

gdzie  oznacza intensywno$¢ oprocentowania.

Jesli {8,},., jest procesem ciggtym, to funkcja intensywnosci oprocentowania
ma nastepujaca postac:

t
8., =|d.dt o<t <t,.

4

Najbardziej popularnym stochastycznym modelem intensywnosci oprocentowa-
nia jest proces autoregresji rzedu jeden (AR(1)). Proces ten jest zdefiniowany za
pomoca zaleznos$ci rekurencyjnej (por. [Brockwell, Davis 1996]):

O =pu+d(o,—u)+e, t=12,..., (13)

gdzie 0, e R,u e R,|¢| <.

Dodatkowo zaktada sig, ze & ~ N (O,o-z) oraz ze zmienne &, i &, sa niezalezne
dla s <t. Taki proces jest stacjonarny i ma rozktad normalny ze $rednig g i warian-

R ) o)

Do obliczen niezbedna jest znajomos$¢ wartosci E(vg’t) oraz E

m

W tym przypadku E (vg’t ) jest dana za pomocg wzoru (por. [Marciniuk 2004a]):
E(vi,)=M, (-k)= exp(—kyt +0,5kV (8, )) : (14)

gdzie (por. [Panjer, Bellhouse 1980]):

B to? o2 & L 1_¢t—1
V(50,t)_1_¢2+21_¢2 1_¢(t =g~ j (15)

a M, (—k) oznacza funkcjg tworzaca momenty zmiennej losowej Y w punkcie —k .

Wartos¢ oczekiwana iloczynu funkcji dyskontujacych jest okre$lona za pomoca
nastgpujacego wzoru:

E(Voi -VOJ-]= My o (<) =exp(=(i+ ) u+0,5V (5, +6,,)),  (16)
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przy czym (por. [Marciniuk 2004b]):
2
o

1-¢°

20" ¢ (. . 1 i N
+1_0¢2m£1+3._5—m(5¢—3+(1—2¢)(1+¢ ))J

V(50,i+50’j)= (j+3i)+

(17)

Drugim z procesow stosowanych jako model intensywno$ci oprocentowania jest
ciagly proces stochastyczny, nazywany procesem Wienera, nastepujacej postaci
(por. [Dhaene 2000]):

do,=cdB, t>0,
gdzie 6, € R, >0, natomiast {B,}_ oznacza standardowy ruch Browna.

Rozwiagzaniem powyzszego stochastycznego rdwnania rdézniczkowego jest pro-
ces postaci o, = J, + o B,, o nastgpujacych wlasnosciach (por. [Musiela, Rutkowski
1988]):

E(8)=6,,V(8,)=0%,C(5.,6,) = 5°C(B,,B,) = -min(s,t).

Poniewaz {5t }120 jest procesem gaussowskim, to (por. [Marciniuk 2009]):

243
E(vi,)=M, (k)= exp(—k50t +0,5k? "6t J (18)

Wz6r na E(VO’i " Vo)) jako jeden z wtasnych wynikow wyprowadzony w pracy
(por. [Marciniuk 2009]), jest nastgpujacej postaci:

E(v0 : 'Vo,iJ: My s (—l)zexp[—(i +)3 +0,502j(i2 %jZD' (19)

W artykule rozpatrzone sa jedynie te dwa procesy, ale mozliwe jest rbwniez za-
stosowanie innych procesow, np. procesu autoregresji rzedu 2 (por. [Brockwell, Da-
vis 1996]), czy procesu Ornsteina-Uhlenbecka (por. [Beekman, Fuelling 1993]).
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4. Finansowy sposob stochastycznego modelowania
stopy procentowej

4.1. Skladki netto w ubezpieczeniu rentowym

W sposobie finansowym $wiadczenia potraktowane sg jako stochastyczny skumulo-
wany przeptyw pieni¢zny (por. [Carriere 1999]). Zdyskontowana na moment zero-
wy warto$¢ takich przeptywow jest wyceniana przy zatozeniu, Ze nie jest mozliwy
arbitraz, natomiast do dyskontowania stosuje si¢ krotkoterminowa stope procento-
wa.

Przeptyw pieni¢zny (strumien ptatnosci) zdefiniowany jest za pomocg procesu
rézniczkowego {dCt}tzo z warunkiem poczatkowym C; € R. Warto$¢ dC, oznacza
wysokos$¢ $wiadczenia, ktora jest wyptacana w chwili t>0.

Strumien platnosci renty terminowej ptatnej z dolu m razy w roku w wysokosci

— przez nlat w dowolnej chwili t >0, stanowiacy uogélniony przypadek, jest zde-
m

finiowany nastg¢pujaco:

C =— lek o dla K™=0,1,2,...,m-n,..., (20)
mk—l XZk

gdzie C;=1,a 1(.) oznacza funkcje zero-jedynkowa.

W celu obliczenia warto$ci aktuarialnej netto renty zyciowej wszystkie $wiad-
czenia dyskontowane sa na chwile zerowa za pomoca procesu dyskontowania, okre-
$lonego wzorem (4). Zdyskontowane przyszte przeptywy pieniezne w chwili t=0
sg oznaczane przez D, zdefiniowane nastepujaco (por. [Carriere 1999]):

1 m-n
D= | AMC =—> 411 . (21)
(012 Mid w4
Zaktualizowana wielko$¢ wszystkich przeplywow pienieznych Y, jest to suma
C, i D,.Poniewaz C; =0, to
Y, = D,.

Wielkos¢ D, zalezy od procesu stochastycznego {At‘l}po i zmiennej losowej
Kim) i jest to wielko$¢ losowa. Warto$¢ oczekiwana zdyskontowanych wszystkich
przeptywow pieni¢znych w dowolnej chwili t >0, gdy nie jest mozliwy arbitraz,
jest obliczana z nastepujacego wzoru (por. [Jakubowski i in. 2003]):

E?(D,|R)= [j A, AldC|FJ (22)
(0.)
Z zasady rownowazno$ci wiadomo, ze a m—) =E? (Y0 |FO) , przy czym F; oznacza

xin|

naturalng filtracje. Korzystajac z wlasnosci warto$ci oczekiwanej, mamy:
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1 m-n
==Y EA} L S Rl
OJ m é { % (K§ )2k) OJ

FOJ. W tym celu miare Q

R e

Problem polega na wyznaczeniu EQ(A o 1( ™
zastepuje sie rzeczywistg miarg P (por. [Lipcer, Szirjajew 1981]). Jesli p oznacza
gestos$¢ miary Q wzgledem P, to:

EF (pAk1 -1(K£m)2k) F| E° (pAk1 FO}
E? AL F |= u = nl _JEP|1 F |-
N S = V)

—E° [Ak' FOJ-Ef’[l(KimBk) FOJ.

Przedostatnia rowno$¢ wynika z faktu, ze K™ oraz ( p,{/\’l}po) sa stocha-
stycznie niezalezne wzgledem miary P, natomiast ostatnia z dokonania ponownie
zamiany miary z P na Q.

Ze wzoru (3) wiadomo, ze PO,t:EQ(AgHFO):EQ(A;l‘FO), a poniewaz

P
4O

FO) =P ( Kim) > k) , to warto$¢ aktuarialna renty jest obliczana nastepu-

jaco:
m 1 m-n B
a(j =E°(Y,|Fy)= Q[E;Ag-l(w

Drugi moment zwykty zdyskontowanych przeptywdédw pieni¢znych wyznacza
si¢ w nastepujacy sposob:

2
m 18,
2a)(<ﬂ) —E9(Y7[R,) = EC (E;An{ .1(K£m>2k)J

iz( T,

J mz P ( 2k). (23)

mi= m

F =

m® &

J-ﬁ-—ZEQ{I il.l(K(xm)zj) FO], (24)

przy czym l( (msy) = 1(K§m)zk)‘

Zauwazmy, ze w drugiej sumie wystepuje jedynie 1( zamiast

M=)

L) L) 82 Lo ) Loy =1 ) = o)

(Ki’")Zmaxa,j)) KM
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Oba sktadniki sumy (24) wyznacza si¢ analogicznie jak pierwszy moment zdys-
kontowanych przeplywow pieni¢znych renty, korzystajac dwukrotnie z zamiany
miar Q i P. Jezeli K™ oraz (,o,{/\t }.,) sa stochastycznie niezalezne wzgledem

miary P, to:
EQ[AKZ Lo FOJz EC (Akz FOJ- Ep(l(KimBk) FOJ = EQ(AKZ FOJ. P(K™ >k
m m m
oraz
Q -1 -1 _Q -1 -1 p _
E LAi A '1(K§m>zj) FOJ‘ E LAi A FOJ'E (1(@”)21) Foj_

:EQ[AF.AF
i

m m

FOJ-P(KE’")Z i)

Ostatecznie drugi moment zwykly zdyskontowanych wszystkich przeptywow
pieni¢znych oblicza si¢ ze wzoru postaci:

2
1 m-n
2,(m) _ FQ(y2 _EQ -1
A =E (Yo |Fo)_E (E Ay '1(K§m>>k)j

1 m-n ~ m 2 m-n B B m A
:FZEQ(Af FOJ-P(Ki )Zk)+F EQ(Ail-Ajl FOJ P(Ki )> J),(25)
k=1 m i m m
Zauwazmy, ze:
1 _ Q| a1 _ (m)
Ak =E (Ak Loy Fo] -P,- P(K™=k), (26)
m m
2 1 _ Q| A2 (m)
Aim =E [Ak FOJ'P(KX >k), @7

przy czym dla K =m-n otrzymujemy wzory na jednorazowa sktadke netto i drugi
moment zwykly zaktualizowanego $wiadczenia ubezpieczeniowego w przypadku
ubezpieczenia na dozycie na n lat (ogolnie na k podokresow roku).

W wyprowadzonych powyzej wzorach wystepuje pierwszy i drugi moment pro-
cesu dyskontowania oraz iloczyn dwdch procesow dyskontowania. Poniewaz wiel-
kosé E° (A;}t‘ FO) jest réwna cenie obligacji zerokuponowej R, to teoretycznie
warto$¢ aktuarialng renty czy jednorazowg sktadke netto mozna wyliczy¢ na podsta-
wie notowan rynkowych obligacji zerokuponowych. Jednak kazdego dnia cena ta

. y . .o . . y . m - r
moze by¢ inna, co w konsekwencji daje inne warto$ci aiﬂ) i Ax~%m\ dla 0s6b w tym
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samym wieku. Ponadto na polskim rynku istnieje niewielka liczba obligacji zeroku-
ponowych. Dlatego proces dyskontowania jest modelowany za pomoca jakiejs stopy
procentowej, a nastgpnie za jego pomocg modelowana jest cena obligacji zerokupo-
nowej. Poza tym drugi moment procesu dyskontowania i pierwszy moment zwykty
iloczynu dwoch procesow dyskontowania nie sg znane i rOwniez musza by¢ mode-
lowane. Cena obligacji zerokuponowe;j jest okre§lona innym wzorem w zalezno$ci
od przyjetego modelu krotkoterminowej stopy procentowej. W artykule zastosowa-
ne s3 dwa modele, tj. model Vasicka i model Coxa-Ingersolla-Rossa (CIR), ktore sa
krétko opisane w kolejnym punkcie.

4.2. Modele krotkoterminowej stopy procentowej

Modele krotkoterminowej stopy procentowej sg okreslone wzglegdem miary Q, co
gwarantuje jednoznaczne wyznaczenie ceny obligacji zerokuponowej (por. [Musiela,
Rutkowski 1988]).

Rozwazmy przypadek, gdy krotkoterminowa stopa procentowa jest okreslona
nastepujacym procesem Ornsteina-Uhlenbecka (por. [Rolski i in. 1995]):

dr, =—a(r, — u)dt+odB,, (28)
gdzie ueR,0>0,a >0.

Proces {B }t 5, Jest to standardowy proces ruchu Browna wzgledem miary Q.
Z twierdzenia Girsanowa wiadomo, ze B, = B, + ft, gdzie {B } jest to standardo-
wy proces ruchu Browna wzgledem miary P, >0 oznacza cene; za ryzyko (por.
[Vasicek 1997]). Tak zdefiniowany model krotkotermlnowe] stopy procentowe;j jest
znany jako model Vasicka.

Cena obligacji zerokuponowej w tym przypadku jest dana za pomocg nast¢puja-
cej formuty (por. [Musiela, Rutkowski 1988]):

]
Ry =E°(Ai|R)= exp{—l’twm — (T =t)+ w7 +0,50° wuz,Tduj, (29)
t

gdzie

W, = 1—exp(—a(T —t)), (30)
' a

jwjjdu :%(T —t)—%(l—exp(—a(T —t)))+%(l—exp(—2a(T ~1))). 31)

Latwo jest pokazac, ze:

;
E?(AZ]F)= exp[—zrtmT —24(T —t)+ 24w, +2azjw§;du], (32)
t
)

gdzie W, ; oraz I WZ,Tdu sg odpowiednio dane za pomocg wzorow (30) 1 (31).
t
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Pierwszy moment zwykty iloczynu dwoch procesow dyskontowania jest jednym
z wynikow rozprawy doktorskiej (por. [Marciniuk 2009]). W celu wyznaczenia tej
wielkos$ci korzysta si¢ z faktu, ze:

]
[rds
t

.

F.~N {'}Wt; +y(T _t)_'uW‘,T’GJ‘WdeuJ
t

oraz

QA1 A1 _ _
E (As At ‘ FO) M?rudm}rudu( 1)’
gdzie M, (1) oznacza funkcj¢ tworzaca momenty zmiennej Y .
Ostatecznie wielko$é E° (A;1 ‘A 1‘ FO) wyznacza sie ze wzoru (por. [Marciniuk

2009]):
FJJ

EC (A;l 'At‘l‘ FO) = exp[—EQ ﬁ r,du +jrudu
0 0

FO}+O,5\/Q U r,du +j'rudu
0 0

(33)
gdzie .

s t —_e A _a a8

Eo(jrudu+.[rudu Folzw(ro—yﬁy(sﬂ), (34)
0 0
A U r,du + j rdu FOJ Bl i ), 2": (26 +2e7 —3)+

) 0 o a

+Z_j(1 _e—a(t—S)) _ 200; (e +e )2. (35)

W przypadku modelu Vasicka wszystkie wzory maja posta¢ analitycznag.
Rozwazmy przypadek, gdy krotkoterminowa stopa procentowa jest okreslona za
pomocg stochastycznego rownania rézniczkowego (por. [Jakubowski i in. 2003]):

dr, = (u-ar)dt+oy/rdB,, (36)

t
gdzie ueR,0<o<a,B = B:+J\/Edu.
0

Jak poprzednio proces {Bt }tzo jest to standardowy proces ruchu Browna wzgle-
dem miary Q oraz {Bt* }DO jest to standardowy proces ruchu Browna wzgledem
miary P . Proces {\/Fl } , jest to cena za ryzyko. Ten model zostat wprowadzony

>

przez Coxa, Ingersolla i Rossa, dlatego nazywany jest modelem CIR.
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Cena obligacji zerokuponowej w tym przypadku jest nastgpujaca:
Pr= exp(_rtwt,T +My ) : (37)
Funkcje W, i m; s3 okreslone nastgpujgcymi wzorami:

. 2(exp(2}/(T —t))_l)
Ty o T O]

(3%)

My =21 (e (0,502 +a)(T 1)) , (39)
e 2y—a+(2}/+a)exp(2;/(T —t))

gdzie y =0,5Va’ +20% oraz te [O,T].

Nie jest znana w tym przypadku analityczna posta¢ na drugi moment zwyktly
procesu dyskontowania, a tym bardziej na iloczyn dwoch procesow dyskontowania.
Dlatego warto$ci te s3 wyznaczane numerycznie. Schemat obliczania (por. [Marci-
niuk 2009]) polega na numerycznym rozwigzaniu réwnania (36) metodg aproksy-
macji rzgdu 1,5 (por. [Janicki 1996]), dzielac odcintek czasowy na N czesci. Nastep-

nie numerycznie przybliza si¢ rozwigzanie catki _[rudu, t>s. Na koncu wyznacza
t S t

si¢ warto$§¢ exp(—ZI rudu] lub exp (—j rudu] . exp[—.[ ruduJ , powtarzajac procedure
s 0 0

t S t
k-krotnie oblicza si¢ srednig warto$¢ exp (—2.[ rUduJ lub exp (—J I’udu) . exp[— J ruduJ .
s 0 0

5. Estymacja parametrow modeli

Krétkoterminowa stopa procentowa nie jest bezposrednio obserwowana na rynku
finansowym. Dlatego tez jest ona w jaki$ sposob szacowana, np. na podstawie stopy
WIBOR. Na podstawie bonow skarbowych i obligacji o statym oprocentowaniu
mozna okresli¢ natychmiastowg stopg procentows. Znajac stopg forward, mozna
rowniez wyznaczy¢ krotkoterminowa stopg procentowa.

Dla uproszczenia zatézmy, ze znamy krotkoterminowa stopg procentowa, tzn.
mamy dane symulacyjne. Dane te wygenerowane zostaly z nastepujacego rozktadu
(por. [James, Webber 2000])

. [n ~ N ,U+("t. _ﬂ).exp(_a(tiﬂ—ti))’g\/l—eXP(_za(tm_ti)) (40)
alt i a
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Dla a =8, =0,055,0 =0,04,r, =0,05. Przyjeto, ze sa to tygodniowe dane, obser-
wowane przez 20 lat.

Na ich podstawie estymowano parametry modeli krotkoterminowej stopy pro-
centowej. Z uwagi na to, ze znane s3 warunkowe rozktady dla: procesu Wienera,
procesu AR(1) i modelu Vasicka, do estymacji parametrow tych modeli zastosowano
metode najwickszej wiarogodnosci. W przypadku modelu CIR znana jest rowniez
posta¢ funkcji najwickszej wiarogodnosci (por. [James, Webber 2000]). Funkcja ta
zalezy od funkcji Bessela, zaleznej od estymowanych parametrow. Trudno jest do-
bra¢ parametry startowe estymowanych parametroéw, ktore nie powodowatyby zabu-
rzen funkcji Bessela. Dlatego do estymacji parametréw w przypadku modelu CIR
zastosowano uog6lniong metode momentdéw (por. [James, Webber 2000]). Estyma-
cje wszystkich parametrow przeprowadzono z wykorzystaniem pakietu Solver
w programie Excel. Wyniki estymacji sg nastgpujace:

— proces AR(1)
d6, =0,05524 +0,84598(5,_, —0,05524) + ¢,,

& ~N(0;0,009375),8, = 0,04845,
— proces Wienera
do, =0,0052dB,, 5, = 0,04845,

— model Vasicka
dr, = —8,67(rt —0,055)dt +0,04dB,,
— model CIR
dr, = (0,06218—1,1254rt)dt+0,32\/EdBt.

6. Przyklady numeryczne

W celu porownania zaprezentowanych modeli i sposobdw stochastycznego modelo-
wania stopy procentowej obliczono warto$ci aktuarialne rent zyciowych. Warto$ci te
sg sumg jednorazowych skladek netto w przypadku ubezpieczenia na dozycie. Dla
przyktadu obliczono jednorazowe sktadki netto i odchylenie standardowe zdyskon-
towanego $wiadczenia ubezpieczeniowego dla kobiety, ktora w wieku 30 lat kupuje
ubezpieczenie na dozycie na N lat (n=2,4,...,20). Swiadczenie wyptacane jest w
wysokosci 10 000 zt (por. [Marciniuk 2009]).

W sposobie aktuarialnym jednorazowa sktadke netto oblicza si¢ ze wzoru (8),
natomiast drugi moment zwykly zaktualizowanej wielko$ci $wiadczenia ze wzoru

(11). Dlaprzyjetych danychmamy: 10000A — = E (VO,n ) P(K30 > n) =E (Vo’n)~ o Pso

Som]

oraz (10000)’ 'ZAao;H\l = E(véyn)- . Ps, - Prawdopodobienstwo |, s, jest obliczone na

podstawie Polskich Tablic Trwania Zycia z 2000 roku (por. [Ostasiewicz 2003]).
Odchylenie standardowe zaktualizowanej wielko$ci $wiadczenia Z, jako pierwia-

stek z wariancji Z, jest obliczane ze wzoru: 100000 (Z)=10000,/V (Z)=
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2
~10000,/A ;! ~(A,) - Wartos¢ E(vi,), dia k =12 jest zadana wzorem (14)
w przypadku procesu AR(1) i wzorem (18) w przypadku procesu Wienera. W sposo-

bie finansowym wielkosci Ax;ﬁ\l i 2Axﬂ1 sa obliczane odpowiednio ze wzorow (26)

1(27). W przypadku modelu Vasicka P, i EC (A; 2 |Ft ) sg dane wzorami (29) 1 (32).
W modelu CIR cena P, jest okreslona wzorem (37), natomiast wielkos¢
E° (A; 2 |Ft) jest obliczona numerycznie za pomocg wilasnego programu wedtug
schematu podanego w punkcie 4.2. Odcinek czasowy podzielono na 500N czesci
1 zastosowano 200 powtorzen do generowania trajektorii procesu.

Wysoko$¢ jednorazowej sktadki netto i odchylenia standardowego zdyskonto-
wanego $§wiadczenia przedstawione sg na rys. 1. Wartosci jednorazowych sktadek
netto sg najnizsze w przypadku modelu Vasicka, dlatego na rys. 2 przedstawiono
roznice migdzy jednorazowymi sktadkami netto wzgledem tej najnizszej sktadki.

Najnizsze sktadki sa w przypadku modelu Vasicka. Podobnej wysokos$ci jest
sktadka w przypadku procesu AR(1). Réznice sg mate dla matych n . Dla wigkszych
N réznice sg rzedu 10-30 zt, przy sktadce rownej okoto 3500 zt. Sktadka w przypad-
ku procesu Wienera jest zdecydowanie wyzsza, a réznice rosng wraz ze wzrostem N
od 120 zt do 580 zt. Sktadka w przypadku modelu CIR jest obliczona numerycznie,
dlatego sktadki nie sg przedstawione jako funkcja ciggta na rys. 2. Réznice pomig-
dzy sktadkami wynosza od 100 do 200 zt.

P S
e Wiiener

=== Wasicek

12001

1000

s001

GO0

odchylenie standardowe

4
400F

2m . . . . . . . . .
2 4 ] 5 10 12 14 1B 18 2
czas [n]

Rys. 1. Jednorazowa sktadka netto i odchylenie standardowe zdyskontowanej wielkosci $wiadczenia Z

Zrédlo: [Marciniuk 2009].

Odchylenie standardowe zdyskontowanej wartosci §wiadczenia w przypadku
modelu CIR jest obliczone numerycznie i jest ono najwyzsze. W przypadku procesu
Wienera odchylenie standardowe Z jest wigksze niz o (Z) w przypadku procesu
AR(1)dla n>18. Najmniejsze o(Z) jest w przypadku modelu Vasicka. Wyniki dla
procesu AR(1) i modelu Vasicka sa podobne, jednakze wartoéci o(Z) w pierwszym
przypadku sa nieco wyzsze. Zauwazmy, ze proces autoregresji rzgdu jeden jest dys-
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Rys. 2. Réznice migdzy jednorazowymi sktadkami netto wzgledem sktadki w przypadku modelu Vasicka
Zrédlo: [Marciniuk 2009].

kretng wersja procesu Ornsteina-Uhlenbecka. Proces opisujacy model Vasicka jest
takze procesem Ornsteina-Uhlenbecka. Wynika stad, Zze nie jest konieczne uzycie
ciagglych procesow jako modeli krotkoterminowej stopy procentowej. Jednakze nie
zawsze proces ciggly ma swojg wersje z czasem dyskretnym.

Warto tez zwroci¢ uwage na fakt, ze sktadka netto i odchylenie standardowe
zdyskontowanej wielko$ci §wiadczenia, obliczone przy zatozeniu, ze stata stopa
procentowa jest rowna dlugoterminowej stopie procentowej, dla modelu Vasicka, sa
prawie takie same jak sktadka netto i odchylenie standardowe Z dla modelu Vasicka.
Ta dlugoterminowa stopa procentowa jest okreslona nastepujaco (por. [ Yao 1999]):

2
o

U= > =5,4999% . Sktadki w obu przypadkach zaprezentowane sg na rys. 3.

(ZZ
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— stala
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T
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Rys. 3. Porownanie jednorazowej sktadki netto dla statej dlugoterminowej stopy procentowej
i krétkoterminowej stopy w modelu Vasicka

Zrodto: [Marciniuk 2009].



Dwa sposoby modelowania stopy procentowej w ubezpieczeniach zyciowych 107

W2 przypadku modelu CIR, dlugoterminowa stopa procentowa jest rowna
U
a+No?+a’
Vasicka.

Przypus$émy, ze 30-letnia kobieta pobiera raz w roku rente zZyciowa platng z gory
przez N lat n=(4,8,...,20). W punktach 3.1 i 4.1 niniejszego artykutu okreslono
warto$ci aktuarialne 1 drugi moment zwykty zaktualizowanego §wiadczenia renty
platnej z dotu. Zauwazmy, zZe:

Ye(x™,mn)= m+mkzllx§m _—+Y(x m-n-1),

=5,42%, a wigc jest podobnej wysokosci, co w przypadku modelu

gdzie Y ¢ (X ,m- n) oznacza zaktualizowang Wlelkosc $wiadczenia renty ptatnej z
gory przez m-n podokreséw roku, natomiast Y Xk ,m-n— 1) oznacza zaktualizo-
wang wielko$¢ $wiadczenia renty platnej z dotu przez m-n—1 podokreséw roku.

Oznacza to, ze wzory na wartos¢ aktuarialng renty ptatnej z gory réznig sie jedy-
nie tym, ze wystepuje pierwsza rata, platna w chwili zerowej w wysokosci —,
m

a ostatnia rata nie jest wyptacana na koniec, tylko na poczatku podokresu roku m-n.
Wartos¢ aktuarialna renty ptatnej z gory przez Nlat m razy w roku okreslona jest
nastepujaco:

o _ 1 1T m !

Zauwazmy tez, ze:

o 1 1S8ym ) m
v (Y (x{™.m- n)) (E+Ek§x§ )_v (Y (x| ),m.n—l)).

Oznacza to, ze chcac obliczy¢ warto$¢ aktuarialng lub wariancje zaktualizowa-
nego $wiadczenia renty zyciowej platnej z gory wystarczy skorzysta¢ z odpowied-
nich wielkosci dla renty platnej z dotu. Analogicznie jest w przypadku finansowego
modelowania stopy procentowej w ubezpieczeniu renty Zyciowe;.

Wartos¢ aktuarialna renty zyciowej, jest najmniejsza w przypadku modelu Va-
sicka (najnizsza sktadka w przypadku ubezpieczenia na dozycie), dlatego w tab. 1
przedstawiona jest ta warto$¢ dla renty pobieranej m razy w roku przez n lat tylko

dla tego modelu. Prawdopodobienstwa P( ) > k) wm Py obliczono przy zaloze-

niu jednostajnego rozktadu $mierci w ciggu roku na podstawie Polskich Tablic Trwa-
nia Zycia z 2000 roku (por. [Ostasiewicz 2003]) ze wzoru (por. [Marciniuk 2004a]):

k/mpx - P( k) [k/m] px ( (t_m)(l_ px+[k/m]))’

gdzie [a] oznacza czgs¢ catkowity liczby &, natomiast (a+b) oznacza czgs¢ utam-
kowg z dzielenia liczb @ i b.
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Tabela 1. Warto$¢ aktuarialna renty zyciowej w przypadku modelu Vasicka

n m=1 m=2 m=4 m=12 m =365 m = 8760

(rocznie) | (potrocznie) | (kwartalnie) | (miesigcznie) | (dziennie) (godzinnie)
2 1,947 1,920 1,907 1,898 1,894 1,894
4 3,689 3,639 3,614 3,598 3,590 3,589
6 5,249 5,177 5,141 5,118 5,106 5,106
8 6,644 6,553 6,508 6,478 6,463 6,463
10 7,891 7,783 7,729 7,694 7,676 7,676
12 9,006 8,882 8,821 8,780 8,761 8,760
14 10,002 9,864 9,796 9,751 9,729 9,728
16 10,891 10,740 10,666 10,616 10,593 10,592
18 11,683 11,522 11,442 11,388 11,363 11,362
20 12,389 12,217 12,132 12,076 12,048 12,047

Zrédto: [Marciniuk 2009].

Warto$¢ aktuarialna maleje, gdy rosnie m. Roznice te nie sg jednak znaczace.
Wraz ze wzrostem N rdznice w wartosciach aktuarialnych sg wigksze. Ponadto wraz
ze wzrostem podziatu roku, réznice w warto$ciach aktuarialnych zanikaja. Wartos¢
aktuarialna dla m=1 jest wieksza niz dla m =365 o okoto 2,8%. Roznice mi¢dzy
warto$ciami dla m=12 i m =365 wynoszg okoto 0,46%. Dla m =365 8760
roznice te sg bardzo mate — okoto 0,22%. Dlatego nie ma potrzeby wyplacania renty
Zyciowej czesciej niz raz w miesigcu.

7. Matematyczne rezerwy netto

Znajac wielkos$¢ jednorazowych sktadek i wartosci aktuarialnych netto rent zycio-
wych mozna obliczy¢ matematyczne rezerwy netto. Wartos¢ polisy ubezpieczenio-
wej W czasie, czy tez zobowigzania, okreslajagce wielkos¢ srodkéw, jakie ubezpie-
czyciel powinien posiada¢ w danej chwili, sg to wlasnie rezerwy matematyczne. Do
ich obliczenia niezbedna jest znajomos¢ okresowej sktadki netto. Ratalng sktadke
netto w przypadku ubezpieczenia na dozycie na n lat okresla si¢ ze wzoru (por. [Bo-
wers 11in. 1986]):

L
im) _ _ xn
T gm”

Dla przyktadu zatozmy, ze kobieta w wieku 30 lat kupuje ubezpieczenie na do-
zycie na n =10 lub n=20 lat i ptaci sktadk¢ M (m=1,2,4,12,365) razy w roku,
by jezeli dozyje, otrzyma¢ $wiadczenie w wysokosci 10 000 zi. Warto$¢ roczna
okresowych sktadek netto dla wszystkich modeli przedstawiona jest w tab. 2.
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Tabela 2. Warto$¢ roczna okresowych sktadek dla wszystkich modeli

Model m=_1 m=2. m=4. .m_=12_ m;36§
(rocznie) | (potrocznie) | (kwartalnie) | (miesiecznie) | (dziennie)
n=10
AR(1) 730,19 740,25 745,34 748,76 -
Wiener 757,81 767,05 771,72 774,86 776,39
Vasicek 726,34 736,42 741,53 744,97 746,64
CIR 897,59 902,62 905,10 906,73 907,53
n=20
AR(1) 265,03 268,69 270,55 271,80 -
Wiener 291,25 294,78 296,56 297,76 298,34
Vasicek 260,90 264,57 266,42 267,67 268,28
CIR 403,01 405,15 406,22 406,93 407,27

Zrédto: [Marciniuk 2009].

W tabeli 2 dzienna sktadka dla procesu AR(1) nie jest obliczona, poniewaz dane,
na podstawie ktorych estymowane byty parametry, sa tygodniowymi danymi (mak-
symalnie dla m = 52). Z tej tabeli wynika, ze najwyzsza sktadka jest w przypadku
modelu CIR. Roznice w wysokosci sktadki sa znaczace, np. dla n =20 jest to ponad
50%. Najmniejsza sktadka jest w przypadku modelu Vasicka. Sktadka dla procesu
AR(1) jest poréwnywalnej wysokosci. W przypadku procesu Wienera sktadki sg
nieco wyzsze.

W tabeli 3 przedstawiono warto$ci roczne okresowych sktadek netto dla modelu
Vasicka dla n=2,4,...,20.

Tabela 3. Warto$¢ roczna okresowych sktadek dla modelu Vasicka

0 m=_1 m=2 m=4 m=12 m =365 m:_l
(rocznie) | (potrocznie) | (kwartalnie) | (miesigcznie) | (dziennie) | (rocznie)

2 4600,40 4663,40 4695,43 4716,95 4727,66 472791
4 2172,12 2202,08 2217,32 2227,55 2232,51 2232,64
6 1365,95 1384,84 1394,43 1400,86 1403,98 | 1404,09
8 965,11 978,48 985,26 989,82 992,05 992,11
10 726,34 736,42 741,53 744,98 746,64 746,69
12 568,54 576,45 580,47 583,16 584,47 584,51
14 456,97 463,34 466,57 468,74 469,79 469,83
16 374,28 379,50 382,16 383,94 384,80 384,83
18 310,85 315,20 317,41 318,89 319,61 319,64
20 260,91 264,57 266,42 267,67 268,28 268,30

Zrédto: [Marciniuk 2009].
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Z tabeli 3 wynika, ze wraz ze wzrostem m ro$nie warto$¢ sktadki. Na przyktad
pélroczna sktadka jest wyzsza o okoto 1,37%-1,4% od sktadki rocznej. Dzienna
sktadka jest wyzsza od rocznej o okoto 2,77%-2,83% (roznica jest dwukrotna). Wraz
ze wzrostem okresu ubezpieczenia réznice mi¢dzy sktadkami takze rosng. Wraz ze
wzrostem podziatu roku, réznice w wartosciach sktadek sg coraz mniejsze. Dzienne
sktadki sg wyzsze niz miesi¢czne o okoto 0,22%. Réznice miedzy godzinng a dzien-
ng sktadka wynosza okoto 0,007% i nie sg znaczace. Dlatego nie ma sensu ptacenie
sktadki czgséciej niz kazdego dnia. Taka czestotliwos¢ nie jest praktykowana, dlatego
najbardziej sensowng sktadka jest sktadka miesi¢czna.

Poniewaz sktadka jest najnizsza w przypadku modelu Vasicka, matematyczne
rezerwy netto obliczone sa tylko w tym przypadku. Za pomocg nastepujacego wzoru
oblicza si¢ matematyczne rezerwy netto w chwili t >0 w przypadku finansowego
modelowania stopy procentowej w ubezpieczeniach (por. [Carriere 2004; Marciniuk
2009]):

Pa™ mat -k P
: p m
m k%ﬂ t’% ¢ Px

m_p

tvx:ﬁ‘ t,n'n—tpx+t_ ,0<t£n’

gdzie [ m-t] jest to sufit (czg$¢ catkowita gorna) z liczby m-t.

Tabela 4. Matematyczne rezerwy netto w przypadku modelu Vasicka

t traj. 1 traj. 2 traj. 3 traj. 4 tra}e(:)l?t (())rii i =5,4898%
0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
1 768,02 767,61 766,82 767,96 767,24 773,26
2 1583,12 1577,00 1582,28 1577,09 1578,85 1589,47
3 2436,35 243885 2434,29 2433,93 2436,69 2451,07
4 3342,58 3334,04 3336,56 3340,66 3343,95 3360,70
5 4309,44 4303,81 4306,91 4295,87 4302,99 4321,18
6 5309,51 5316,72 5311,74 5313,01 5317,47 5335,50
7 6381,17 6382,14 6380,66 6381,16 6390,42 6406,88
8 7526,29 7525,40 7540,53 7536,94 7526,27 7538,85
9 8724,25 8728,68 8742,78 8727,89 8727,80 8735,22

10 10 000,00 | 10 000,00 | 10 000,00 | 10 000,00 10 000,00 10 000,00

Zrédto: [Marciniuk 2009].

Przypusémy dla przyktadu, ze 30-letnia kobieta kupuje ubezpieczenie na dozy-
cie na 10 lat, a §wiadczenie wyptacane jest w wysokosci 10 000 zt. Kobieta ta ptaci
roczng sktadke w wysokosci 726,34 zt (tab. 3). Rezerwy w chwili 0 sg rowne 0.
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Pozostate rezerwy zalezg od ceny obligacji zerokuponowej P, ;. Ta cena jest znana
tylko dla t=01i t=10. Dla pozostatych t>0 cena jest procesem stochastycznym,
zaleznym od krotkoterminowej stopy procentowej w chwili t. Rezerwy sg wiec takze
procesem stochastycznym. Dlatego mozna jedynie okresli¢ ich wielko$¢ dla roznych
trajektorii procesu krétkoterminowej stopy procentowej, co jest przedstawione w
tab. 4. Srednie rezerwy obliczone sg dla 1000 trajektorii. Cena zerokuponowej obli-
gacji jest wyznaczona ze wzoru (29). Ponadto w tabeli przedstawiono rezerwy obli-
czone przy zatozeniu statej stopy procentowej, rownej dlugoterminowej stopie pro-
centowej w modelu Vasicka.

Trajektorie generowane sg przy uzyciu wzoru (40). Rezerwy dla r6znych trajek-
torii sa prawie takie same. Czasami sg one o kilka ztotych wyzsze lub nizsze. Srednie
rezerwy dla modelu Vasicka sg podobnej wysokosci jak rezerwy z poszczegdlnych
trajektorii. Ponadto sg one podobnej wysokosci jak rezerwy wyznaczone przy statej
dlugoterminowe;j stopie procentowej rownej 5,499%.

8. Podsumowanie

W celu ilustracji i pordéwnania dwdch sposobéw modelowania stopy procentowe;j
w ubezpieczeniach zastosowano dane symulacyjne. Do obliczenia wielkosci aktu-
arialnych zastosowano proces autoregresji rzedu jeden, proces Wienera, model
Vasicka i model Coxa-Ingersolla-Rossa. W sposobie finansowym niezbedna jest
znajomo$¢ ceny obligacji zerokuponowej, a poniewaz na rynku polskim nie ma od-
powiedniej liczby takich obligacji, to ich ceng modelowano za pomoca krotkotermi-
nowej stopy procentowe;j.

Wigkszo§¢ wnioskow zostata podana podczas analizy wynikow, uzyskanych
z przyktadow numerycznych. Podsumowujac, najlepszym, z przedstawionych mo-
deli stopy procentowej okazat si¢ model Vasicka. Podobne wyniki uzyskano dla pro-
cesu AR(1). Najgorsze wyniki otrzymano dla modelu CIR. Estymacji parametrow
tego modelu dokonano przy uzyciu innej niz dla pozostatych modeli metody estyma-
cji. Proces opisujacy ten model, charakteryzuje si¢ rozktadem niecentralnym w prze-
ciwienstwie do pozostatych modeli. Ponadto wigkszo$¢ obliczen w tym przypadku
wykonano numerycznie. Wszystko to mogto mie¢ wptyw na ogodlne wnioski.

W przypadku modelu Vasicka wielkosci aktuarialne moga by¢ liczone dla kaz-
dego t > 0. Jednakze podziat roku na wigcej niz 12 cz¢sci nie powoduje znacznego
wzrostu sktadki. Nie ma sensu optacanie sktadki czy wyptacanie §wiadczen czgsciej
niz raz w miesigcu. Dlatego uzywanie ciaglych modeli stopy procentowej nie jest
konieczne. W przypadku modelu CIR czy procesu Wienera sktadki sa wyzsze. Teo-
retycznie firma ubezpieczeniowa mogtaby wybra¢ te modele, jednak odchylenie
standardowe zdyskontowanej warto$ci $wiadczenia jest takze w tych przypadkach
wyzsze, co zwigksza ryzyko ponoszenia wigkszej straty przez ubezpieczyciela.

Poprawne wyznaczenie rezerw jest waznym elementem dziatalno$ci ubezpie-
czeniowej. Ubezpieczyciel musi zagwarantowac sobie i klientom wyptacalnosc.
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W przypadku stochastycznego modelowania stopy procentowej rezerwy sg takze
stochastyczne i moga by¢ obliczone jedynie jako wartosci $rednie. W przypadku
modelu Vasicka $rednie wielkoSci rezerw sg porownywalne do wielkosci rezerw
z poszczegolnych trajektorii procesu. Nie w kazdym przypadku tak musi by¢.

Waznym wnioskiem jest to, ze jezeli sktadka i rezerwy netto sg wyliczone przy
zatozeniu statej stopy procentowej, to stopa ta powinna si¢ rownac¢ dlugoterminowe;j
stopie procentowej, obliczonej dla modelu stochastycznego stopy procentowe;.

W finansowym sposobie stochastycznego modelowania stopy procentowej moz-
na uzyskac ceny obligacji zerokuponowej z rynku. Jest to zaleta. Ale sktadka dla tej
samej osoby moze by¢ inna kazdego dnia. Ponadto nie ma zbyt duzo takich obligacji
na polskim rynku. Dlatego cena obligacji jest modelowana. Natomiast chcac obli-
czy¢ odchylenie standardowe zaktualizowanej wielkosci $wiadczenia i tak trzeba
modelowaé drugi moment procesu dyskontowania.

Jest wiele zalet i wad stochastycznego modelowania stopy procentowej. Jednak
takie modelowanie jest godne uwagi, gdyz przybliza do rzeczywisto$ci.

Niektoére wzory, a takze wyniki numeryczne w tym artykule pochodzg z rozpra-
wy doktorskiej autora artykutu (por. [Marciniuk 2009]) i nie byty jeszcze publikowa-
ne w postaci artykutow.
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TWO WAYS OF STOCHASTIC MODELLING OF INTEREST RATE
IN LIFE INSURANCES

Summary: In the traditional actuarial literature, to make it simple, it is assumed that the rate
of interest is fixed and the same throughout the years. However, the interest rate that will apply
in the future years is, of course, neither known nor constant. Therefore, the stochastic interest
rate to the actuarial calculations is applied in the research. Two ways of stochastic modelling
of interest rate: actuarial and financial are described in the article. The actuarial and financial
ways of modelling of interest rate are distinguished according to applying the interest rate
model. The actuarial calculations are presented in the case of the generalized life annuity
payable m times a year at the end of each m-th of the year. In the actuarial way the expected
value and the variance of the discount value of benefit payment are determined in a traditional
way, and the technical stochastic interest rate models are applied to the calculations. In the
financial way benefit payments are treated as a stochastic cumulative cash flow. The discount
value of these cash flows is valuated under the assumption that arbitrage is not possible. To the
actuarial calculations the models of short-term rate are applied. In the article four stochastic
processes are used as interest rate models in life insurances. The analysis of the influence of
stochastic interest rate on calculating net premiums, actuarial values of life annuities and net
mathematical reserves is done. The results and conclusions are described in the last part of the
article.

Keywords: technical interest rate, short-term rate, Vasicek model, Cox-Ingersoll-Ross model,
mathematical reserve, life annuity.





