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Rzadko zdarza si¢ w historii nauki, aby mozna bylo precyzyjnie okre-
sli¢, kiedy pojawila si¢ konkretna dyscyplina. W przypadku rachunku
prawdopodobienstwa w Polsce sprawa jest prosta: pierwszym tekstem
z rachunku prawdopodobiefistwa w Polsce jest rekopis Jana Sniadec-
kiego [4], datowany na 1790 r., napisany jeszcze w czasie jego pobytu
w Krakowie. Do tego czasu nie byto w Polsce tekstow poswigconych
tej dziedzienie, ani facinskich, ani polskich.

Rozwo6j kombinatoryki, tak potrzebnej w elementarnym rachunku
prawdopodobienstwa, datuje si¢ od publikacji rozprawy Gotfrieda
Wilhelma Leibniza [2].

Podrgcznik [1] jest anonimowym ttumaczeniem z niemieckiego.
Na stronie 100 znajduje si¢ krotka wzmianka o kombinatoryce (Ars
Combinatoria). Jest to jedyny podrecznik arytmetyki w jezyku pol-
skim sprzed XIX w., w ktorym pojawity si¢ elementy kombinato-
ryki.

Tekst Sniadeckiego [4] ukazal si¢ drukiem przed kilku laty [6].
Niniejsza publikacja jest jego przedrukiem. Dalsze informacje o roz-
woju rachunku prawdopodobienstwa w Polsce mozna znalez¢ w [5] i
[8]. Rys zycia Jana Sniadeckiego podaje w [7]. On sam w curriculum
vitae [3] ograniczyl si¢ do pierwszych lat swojej kariery, w tym do
opisu pobytu za granicag w latach 1778—1780. Wspomina tam, ze w
czasie pobytu w Paryzu stuchat wyktadow wielu uczonych, nie tylko
matematykow. Ws$rod nich byli: Nicolas de Condorcet i Jean
d’Alembert. W tym czasie w Paryzu byl tez Pierre Simon de Laplace,
autor stynnych dziet poswieconych metodom analitycznym rachunku
prawdopodobienstwa. Zapewne i z nim mial kontakt Sniadecki.
Wszyscy trzej wymienieni matematycy zajmowali si¢ probabilistyka.
Z pewnoscia wigc Sniadecki zdobyt w Paryzu podstawowa wiedze w
tym zakresie.
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Ponizej zataczam tekst rekopisu Jana Sniadeckiego [4]. Zapoczat-

kowat on rachunek prawdopodobienstwa na ziemiach polskich.
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Rys. 1. Pierwsza strona rekopisu [4] Jana Sniadeckiego.
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wR*1790

[Jan Sniadecki]

Rachunek

Zdarzen i Przypadkow Losu

1. Lubo to co nazywamy Losem nie maigc zadney statosci ani pewno-
sci w sobie, zdaie si¢ bydz obiektem, pod Zzaden rachunek podpadac
nie mogacym, atoli gdy wszystkie przypadki ktére si¢ trafiaig maia
pewne stopnie podobienstwa ze si¢ przytrafig lub chybig, stopnie te
mogac bydz migedzy sobg réwnane i stosowane, nalezag do rachunku
Matematycznego, za pomoca ktdrego mierzemy ze tak rzeke, nasz
domyst lub nadziei¢, poznawaigc ich odlegtos¢ bliska lub daleka od
pewnosci. Poniewaz ten rachunek zalezy na stésowaniu i réwnaniu
migdzy sobg przypadkow zachodzi¢ mogacych w losie, rozrozni¢ nam
nalezy Przypadki trafu czyli liczbg razy w ktorych rzecz iaka wypasdz
1 trafi¢ si¢ moze. Przypadki chybienia czyli liczbg razy w ktorych ta
sama rzecz chybi¢ moze, wreszcie obrot ze tak rzeke losu, czyli Przy-
padki wszystkie zawieraigce w sobie liczbg wszystkch trafow 1 liczbg
chybien. Zaczem rozumie¢ bedziemy przez przypadki wszystkie Zbior
Przypadkow trafu 1 przypadkéw chybienia albo krocéy zbior zdarzen i
chybien.

Znaigc losu iakiego przypadki wszystkie, oprocz tego Przypadki
iego trafu i przypadki chybienia w liczbie, iezeli stosowac bedziemy
liczbe przypadkow trafu z liczbag przypadkéw wszystkich, czyli iezeli
liczbe przypadkow trafu rozdzielimy przez liczbg przypadkéw
wszystkich, utamek ten czyli stosunek pokaze nam to co nazywac
odtad bedziemy Podobienstwo trafu iezeli za$ liczbe przypadkéw
chybienia rozdzielemy przez liczbe przypadkéw wszystkich, utamek
ten czyli stosunek pokaze nam Podobienstwo chybienia. lezeli nako-
niec liczbe przypadkow trafu rozdzielemy prze liczbe przypadkow
chybienia, albo ogdlniey, znaigc podobienstwo trafu i Podobienstwo
chybienia, iezeli iedno rozdzielemy przez drugie otrzymamy stad to co
zawsze nazywaé bedziemy Stosunkiem losow. W calym tym rachunku
uwaza¢ bedziemy przypadki losu rowne, to iest ze kazdy z nich wy-
pasdz z rowng latwoscig. Obiasnieymy to przyktadem: wzigwszy
kostke o szesciu scianach maigcych kropki as, dwa, trzy, cztery, pig¢,
sze$¢, iakiey zazwyczay w grze kosci uzywaia, iezeli za rzuceniem
iednym tey kosci chce aby mi wypadt as, poniewaz iest sze$¢ Scian na
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ktorych kazda pasdz moze ko$¢ za iednym rzuceniem, a iedna tylko
sciana z asem; iest wigc ieden tylko przypadek trafu, a pie¢ przypad-
kéw chybienia, wszystkich zas przypadkow iest szes¢, to iest tyle ile
iest scian na ktore pasdz moze; a zatem w tym przyktadzie utamek +

wyraza podobienstwo trafu to iest ze kos¢ za iednym rzuceniem pad-
nie na asa; utamek ¢ wyraza Podobienstwo chybienia to iest ze kos¢

za iednem rzutem nie padnie na asa; utamek + albo = wyraza Stosu-

nek losow, to iest gdyby osoba 4 uczynita zaklad ze padnie as, z oso-
ba B ktora utrzymuje Ze nie padnie as, za iednem koS$ci rzuceniem,

podobienstwa ze 4 wygra zaktad iest = £; a podobienstwo ze B wygra

zaklad = 5, co pokazuie nierownos¢ loséw, bo pie¢ razy podobnieysza
wygrana Osoby B niz Osoby 4. Dla zrownania wigc loséw iak si¢
nizey okaze, potrzeba zeby zaktad B byt pie¢ razy wigkszy iak zaktad
Osoby 4, czyli zeby B ustawit pie¢ przeciwko iednemu. Ogoélnie niech
a wyraza liczbe przypadkow trafu; b liczbe przypadkow chybienia;

bedzie Podobienstwo trafu = , podobienstwo chybienia = b ,
a+ a+b
stosunek losow = —2— b .
a+b a+b b

2. Podobienstwo trafu dodawszy do podobienstwa chybienia
Summa stad powstaigca wyda utamek ktorego licznik rowny bedzie

a b
+

a+b a+b
iest pewnoscig ze przypadek trafi lub chybi, wigc w catym tym ra-
chunku pewno$¢ wyraza¢ bgdziemy przez iednos$¢: pewnos¢ bowiem
za przypadkiem iest to nieskonczenie wielki stopien podobienstwa ze
przypadek si¢ trafi, tak iak pewnos¢ przeciwko przypadkowi iest tenze
sam stopien podobienstwa, ze przypadek chybi. A iezeli pewno$¢ =1,

wigc 1 reprezentowa¢ [dopisane: wyrazaé] bedzie zupetnie rowne

Mianownikowi a zatem warto$¢ utamku = 1; =1, aze to

podobienstwo trafienia lub chybienia, bo gdy ¢ _ b [Rachu-
a+b a+b

nek losow, str. 2] wypada ze a = b a zatem wartos¢ obydwoch utam-
koéw =1.

b a a
a+b a+b’ a+b a+b
podobienstwo chybienia, wypada podobienstwo trafu; i od teyze pewnosci
odciagnawszy podobienstwo trafu, reszta okaze podobienstwo chybienia.

1—

to iest od pewnosci odciggnawszy

SLASKI
PRZEGLAD
STATYSTYCZNY

Nr 13(19)



SLASKI
PRZEGLAD
STATYSTYCZNY

Nr 13(19)

256 Witold Wigstaw

[na lewym marginesie: oczekiwanie iego wartosci]

Jezeli za zdarzeniem si¢ iakiego przypadku, wygrywa kto pewng sum¢
pieniedzy, iego Oczekiwanie tey summy, ma pewng warto$¢ przed
trafieniem si¢ tego przypadku. Tak n. p. iezeli kto ma wygrywac¢ #10
za wypadkiem iakiego zdarzenia na ktore zupetnie iest réwne podo-
bienstwo ze trafi lub chybi, oczekiwanie iego przed wypadkiem losa
iest =#5. czyli warta 5". gdyz oczekuigcy iest tu zupelie w takich
okoliczno$ciach, iak gdyby w rowney grze stawit 5”, aby za wygrang
miat ich 10, albo stracit 5 za chybieniem gry; aze wstawiaigcy 5" w

rownéy grze iest wiascicielem 5% przed decyzya gry, wiec podobnie
oczekuigcy na wygrang 10 za wypadkiem iakiego zdarzenia przed

decyzya losu iest w stanie oczekiwania ktore warta 57 .

We wszystkich zdarzeniach w ogo6lnosci oczekiwanie na wygranie
iakiéy Summy ma warto$¢ rowng Summie Pieniedzy oczekiwaney
rozmnozon€y przez Podobienstwo trafu. I tak iezeli w 5 przypadkach

losu ma za soba trzy do otrzymania 100" moie oczekiwanie
= 2.100=60". Prawdg tego twierdzenia obiasnic mozemy przykla-
dem. Niech begdzie pi¢¢ biletow loteryi do wyciggnienia migdzy kto-
remi znayduig si¢ cztery bilet prozne, a pigty wartaigcy #100, 1 pigc
osob do ciagnienia tey loteryi; rzecz oczywista ze kazda z osob cia-
gnacych ma prawo do 1 czesci 1007, ktore to prawo zalezy natém, iz
gdyby si¢ wszystkie pig¢ 0sob zgodzity nie ciggnac losu, ale rozdzie-
li¢ Summe oczekiwang miedzy siebie, kazdey z nich przypadioby
%100# za i€y pretensya. Czyli za$ Osoby ciggnace zgodza si¢ na roz-
dzielenie miedzy siebie Summy, czyli tez poddadza si¢ przypadkowi
losu, zadna z nich nie ma wigcey za sobg, lub przeciwko sobie przy-
padkow do wygrany, tylko tyle ile ich ma kazda z nich, to iest wszyst-
kie sa3 w rownych okoliczno$ciach, a zatem kazdey oczekiwanie warte
1100”. Wystawmy sobie teraz ze dwie spomigdzy pigciu osob interes-
sowanych do wygrany ustgpuig swego prawa do trzeci€y osobie z
pomiedzy siebie, wiec osoba ktora pozyskata ustgpienie losow dwoch
inszych, ma teraz trzy razy wigksze prawo do wygrany iak przedtym,

a zatem oczekiwanie tey Osoby warta 2-100" =60". Aze utamek 2

wyraza Podobienstwo trafu czyli podobiefstwo otrzymania 1007,
#100 wyraza Summe oczekiwang z wygrany, wiec to cosmy powie-
dzieli wyz€y iest prawdziwe: ze Oczekiwanie rowna si¢ Summie spo-
dziewanéy z wygraney, rozmnozoney przez podobienstwo trafu. Lubo
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atoli fatwo si¢ przekona¢ ze ta prawda ma mi€ysce we wszystkich |y, 1309
zdarzeniach losu, i iest ogdlng.
S tego cosmy dopiero rzekli wypada iz maigc warto$¢ oczekiwa-
nia, i Summe spodziewang z wygrany, rozdzieliwszy pierwszg przez
druga otrzymamy podobienstwo trafu. W poprzedzaigcym przyktadzie

60 _ 6 _3—

oczekiwanie byto = 60°, Summa spodziewana 100%; £& =Lt =3

Podobienstwo trafu.
[na lewym marginesie: narazenie si¢ na strate czyli rysk w grze]

3. Narazenie si¢ na strate czyli to co nazywaig rysk w grze iest
przeciwne oczekiwaniu, i warto$¢ iego iest rtowna Summie ustawioney
czyli krocéy Wstawie rozmnozoney przez podobienstwo chybienia.

W poprzedzaigcym przykladzie iezeli ten ktorego oczekiwanie = 60”,
ustawil 20%, iego Podobienstwo trafu =2, Podobienstwo chybienia

=2, wigc narazenie sie na Strate =20-2=8".

Kombinujac rézne oczekiwania i narazenia si¢ na stat¢ graczow,
wypada stad co nazywac bedziemy w ciggu teraznieyszego rachunku
korzys$cig lub strata w grze; a co pospolicie nazywaé si¢ zwykto
Awantazem lub dezawantazem; i1 lubo nie masz rzetelney korzysci ani
straty przed wypadkiem losu gry, ale Ze puszczaigcy si¢ w grze na
przypadek losu zamierza sobie zyskac lub stracié, przeto przez wzglad
na przedsiewzigcie graigcych uzy¢ mozemy tych stow nie maigc w
naszym igzyku wiasciwszych do wyrazenia tego co nazywaig Awan-
tazem lub dezawantazem.

[Rachunek losow, str. 3]

Jezeli Osoby A i B graig razem tak, ze A4 wstawit 5, a B 3", liczba
przypadkow ktore ma za sobg 4 do wygrany =4, liczba za$ podob-
nych przypadkéw, ktore ma za sobg B =2, wigc Summa do wygrania

= 8" . [na prawym marginesie: znalezienie korzysci lub straty w grze]
Podobiefistwo trafu dla 4 =%, oczekiwanie 4 =8-%=5+1. Podobien-
stwo trafu dla B =2, Oczekiwanie B =8-2=22%. Od oczekiwania

kazdego odciagnawszy wlasg iego wstawke wypadnie korzys$¢ lub
strata w grze, to iest korzys¢ iezeli reszta bedzie dodatna, strata za$
iezeli reszta bedzie odiemna. I tak 5+—5=1 korzys¢ 4: 22 -3=—1
strata dla B w przytoczonym przyktadzie.
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Wynalesdz ieszcze mozna korzy$¢ lub strate w grze odciagaigc od
oczekiwania kazdego gracza wzgledem Summy iego przeciwnika,
narazenie na strate¢ wlasnéy swoi¢y wstawki a zatem oczekiwanie tu
nie powinno si¢ rachowa¢ wzgledem Summy catki€y ale tylko wzgle-
dem Summy szczeg6lney przeciwnika; w narazeniu si¢ za$ na strate
uwaza¢ powinniSmy same¢ tylko wstawke tego ktorego szukamy ko-
rzysci lub straty, i od pierwszego odciagnawszy drugie wypadnie resz-
ta dodatna lub odiemna ktora okaze korzys¢ lub stratg. W Przyktadzie
ostatnim wstawka B = 3", Podobienstwo trafu 4 = 4, Oczekiwanie 4

na wstawke B =3-4 =2, Wstawka 4=5".

Podobiefistwo chybienia dla 4=¢, Narazenie si¢ 4 na strate
=5-2=12. Oczekiwanie 4 naraz na stratg¢ 4, czyli 2—12=1 ko-
rzy§¢ A. Podobienstwo trafu B =2 5" = wstawie 4, oczekiwanie B
na t¢ wstawke =5-2=12; Podobiefistwo chybienia dla B =%, Nara-
zenie si¢ na stratg = 3-4 = 2. Oczekiwanie B na wstawke 5. Naraze-
nie si¢ na stratg czyli 13 -2 =—1
strata B tak iak przedtym. Wyrazmy to wszystko ogdlnemi znakami.
Niech bedzie dwoch graczow A, B, liczba przypadkow przyiaznych

albo trafu dla 4 = a, liczba przypadkow przyiaznych albo trafu dla B =
b, Wstawka 4 = m, Wstawka B = n, wigc:

Podobiefistwo Trafu 4 = —2 , Podobienstwo chybienia dla 4 = b
a+b a+b
Podobienstwo Trafu B = , Podobienstwo chybienia dla B = a
a+b a+b
. . (m+n)a L mb
Oczekiwanie 4 = ————, Narazenie si¢ na strat¢ 4 =
a+b a+b
: . (m+n)b s na
Oczekiwanie B = ———, Narazenie si¢ na strat¢ B =
a+b a+b
: . + -
Oczekiwanie 4 na wstawke n = na_.(m+ma_ m="4 mb ko-

a+b’ a+b a+b
rzy$¢ lub strata w grze dla 4
mb (m+n)b e mb — na

; ko-
a+b a+b a+b

Oczekiwanie B na wstawke m=

rzy$¢ lub strata w grze dla B

[na prawym marginesie: Przypadki zawisle i niezawiste]
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4. Nazywac¢ bedziemy Przypadki niezawiste ktore nie maig zadne-
go z soba zwiazku tak dalece ze zdarzenie si¢ iednego ani pomaga ani
przeszkadza do zdarzenia si¢ drugiego. I tak zeby kto przedsiewziat za
dwoma rzutami téy samey ko$ci wrzuci¢ asa, rzut ieden ko$ci nic nie
wptywa w rzut drugi kosci, bo rzucaigcy iak w pierwszym tak drugim
rzucie ma ieden tylko przypadek trafu, a pi¢¢ przypadkdéw chybienia i
dla tego dwa te rzuty iedney kosci sg przypadkami niezawistemi.
Nazywa¢ znowu bedziemy Przypadki zawiste ktore maig migdzy soba
taki zwigzek iz zdarzenie si¢ iednego wptywa i odmienia Podobien-
stwo trafu drugiego. Gdyby kto chcial z pomiedzy 13 kart za iedném,
drugiem, trzeciem, i wigcey ciggnieniem trafi¢ na asa; przed pierw-
sz€ém ciggnieniem w 13 kartach iest ieden przypadek trafu, a 12 przy-
padkoéw chybienia. Podobienstwo trafu =5; wyciagnagwszy iedng

karte 1 t¢ na bok odlozywszy zostaie ich si¢ 12 gdzie 1 przypadek trafu
a 11 chybienia, Podobiefistwo trafu w drugiém ciagnieniu =3; w
trzeciém ciagnieniu {:; i tak daley: dlatego te przypadki nazywaig sig
zawiste.

[na prawym marginesie: Podobienstwo trafu w wielu przypadkach
niezawistych]

Uwazaigc kilka loséw razem pozna¢ nam nalezy kombinacyg
przypadkow iednego z przypadkami inszych, aby znale$¢ zbiodr przy-
padkow wszystkich wchodzacych do podobienstwa trafu. Niech a
bedzie liczba przypadkéw trafu, b liczba przypadkow chybienia na
ieden los; ¢ liczba przypadkéw trafu, d liczbg przypadkow chybienia
na drugi los; [Rachunek losow: str. 4] a + b wyraza¢ bedzie Summe
przypadkow wszystkich pierwszego losu, ¢ +d Summe przypadkow
wszystkich drugiego losu poiedynczo wzigtego, aze przypadki pierw-
szego kombinuigc zkazdym przypadkiem drugiego losu, wypadnie
liczba przypadkow wszystkich w obydwoch losach = (a+b)(c+d).

Przez ten sam sposob rozumowania maiac a, ¢, e, &c. liczbg przy-
padkow trafu, b, d, f, &c. liczbe przypadkdéw chybienia na trzy lub
wigcey zdarzen nie zawsze liczba wszystkich mogacych wypasdz
przypadkéw bedzie =(a+b)(c+d)(e+ f)&c.to iest mnozac przez
siebie summy przypadkoéw wszystkich kazdego w szczegolnosci zda-
rzenia, otrzymamy kombinacyg przypadkéw wszystkich zdarzen, czyli
liczbe wszystkich podobnych i1 zdarzy¢ si¢ mogacych przypadkow w
obrocie losow. Wzigwszy ich za przyktad dwa, liczba rozmnozenia
ac +ad + bc + bd ztozona z mnogosci szczegdlnych, zamyka wla-
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sciwe znaczenia tychze mnogosci, i tak ac wyraza liczbe przypadkoéw
trafu na dwa na obydwa razem losy; bd wyraza Summe przypadkow
chybienia na obydwa razem losy, czyli zbiér przypadkéw ze obydwa
losy chybia; ac + ad ze pierwszy trafi; bc + bd ze pierwszy chybi;
ac +ad + bc ze ieden tylko ktérykolwiek z nich trafi i.t.d. Tymze
samym sposobem o liczbie wigkszey losow rozumuigc rozr6zni¢ mo-
zemy w ich Summie wyrazy maigce do siebie przywigzane znaczenie
przypadkow trafu lub chybienia we wszystkich kombinacyach zacho-
dzi¢ mogacych.

Z liczby przypadkéw cheac doysdz podobienstwa trafu na dwa lub
wiecey losow nalezy liczbg przypadkéw trafu rozdzieli¢ przez liczbg
wszystkich zdarzy¢ si¢ mogacych przypadkéw, na dawa losy, ktorych
przypadki trafu sg a, c, przypadki chybienia b, d; ac wyraza zbior

przypadkow trafu obydwoch loséw, wiec 9% _ podobien-
(a+b)(c+d)
stwo trafu, aze ac a ¢ , a utomki a ¢

= X .
(a+b)(c+d) a+b c+d a+b c+d

wyrazaig Podobienstwa trafu na losy poiedynczo uwazane, wigc po-
dobienstwo trafu na kilka lub tyle ile nam si¢ podoba loséw niezawi-
stych otrzymuie sie przez rozmnozenie utomkoéw pokazuigcych podo-
bienstwa trafu na kazdy w szczegoélnosci los poiedynczo uwazany.
I tak niech beda trzy losy 4, B, C, liczba przypadkow trafu pierwszego
a, przypadkéw chybienia b; liczba przypadkéw trafu ¢, przypadkoéw
chybienia na drugi los d; liczba przypadkow trafu e, przypadkéw chy-
bienia f na trzeci los; ze wszystkie trzy przypadki trafig wyraza ace,
liczba wszystkich mogacych si¢ przytrafic przypadkow iest
=(a+b)(c+d)(e+ f)wigc Podobienstwo trafu na wszystkie trzy
B ace __a ¢ e
(a+b)(c+d)e+f) a+b c+d e+f
Podobienstwo chybienia, gdyby ich bylo dwa bd wyraza przypadki ze
bd = b X d =Podobien-
(a+b)c+d) a+b c+d
stwo chybienia obu [losow?]; gdyby ich bylo trzy, bdf wyraza przy-
padki ze wszystkie trzy losy chybig, wiec Podobienstwo chybienia
bdf b y d “ f
(a+b)c+d)e+f) a+b c+d e+f’
Przez podobienstwo trafu mnozac Summe pieni¢dzy spodziewana,
otrzymamy warto$¢ oczekiwania podtug §.2. Przypusé¢my dla przy-

; Rownie otrzymuiemy

obydwa losy chybia; wiec

trzech =
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PROEGLAD
ktadu ze dla otrzymania Summy 90" potrzeba zdarzenia dwoch losow | STATYSTYCANY
z ktorych pierwszy ma trzy przypadki trafu, a 2 przypadki chybienia; § ~r 1309
drugi ma 4 przypadki trafu, a 5 chybienia. Podobienstwo trafu w

pierwszym =2 w drugim %, wigc oczekiwanie =2-4.90 =3% = 24"
Zaiste chcac sie¢ o tym przekona¢ wystawmy sobie ze si¢ pierwszy los

iuz trafit a zatem oczekiwanie zawisle bedac zupehlie od drugiego
losu, bedzie przed iego zdarzeniem =%-90=40". Teraz zapatrywaé
si¢ mozemy na pierwszy los iako warunek potrzebny do otrzymania

40", aze Podobienstwo trafu pierwszego losu = 2, wiec oczekiwanie
do otrzymania 40" iest = 140 = 24" iak przedtym.

Gdyby oczekiwanie zawisto od zdarzenia si¢ iednego losu a od chy-
bienia drugiego, warto$¢ tego oczekiwania bedzie mnogosciag po-
wstaigcg z rozmnozenia Podobienstwa trafu pierwszego losu przez
Podobienstwo chybienia drugiego, a potem przez Summe spodziewa-
ng pienigdzy. Gdyby za$ oczekiwanie zawisto od chybienia dwoch lub
wiecey losow [str. 5] [na marginesie: Rachunek Losow 1790] wartos¢
oczekiwania wypadnie z mnogosci dwoch Podobienstw chybienia
przez Summeg spodziewang. To prawidlo latwo bedzie rozciggna¢ do
wiecey zdarzen w przypadkach i1 losach niezawistych, 1 nizey przyi-
dzie nam ieszcze rzecz t¢ rozlegley powtorzyc.

[na prawym marginesie: Podobienstwo trafu, chybienia, oczekiwanie
w przypadkach zawistych]

5. w Przypadkach zawistych powiedzielismy ze zdarzenie si¢ ied-
nego losu wptywa i odmienia Podobienstwo trafu drugiego. Gdyby
sobie kto zatozyl z kart 13 iednego koloru wyciagnac naprzod Asa,
potem dwoyke. Na pierwszy los ze wyciagnie Asa podobienstwo trafu
=1, przypusémy ze si¢ zdarzyt los pierwszy, zostato si¢ na los drugi

kart 12, a zatem podobienstwo trafu na ten los przypusciwszy pierw-

szy iako zdarzony, podobienstwo moéwig trafu =5 wigc ze si¢ oby-

dwa losy trafia Podobienstwo trafu =5 =+ skad si¢ wnosi ze
podobienstwo na dwa losy zawiste iest mnogosciag wypadaigca z roz-
mnozenia Podobienstwa trafu iednego losu przez podobienstwo trafu
drugiego uwazanego tak iak gdyby si¢ pierwszy trafit.

Lecz naytatwieyszy sposob wynalezienia Podobienstwo trafu roz-
nych losow zawistych, iest rozrozni¢ mysla porzadek tych losow wy-
stawiaigc sobie ktory z nich pierwszy, drugi, trzeci, i.t.d. w porzadku
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nalezy uwazaé, potym podobienstwo trafu pierwszego losu uwazac
iak niezawiste od inszych; podobienstwo trafu drugiego nalezy uwa-
za¢ w tym przypuszczeniu iak gdyby si¢ pierwszy los iuz zdarzyt,
Podobienstwo trafu trzeciego nalezy uwazac iak gdyby si¢ dwa pierw-
sze losy 1uz zdarzyly. Podobienstwo czwartego iak gdyby si¢ trzy
pierwsze iuz zdaty i.t.d. Wreszcie podobienstwo trafu na wszystkie
razem bedzie rowne Mnogosci z Podobienstw wszystkich trafu deter-
minowanych sposobem dopiero podanym.

S tego co$my dotad powiedzieli wniesiemy tatwo, iz sposob de-
terminowania Podobienstwo trafu na tyle przypadkow zawistych lub
niezawistych, ile nam ich sobie podoba wystawi¢ nie ma zadney trud-
nosci, iezeli to podobienstwo zawislo od zdarzenia si¢ przypadkow
roznych losow. Ale na przypadki zawiste iezeli podobienstwo trafu
zalezy od zdarzenia si¢ iednych i razem od chybienia drugich losow
zawiera w sobie wielkie trudnosci, dla ktorych podanie regut na wyna-
lezienie takiego podobienstwa odktadamy do przepisow nizey podadz
si¢ maigcych.

[na prawym marginesie: oczekiwanie na ré6zne Summy]

6. Oczekuigc na rozne Summy wygrany, tatwo si¢ przekonaé ze
oczekiwanie na cala Summe¢ wygrany, sktada si¢ z oczekiwan ktore
mam na Summy szczeg6lne, iest rOwne zbiorowi z oczekiwan na te
szczegolne Summy. Itak, n.p. wystawmy sobie dwa losy z ktorych
ieden ma cztery przypadki trafu, a pi¢¢ przypadkow chybienia, drugi
ma 3 przypadki trafu a dwa chybienia. Jezeli si¢ trafi pierwszy, wy-
grana iest 90", a iezeli si¢ takze trafi i drugi podobna wygrana iest
90", iakaz iest warto$¢ oczekiwania na cata wygrang z z obydwoch
losow przypadaiaca? Na pierwszy los podobienstwo trafu =3, Summa

spodziewana 90" wiec oczekiwanie na zdarzenie si¢ tego losu

=%4.90=40". W drugim losie podobiefistwo trafu iest =2, Summa

spodziewana 90" wiec warto$é oczekiwania z drugiego losu
90" 2= 54". A zatem oczekiwanie na cala wygrang z obydwoch lo-
sow przypadaigcg 40" + 54" = 94",

Lecz gdy 90" przychodzito raz tylko wygrywaé na zdarzenie sie

iednego z dwoch dopiero opisanych losow, sposob determinowania
wartosci oczekiwania bedzie inny; albowiem lubo z pierwszego losu

oczekiwanie warte iest 40" iednakowoz zwazy¢ nalezy, Ze oczekiwa-
nie na drugi los zginie, za zdarzeniem si¢ losu pierwszego, i ze to
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oczekiwanie na los drugi nie ma mieysca tylko w [Rachunek Losow:
str.6] tym przypadku kiedy pierwszy los chybi. Ze pierwszy los chybi

iest podobienstwo rowne 3, a przypusciwszy ze chybil, na ten czas
oczekiwanie moze bedzie warte 54”, gdzie 3 bedac miarg oczekiwa-
nia mego na 54", wypada ze to oczekiwanie /szacuiac go przed de-
terminacya losu pierwszego czyli nim pierwszy los zapadnie/ warte
iest 5= 30", a zatem warto$¢é calego oczekiwania bedzie
=40+30="70".

Dla wprawienia si¢ w uzycie dopiero wylozonych prawidet, przy-
aczaig si¢ tu do rozwigzania przyktady nastgpuigce

Przvklad 1. Gra w ko$ci Znale§dz Podobienstwo trafu na wrzucenie
Asa za dwoma rzutami kosci.

Podobienstwo trafu na wrzucenie Asa za pierwszym rzutem iest =+

1 to iest pierwsza czg$¢ szukanego podobienstwa.

Chybiony As za pierwszym rzutem zawsze moze bydz wrzucony

za drugim, aze podobiefistwo chybienia go za pierwszym rzutem =2,

a podobienstwo wrzucenia go za drugim rzutem = wigc Podobien-

stwo chybienia go za pierwszym a wrzucenia go za drugim rzutem

=2.1=2 i to iest druga czgs¢ podobienstwa szukanego, przeto Po-

dobienstwo trafu szukane ++3 =11

Podobne bytoby zagadnienie o wrzuceniu 6 lub 7 za dwoma rzu-
tami we dwie kosci co tatwo bydZz moze rozwigzane zwazywszy ze 7
ma 6 przypadkéw trafu w dwoch kosciach, 6 ma za$§ ich tylko 5;
wszystkich za$ przypadkéw we dwoch kosciach znayduie si¢ 36; iest
zatem przypadkéw trafu na wrzucenie 7 lub 6 za pierwszym rzutem

11, wigc Podobiefistwo trafu na pierwszy rzut = 4% ; lecz chybiwszy

oboie za pierwszym rzutem, iedno z nich bydz moze wrzucone za
drugim rzutem. Podobienstwo chybienia za pierwszym rzutem iest 3>,

Podobiefistwo trafu na ktorekolwiek za drugim rzutem =1L, skad
Podobienstwo chybienia za pierwszym, a trafieniana ktorekolwiek za

drugim rzutem =3.11=25_ a przeto Podobienstwo szukane

— 11 275 _ 671
36 + 1296 — 1296 *
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Przyklad II. Znalesdz podobienstwo trafu na wrzucenie Asa za
trzema rzutami kosci.
Ze As bedzie wrzucony za pierwszym rzutem iest podobienstwo trafu
= +,; Jezeli As bedzie chybiony za pierwszym rzutem, moze bydz
trafiony za drugim i trzecim, aze podobienstwo chybienia za pierw-
szym rzutem =2, a podobienstwo trafienia za dwoma rzutami =1t

(podtug Przyk. I) wiec podobienstwo chybienia go za pierwszym, a

wrzucenia go za dwoma nastgpuigcemi rzutami =24 =2 co iest

drugg czescig podobienstwa szukanego, wigc szukane podobienstwo

1 14 55 91
1est ¢+ 55 = 576 -

Przyklad III. Znalesdz podobienstwo trafu na wrzucenie Asa za

czterema rzutami kosci.

Podobiefistwo wrzucenia Asa za pierwszym rzutem = +; to iest

pierwsza czg$¢ podobienstwa szukanego. Gdyby as chybil za pierw-
szym rzutem na co podobienstwo =3, zostang si¢ trzy rzuty w kto-

rych ze As wypadnie podlug Przykt. II iest podobienstwo = ; skad

5.91 _ 455
<316 = 125¢ Wyraza podobienstwo chybienia za pierwszym, i trafienia

Asa w nastepuigcych trzech rzutach. Zaczem podobienstwo szukane

1 455 _ 671 625
+ 566 = 1306 » Podobiefnstwo zas przeciwnego zdarzenia {3 .

Rzecz uwagi godna, ze ten ktory chce iedng koscig za czterema
rzutami wrzuci¢ Asa, ma t¢ sama korzys$¢ na swoim przeciwniku, iaka
ma ten ktory chce wrzuci¢ 6 lub 7 we dwie kosci za dwoma rzutami,
wobydwoch bowiem przypadkach stésunek losow = 671 do 625. skad
nie iest trudno determinowac¢ [str. 7] zysk iedney strony z wyzszosci
przypadkow ktére ma nad swego przeciwnika, przypusciwszy ze ich
wstawka iest rOwna i1 naznaczona iednoscia. I lubo to iest tylko szcze-
gblny przyktad prawidta podanego w §.3, przeciez nie zaszkodzi

C : . .a . , -,
przypomnie¢ ie sobie. Niech bedzie 5 stosunkiem los6w, Podobien-

stwa trafu wzglgdem graigcych sa a , b , prawo pierwszego do
a+b a+b

wstawki drugiego = a 5 x1, 1 podobnie prawo drugiego do wstawki
a+

b.l_a—b
a+b a+b’

pierwszego = Lb 1, korzys$¢ pierwszego w grze iest
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rzutach dwoch kosci, albo ktory zakfada sobie wrzucenie Asa w czte- | y, 1309)

rech rzutach kosci, iest 671-625 = 46 to iest blisko ZLS czesé

671+625 1296
wstawki swego przeciwnika.

Przyklad IV. Wynale$dz podobienstwo trafu na wrzucenie dwoch
Asow w dwoch rzutach iedney kosci.

Z rozumowania i prawidta podanego w §. 4. oczywiscie wypada

ze +-+ =+ iest podobiefistwem szukaném.

Przyklad V. Jakie iest podobienstwo trafu na wrzucenie dwoch
asow za trzema rzutami iedney kosci?
Wrzuciwszy asa za pierwszym razem, trzeba go ieszcze wrzuci¢ raz w
dwoch ostatnich rzutach, aze Podobienstwo wrzucenia go za pierw-

szym razem =, a Podobienstwo wrzucenia go raz w dwoch rzutach
podtug Przyk. I =11 wigc Podobiefnistwo wrzucenia go w pierwszym

rzucie, i znowu wrzucenia go w raz w dwoch ostatnich rzutach

=+1.1=JL to iest pierwsza czeScig podobiefnstwa szukanego.

Chybiwszy asa za pierwszym rzutem, wypada wypada go wrzucic¢
w dwoch ostatnich rzutach dwa razy, aze podobiefistwo chybienia go
w pierwszym =2, a podobienstwo wrzucenia go dwa razy w dwoch

— 1L

rzutach podlug Przykl. IV. =3 ,wigc podobienstwo chybienia go

L —_35 t0 jest

pierwszy raz a trafienia dwa razy w dwoch rzutach =3-4 =55

ga ;. ., . .y,
2= czg$¢ podobienstwa szukanego, wigc podobienstwo szukane

1145 _ 16 — 200
12 =S5 Podobiefistwo przeciwnego zdarzenia = ¢ .

Przyklad VI. Jakie iest podobienstwo wrzucenia dwoch aséw w
czterych rzutach iedney kosci?

Podobienstwo wrzucenia asa pierwszy raz =+, ale trafiwszy pierwszy
raz wypada ieszcze trafi¢ raz w trzech rzutach na co mamy z Przykta-
du II Podobienstwo trafu =%, wigc Ze si¢ oboie zdarzy iest podo-

ey
1e1; A 1,91 _ 91 = &1 . 1
bienstwo rowne ¢ == =1~ czeSci Podob: szukanego. Chybiw-

szy asa pierwszy raz na co podobienstwo =2

2 wypada go wrzuci¢

dwa razy w trzech rzutach ostatnich na co podobiefstwo z Przyktadu
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16 . . . . . .« , 5,16 _ _80 ga
V.=4% ; wigc ze si¢ oboie trafi podobienstwo rowne ¢ - 51 = 1o » 2

czg$¢ podobienstwa szukanego a przeto Podobienstwo szukane

91 80 _— _171 1 1
396 T Tooz = 1 - Lym samym sposobem rozumuigc znaydziemy na-

stepnie Podobienstwo wrzucenia Asa tyle razu ile nam si¢ podoba, w
iakiéykolwiek liczbie daney rzutow.

[Rachunek Loséw: str. 8]

[na lewym marginesie: wzory ogoélne na wynalezienie podobienstwa
trafu]

§.7. Uzywaigc liter do wyrazenia dopiero wymienionych regut, na-
zwieymy a liczbe przypadkow trafu, b liczbg przypadkéw chybienia,
ze zdarzenie iakie trafi si¢ raz w liczbie n dos§wiadczen, podobienstwo
trafu okaze nam szereg

a ab ab’ ab’ ab*
+ >+ T+ Tt -+ &c
a+b (a+b)” (a+b) (a+b)" (a+b)
a b b’ b’ b*
= 1+ + >+ T+ Tt &c
a+b a+b (a+b)” (a+b) (a+b)

ktory to szereg nalezy ciagnac¢ do tyla terminow, poki ich liczbanie
bedzie rowna liczbie n doswiadczen. 1 tak iezeli @ = 1, b = 5, liczba
doswiadczen n.p. rzutow n = 4, podobienstwo trafu bedzie

=1+ + 35+ 5 = oo tak iak w przykt. 111
Tez same zachowuigc przypuszczenia, ze los iaki zdarzy si¢ dwa
razy w liczbie n iakieykolwiek doswiadczen, podobienstwo trafu wy-

raza si¢ przez szereg
a’ 2a°b 3a’h* 4a’b’ 5a°b*
~+ -+ ~+ =+ —+
(a+b)" (a+b)y (a+b)” (a+b)y (a+b)

a’ 2b 3p’ ap’
= = 1+ + >+ T+ &c
(a+b) a+b (a+b)” (a+b)

ktory to szereg nalezy ciggna¢ do liczby terminéw n —1, to iest
0 iedno$¢ mnieyszey od liczby n doswiadczen. Niech bedzie a = 1,
b =15, n=_8. Podobienstwo trafu
I 10 75 500 3125 18750 109375 663991
36 216 1296 7776 46656 279936 1679616 1.679.616
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I znowu ze los iaki wypadnie trzy razy w liczbie n doswiadczen, po-
dobienstwo trafu wyraza si¢
a’ 3a’h 6a’b> 10a’b’  15a°b*
3 + 4 + 5 + 6 + 7
(a+b) (a+b)" (a+b) (a+b)’ (a+b)
a’ 3b 6b° 106°
= - I+ + >+ -+ &c
(a+b) a+b (a+b)y” (a+b)

ktory to szereg nalezy ciggnaé do liczby terminow n —2, iezeli n
wyraza liczbe rzutow czyli doswiadczen.

Te wszystkie szeregi podobienstwo trafu wyrazaigce na traf losu
raz, dwa, trzy, 1. razy w liczbie n doswiadczen, zamkna¢ mozemy
w iednym szeregu ogélnym: Niech a oznacza liczbe przypadkow tra-
fu, b liczbg przypadkow chybienia, / liczbg razy ile powinien los wy-
pasdz, n liczb¢ doswiadczen, potozmy a + b =s: ze los wypadnie |
razy w liczbie n do§wiadczen Podobienstwo trafu iest =

a' {1+&+ 1.(I+1)b* N L(+1)([+2)b° . 1L+ 1)1 +2)(1 + 3)b* +&C}.

i

S s 128 123.5° 1.2.3.4.5"

(1)

s ktorego to szeregu nalezy wzig¢ termindow poczatkowych liczbe
n—1+ 1, aZbior ich wyraza¢ bedzie podobienstwo trafu szukane.

Chcac teraz znale$§dz podobny wyraz ogélny okazuigcy podobien-
stwo chybienia, to iest ze los nie trafi si¢ / razy w liczbie n doswiad-
czen trzeba nam teraznieysze zadanie przywiesdz do poprzedzaigcego,
czego dokazemy przez nastgpuigcg uwage. Wystawmy sobie dwoch
graczow, A, 1 B, ubiegaigcych si¢ przez Zaktady o wygrana: liczba
przypadkow trafu dla A4 iest a, a liczba podobnych przypadkow dla B
iest b; A utrzymuie ze los wypadnie / razy w liczbie n doswiadczen; B
utrzymuie ze nie wypadnie / razy w n do§wiadczeniach, wigc iezeli los
wypadnie tylko / —1 razy w n do$wiadczeniach, B wygra: od n odcig-
gnawszy [ —1, czyli n—I/+1 pokazuie ze iezeli los wypadnie
n+1—1=n-1+1 razy w liczbie n do§wiadczen, B wygra; iezeli zas
wypadnie [ razy w teyze samey liczbie n do§wiadczen, 4 wygrywa:
szukaigc podobienstwa trafu dla B ktérego przypadki przyiazne sa b, a
nieprzyiazne a; to podobienstwo wypadnie z rozwigzania nastgpuig-
cego zagadnienia: maigc b liczbe przypadkoéw trafu, liczbe przypad-
kéw chybienia a, znalesdz podobienstwo trafu, ze los wypadnie
n—1+1 razy w liczbie n do$wiadczen? Nazwawszy n—I[+1=p,
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e 13a9) | dla 4, potozywszy w nim za [, p; za b, a; za a, b, wyraza¢ bedzie

P 2 3 4
b” 1Jrﬂer-(sz)a +p-(p+1)(p:r2)a +p~(p+1)(p+2)(4p+3)a L &e
s? s 1.2.s 1.23.s 1.234.s

podobienstwo chybienia dla 4 =

)

[Rachunek Loséw: str. 9]

s ktorego to szeregu nalezy wzigc terminéw poczatkowych liczbe /, a
ich zbidr okaze podobienstwo chybienia, to iest ze los nie wypadnie /
razy w liczbie n doswiadczen. Powiedzialem ze nalezy wzig¢ liczbe /
terminow z szeregu (2); bo tu n wyraza liczbe doswiadczen, n—/7+1
liczbe razy ile los wypasdz powinien, wigc liczba terminow do wzig-
cia bydz powinna =n—(n—-[+1)+1=/.

PowiedzieliSmy wyzey, ze podobienstwo trafu dodane do podo-
bienstwa chybienia daie iedno$¢, wigc maigc znane podobienstwo
chybienia, poznamy natychmiast podobienstwo trafu: mozemy przeto
uzywac szeregu (1), albo szeregu (2) do rozwigzania zagadnien trzy-
maigc si¢ atoli zawsze tego, w ktérym rachunek zachodzi krétszy i
latwieyszy. Aze uzywaigc szeregu (1) nalezy nam z niego wzigc ter-
minow liczbe n —1[+1; uzywaigc za§ (2) potrzeba wzig¢ terminow
liczbeg /, wige dla krotszego rachunku iezeli n—/+1</czyli 21 </
nalezy uzy¢ szeregu (1); iezeli za§ 4 > [, nalezy uzy¢ szeregu (2).
tak wystawmy sobie los maigcy ieden przypadek trafu a 35 przypad-
kow chybienia, gdybysmy chcieli znalesdz podobienstwo trafu na
zdarzenie si¢ tego losu raz w 24 doswiadczeniach, poniewaz tu n = 24,
/=1, b=35, a=1, na wynalezienie podobienstwa trafu musieli by-
sSmy wzigc 24 terminy uzywaigc (1) szeregu, kiedy uzywaiac szeregu

ostatniego (2) nie potrzeba nam tylko iednego terminu, 1 podobien-
24

stwo chybienia = Evel 1. ktorego utomku przez Logarytmy znalezio-

na wartos¢ = 0,50871, co odciggnawszy od iedno$ci reszta da podo-
bienstwo trafu =0,49129 a zatem stosunek loséw ze chybi bedzie
blisko 50 do 49. — Podobnie gdyby nam przyszto szuka¢ podobien-
stwa trafu, ze tenze sam los co przedtym wypadnie dwa razy w 60
do$wiadczeniach, bedzie /= 2, n=60, n—/+1 =159, co pokazuie,
zeby nam trzeba wzig¢ 59 termindw uzywaigc szeregu (1), kiedy
uzywaigc drugiego nie potrzeba bra¢ tylko dwa terminy, i bedzie po-
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F{l 22} 0,5007 co ociagnawszy od ied-
nos$ci, otrzymamy podobienstwo trafu =0,4993 a zatem stosunek lo-
sOw za zdarzeniem iest blisko 499 do 500.

Przyklad VII. ZnalesdZz podobienstwo trafu na wrzucenie Asa raz
tylko a nie wigcey, w czterech rzutach kosci.

To zadanie nalezy dobrze rozrézni¢ od przyktadu III, tam bowiem
w iakimkolwiek z czterech rzutoéw wypadt As, gra ustaie; tu zas przez
warunek potozony, wrzuciwszy asa w pierwszym n. p. rzucie, obo-
wigzany iest gracz do dalszych rzutow ktore sa calkiem przeciwko
Niemu az do ostatniego rzutu po ktérym gra ustaie. W Przykladzie

cim .y, . . .
3= mamy podobienstwo niecograniczone trafu na wrzucenie Asa raz

lub wigcey w czterech rzutach -6ZL; w Przyktadzie VIZ*mamy podo-

bienstwo trafu na wrzucenie dwa razy przynaymni€y, a zatem 1 wig-

cey razy Asa za czterema rzutami =5 : odciagnawszy drugie od

pierwszego, zostaie si¢ . Podobienstwo trafu na wrzucenie raz

tylko a nie wigcey Asa w czterech rzutach. Podobienstwo za$

[Rachunek Losow: str. 10] chybienia = 5% ; stosunek losow przeciw-

ko wygrany 796 do 500, to jest blisko 8 do 5.

Przyklad VIII. Niech bedzie dwoch graczow 4, 1 B razem graig-
cych. Gracz A potrzebuie iednego, Gracz za$ B potrzebuie dwodch
punktow do skonczenia gry caléy i do wygraney. Jakiez bedzie dla
kazdego z nich podobienstwo do wygrany?

Tu zwazy¢ nam nasamprzod potrzeba ze cala gra skonczy sig¢ zro-
bieniu naywigcey dwoch punktow, a iezeli kazdy punkt potrzebuie
iedney gry, wigc wygrana zupetna bedzie po dwoch naywigcey grach,
gdyz iezeli za pierwsza gra A zrobi punkt ieden, cala wygrana skonczy
si¢: iezeli za$ ten punkt zrobi gracz B, wigc kazdemu z nich nie bedzie
brakowac¢ tylko iednego punktu, ktory gdy za druga gra musi wypasdz
dla 4 lub B, cata wygrana skonczy¢ si¢ musi: z czego to si¢ okazuie,
ze gracz A potrzebuie raz tylko, gracz zas B potrzebuie dwa razy wy-
gra¢, w dwoch tylko grach: A iezeli obydwa gracze sa w zupeinie
rownych okolicznosciach do wygrania lub chybienia pierwszy gry,

wigc podtug §.2. podobienstwo trafu ze B wygra pierwsza gre =+, a
zatem ze wygra dwa razy tuz po sobie Podobienstwo trafu =4-4=1;
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a zatem podobienstwo trafu ze 4 wygra =1—4 =3, stosunek losow
za wygrang 4 iest, iak 3 do 1.

Przyklad IX. Dway gracze 4, 1 B graigc z soba, A potrzebuie ied-
nego punktu, B za$ potrzebuie ich dwa do skonczenia caley gry i zu-
peilney wygraney; ale B ma za sobg dwa razy wigcey przypadkow
trafu iak A: iakiez dla kazdego z nich bedzie podobienstwo wygrany?

Widzemy to iak w poprzedzaigcym przyktadzie ze cata wygrana oka-
ze si¢ po dwoch grach, w ktorych potrzeba dla B dwa razy, a za$ 4 raz
tylko wygra¢: poniewaz za$ B ma dwa przypadki do wygrania iedney
gry, a A ma ich tylko ieden: wigc podobienstwo ze 4 wygra pierwszy raz
=%, a zatem ze wygra dwa razy tuz po sobie iest podobiefistwo trafu

=2.2=4 a zatem podobiefistwo trafu dla 4 =1-3 =3 . Stosunek

losow ze A wygra raz nim B wygra dwa razy, iest iak 5 do 4.

Tu wypada nam zrobi¢ bardzo potrzebng uwage: Bardzo iest nie-
bezpieczno w materyach losu wnioskowaé z powierzchownego wi-
dzenia rzeczy i rozumowac bez pomocy rachunku: w ostatnim przy-
ktadzie zdaie si¢ z warunkow Pytania obydwoch Graczy podobien-
stwo rowne do wygrany atoli oczywiscie rachunek pokazat nie row-
nos$¢, ktorg to nierownos¢ przez rachunek odkryta mozna zastanowiw-
szy sie znalesdz przez rozumowanie: gdyz lubo B ma dwa razy wigcey
przypadkow trafu iak A4, to tylko pokazuie iz ciggnac gre czesciéy
mozna wygrawaé B iak A4; ale tu w dwodch grach potrzeba obydwie
wygra¢ B, a tylko iedn¢ A4, przypadek za$ trafu nie iest to iedno co
pewna wygrana iakiéy to potrzeba, a zatem z tego wzgledu losy dla B
1 A nie s3 tu zupetnie rowne.

8. Jakakolwiek iest liczba grow, ktorey dwa gracze A 1 B potrzebuia
do skonczenia losu i1 otrzymania wygrany; t wygrana skonczy si¢ nay-
daléy po takiéy liczbie gréw iaka wypadnie odciagnawszy jednos¢ od
Summy grow ktorych kazdy z nich do wygrany potrzebuie. [str. 11]

Wystawmy sobie n. p. ze 4 potrzebuie 3 punktow albo grow do
wygrany i skonczenia caley gry; B za$ potrzebuie podobnych grow lub
punktow 5: cata wygrana skonczy¢ sie naypdzniey musi po liczbie
grow 5+ 3 —1=7; albowiem nim przyidzie do ostatniey determina-
cyi gry i wygrany catey, 4 musi mie¢ koniecznie 2 gry za sobg, B za$
musi ich mie¢ 4, po ktorych iedna gra konczy wszystko dla 4 iezeli
bedzie na iego strong, lub dla B iezeli i3 B wygra, a zatem wszystko
do skonczenia potrzebuie naywigcey 7 grow. Przez podobne rozumo-
wanie okaza¢ mozna t¢ prawde w innych przypadkach.
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gry 1 wygrany; gracz za$ B potrzebuie ich 7; ale liczby przypadkoéw
trafu iakie zachodzg miedzy A4 i B sg w stosunku iak 3 do 5. Jakiez dla
kazdego podobienstwo wygrany, i jaki stosunek losow?

Tu wystawiamy sobie ze otrzymanie punktu wycigga koniecznie
iedney gry, wiec gdy obydwa gracze potrzebuiag 10 grow, cata wygra-
na skonczy si¢ naydaley po 9 grach: w ktorych to 9 grach 4 potrzebuie
trzy razy wygrac, B za$§ siedm razy: Stosuigc do terazniéyszego przy-
ktadu szeregi (1), (2), dane pod §.7, gdybysmy chcieli uzy¢ szeregu
(1) do znalezienia Podobienstwa wygrany dla A, mielibySmy /=3,
n=9, ale liczba terminow do wzigcia z szeregu (1) bylaby
n—1+1=7; kiedy uzywaiac szeregu drugiego na znalezienie podo-
bienstwa wygrany dla B, mamy n=9;[/=3; a=3; b=>5liczba
terminow  do  wzigcia / = 3; Podobienstwo  wygrany dla B

7 7
= %{1 +%+E} = % 484 =0,28172 blisko, co odciagnawszy od
iednosci wypada Podobienstwo wygrany dla A =0,71828. Stésunek
losow za wygrang A iest 71828 do 28172 to iest blisko iak 23 do 9.

Nr 13(19)

[na prawym marginesie: Inny sposob rozwigzania wszystkich poprze-
dzaigcych Pytan]

9. Wylozone dotad poczatki i prawidla stuzy¢ moga do rozwigza-
nia wielu pytan o losie: lubo za§ sg prostym i iasnym sposobem te
poczatki wytozone, atoli moga bydz ieszcze innym sposobem dowie-
dzione i prawie wyciggnione z uwagi nad iednym ogolnym wzorem.

Wystawmy sobie kos¢ iakiey zwyczainie do gry uzywaig, maigca
pewng iakakolwiek liczbe $cian réwnych; powtdre wystawmy sobie
drugg kos$¢ maiaca tez same co pierwsza, lub inng iakgkolwiek liczbg
scian takze réwnych: wszystkie odmiany ktoére tylko w rzucie 1 grze
tych dwoch kosci zachodzi¢ moga zamknigte s3 w mnogosci ktora
powstaie mnozac liczbe $cian pierwszey kosci przez liczbe $cian kosci
drugiey.

Na dowdd tey prawdy niech begdzie ko$¢ pierwsza maigca o$Sm
scian rownych, kos¢ zas druga maigca tych ze §cian rownych dwana-
scie: ustawiwszy iedne pewng Sciang kosci pierwsz€y, z nig taczyé
mozemy wszystkie dwanascie $cian kosci drugi€y: po czym ustawiw-
szy znowu drugg $cian¢ koSci pierwszey, z nig znowu uktada¢ moze-
my wszystkie dwanascie $cian kosci drugi€y, co nam iuz daie dwa
razy dwanascie kombinacyi dwoch kosci: toz samo czynigc z trzecia,
czwartg 1. t. d. §cang kosci pierwszey, i z kazdg z nich uktadaigc dwa-
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nascie $cian kosci drugiey za kazda razg otrzymamy nowych dwana-
scie odmian, a zatem wszystkich odmian zachodzacych tyle razy dwa-
nascie bedzie ile $cian zamyka ko$¢ pierwsza: to iest tyle ile wynosi
mnogos¢ powstaigca z rozmnozenia liczby $cian w ko$ci pierwszey
[str. 12] przez liczbg $cian kosci drugiéy 12 -8 = 96. Stego szczegdl-
nego przyktadu widzie¢ mozemy sposoéb dowodzenia tey prawdy na
wszystkie iakiekolwiek przypadki dwoch kosci, 1 przekonania si¢ o
ogo6lney prawdzie zalozonéy.

Przybrawszy sobie ko$¢ trzecia, kazda kombinacya dwdch pierw-
szych kosci uktada¢ si¢ moze z kazda Sciang kosci trzeci€y, a zatem
rozmnozywszy liczbe¢ odmian zachodzacych w dwoch kosciach przez
liczbe $cian trzeciey, otrzymamy liczbe odmian ktére zachodza w grze
trzech kosci.

Wzigwszy znowu ko$¢ czwarta z iakakolwiek liczbg $cian, kazda
kombinacya trzech kosci uktada¢ si¢ moze z kazda $ciang czwartey
kosci, i znowu liczba odmian w czterech kosciach rowng bgdzie mno-
gosci powstaigcey z z rozmnozenia przez siebie czterech liczb odpo-
wiadaigcych liczbie $cian czterech kosci. Zgota niech bedzie iaka
kolwiek liczba kosci, a kazda kos¢ niech ma iakakolwiek liczbg $cian
rownych. Wzigwszy liczbg $cian w kazdey szczegdlnosci kosci, i te
wszystkie potym liczby rozmnozywszy przez siebie, otrzymamy w
mnogosci liczbe odmian zachodzi¢ mogacych w grze wszystkich tych
kosci.

10. Wroémy sie teraz do uwagi dwoch tylko kosci, 1 wystawmy
sobie dwoiakie $ciany w kazde€y, biale i czarne; ko$¢ pierwsza ma
scian biatych liczbg 4, $cian czarnych liczbe B: ko§¢ znowu druga ma
scian bialych liczbe a, Scian czarnych liczbe b; liczba $cian wszyst-
kich w pierwszey kosci A+ B : liczba $cian wszystkich w drugiéy
=a+b; a zatem liczba wszystkich odmian w obydwoch kosciach
=(A+B)(a+b)=Aa+ Ab+ Ba+ Bb, w tych czterech terminach ma-
my nastgpuigce znaczenia:

Naprzod Jako mnogos$¢ z liczby scian pierwszey, przez liczbg
scian drugiéy kosci wyraza wszystkie odmiany obydwoch kosci; tak
liczba $cian biatych w pierwszey przez liczbg scian bialych w drugiéy
ko$ci wyraza wszystkie odmiany zachodzace w scianach biatych oby-
dwoch kosci, a zatym termin Aa zamyka liczbe przypadkow trafu na
wrzucenie w grze dwoch kosci obydwoch scian biatych.

Powtore przez podobne rozumowanie tatwo si¢ przekona¢ ze licz-
ba $cian biatych pierwszey rozmnozona przez liczbe $cian czarnych
drugiey kosci, okaze liczbg przypadkow w grze dwoch kosci tak uto-
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zonych, aby ko$¢ pierwsza padta na bialg a ko$¢ druga na czarng scia-
ng: a zatem termin Ab wyraza liczbe przypadkow trafu na wrzucenie
iakieykolwiek $ciany biatley w pierwszey, i iakieykolwiek sciany
czarney w drugiéy kosci.

Potrzecie Termin Ba wyraza liczbe przypadkow trafu na wrzuce-
nie iedney Sciany czarney w pierwszey, i1 iedney Sciany biatey w dru-
giéy kosci, a zatem Summa termindéw Ab+ Ba wyraza liczbe przy-
padkow trafu na wrzucenie iedney biatey, a drugie czarney $ciany w
1akieykolwiek kosci.

Poczwarte Termin Bb wyraza liczbg przypadkow wszystkich trafu
na wrzucenie obydwoch §cian czarnych przez dwie kosci.

Wytlumaczone dopiero znaczenie termindw okazuie nam ze te
stuzag nam do odpowiedzi na pytania wszystkie ktore tylko w grze
dwach kosci zachodzi¢ moga: bo z nich utozyc mozna podobienstwo

trafu na kazdy przypadek.
Aa = Podobienstwo trafu, zeby koniecznie wrzucié
Aa+ Ab+ Ba+ Bb
dwie §ciany biate.
Bb . ., S
= Podob: trafu zeby wrzuci¢ obydwie S$ciany
Aa+ Ab+ Ba+ Bb
czarne. [Rachunek Loséw: 13]
Aa+ Ab+ Ba
=Pod. trafu zeby wrzuci¢ przynaymni€y iedn
Aa+ Ab+ Ba+ Bb Y praynay Y €

sciane biatg, gdzie nawet dwie §ciany biate nie przegrywaig.

Ab+ Ba+ Bb
Aa+ Ab+ Ba+ Bb
scian¢ czarna.

Ab+ Ba

Aa+ Ab+ Ba+ Bb
sciane biata, albo iedng tylko Sciang czarng.

Przybierzmy sobie teraz ko$¢ trzecia z iakakolwiek liczba $cian,
w niéy liczba $cian bialych =, liczba $cian czarnych = £, liczba
$cian wszystkich =a+ f; (Aa+ Ab+ Ba+ Bb)(a+ ) =
Aaa + Aba + Baa + Bba + Aaff + Abf + Baf + Bb wyraza  liczbg
wszystkich odmian zachodzi¢ mogacych w grze trzech kosci.

Roztrzgsaigc terminy tey mnogosci, poznamy tatwo: ze termin
pierwszy Aaa wyraza liczbe przypadkow trafu na wrzucenie wszyst-
kich trzech $cian bialych; termin drugiéy Aba liczbe przypadkow
trafu na wrzucenie dwoch $cian biatych to iest pierwszey i trzeciéy, a

= Pod. trafu zeby wrzuci¢ przynaymni€y iedng

= Podobienstwo trafu, zeby wrzuci¢ iedne tylko
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iedney $ciany czarney w drugi€y kosci i tak daley, co proste przypa-
trzenie si¢ kazdego nauczy. Biorgc zatem po iednym lub po kilka ter-
mindéw takowéy mnogosci, mamy odpowiedz na iakie pytanie ktore
zachodzi w grze trzech kosci. Nie tylko za$ terminy przypadki trafu
wyrazaigce przywioda nas do podobienstwa trafu, ale ieszcze reszta
terminéw od mnogo$ci pozostatych daie liczbe przypadkéw chybie-
nia, sktorey tatwo mie¢ 1 podobienstwo chybienia 1 stosunek losow.
I tak n. p. na zapytanie iaka iest liczba przypadkow trafu na wrzucenie
dwoch scian biatych a iedney czarney przez trzy kosci? daig odpo-
wiedz terminy Aba + Bao+ Aaf : 1 ten ktory si¢ zaklada na zdarze-

nie tego losu, ma za soba stosunek losow Aba+ Baa+ Aaff do
Aao+ Bbo+ AbS + Baf + Bbf3 gdyz ostatnie pig¢ terminow to iest

reszta mnogosci od pozostatey liczby trafow, wyraza liczbe przypad-
kow chybienia.

Poniewaz Aaa wyraza liczbg przypadkow trafu na wrzucenie
trzech $cian biatych, wiec podobienstwo trafu

Aac
" Aaa + Aba + Baa + Bba + Aaf8 + AbS + Baf3 + BbS
Aaa A a

= = X X ; aze W tey ostatniey
(A+B)a+b)a+p) A+B a+b a+p

funkcyi pierwszy mnoznik wyraza podobienstwo trafu na wrzucenie
pierwsza koscig Sciany biatey: trzeci Mnoznik takiez podobienstwo
wyraza na wrzucenie trzecig koscig $ciany biatey; wiec stad okazuie
si¢ prawda tego prawidia ktoresmy podali w §. 4. iz Podobienstwo
trafu na wiele zdarzen i1 losow niezawistych wypadnie z rozmnozenia
utomkoéw wszystkich wyrazaigcych podobienstwo trafu na kazdy los
poiedynczy: bo lubo przyktad teraznieyszy nie zachodzi tylko migdzy
trzema zdarzeniami, tatwo atoli stad widzie¢ prawde reguly po-
wszechney na iakakolwiek liczbg zdarzen niezawistych.

Wezmy si¢ ieszcze do przyktadu dwoch kosci, sktorych pierwsza
ma liczbe $cian biatych A, liczbe $cian czarnych B, liczbe $cian
wszystkich 4+ B; druga liczbe $cian bialych a, scian czarnych b,
$cian wszystkich a + b : [str. 14] mnogo$¢ Aa + Ab+ Ba+ Bb zamy-
ka liczbe wszystkich odmian zachodzi¢ mogacych w grze dwoch ko-
$ci: przypusémy teraz ze liczba $cian w obydwoch kosciach iest zu-
pelnie rowna, i Ze tyle iest biatych Scian na pierwszey ile na drugiéy,
podtug takiego przypuszczenia A = a, B = b, a wigc szukana mnogos¢
zamieni sie na a’ +2ab+b*, w ktorey a’ wyraza liczbe przypadkow
trafu na wrzucenie dwoch $cian biatych; b takaz liczbe na wrzucenie
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iedney Sciany bialey i iedney czarney. Podobnie zwazaigc przyklad | n, 1309
trzech kosci 1 we wszystkich rowna $cian liczbe bedzie 4 =a = «,
B=b=/f, mnogo$¢ z trzech mnoznikdw powstaigca zamieni si¢ na
(a+b) =a’ +3a’b+3ab’> +b’, Aac =a’ wyraza liczbe przypad-

kow trafu na wrzucenie trzech scian biatych,

Aba + Bao + Aaf =3a’b przypadki trafu na wrzucenie dwoéch $cian

biatych a iedney czarney.

11. Stey ostatniéy uwagi wypada ogolne prawidlo: Niech bedzie
iakakolwiek liczba n kosci maigcych rowna liczbe $cian, podzielonych
na biate i czarne, niech liczba Scian bialych na kazdey kosci bedzie
= q, liczba $cian czarnych na kazdey = b, wyniostszy funkcya dwuwy-
razowg do potegi n, to iest (a+b)": w tey Naprzod pierwszy termin
a" wyraza liczbg przypadkow trafu na wrzucenie n $cian biatych.

Powtére drugi termin na""'b, liczbe przypadkéw trafu na wrzucenie
scian bialych liczbe n —1, 1 iedney czarney: Potrzecie termin trzeci
n -”T’la"_zb2 wyraza liczbe traféow na wrzucenie n—2 $cian $cian bia-
tych i dwoch czarnych i td. ogolnie wyktadnik a wyrazaé bedzie licz-
be Scian bialych, wykladnik za§ b liczbe Scian czarnych wrzucié sig¢
mogaca.

Zebysmy mogli porowna¢ prawidla wypadaigce z uwagi funkcyi
dwuwyrazowéy wyniesioney do Potegi n , gdzie n znaczy liczbg ko-
sci; z prawidtami wyzey iuz podanemi wezmy do rozwigzania Pyta-
nia, naktoresmy iuz w §. 6. dali odpowiedz.

Znale$dz Podobienstwo trafu na wrzucenie Asa w czterech rzutach
kos$ci iednéy szes¢ scian maigcey?

Chcac odpowiedzie¢ na to Zapytanie potrzeba nam zauwazyc,
ze rzucaé cztery razy iedne kos¢, czyli tez rzuci¢ razem cztery
kosci rowne i podobne wszystko iedno znaczy, bo tu roznica cata
zachodzi w czasie ktory bynaymniéy w wypadek losu nie wptywa: iak
predko bowiem liczba przypadkdéw trafu 1 chybienia zostaie ta sama,
czas dhluzszy lub krotszy potrzebny do gry bynaymniéy losu nie
odmienia: a zatem pytanie zadane moze si¢ inaczey tak wylozyc¢:
znalesdz podobienstwo trafu na wrzucenie Asa za iednym rzutem
czterech kosci. W takim znaczeniu niech As wyznacza to, coSmy na-
zwali §ciany biale; Sciany za§ czarne niech znacza wszystkie inne
punkta na ko$ci oprocz Asa, a przeto a =1, b=15, wyniostszy a +b
do potegi czwartey a’ +4a’b+6a’b’ +4ab’ +b*: Summa termindw
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a*+4a’b+6a’h’ +4ab’ , w ktorych kazdym znayduie si¢ a, wyrazaé
bedzie liczbe przypadkéw trafu =1+ 20+ 150 + 500 = 671, potega
za$ czwarta (1+5)* =1296 wyraza liczbe przypadkéw wszystkich,
671
1296

wiec podobienstwo szukane - . Podobienstwo co si¢ zupetnie

zgadza z Przykt: I11.
Gdybysmy byli szukali podobienstwa chybienia, rachunek wypada

4
e 625 . kad 1 ﬁzﬂ Podobienstwo

= ,S —
@+b) 12967 71296 1296

krétszy bo to =

trafu.
Ogodlnie rozwigzuigc zadanie: azeby w rzucie kosci n, lub w rzu-
tach n kos$ci iedney trafi na Asa. Podobienstwo chybienia to iest zeby

n

zaden As nie wypadl iest =( by a zatem podobienstwo trafu
a+

b (a+b)'-0b"
(a+b)" (a+b)"
dwuwyrazowéy nie zamyka a, a zatem wyraza liczbg przypadkéw na

chybienie Asa.

Podobnym sposobem zadawszy sobie pytanie aby w czterech rzu-
tach iedney kosci wrzuci¢ dwa Asy, to pytanie zupeknie iest to samo
co za iednym rzutem czterech kosci wrzucenie dwoch Asow, a zatem

, ostatni bowiem termin potegi [str. 15]

(a+b)*, wzigwszy stey funkcyi wszystkie terminy gdzie a iest wynie-
sione do potegi drugiey lub wyzszey, zbidr ich da liczbe przypadkoéw
trafu to iest a+4a’b+6a’h* =1+20+150 =171.Podobiefistwo
4ab’ +b' _ A7 _12s
(a+b) 1296 1296
Ogodlnie cheac za rzutem iakieykolwiek liczby » kosci, lub w rzutach
n teyze samey kosci wrzuci¢ dwoch Asow, naylatwiey iest nam znale$dz
Podobienstwo chybienia, bo przypadki chybienia zamykaig si¢ w termi-
nach gdzie si¢ nie znayduie a, albo gdzie si¢ tylko znayduie w pierwszy

trafu = ﬂ, Podobienstwo chybienia =
1296

potedze. Aze ta wlasno$¢ w funkcyi (a + b)" stuzy tylko dwom termi-

nom ostatniemu i przedostatniemu to iest na nab""' +b", wiec Podo-
., . , , . , . nab"' +b"
bienstwo chybienia dwoch Asow w rzucie n kosci = ————, a stego

(a+b)"
nab""' +b" (a+b)' —nab"" —b""
(a+b)" (a+b)"

Podobienstwo trafu =1—
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Chcac za iednym rzutem » kosci, albo w rzutach n iednéy kosci
wrzuci¢ trzech Asow, tatwo iest determinowa¢ podobienstwo chybie-
nia, ktorego przypadki sa zawarte w trzech ostatnich terminach
(a+b)", w nich bowiem a nie znayduie sic w wyzszey potedze nad
druga: od tego podobienstwa tatwo przyisdz do podobienstwa trafu.
Podobnie rozumowac¢ mozna o innych przyktadach w grze kosci: roz-
wigzuigc ich Pytania przez wlasnosci funkcyi dwuwyrazowey
(a+b)", wszystkie wypadki znaydziemy zgodne z temi ktoreSmy
wyzey w Przyktadach roznych przez inny znalezli sposob.

12. Te wlasnos$ci funkcyi dwuwyrazowéy w grze kosci spostrze-
zone, przystosowa¢ mozna do innych gatunkéw losu, gdzie idzie o
trafienie lub chybienie iakiego zdarzenia w iakieykolwiek liczbie razy,
byleby przypadki chybienia i trafu w kazdym razie czyli doswiadcze-
niu wyrazi¢ przez b 1 a. I tak wystawiwszy sobie dwoch graczéw 4, B
ubiegaigcych si¢ o zdarzenie iakiego losu; gdzie A4 robi zaklad Ze ten
los wypadnie / razy, w liczbie n doswiadczen: B za$ zaklada si¢ ze
tenze los nie wypadnie / razy w teyze samey liczbie doswiadczen: iest
za$§ w kazdem doswiadczeniu liczba przypadkow trafu a; b liczba

przypadkow chybienia: z funkcyi (a +b)" wzigwszy tyle ostatnich
terminéw ile / zamyka iednosci, ich zbior da nam liczbe przypadkow
chybienia we wszystkich doswiadczeniach; ktora rozdzieliwszy przez
(a+b)" otrzymamy podobienstwo chybienia to iest ze B wygra.

Z drugiey strony B zakladaigc si¢ ze 4 nie wygra / razy w n do-
swiadczeniach, to samo utrzymuie iak gdyby 4 nie wygral wigcey
razy tylko / —1; aze liczba wszystkich wygrywaigcych i1 przegrywaig-
cych zdarzen miedzy A4 i B, iest n przez zatozenie, bo graig obydwa n
razy, wigc odciagnawszy od n, [ —1, czyli n—1[+1 okazuie [str. 16]
ze B przedsigbierze wygra¢ n —/+1 razy w n do§wiadczeniach. Na-
zwawszy n—I+1=p, rzecz oczywista iz z funkcyi (a +b)" roze-
brawszy na terminy, ostatnie terminy 5" +nab"" +n-2La’h"? itd
ktorych by liczba byta /, wyrazaig liczbe przypadkow w ktorych B
wygrywa zaklad; pierwsze za$ terminy a" +na""'b+n-%La"?b* i td
ktorych liczba iest p pokazuig liczbg przypadkow trafu w ktorych A
wygrywa zaktad a zatém stosunek losow za wygrang B, iest iako licz-
ba / ostatnich do liczby p poczatkowych terminéw z funkcyi (a +b)" .

[na lewym marginesie: Tenze sam poczatek stosowany do kontynua-
cyi (dopisane: trwatosci) gry]
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13. Tenze sam poczatek funkcyi (a +b)" stosowaé mozemy do za-
gadnien o skonczeniu gry, kiedy zupelna wygrana od pewney liczby
grow ktorych kazdy gracz potrzebuie, zawista. I tak zalozywszy ze
dwa gracze razem graigcy 4 1 B potrzebuig do zupelney wygrany
pewney liczby grow, to iest A potrzebuie ich liczbe /; B za$ potrzebuie
ich p; obydwa razem potrzebuig ich /+ p; wigc cata gra skonczy sie¢
naydaléy po liczbie /+ p —1 grow podtug §.8: potézmy ieszcze ze w
kazdey szczegblnéy grze przypadki trafu za wygrang 4 1 B s3 w
stosunku iak a do b; przeto wyniostszy funkcya a +b do potegi
[+ p—1; liczba przypadkéw w ktorych kazdy z nich wygra¢ moze
zupehie po skonczon€y catey grze bedzie w stosunku, iako Summa
termindow poczatkowych tylu, ile iednosci wyraza p, do Summy ter-
mindw ostatnich tylu, ile iednosci wyraza /.

I tak, gdyby do catey wygrany 4 potrzebowat 3, B za$ potrzebowat
7 grow; a stosunek trafow w kazdey szczegdlney grze za A, B iest iak
3 do 5; bedzie /=3, p=7, a=3, b=5, [+p—-1=¢q, wicc

(a+b)’ =(3+5)°, stosunek loséw za wygrang A bedzie iak 7 pierw-
szych, do 3 ostatnich terminéw potegi (3+5)°. Wziawszy za$ trzy

ostatnie terminy tey potegi i te rozdzieliwszy przez potege cata, wy-
padnie nam podobienstwo chybienia 4, albo podobienstwo wygrany
dla B, ktore odciaggnawszy od iednos$ci, otrzymamy podobienstwo

wygrany dla 4. Ostatnie trzy terminy (a +b)’ sa b° +9ab® +36a°b’,
ktore otrzymuigc wyzey potozong wartos¢ na a, b réwne w liczbach
=37.812500: (a +b)’=134.217728. a zatem Podobienstwo wygrany
37812500 9453125

dla B = =
134.278.728 33554432

co odciggnawszy od iednosci wy-

padnie Podobienstwo wygrany dla 4 = 24101307 , stosunek losow ze
33554432

A wprzod skonczy iak B, i ze A wygra 24101307 to iest blisko iako
33554432

23 do 9. co si¢ zupehie zgadza z przykladem X.

14. Zostaie nam ieszcze do zupelnego poréwnania sposobow po-
danych na rozwigzanie zagadnien o losie, Pytanie w ktorym zaktada-
my sobie otrzyma¢ pewna determinowang liczbe trafow, tak dalece, ze
liczba traféw mniéysza lub wieksza nad podang przegrywaé musi.
takiego rodzaiu [str. 17] Pytania rozwigzuig si¢ przez ieden tylko ter-

min funkcyi (a + b)" . n. p. Znale$dz podobienstwo trafu na wrzucenie
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Poniewaz n znaczy liczbe kosci do rzutu iednego, lub liczbe rzu-
tow  iedney  koSci; w  terazni€éyszém = zadaniu @ n=4;
(a+b)' =a* +4a’b+6a’b* +4ab’ +b*; zeby wrzuci¢ za iednym rzu-
tem czterech kosci iednego Asa lub wigcey, mamy przypadki trafu w

terminach a* +4a’b+6a’b’ +4ab’ ; zeby za$ w iednym rzucie czte-
rech kosci wrzuci¢ dwoch Asdéw Iub  wigcey, terminy
a*+4a’b+6a’b’> dadzg nam przypadki trafu: wiec na znalezienie
przypadkow trafu na wrzucenie iednego tylko Asa a nie wigcey, trze-
ba nam od pierwszych czterech odciggnaé trzy pierwsze terminy, zo-

3
stanie nam si¢ termin 4ab’ a zatem podobienstwo trafu =—( 4al; ;i
a+
500 125
=——=——cosl etnie zgadza z Przykt: VIL
1296 324 € Zup zgadza z Przy

To ieszcze okaza¢ mozna przez §. 11. wktorym wytozyliSmy zna-
czenie kazdego terminu funkcyi (a+b)", skad wypada ze termin

4ab® wyraza wrzucenie iednego tylko Asa, bo a wyniesione w nim
iest do pierwszy tylko potegi. A zatem w og6lnosci mowigé wszystkie
podobne pytania, w ktorychby$smy sobie zatozyli wrzuci¢ liczbe tylko
| Asdéw a nie wiecey, rozwiazg si¢ przez ieden tylko termin w ktorych
si¢ znayduie potega ab"”'; wynalezienie wspotczynnika tego terminu
-1 n-2 n-3

zlozonego z Mnoznikow n, n2 , L 3 & 2 i t.d. zalezy od potegi n:
co nie zamyka zadney trudnosci.

[nastepna strona; brak numeracji]
Rachunek Losow

Przydatek do §. 13

Za pomoca sposobu w tym §. wytozonego, mozemy rozwigzac Py-
tania, iakieSmy mieli w Przykladach VIIL. IX. 1 X.: i na dwoch gra-
czOw A, B naznaczaigc rozng liczbe brakuigcych punktow czyli grow
do otrzymania zupelney wygrany, znale§dz mozna Podobienstwo kto-
ry z nich wprzod gre zakonczy i wygra, a stad wyciggnac stosunek
losow, sktorego utozy¢ mozna Tablice na rdézne przypadki. Nie bedzie
od rzeczy przylaczy¢ tu matg Tablice przyktadéw: w ktorych wysta-
wiamy sobie ze liczba brakuigcych punktow kazdemu Graczowi do
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zakonczenia gry nie przewyzsza 6, i ze obydwie strony z réwng zrecz-
noscig graig.

Punkta czyli gry Stosunek losow Punkta czyli gry Stosunek losow

brakuigce do wygrany brakuigce do wygrany
I, 2, s 3, L 2,6 120. ....... 8
I, 3, s 7, 1 3, 42....22

I, 4, 15, 1. K S S 99, ..... 29
L, 5, 31, 1. 3, i 0 219, ... 37
I, 6, 63, 1. 4y i S 163, .....93
2, 3, 11, 5. 46 e 382, .... 130
2, 4 26, ©. R TR S 638, ... 386
2, 5, s 57, .

do wyrachowania tey Tablicy, dosy¢ iest potozy¢ za /. p. punkta bra-
kuigce w kolumnie pierwszey, a poniewaz obydwie strony z rowna
zrecznos$cig graig wiec w tym zatozeniu a =1, b =1, wyniostszy wigc
a+ b do potegi /+ p—1, wzia¢ nalezy liczbg p termindw pierwszych
1 liczbe / termindw ostatnich, w nich a@ = b =1, a stad wypadaiace licz-
by dadza stosunek losow odpowiadaigcy zatozeniu. I tak w przyktadzie
7 gdzie A brakuie 2, a B brakuie 4 grow do konczenia, tu / =4, p=2,
l+p—-1=5, (a+b)’ =a’+5a*b+10a’h* +10a°b’> + 5ab* + b’ ;
pierwsze dwa terminy kiedy @ =1, b =1, wynosza 6; a cztery ostatnie
wynosza 26, skad stosunek losoéw = 26: do 6. tak iak w Tablicy.
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